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, Magnetostatica de Medios Materiales

oz PROBLEMA RESUELTO 7.1

1) Un anillo circular de radio R, contenido en el plano XY, cuyo centro es el origen O tiene una
densidad de carga A constante, y gira de manera uniforme dando n vueltas en un tiempo t.
Calcular la corriente eléctrica I que circula por el anillo y su momento magnético m.

2) Un circuito recorrido por una intensidad I esta formado por dos semicircunferencias de radio
. R unidas entre si, una situada en el plano XY y otra en el plano Y Z. Calcular su momento
e, magnético m.

3) Calcular la fuerza F'y el momento 7 que actian sobre los circuitos anteriores si se aplica un
= campo magnético B = Bk.

SOLUCION 7.1

1) La velocidad angular de la espira es:

n2mw -
g="F
t

:.. T 75
T ¢
iy &

B

La intensidad debida al movimiento de la espira utilizando el &ngulo azimutal de coordenadas
cilindricas es:
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La intensidad tiene el sentido de la velocidad angular (antihorario visto desde el eje Oz
positivo).
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El vector superficie del circuito al tratarse de una superficie plana es el area dirigida en la
direccién normal (el sentido lo determina la intensidad que recorre el contorno de acuerdo con
la regla del sacacorchos):

S = 1R’k
El momento magnético del circuito es la intensidad por el vector superficie:

—

m = IS = ARwr R%k = \wr B3k = mk

2) El vector superficie en este caso viene dado por las proyecciones de la superficie sobre los
planos coordenados (el sentido viene determinado por el recorrido de la intensidad en la pro-
yeccion):

4
[ i """" 1 9 9
1 . ] — 7TR = 7TR -
i Szik‘ _—
: a : 2 e
o . o . - TR?>- TwR%.
Pt & S =15 =1{=-k+=-0)
"'_f____if‘;"_ ______ ’,f
X

3) La fuerza sobre un circuito cerrado en un campo magnético uniforme es cero:

ﬁ:f}dixé:] fdf «B=0
T T

El momento sobre un circuito en un campo magnético uniforme es:

=mxB
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PROBLEMA RESUELTO 7.2

Obtener el flujo de un dipolo magnético de momento dipolar m = mE, situado en el origen
del sistema de referencia, sobre la corona circular de la figura situada en el plano XY. La
corona es el drea comprendida entre dos circunferencias de radios Ry y Re (R; < Ry). (Nota:
Considérese el flujo positivo en el sentido positivo del eje Oz).

SOLUCION 7.2

El campo de un dipolo es:

o (-m 3(m-f)f>

4o \ 3 7o

Para puntos del plano XY m_L# , por tanto, quedaria:

47 r3

El campo magnético es el mismo para todas las distancias separadas r del eje k.

ocz Por tanto, se puede coger un diferencial de superficie igual a: dS = 2nrdrk. El diferencial
de flujo a través de una corona de anchura dr es:

R —
o _ 5.5 Mo [—mk T Hom
d¢p =B -dS = e ( 3 ) 2nrdrk = —5 2

Para calcular el flujo total integramos la distancia r:

Towom  pem1 1
o) ¢ — /_77d7« = ( o >
&= 2 r2 2 \Ry, R

e R1

X
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PROBLEMA RESUELTO 7.3

Se tiene un cilindro indefinido conductor de radio R;
por el que circula una corriente uniforme I en el sentido
positivo del eje Oz. Su eje de simetria coincide con el R,

eje Oz. En su exterior se encuentra un tubo cilindrico de i w

radios Ry y Ry (R; < Ry) de material magnético lineal

de permeabilidad relativa p, = (1 —ar/Ry). 4

Se pide, en funcién de r (distancia al eje): -

a) Campo magnetizante (campo i ) en todas las regiones del espacio.

b) Inducciéon magnética (campo magnético) en todas las regiones del espacio.
¢) Imanacion en el cilindro.

d)

Densidad de corriente de magnetizacion en el cilindro.

SOLUCION 7.3

Por sunetrla todos los campos tienen el sentido del versor azimutal de las coordenadas
cilindricas: B = By | H = Hi Uy y M = M7 Ug.

Aplicamos el teorema de Ampere al vector H en circunferencias de radio r. Colocamos
circunferencias en todas las regiones del espacio:

Zona A: Ry <r

Zona B: Ry <7r < Rs

Zona C:r < Ry

Tomamos los vectores diferenciales de longitud en el sentido del versor azimutal:
27 2m
[ i di= [ iy raoi, = Hoxr
0 0

La intensidad que atraviesa la curva en la zona A es I:

1 I
H2rr =1 - H=— — B = puoH = po—
2mr 2nr
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La curva en la zona B encierra la intensidad I, sin embargo la permeabilidad es distinta de
la del vacio:

PEETRmR
.-"'"—: 'I r"'n..
rx ! fﬁi.__i____..j""*{h ;,Jr
e T L
T e - N &

I 1— I
H27rr:[—>H:7_>B:u0MTH:NO( ar/Ry)
2mr 2r

Para la curva en la zona C' ya no encerramos a toda la intensidad /. En este caso, para cal-
cular la intensidad que pasa dentro de la circunferencia de radio » tomamos coronas circulares
de radio r" y grosor dr.

r J
H2mr = /J27rr'dr' =Jrr? > H = ?T
0

Por la definicién de intensidad:

R1
I
1= [2nrar’ = JnRE > ] = —
0 ’ﬂ'Rl

Jr Ir ~ polr

— —~ B=
2 2nR2 27 R2

— H =

Calculamos la imanacion dentro del material magnético:

—a(r/Ry)I al
M = —1)H = = —
(ar ) 2mr 2w Ry

Calculamos las densidades de corriente de imanacion.

La densidad de corriente es:

ﬁr ’/”l_[g ]2
};ﬁ o - 1 2 2 E al -
Jm =V XM =2\ o 0 0z |~ omR,"
0 r(- 0
7”( 27TR1>
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FISICA II Problemas Resueltos: Magnetostatica de Medios Materiales 7.6

En la superficie de radio Ry la normal exterior es el vector u, de coordenadas cilindricas.
La densidad de corriente superficial es:

[ —
el
27I'R1

J_:S'm(RZ) = M X ﬁ:r =

En la superficie de radio R; la normal exterior es el vector —u, de coordenadas cilindricas. La
densidad de corriente superficial es:

ol -
27TR1

Jsm(Ry) = M x (—i,) =

Se puede probar que la intensidad total de imanacién es cero:

R>

Jom(R2)21 Ry + Jsm(R1)27 Ry + / T - 2mrdrk
Ry

‘Fsisn’
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PROBLEMA RESUELTO 7.4

Se tiene un hilo de corriente indefinido (que coincide con el eje Oz) por el que circula una
intensidad I en el sentido positivo del eje Oz. En su exterior se encuentra un cilindro hueco
de radios R; y R. (R; < R.) de material magnético lineal. La mitad del cilindro (la parte que
= ocupa el espacio x < 0) tiene una permeabilidad relativa constante p,o y la otra mitad una

o permeabilidad relativa constante p,, tal y como se muestra en la figura. Se pide en funcién de
la distancia al eje r:

- -

a) Campo magnetizante (campo H ) en todas las regiones del espacio.

¢) Imanacién en el cilindro.

)
b) Induccién magnética (campo magnético) en todas las regiones del espacio.
)
d)

Densidad de corriente de magnetizacion en el cilindro.

SOLUCION 7.4

Por simetria todos los campos tienen el sentido del versor azimutal de las coordenadas
cilindricas: B = By | H = Hi Uy y M = M7 Up.

= Aplicamos el teorema de Ampere al vector H en circunferencias de radio r.

Colocamos circunferencias en todas las regiones del espacio:

Zona A: R. <r

Zona B: Ri<r<Re, x>0, Ry <r<R., x<0
Zona C: r < R;
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Tomamos los diferenciales de longitud en el sentido del versor azimutal:

27

27
/ﬁwﬁ:/H%ww%
0 0

Las curvas en las zonas A y C encierran la
intensidad I:

1 I
H2mr=1— H=— — B = pugH = pjgo—
27r 2mr
La curva en la zona B encierra la intensidad I,
sin embargo la permeabilidad es distinta de la

del vacio.

La mitad de la curva esta en zona de permeabilidad p,; y la otra mitad en zona de permeabilidad

M2t
Hiymr + Hynr =1

By = poprri Hy, x>0
By = poproH, <0

De acuerdo a las condiciones de contorno el campo magnético se conserva en la interfase de
los dos medios magnéticos:

Hr1

By = poproHy = By = pope Hy — Hy = P H,
r2
T T T I T
Himr + K 1H17r7“ =1— Hinr <W> =] —H = — <M>
Hr2 Hr2 T\ Hr2 + Hr1

Calculamos la imanacion dentro de los materiales magnéticos:

I { (o — Dy
Mlzmﬂ—l)Hl:((’“”“), >0
r H’r2+ﬂ'r1

I ro — 1)ty
Mzz(um—l)Hz:(M)a z <0
r /er2+/er1

En este caso no hay densidad de corriente de imanacién en ninguno de los dos materiales
pues:

i, riy k
. L1 .
Jo=vxM=-l92 90 9 |_j
r{or 00 0z
0 TMi 0
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Teniendo en cuenta que la normal exterior e interior son w, y —u, respectivamente, la
densidad superficial de magnetizacién en la superficie interior es:

> - . 1 1 — 1)y
Tom(Fi) = M < (—tir) = TR; <(ILI2 +lz’u1 2) SR

<0

’ T (- D
Tsm(Be) = M x (=) = 70 (1222 +;2M1 1

Y en la superficie exterior es:

T W I 'r_l r
Tom(R.) = My x @, = — (i = D2}

WR@ Hr2 + Hr1

— — I r2 1 r
JSm<Re>:M2xﬁr:_ <(M2 )M 1): r<0
7TRe M2 + M1
} " —
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PROBLEMA RESUELTO 7.5

Se tiene una esfera de radio R cuyo centro coincide con el origen de coordenadas hecha
de material ferromagnético no lineal y magnetizado permanentemente. La magnetizacion de la
esfera tiene igual valor en todos sus puntos M = Myk. No hay corrientes de conduccion.

Calcular los campos B y H en el origen de coordenadas.

(Ayuda:
, . . - . . , .9 0 sin26
Calctlese la induccién magnética a partir del campo creado por una espira, ademas: | sin“0df = 372 )
=  SOLUCION 7.5
@ Si la imanacién es uniforme, la densidad de corriente de imanacién es cero. Sélo hay

corrientes superficiales. Sea u, el vector radial de coordenadas esféricas:

—

Jgm = M x 1, = Mok x 4, = My,

Donde 1, es el unitario azimutal.
La intensidad de corriente de magnetizacion que circula

Fom por la superficie de la esfera es:

® . I q

= I= / Jom - RAOT, = / Jsmil, - Rd0, = MyrR
@ J

dl = Jg, RdO = MyRdo

El campo producido en el origen seria el de una espira:

o = dlr? - dlr? -
@ dB = Ho® 7 3/2k:M° ; k
R 2(r2 4 (Rcos 6)?) 2R
7
E Integrando:
mn E . /7T ,U,od]'f’2 E . /7r ,U,()M()’I“Qdel; . /7r ,quoSiIl28d¢9E
) 2Ry T 2RZ 2
b 0 0 0
@
- - Mo ~
= Cuyo resultado es: B = Ho 1 o7
El campo H se obtiene de: H = — — M

Ho

= =)
== T IS
)
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\w PROBLEMA RESUELTO 7.6

Se tiene un solenoide largo y estrecho de longitud L y radio R cuyo eje de simetria coincide
con el eje Oy (véase figura)

£
A e e EEE L e >
.|
R i i Hry
v S
BVSRSSRRDIRDRR

Arrollado al solenoide se encuentra un devanado de N espiras por las que circula una intensidad
I en el sentido indicado en la figura. Su interior (cilindro de radio R) se encuentra ocupado por
un medio magnético lineal.

El material de la mitad superior (el que ocupa el semiespacio z > 0) tiene una permeabilidad
relativa constante .1 y el material de la mitad inferior tiene una permeabilidad relativa también
constante 9.

Calcular el campo magnético en el interior del solenoide asi como las corrientes superficiales
de imanacion en la interfase de los dos materiales magnéticos.

SOLUCION 7.6

Por simetria todos los campos tienen el sentido del versor B : B = B 7, H=H Ty M=M 7
Aplicamos el teorema de Ampere al vector H en la curva de la figura.

L
Z "‘ ————————————————————————————————— -
W
L
R ! Hrq
vl g
e r
D »
4

El tramo interior de longitud a de la curva paralelo al solenoide puede estar en la zona z > 0
oz>0.
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Sélo la parte interior contribuye a la circulacion.

T N N
/H-dl:/Hj-dyj:Ha ~ Ho=ral - H="11
0 0

Debemos recordar que en la interfase de los dos materiales magnéticos se verifica la
conservacion de la componente tangencial del campo magnetizante. La componente tangencial
del campo magnético si que puede ser discontinua. Para calcular el campo magnético debemos
diferenciar la zona z > 0y 2z < 0:

N
B, = MDMrlfIa z>0

N
By = ,u(),urgf], z <0

La magnetizacion también depende de la zona del material:

N
Mlz(lurl—l)H:(,url—l)fI, z>0

N
MQZ(MTQ—l)H:(MTQ_l)fI, z<0

Para calcular la densidad superficial de corrientes de magnetizacion en la interfase tenemos
en cuenta que la normal exterior a la superficie puede ser —k o k dependiendo de si se trata
del material de la parte superior o de la inferior. Para el material de la parte superior:

— — - N e d pnd N 2
Js1 = My x (=k) = (pr1 — 1)31] X (k) = (1 — 1)ff<—1)a z>0

Para el material de la parte inferior:
— — - N - g N =
Jso = My x k = (pr — 1)31]' X k= (pirg — 1)3”; 2 <0

La densidad de corriente de magnetizacién es cero pues el rotacional de M es cero. Y las den-
sidades superficiales en la parte curva del material se obtendrian teniendo en cuenta que la
normal exterior en ambos materiales coincide con el vector unitario radial de coordenadas ci-
lindricas ,. Por tanto, se tendrian corrientes azimutales en sentido opuesto a las que circulan
por el solenoide.

- - N
JSleIXﬁr:(Mrl_l)f]( ﬁg) z>0
- S N_
JSQZMQXUT:(,LLTQ—]_)ZI( tup) 2<0

“fraian
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PROBLEMA RESUELTO 7.7

Se tiene un solenoide toroidal de radios interior y exterior R; y Ry respectivamente, de
seccion cuadrada de lado muy pequefio comparado con su radio interior y cuyo eje de simetria
coincide con el eje Oz (véase figura).

Seccion ¥Z Seccion XY

Arrollado al solenoide se encuentra un devanado de IV espiras por las que circula una intensidad
I en el sentido indicado en la figura. Su interior se encuentra totalmente ocupado por dos
materiales magnéticos simétricos en su colocacion respecto del plano Y Z, de manera que un
material ocupa la zona x > 0 (material 1) y el otro la zona x < 0 (material 2).

1) Suponiendo que el material 1 tiene una imanacién nula y el 2 una imanacién M. Calcular
el campo magnetizante en los dos materiales.

2) Suponiendo que los dos materiales magnéticos son lineales de permeabilidades relativas
constantes .1 y 2. Calcular el campo magnetizante en los dos materiales.

SOLUCION 7.7

1) Dado que el lado de la seccién transversal Ry — Ry es muy pequenio comparado con el
radio interior del toroide R; el campo en el interior se puede suponer uniforme e igual al que
existe en la zona central, zona determinada por el radio medio del toroide:

Ry + R

. 2

Por simetria todos los campos tienen el sentido del versor azimutal: B = Bil, , H = Hii, y
M = M1y.

Aplicamos el teorema de Ampere al vector H a una circunferencia de radio R en el interior
del toroide. La mitad de la curva se encuentra en la zona de material 1 y la otra mitad en la
zona de material 2:
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Seccion X1

27 21
/ﬁ-df:/Hﬁg-Rdeﬁg
0 0

NI
HiwR+ HynR = NI — Hy + Hy = —
T

La condicién de contorno en la frontera de los dos medios
magnéticos impone que debe conservarse la componente
normal del campo magnético:

By = poH, By =po(Hy+ M) By=DB — M =H, - H,
Utilizando la ecuacion de Ampere y la anterior se obtiene:

NI NI

H1:(E+M)/2; ng(ﬁ—

M)/2

2) En el caso de que los medios sean lineales se tiene:

By = popriHy By = poprHo

Hr2
Hr1
e Sustituyendo en la ecuacion de Ampere se obtiene el campo magnetizante:

BQ:Bl—>H1:

Hy

" NI NI
.; gy gy N g NI
M1 TR WR(er +Mr2)

=3 roINT
tria H, = _ He2dVL
] 7TR(/J’T‘1 + MT?)

Los campos magnéticos quedarian:

ez 2N T
Y B, = By = _ Hriflr2VD
1 WR(NTI + FLT2>
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