Fisica y Mecéanica de las Construcciones ETS Arquitectura/ Curso 2008-09

3.2. DEFORMACIONES
3.2.1. Introduccién

Cuando sobre un cuerpo actlla un conjunto de fuerzas, cambian las posiciones relativas entre
todos o parte de los puntos que lo componen: el cuerpo se deforma.

Si consideramos dos puntos A y B de un s6lido, al actuar una fuerza externa, pasan a ocupar las
posiciones A" y B “. En realidad en lo que estamos interesados no es tanto en los desplazamientos
absolutos, como en los desplazamientos relativos, ya que son éstos los que nos daran el estado de
deformaciones de un cuerpo. Para ello definimos la deformacién en la seccion AB en la forma:

Alongitud ~ AB-AB Au
longitudoriginal AB Ar

y al considerar la deformacion de segmentos cada vez mas pequefios, tendremos la deformacion en el
punto A que queda como:
Au ou

g =Ilim —_—=
A0 A T ar

Ahora bien, cuando nos fijamos en las cercanias de un punto concreto A, se observa que el
desplazamiento relativo que sufren dos puntos B y C situadas a la misma distancia de A es distinto, por
tanto, la deformacion depende de la direccidn en que se estudie. Por ello, debe hablarse de deformacion
del entorno de un punto en una direccidn y distancia especificas.

3.2.2. Deformaciones en el entorno de un punto
Consideremos un sélido inicialmente no deformado y dos puntos P y Q del mismo, tal que el

punto Q esta muy proximo a P (pequefias deformaciones), de esta manera, el vector que une ambos
puntos se puede escribir de la siguiente manera referido a un sistema cartesiano ortogonal OXYZ:

PQ =dF = dxi +dyj +dzk

Producida la deformacién el punto P pasaraaP"yQa Q":

=~
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Se denomina desplazamiento de un punto P al vector PP" definido por las posiciones del punto

antes y después de la deformacion del cuerpo. Los desplazamientos 5,; y SQ de estos dos puntos:

Sp = Ui +Vj +wk

Sq =UT+V]j+wk

y teniendo en cuenta que estamos en el caso de pequefias deformaciones, podemos expresar las

componentes de 5Q en funcion de las de SP y de sus derivadas por medio del siguiente desarrollo:

u’=u+6—udx+a—udy+6—udz
0 oy oz

v':v+@dx+@dy+vdz
OX oy

w= w+%dx+%dy+%dz
OX oz

La relaciones entre los desplazamientos de los puntos P y Q se puede escribir en forma matricial
de la siguiente manera:

ou ou ou
Vil &Y N gy S5 =5, +[M] o
. oXx oy oz q
W w @ % @ z

ox oy o

La matriz [M] se puede escribir como suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica:

[M]:[M]+[M]T L IM]=m] _[D]+[H]

2 2
siendo:
ou 1 ou ov, 1,0u ow
= St S
OX 20y oOx° 2 0z OoX
1 0v ou ov 1 0v ow
Pl >+ = (&)
2 0x oy oy 2 01 oy
1 ow ou, 1,0w ov ow
S T) Do) —
2 0x o010 20y oz oz
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1 0u ov, 1 0u ow

0 5% 2%
oy ox 2 oL ox
1, 0v du 1 ,0ov ow
[H]= E(&_E) 0 E(E—E)
SE-S) 2SSy o
z° 2 oy oz

y por tanto, podemaos escribir:

Sq =85 +[M]-dF =5, +[D]-dF +[H]-dF

Como estamos mas interesados en los desplazamientos relativos que en los absolutos, vamos a
ver cudl es la expresion para el vector dr”. De la figura inicial se deduce:

d'F =df + (5 —5p)

Expresion que usando los resultados deducidos hasta ahora podemos escribir de la siguiente
manera:

d'F =df + (5 —6p) =dF +[M]-dF = dr +[D]-dF +[H]-dr

La matriz [H] es una matriz antisimétrica que aplicada a un vector conserva su médulo por lo
que representa un giro infinitesimal. La matriz [D] es una matriz simétrica que vamos a llamar matriz

(tensor) de deformacién y que aplicada a un vector le produce un cambio de médulo y un cambio de
direccion.

Propiedades de la matriz antisimétrica [H |:

o Ll v L ow o

20y OX 2%z ox dx i i k
[H]~dF: 1(@_6_% 0 1(@_@) dy _llow_ov ou_ow @_@zirot(gp)xdf
2 °0x oy 20z oy & 2|y oz oz ox ox oy| 2

Low_duy Low v g dcdy
2 0ox 077 20y oz
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i ok
siendo rots, = ai % 82
X 7
u vow

La expresién [H ]-dF = %rot(c?p)x dr nos recuerda el campo de velocidades de un sélido rigido,

- . 1 = . - .
en el que la rotacién o fuera igual a Erot(ép) , entonces la matriz [H] por el vector dr va a producir

un giro del entorno como si se tratara de un sélido rigido.

A partir de aqui la ecuacién deducida para d'r nos indica que el vector dr que tienen por origen
un punto P del sélido y por extremo otro punto Q de su entorno antes de la deformacion se convierte,
después de producida la deformacion, en otro vector d'r que se puede obtener a partir del primero
mediante los siguientes pasos:

1. Una traslacion definida por el vector desplazamiento SP del punto P mediante la
cual PQ pasaa P'Q,.

2. Un giro determinado por la matriz antisimétrica [H] por el que P’Ql pasa a P’Qz .

3. Una deformacion definida por la matriz simétrica [D] mediante la cual P'Q, pasa

finalmente a la posicion P'Q’.

Fijado el punto P, los dos primeros pasos, traslacion y giro, son comunes para todos los puntos
del entorno de P, por lo que no tienen influencia en la deformaciéon propiamente dicha, ya que no se
produce variacion relativa alguna de las distancias entre las particulas del sélido. Es por ello que la
deformacion viene dada por la matriz [D] gue hemos denominado matriz (tensor) de deformacion.

3.2.3.  Tensor de pequefas deformaciones

Como lo que nos interesa es averiguar la variacion de la distancia entre el punto P y uno
cualquiera Q de su entorno, nos centramos en la matriz de deformaciones. Si hacemos:
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ou

& — & _@ & _6W
T ox Y Poa
e w o
Yy T T a T T a

la matriz de deformacién toma la forma:

1 1
Ex E?lxy 27/xz
1 1
[D]-= SVy &y 5n
1 1
27/xz Eyyz &

Los términos situados en la diagonal principal ¢,,&, Yy ¢, indican las deformaciones

longitudinales unitarias (por unidad de longitud) en las direcciones de los ejes coordenados. Se
consideran positivas las deformaciones lineales que originan alargamientos en las aristas
correspondientes. Por ejemplo, supongamos que solo los ejes paralelos al eje X aumentan su longitud:

dx’

P (u,v) A’

P(0,0)= P'— (u,v)

A(,dx)=> A" +Z—udx,v)
X
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ou
C(PA)-PA_ d(—dx (dx+adx)—dx o

X

PA dx dx &
El término y,,:
y u+—aL;f¢i_'v
a
_;‘:Cf‘v B”
dy B
4
2vy
s L & v+a—de
P, dx
dx i
lga=a= q _8X
= Xy—(%u+é—an:a B
Z;dy o
p=p=——="
dy oy

Los términos fuera de la diagonal principal representan las deformaciones angulares
experimentadas por angulos inicialmente rectos:

7 xy - de lados paralelos a los ejes coordenados X e Y

7+, - de lados paralelos a los ejes coordenados Xy Z

7y, - de lados paralelos a los ejes coordenados Y'y Z

Si yes positivo, el angulo inicialmente recto correspondiente disminuye. En cambio, si es
negativo, el &ngulo aumenta.

3.2.4. Deformacion unitaria en una direccion cualquiera

Hemos visto que la deformacion que experimenta un vector dr viene dada por [D]-dF. Para
calcular la deformacion por unidad de longitud basta dividir por el médulo del vector:

B, dr ,
g=[D]-W=[D]-u
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siendo Uun vector unitario en la direccion de dr . Al vector calculado de esta manera y que

simbolizaremos por & le llamaremos deformacién unitaria en la direccion determinada por dr . La
proyeccion del vector & sobre la direccién definida por Uy sobre el plano perpendicular a dicha direccién
constituyen sus componentes intrinsecas.

La deformacion longitudinal ¢, se obtiene proyectando & sobre la direccion definida por U, esto

es, £,=&eU. A la deformacion transversal la denotaremos por 7/7” Las componentes intrinsecas del

vector deformacion unitaria estan relacionadas entre si con el médulo del vector:
et =l + ()

Existe una analogia entre las tensiones, o fuerzas por unidad de superficie, y las deformaciones o
desplazamientos por unidad de longitud. A cada superficie que pasa por un punto O de un sélido le
corresponde un vector tensién y a cada elemento lineal que pasa por O le corresponde un vector
deformacion unitaria. Cada uno de los vectores puede escribirse en funcién de sus componentes
intrinsecas:

t>¢
[r]-[D]

01,052,035 = &1,E5,&3
o e,

Yo
2

T—>

3.2.5. Direcciones principales

Al ser la matriz de deformaciones una matriz simétrica, existen en P tres direcciones,
perpendiculares entre si, tales que el vector dado por la transformacién [D]-dF no cambia de direccion
sino solamente de mddulo, esto es las direcciones principales.

Las direcciones principales se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones
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1 1
(‘("x _g)a+57xyﬂ+57x2720
1 1
E}/xya+(5y _5)ﬂ+§}/yz7:0

1
zyxza+§}/yzﬂ+(5z -¢)y=0

en el que ¢toma los valores ¢, £, &3, raices de la ecuacion caracteristica:

1 1
Ex =€ E7xy E7xz
1 11 o
nyy gy—g Eyyz -
1 1
§7xz §7yz &, -¢

Las raices de esta ecuacidon son los autovalores de la matriz de deformaciones y reciben el
nombre de deformaciones principales. En el sistema de referencia coincidente con las direcciones
principales la matriz diagonal que representa al tensor de deformaciones quedaria de la siguiente manera:

&g 0 0
[D]=|0 & ©
0 0 &

En el sistema de ejes principales se puede ver que el lugar geométrico de los extremos de todos

los vectores deformacién en el entorno de un punto P y que constituye el Ilamado elipsoide de
deformaciones:

\
X=ga
X &g 0 0O0)ea
y|=|0 & ofp y=eb NS LA
7 0 0 & )ly Z=¢&3y & & &3
a?+prry?=1
J
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De manera analoga a como se han obtenido en la matriz de tensiones, se deducen los siguientes
invariantes para el tensor de deformaciones:

Invariante lineal o traza: |, =&, +&, +&,+=¢ +&;, +&3

Veamos el significado fisico del primer invariante de la matriz de deformacion. Tomando como
sistema de referencia uno coincidente con las direcciones principales, el volumen elemental
dV = dxdydz se transforma en un volumen dV’'=dx'dy’dz". Las deformaciones unitarias a lo largo de

cada una de las direcciones principales:

& =¥ = d'x=(1+¢&)dx
&y :dyd_;dy: dy=Q1+¢&,)dy
P N R PR

dz
La deformacidn cubica unitaria, e, la calculamos de la siguiente manera:

o dv'-dv _ d'xd'yd'z—dxdydz _ dxdydz[(1+&; 1+ &, N1+ &5)-1]
dv dxdydz dxdydz
Vemos que el primer invariante de la matriz de deformacién nos da el valor de la dilatacion
cubica unitaria.

e tEytEz3 =6, +E, +E,

y

. - 1, 1, 1,
Invariante cuadratico: 1, =&,e, +&y&, +&,&4 —Zyxy —Zyxz —Zyyz =816 +E9E3+ 838
€ 17 17
1 X 2 Xy % Xz 81 0 O
Invariante cubico: |5 = E;/Xy &y Eyyz =10 & O0|=g¢&8e;
1 1 0 0 &
E}/xz Eyyz &z

Al igual que en el caso del tensor de tensiones, los tres invariantes estan relacionados con el
elipsoide de deformaciones. |, ademas es igual a la suma de los tres semiejes del elipsoide, I, es
proporcional a la suma de las areas de las tres elipses que intercepta el elipsoide con los planos
principales y | es proporcional al volumen del elipsoide de deformaciones.



