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DISENOS FACTORIALES CON DOS FACTORES I

En ocasiones, el experimentador esta interesado en estudiar el
efecto sobre la variable respuesta de varios factores.

@ En estos casos la alternativa a la experimentacién clésica, en la
que se estudia el efecto de cada factor en experimentos
independientes, es el disefio factorial.

DEFINICION

Un disefio factorial con dos factores consiste en experimentar con
todos los tratamientos que se obtienen al combinar cada nivel de un
factor con los niveles del otro.
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EJEMPLO I

@ Se desea analizar si el rendimiento de un determinado cultivo
depende del tipo de semilla y de fertilizante empleados. Se
dispone de dos semillas (Ay B) y de tres fertilizantes 1, 2 y 3.

o El disefio factorial consta de 2 x 3 = 6 tratamientos, como se
muestra en la tabla:

SEMILLA

A B
Fl1l]|ya| ya
E 2 | ya2 | yB2
T 13| yas| yB3
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DISENOS FACTORIALES CON DOS FACTORES II

e En general, si existen dos factores de interés, el primero con K
niveles y el segundo con J niveles distintos, el conjunto de
datos del disefio factorial se resume en una tabla del tipo:

FACTOR 1
F 1
A yiw | yar | o0 | YK
Cl2|yvi2 Y| " |Yk
T . . . .
(0]
2R Jiyis |y | | vk

o El valor y;; representa la observacién realizada de la variable
respuesta, en el nivel i del primer factor, y en el valor j del
segundo.
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DISENOS FACTORIALES CON DOS FACTORES III

Las ventajas fundamentales del disefio factorial frente a la
experimentacion cldsica son las siguientes:

@ Eficiencia: con menos experimentos se estiman los efectos con
la misma precisién.

@ Mayor informacién, pues con la experimentacién clasica no se
exploran todas las combinaciones de los niveles de los factores.

e Mayor rango de validez de las conclusiones.
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DISENOS FACTORIALES CON DOS FACTORES IV.
OBJETIVOS

o Los objetivos de un disefio factorial con dos factores son los
siguientes:

@ Contrastar si existen diferencias entre las medias de la variable
respuesta en cada uno de los niveles del factor 1.

© Contrastar si existen diferencias entre las medias de la variable
respuesta en cada uno de los niveles del factor 2.

© Contrastar si los dos factores interaccionan.
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EL CONCEPTO DE INTERACCION

o Empiricamente se comprueba que, en ocasiones, el efecto que,
sobre la variable respuesta, se produce por el cambio de nivel
en un determinado factor depende del nivel al que se
encuentre el otro.

Cuando esto sucede se dice que ambos factores interaccionan.
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EJEMPLO II

En el grafico adjunto se observa
el cambio en la respuesta
producido al pasar del nivel 1 al 2
del factor A, cuando el factor B
se encuentra en su nivel 1.

Ag|B=1
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EJEMPLO II

10

En este nuevo grafico se observa
el cambio en la respuesta
producido al pasar del nivel 1 al 2
del factor A, cuando el factor B
se encuentra en su nivel 2.

Ap|B =2
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EJEMPLO II

Al comparar ambos graficos, se
observa cémo el cambio
producido en la respuesta al pasar
del nivel 1 al 2 el factor A,
cuando el factor B se encuentra
en su nivel 1, es
significativamente distinto del
cambio producido cuando el
factor B se encuentra a nivel 2.

@ En este caso ambos factores
interaccionan.

11

Agr|B=1

Ap|B =2
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EJEMPLO III

En el nuevo grafico adjunto se
observa, en otro caso, el cambio
en la respuesta producido al pasar
del nivel 1 al 2 del factor A,
cuando el factor B se encuentra
en su nivel 1.

Ag|B=1
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EJEMPLO III

En este grafico se observa el
cambio en la respuesta producido,
en este caso, al pasar del nivel 1
al 2 del factor A, cuando el factor
B se encuentra en su nivel 2.

Ap|B=2
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EJEMPLO III

Al comparar ambos graficos, se

observa, en esta ocasion, cémo el
cambio producido en la respuesta
al pasar del nivel 1 al 2 el factor
A, cuando el factor B se

encuentra en su nivel 1, no es Ar|B =1
5|gn|f|.cat|vame.nte distinto del Nn o
cambio producido cuando el
factor B se encuentra a nivel 2.

1 2 A

@ En este caso ambos factores
no interaccionan.
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HIPOTESIS DEL MODELO I

La significatividad de los factores y de la interaccién entre ellos se
analiza bajo las siguientes hipétesis:

@ La variable respuesta se puede descomponer en la forma:

yij = m+ i+ B+ (af)j + ej, donde:

1 representa la media general.

e «; es la desviacién de la media general debida a que la
observacién se realiza en el nivel i del primer factor.

o [ es la desviacién de la media general debida a que la
observacion se realiza en el valor j del segundo factor.

o (af)j es la desviacién de la media debida a la confluencia del
nivel i del primer factor con el nivel j del segundo. Este
término representa la interaccién entre los dos factores.

o ejj representa el error aleatorio.
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HIPOTESIS DEL MODELO II

Ademas, se supone que:

o Para todos los valores de i y j, se tiene que:
€jj =~ N(O7 U).

e Todos los e son independientes entre si.

@ Por altimo, para evitar problemas de indeterminacién en la
estimacién del modelo, se impondra que:

K J K
Yoai=) Bi=) (aB)j=
j=1 i=1 j

i—1 ._ — j

(apB); = 0.

J
=1
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CONSECUENCIAS DE LAS HIPOTESIS DEL MODELO I

Como consecuencia de las hipétesis se cumple que:

o La variable respuesta en los individuos sometidos al nivel i del
primer factor, y al valor j del segundo, sigue una distribucién:

(YIF1=iAF2=j)~ N(u+ a; + 53; + (ap)jj, o).

@ Todos los y;; son independientes entre si.
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CONSECUENCIAS DE LAS HIPOTESIS DEL MODELO II

Gréficamente,

Yij 9

s+ o+ B+ (aB)i; ¢
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OBSERVACIONES 1

@ El objetivo fundamental del estudio es analizar si existen
diferencias significativas entre los valores de los «;, de los de

Bj, y de los de (af3);.
© El nimero de parametros del modelo que hay que estimar es:
I+(I-1)+(J-1)+(-1)x(J-1)+1=IxJ+1=n+1,

por lo que no hay datos suficientes para la estimacion de todos
los pardmetros del modelo.
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OBSERVACIONES 11

o El problema de la falta de un namero suficiente de
observaciones para la estimacién de todos los parametros del
modelo tiene distintas soluciones en la literatura.

@ La solucién mas empleada para soslayar este problema, cuando
es econémicamente viable, es replicar el experimento varias
veces.

@ Una réplica de un experimento consiste en la realizacién
completa, de nuevo, de dicho experimento. Lo que incluye la
aleatorizacién del orden de los nuevos ensayos, etc.
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@ En lo sucesivo, se considerara que el experimento realizado
consta de un disefio completo replicado R veces:

FACTOR 1
1 5 ... K
L yiir | your | -+ | Ykt
L | yii2 | yo12 | -+ | Yk12
ey . . .
Al
C YIIR | Y21R | " | VKIR
T ) ) )
(0]
RI|J|van |y | | Ykn
2 0 i | yarr | 0 | YR22
e . .
J I vir | Your | - | YKIR

21
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ESTIMACION DEL MODELO 1

@ Para estimar la media global p, se utiliza la media de todas las
observaciones:

K J R
A= Zi:l j=1 Zrzl Yijr
K= Yoeos = e

o El valor de «j, desviacion de la media global atribuible a que la
observacion se realiza en el nivel i del factor 1, se estima por:
é\li - )_/ioo - }700.7
donde:

J R
- - Zj:l Zr:l .yljf
Yiee = JxXR
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ESTIMACION DEL MODELO II. OBSERVACION

Debe observarse que &; se calcula como la diferencia entre la media
de todas las observaciones realizadas en el nivel i del primer factor
y la media global, lo que es coherente con el significado de «; en el

modelo.

i}
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ESTIMACION DEL MODELO III

La siguiente tabla resume la estimacion de los efectos del factor 1:

NDOHNO> T

FACTOR 1
1 K

yin YK11
1

Y11R YK1R

yin YK
J

Y1JR YKJR
& | &1 = (Viee — Yoos) Gk = (VKoo — Yoos)
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ESTIMACION DEL MODELO IV

o El valor de 3;, desviacién de la media global atribuible a que |a
observacién se realiza en el valor j del factor 2, se estima por:

A

ﬁj = }_/ojo - }_/0007
donde:

K R
Foie = > izt D=1 Yir
e K xR
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ESTIMACION DEL MODELO V. OBSERVACION

De manera similar a como se hizo en el caso de &;, debe observarse
que ﬂAj se calcula como la diferencia entre la media de todas las
observaciones realizadas en el nivel j del segundo factor y la media
global, lo que es coherente con el significado de 3; en el modelo.

2%
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ESTIMACION DEL MODELO VI

La siguiente tabla resume la estimacién de los efectos del factor 2:

FACTOR 1
1 2 K ¢

i1 | Ye11 | o0 | YK11
F 1 31 == (_)_/01. - _)_/ooo)
é Y11R | Y21R | | VKIR
T . . .
8 yisi | Yeg1 | - | YKJ1
2 J B_] = (_)_/.J. - _)_/ooo)

YIJR | Y2urR | **° | YKUR

27
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ESTIMACION DEL MODELO VII

e La interaccion (af3)jj, que es la desviacion de la media general
producida por la realizacién del ensayo experimental en los
niveles i del factor 1 y j del factor 2, simultaneamente, viene
dada por:

(OC/B)U = )_/IJO — Vieo — }_/Ojo + Voo,

donde,

R
Zr:l }/ijr

Yije = R

Es decir, yjjo representa la media de todas las observaciones
obtenidas en los niveles i del factor 1y j del factor 2,
simultdneamente.
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ESTIMACION DEL MODELO VIII

@ Por altimo, la varianza del error experimental, o2, se estima
por la varianza residual:

2 _ PIPIPILi
R KxJx(R-1)

donde

ejr = Yiir — (A + &i + Bj + (aB);;) = Yijr — Vije-
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ANALISIS DE LA VARIANZA 1

Como en los casos anteriores, el anélisis de la existencia de
diferencias en la variable respuesta debidas a los niveles de los
factores, o a la interaccién, se puede realizar comparando la
variabilidad explicada por cada uno de estos términos con la
variabilidad total.

Asi:

(}/ijr - }_/ooo) =&+ BJ + (aﬁ)u =+ €ijjr-
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ANALISIS DE LA VARIANZA 11

Llamando variabilidad total y variabilidad explicada por el factor 1,
respectivamente, a los términos:

K J R
VT =3 3> (ir — Faes)’
i=1 j=1 r=1
y
K J R
VE(@)=> > Y a7 =JRD &
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ANALISIS DE LA VARIANZA 111

Y, de forma analoga, llamando variabilidad explicada por el factor
2, variabilidad explicada por la interaccidn, y variabilidad no
explicada, respectivamente, a los términos:

K J R R J .
YN S B kRY

i=1 j=1r=1 j=1
J R . > K J . >
E(@f) =3 > > (aB)y=R>_ > (aB);
i=1 j=1 r=1 i=1 j=1

R

K J
VNE=> 3" e
1r

i=1 j=1 r=1



Indice
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Se puede demostrar que:
VT = VE(a) + VE(B) + VE(a3) + VNE.

e El término VE(«) depende sélo de la variabilidad entre los
distintos &;.

o El término VE(3) depende sélo de la variabilidad entre los
distintos 3;.

e El término VE(a3) depende sélo de la variabilidad entre los
distintos (a(3);.

o El término VINE es una medida de la variabilidad de los
residuos.

23
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ANALISIS DE LA VARIANZA V

Observaciones:

e En la medida en que VE(«) sea grande en relacién con VNE,
habra evidencia de diferencia entre los valores de los efectos
sobre las respuesta de los distintos niveles del factor 1.

e En la medida en que VE([3) sea grande en relacion con VINE,
habra evidencia de diferencia entre los valores de los efectos
sobre las respuesta de los distintos niveles del factor 2.

e En la medida en que VE(a/3) sea grande en relacién con VNE,
habra evidencia de la existencia de interaccién entre los dos
factores.
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ANALISIS DE LA VARIANZA VI

e Discutir la magnitud de VE(«), VE(3) y de VE(a/3), requiere
analizar sus distribuciones de probabilidad.

TEOREMA 1
© Si se verifica la hipétesis:

ar=ay=---=ak =0,

la variable VE(a)/o? se distribuye como una x%_;.

© Si se verifica la hipétesis:

r=0F=---=p6,=0,

la variable VE(3)/0? se distribuye como una x3_;.
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ANALISIS DE LA VARIANZA VII

TEOREMA 11

@ Si se verifica que
(aB)jj = 0, para todos los valores de i y j,

la variable VE(c/3)/0? se distribuye como una X%K—l)(J—l)'

TEOREMA III

La variable VINE /o se distribuye, en cualquier caso, como una
X%(J(R—l) y es independiente de las tres distribuciones anteriores.
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ANALISIS DE LA

CONSECUENCIA 1

VARIANZA VIII

Si se verifica la hipétesis:

la variable

ar=ar=---=ax =0

VE(«)
a?2(K-1)

—wwe — — Fk-1ku(R-1))
0?KJ(R-1)
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ANALISIS DE LA VARIANZA IX

CONSECUENCIA II

Si se verifica la hipétesis:

la variable

VE()
o2(J—1
—\(/NE) — Fu—1ku(R-1))
o2KJ(R-1)
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ANALISIS DE LA VARIANZA X

CONSECUENCIA III

Si se verifica la hipétesis:
(aB)jj = 0, para todos los valores de i y j,

la variable

B e sy
— e — —— F(k—1)u-1):ki(R-1))
a2KJ(R-1)
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ANALISIS DE LA VARIANZA XI

o Llamando 32(«) al valor de VE(a)/(K-1),
o 32() al valor de VE(3)/(J-1),

o y 52 al valor de VIVE/(KJ(R-1)).

Se tiene que cuando a; = ap = -+ = ax = 0O:
2(«
e§(2 ) _, F(k=1):kJ(R-1)).
R
Ycuando 1 = =---=06,=0:
52(8)

> F((J—l);KJ(R—l)).
SR
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ANALISIS DE LA VARIANZA XII

o Anilogamente, llamando 32(af3) al valor de

VE(af)/(K-1)(J-1):

Se tiene que cuando (af3);; = 0, para todos los valores de iy j,

52(ap)
2 — F(k—1)(u-1):Kku(R-1)).
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ANALISIS DE LA VARIANZA XIII. EL. TEST DE LA F I

@ Empleando los resultados anteriores, para discutir el contraste:

H():O[]_:OZQZ"‘:OZK:O,

frente a
H; : Existe al menos un «; tal que «; # 0,

basta con analizar el valor del estadistico
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ANALISIS DE LA VARIANZA XIV. EL TEST DE LA F 11

o De manera que, si se denomina F, al valor tal que

P(F(k-1,ks(rR-1)) > Fa) =
cuando
)

a2
SR

< Fy

se aceptara la hipétesis nula, (o; = 0, para todo i), que se
rechazara en caso contrario.

Observacidn: Noétese que el test de la F es un contraste unilateral,
en coherencia con la hipétesis que se contrasta.
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ANALISIS DE LA VARIANZA XV. EL TEST DE LA F III

e Analogamente, para discutir el contraste:

Hy:61=p=---=05,=0,
frente a

Hy : Existe al menos un §3; tal que 3; # 0,

basta con analizar el valor del estadistico

52(8)
%

F =
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ANALISIS DE LA VARIANZA XVI. EL TEST DE LA F IV

o De manera que, si se denomina F, al valor tal que

P(Fy—1;ki(rR-1)) > Fa) =
cuando
52(8)

a2
SR

F=

< Fq

se aceptara la hipétesis nula, (3; = 0, para todo j), que se
rechazara en caso contrario.

Observacidn: Noétese que el test de la F es un contraste unilateral,
en coherencia con la hipétesis que se contrasta.



a6

indice

ANALISIS DE LA VARIANZA XVII. EL TEST DE LA F 'V

@ De la misma manera, para discutir el contraste:

Ho : (a3)jj = 0, para todos los valores de i y j,

frente a
Hi : Existe al menos un (af); tal que (af); # 0,

basta con analizar el valor del estadistico

. _ 8(ap)
_lof)
R

comparandolo con el F, apropiado.
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ANALISIS DE LA VARIANZA XVIII. LA TABLA ADEVA

Los resultados de los tests de la F se resumen en la

Tabla ADEVA
Fuentes Suma Grados Varian. F p-V.
de variac. de cuadrados de libertad
Factor 1 JRY &2 K—1 2(a) gﬁg(’zj) p(a)
Factor 2 KRY. 32 J-1 $2(B) gfg(’zf) ()
nteraccion RN (aB); (K1) 8(ap) E8D p(ag)
Residual S S (e )? KJ(R —1) 52

2 a2
Total nsy n—1 5y

a7
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ANALISIS DE LA VARIANZA XIX. DIAGNOSIS Y
VALIDACION DEL MODELO

e Como en los casos anteriores, una vez realizado el analisis de
la varianza, antes de emplear las conclusiones alli extraidas, es
necesario verificar las hipétesis del modelo.

o Esta verificacién se lleva a cabo por medio del anélisis de los
residuos.

o La discusién de la normalidad se realiza a través del papel
probabilistico normal.

o La comprobacién de la homocedasticidad requiere graficos de
los residuos frente a los distintos valores de los factores y
frente a los valores previstos por el modelo.
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INFERENCIA PARA LOS PARAMETROS DEL MODELO I

Una vez realizada la diagnosis del modelo, puede ser necesario
hacer inferencia respecto de los parametros del mismo.

o La inferencia respecto del valor de «; se puede hacer teniendo
en cuenta que:
}_/ioo — O

— — t _
S2/vVIR KJ(R—1)

e La comparacién de dos desviaciones de la media general
provocadas por dos valores distintos del factor 1, a; y «j, se
puede realizar si se tiene en cuenta que:

(Vieo — Vjoo) — (ai — )

— tky(R-1)
SR IR
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INFERENCIA PARA LOS PARAMETROS DEL MODELO II

Analogamente,

o La inferencia respecto del valor de 3; se puede hacer teniendo
en cuenta que:

y.Jo -

5,?/7\/— — tky(R-1)

@ La comparacién de dos desviaciones de la media general
provocadas por dos valores distintos del bloque, 3; y 3;, se
puede realizar si se tiene en cuenta que:

(}_/oio - .)_/ojo) - (ﬁl - ﬁj)
SR\ 75

— tkJ(R-1)
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INFERENCIA PARA LOS PARAMETROS DEL MODELO III

o La inferencia respecto de (af3);; se realiza considerando que

Vijo — (aB)jj stk
s/VR

o La inferencia respecto de o2 se realiza teniendo en cuenta la
siguiente distribucién:

KJ(R —1)53

2
—
o2 XKJ(R-1)
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INFERENCIA PARA LOS PARAMETROS DEL MODELO
IV. OBSERVACIONES

o La extensién a modelos con mas de dos factores se realiza de
una manera natural.

@ En el caso en que no se realicen réplicas, una técnica habitual
es considerar nulas las interacciones de orden superior o igual a
tres, con lo que se disminuye el nimero de parametros del
modelo a estimar.

@ El lector interesado en los puntos anteriores puede consultar el
libro de Daniel Pefia Regresion y disefio de experimentos.
Alianza editorial. (2002)
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