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EL MODELO DE REGRESION MULTIPLE 1

e El modelo de regresion maltiple es la extension a k variables
explicativas del modelo de regresién simple.

@ La estructura del modelo de regresién miltiple es la siguiente:

y="f(x1,...,x¢) + E.



indice
00

EL MODELO DE REGRESION MULTIPLE II

Donde:

@ y es la variable explicada, dependiente o respuesta.

@ Xi,...,Xg son las variables explicativas, regresores o variables
independientes.

o y =f(x1,...,xk) es la parte determinista del modelo.

o E representa el error aleatorio. Contiene el efecto sobre y de
todas las variables distintas de xq, ..., xk.
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EL MODELO DE REGRESION LINEAL MULTIPLE I

e El modelo de regresién lineal maltiple tiene la forma:

y =00+ pix1+ -+ Bixk +E

Hiperplano
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EL MODELO DE REGRESION LINEAL MULTIPLE II

e El modelo de regresion lineal matiple se utiliza cuando:

@ La variable dependiente, Y, depende linealmente de cada una
de las variables explicativas, Xi,..., Xk.

© Un regresor no basta para explicar suficientemente |a
variabilidad de Y.
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EJEMPLO: EL MODELO DE REGRESION LINEAL CON
DOS REGRESORES I

@ En el caso particular en que haya dos regresores, k = 2, el
modelo tendria la forma:

y = Bo+ Pix1 + Poxo +E

Plano
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EJEMPLO: EL MODELO DE REGRESION LINEAL CON

DOS REGRESORES I1

Graficamente, el modelo
de regresion lineal con dos
regresores supone calcular
la ecuacién de un plano
que describa la relacién de
Y con X; y Xy,

y = Bo + Gix1 + Poxo

X1

Xo
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EJEMPLO: EL MODELO DE REGRESION LINEAL CON
DOS REGRESORES III

De forma anéloga al caso 22
simple, calculado el plano, e =
el valor de y; en cualquier i
punto (x1j, x2i, i) se puede
descomponer en parte

determinista y aleatoria, e

N

Hmmmmmm

9i = Bo + Prwr; + Bowa

Xo

-
9

X1

10
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EJEMPLO: EL MODELO DE REGRESION LINEAL CON
DOS REGRESORES IV

La estimacién por minimos
cuadrados de los
parametros del modelo
consiste en calcular la
ecuacion del plano que
haga minimo el valor de

2
E €

con & = yj — Jj.

11

X1

Xo
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EL MODELO GENERAL DE REGRESION. HIPOTESIS DEL
MODELO |

Generalizando, al ajustar un modelo de regresion lineal maltiple se
supondra que se verifican las siguientes hipétesis:

© Fijados los valores xij,. .., xi de las variables Xi,..., Xk, se
tiene que y; = Bo + Six1i + -+ - + Bixki + €

© Cada error ¢; ~ N (0,0?).
© Cualquier par de errores ¢; y €; son independientes.

@ Las variables explicativas son, algebraicamente, linealmente
independientes.

@ El namero de datos es mayor o igual que k + 2.
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EL MODELO GENERAL DE REGRESION. HIPOTESIS DEL
MODELO II

OBSERVACIONES
@ Las tres primeras hipétesis del modelo se justifican igual que
en regresion simple.

@ La condicién de la independencia lineal algebraica de los
regresores tiene por objeto ajustar la dimensién del problema,
ya que si no se cumpliese se podrian eliminar regresores del
modelo.

@ El nimero de datos debe ser mayor o igual que k + 2 para
poder estimar todos los parametros del modelo.
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CONSECUENCIAS DE LAS HIPOTESIS DEL MODELO I

Las hipétesis impuestas al comportamiento del error del modelo
tienen las siguientes consecuencias:

@ Para cada conjunto de valores, xi;,..., X, de X1,..., X, la
variable aleatoria (Y|X1 = x1j,..., Xk = Xk;i) tiene una
distribucidn:

(Y|X1 = xtis s Xk = xxi) = N(Bo + Brxi + - + Bixuir 0°)

© Las observaciones y; de la variable Y son independientes.
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CONSECUENCIAS DE LAS HIPOTESIS DEL MODELO II

@ Consecuentemente,

Yi = Po+ Bixii + -+ Brxki
representa la esperanza de la variable Y condicionada por los

valores xq;, ... xx; de las variables X1, ..., Xy, respectivamente.

o Ademais, todas las variables Y; tienen la misma varianza, o2.

Es decir, son homocedasticas.
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ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO DE
REGRESION MULTIPLE POR MINIMOS CUADRADOS I

Supdngase que para estimar los parametros del modelo

y = Po+ Pix1 + -+ Brxk,

se dispone del conjunto de datos:

X1 Xe | Y
Individuo 1 | x11 Xk1 | Y1
Individuo 2 | x5 Xk2 | Y2
Individuo n | x1, Xkn | Yn
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ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO DE
REGRESION MULTIPLE POR MINIMOS CUADRADOS 11

Como

ei =yi — (Bo+ Bixti+ -+ + Bixui)s

resulta que el médulo del vector error es funcién de (g, ..., Bk :

Ze,? = S(ﬁo,...,ﬁk).
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ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO DE
REGRESION MULTIPLE POR MINIMOS CUADRADOS III

Para que S sea minimo debera ser:

oS 0

B0

oS 0

B

0S
o5 =0
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ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO DE
REGRESION MULTIPLE POR MINIMOS CUADRADOS IV

Llamando

Bo I X1 - Xaa v
B I xi2 -+ Xk2 y2

0=

Bk I Xip -+ Xkn Yn
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ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO DE
REGRESION MULTIPLE POR MINIMOS CUADRADOS V

Resulta que:
B=(X'X)"XY,

donde X’ representa la matriz transpuesta de X.
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PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES DE LOS
PARAMETROS DEL MODELO DE REGRESION I

@ El parametro 3;, en regresiéon miltiple, representa el efecto del
aumento de una unidad del regresor X; sobre la respuesta, Y,
cuando el resto de los regresores permanecen constantes.

© Si los regresores estan incorrelados, p; = 0, para todo i, j, los
estimadores de los coeficientes de regresién estimados en el
modelo multiple y en los distintos modelos simples coinciden.

21
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PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES DE LOS
PARAMETROS DEL MODELO DE REGRESION 11

Se puede demostrar que:

o j; sigue una distribucién normal, para todo i =0,..., k.

© Para todo 3j, con i =0,1,..., k, se cumple que E(@;) = f;.
Es decir 5; es un estimador centrado de (3;, para todo i.

© La matriz de varianzas y covarianzas de [, . .., Ok viene dada
por la expresion:

COV(B) = o?(X'X) 1
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ESTIMADOR DE LA VARIANZA DEL ERROR. LA
VARIANZA RESIDUAL I

e Analogamente al caso de regresion simple, la realizacién de
inferencia sobre los pardmetros del modelo requiere una
estimacién de o2.

@ Como en el caso simple, el estimador maximo verosimil de la
varianza es:

6'2 Z ei2

= ’
n

que no es un estimador centrado de o?.

273
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ESTIMADOR DE LA VARIANZA DEL ERROR. LA
VARIANZA RESIDUAL II

La resolucién del sistema,

05 _ oS
5 ...

que se emplea para calcular los estimadores de los parametros [3;,
pone de manifiesto las siguientes relaciones entre los residuos:

> ei=0
Ze,-xl,-:O

(k 4 1) restricciones.

> eixy =0

24
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ESTIMADOR DE LA VARIANZA DEL ERROR. LA
VARIANZA RESIDUAL III

@ De forma similar al caso simple se define la varianza residual
como:

~2 > ei2

R= L k—1

que seré el estimador habitual de &2.
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ESTIMADOR DE LA VARIANZA DEL ERROR. LA
VARIANZA RESIDUAL [V

O 32 es un estimador centrado de o2. Esto es:

@ Ademas:

(n—k—1)52

2
2 Xn—k—1

o Esta distribucién permite realizar inferencia respecto de o2.
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INFERENCIA RESPECTO DE LOS COEFICIENTES DE
REGRESION 1

@ En consecuencia con lo anterior, si la diagonal de la matriz,
conocida, (X'X)7! tiene la forma:

doo
di1

D(X'X)™! —

dk

o La varianza de f3; sera o2dj.
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INFERENCIA RESPECTO DE LOS COEFICIENTES DE
REGRESION 11

Por lo tanto,

Bi ~ N(Bi, o/ dji),
de donde,
Bi — Bi
N(0,1),
y
Bi — Bi
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INFERENCIA RESPECTO DE LOS COEFICIENTES DE
REGRESION III

o La dltima expresién permite realizar, para todo i = 0,... k, el
contraste individual de regresién (test de la t):

Hy:B8;=0 frentea H;: (83 #0,

ya que si 8; =0,
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INTERPRETACION DEL TEST DE LA t EN REGRESION
MULTIPLE

@ Anéalogamente al caso simple, la aceptacién de la hipétesis
nula, 5; = 0, puede ser debida a que:

@ X; e Y sean independientes.

@ Entre X; e Y haya una relacién de dependencia no lineal.

@ En el primer caso, la variable X; debe ser eliminada del
modelo.

e En el segundo, se debe intentar una transformacién que
linealice la relacién entre X; e Y.

20
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EL TEST DE LA F EN REGRESION MULTIPLE [

Si se denomina (X’X)O_1 a la matriz resultante de eliminar la
primera fila y la primera columna de la matriz

d11

(X'x) =

dk



29

indice
00

EL TEST DE LA F EN REGRESION MULTIPLE II

se tiene que la matriz:

02(X/X)61 = o2 d;;

es la matriz de varianzas y covarianzas de (31, ...
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EL TEST DE LA F EN REGRESION MULTIPLE III

Llamando b al vector:

Se puede demostrar que:

~

B(X'X)ob

kg% - F(k,n—k—l)-
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EL TEST DE LA F EN REGRESION MULTIPLE IV

o Esta distribucién permite la realizacién del contraste
fundamental de regresién miltiple:

Ho:51=0=--=0p=0

frente a:

H; : Existe algan Bj con i =1,..., k tal que (3; #0.
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INTERPRETACION DEL TEST DE LA F I

o La aceptacién de la hipétesis nula del test de la F,

Ho:pr =P == Bk =0,

puede ser debida a:

o Independencia de la variable explicada frente a todos los
regresores.

o Existe dependencia no lineal de la variable explicada frente a
algln regresor.
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INTERPRETACION DEL TEST DE LA F II

o El rechazo de la hipétesis nula del test de la F significa que Ia
variable explicada depende linealmente de alguno de los
regresores.

o Para saber cual o cudles de los regresores explican
significativamente a la variable dependiente es necesario
atender a los contrastes individuales de la t.
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INTERPRETACION CONJUNTA DEL TEST DE LA F Y DE
LOS CONTRASTES INDIVIDUALES DE LA t I

La siguiente tabla contiene el conjunto de los casos posibles al
realizar el test de la F y los contrastes de la t en regresién mdltiple:

Caso Test de la F Contrastes individuales

1 Significativo Todos significativos
Significativo Alguno significativo
Significativo Ninguno significativo

2

3

4 No significativo | Todos significativos
5 No significativo | Alguno significativo
6

No significativo | Ninguno significativo
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INTERPRETACION CONJUNTA DEL TEST DE LA F Y DE
LOS CONTRASTES INDIVIDUALES DE LA t II

CAso 1: Cuando el contraste de la F es significativo y todos
los contrastes de la t también lo son, se interpreta
que todos los regresores influyen significativamente en
la variable explicada.

CASO 2: Si el contraste de la F es significativo y sélo algunos
de los regresores lo son, se interpreta que los
regresores no significativos deben ser eliminados del
modelo, o bien transformados si se intuye relacién de
dependencia no lineal entre la variable dependiente y
alguno de ellos.
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INTERPRETACION CONJUNTA DEL TEST DE LA F Y DE
LOS CONTRASTES INDIVIDUALES DE LA t III

CAsO 3: Cuando el test de la F es significativo y ninguno de
los contrastes individuales lo es, se da una situacién
paraddjica que, frecuentemente, se origina por un
problema denominado multicolinealidad. Su anilisis
y tratamiento se explica mas adelante.

CAsOs 4 v 5: Si el test de la F es no significativo y todos o
algunos de los contrastes individuales si lo son, se
origina igualmente una situacién paraddjica que
responden a casos particulares de multicolinealidad.

CASO 6: Si el test de la F no es significativo y ninguno de los
contrastes individuales lo es, no se detecta relacién de
dependencia lineal entre la variable explicada y los
regresores.
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MULTICOLINEALIDAD. DETECCION Y TRATAMIENTO I

Los casos 3, 4, y 5 citados anteriormente se deben habitualmente al
problema de multicolinealidad.

@ La multicolinealidad es consecuencia de que todos o una parte
de los regresores Xi, ..., X, estan fuertemente correlados.

o La deteccién de la multicolinealidad se realiza a través de:

o La matriz de correlacion de las variables explicativas.
o La diagonal de la inversa de esta matriz.

o Los autovalores de la matriz X'X.
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MULTICOLINEALIDAD. DETECCION Y TRATAMIENTO II

El tratamiento de la multicolinealidad consiste basicamente en:

@ Eliminar regresores del modelo que tengan alta correlacién con
el resto, lo que disminuye el namero de parametros que hay
que estimar. (Esta es la solucién mas sencilla, cuando se puede
utilizar.)

@ Incluir informacién externa a los datos.
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EL COEFICIENTE DE DETERMINACION I

Una vez estimado el modelo de regresion miltiple,

v =Bo+ Pixa + -+ Bex,

se puede completar el conjunto de datos con la nueva columna Y:
X1 Xk | Y| Y
Individuo 1 | xq1 Xk1 | 1| h
Individuo 2 | xq2 Xk2 | Y2 | V2
Individuo n | x1, Xkn | Yn | In

Donde §; = Bo + Bixij + - - + Bixar.
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EL COEFICIENTE DE DETERMINACION 11

o Se define el coeficiente de determinacién como el coeficiente
de correlacién lineal entre las variables Y e Y.

o El coeficiente de determinacién es una medida de bondad del
ajuste del modelo y se representa por R2.

o La eficacia de R? como medida de la bondad de ajuste
depende de la relacién entre el nimero de regresores, k y el
tamafio muestral, n, siendo mas fiable cuanto menor sea el
cociente k/n.
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EL COEFICIENTE DE DETERMINACION III
El coeficiente de determinacidn tiene las siguientes propiedades:

@ 0 < R2< 1. Cuando R?2 =1, la relacién entre la variable
explicada y los regresores es exacta.

@ R? x 100 representa el porcentaje de variabilidad de Y
explicada por el modelo. Un valor de R? x 100 bajo puede ser
debido a la omisién de variables explicativas relevantes en el
modelo.

e R? aumenta siempre con la introduccién de nuevas variables
en el modelo. Para evitar este inconveniente se calcula el
coeficiente de determinacién corregido por grados de libertad.
(Ver Pefia 2002)

e En regresion simple, el coeficiente de determinacion es el
cuadrado del coeficiente de correlacién lineal.
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DIAGNOSIS Y VALIDACION DEL MODELO I

o Al igual que en el caso de la regresién simple, antes de emplear
un modelo de regresion es necesario verificar las hipétesis
basicas del modelo.

o Esta verificacion (diagnosis) se realiza a través del analisis de
los residuos.
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DIAGNOSIS Y VALIDACION DEL MODELO II

En particular:

@ La normalidad del error se analiza con la representacién de los
residuos en papel probabilistico normal, o con algin test de
normalidad.

@ Las hipétesis de linealidad, homocedasticidad e independencia
se verifican a través del grafico de residuos frente a los valores
previstos y frente a los valores de los regresores.

@ La conveniencia de introducir una nueva variable en el modelo
se puede analizar por medio del grafico de los residuos frente a
esta nueva variable.

La interpretacién de los graficos es similar a la que se da a los
mismos en regresién simple.
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PREDICCION EN REGRESION MULTIPLE 1

Una vez estimado y validado el modelo de regresién, se puede
emplear éste para hacer predicciones.

@ Se puede emplear §(x1j, ..., xx;) para predecir el valor de
E(Y|X1 = x1iy -+, Xk = Xki)-

© También se puede emplear y(xij, ..., xk;) para predecir el valor
de un individuo de la variable (Y|X1 = x1j,..., Xk = x).
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PREDICCION EN REGRESION MULTIPLE II

@ Obsérvese que los dos valores se estiman por el mismo namero.

e Igual que en regresion simple, la estimacién de la media se
realiza con mayor precisién que el valor de un individuo
concreto.

Pueden consultarse los detalles del calculo de intervalos de
confianza, para ambos casos, en Pefia (2002).
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LOS VALORES ATIPICOS EN REGRESION MULTIPLE I

o Conceptualmente las ideas de punto atipico e influyente
coinciden con las explicadas en regresién simple.

o La detecccion de puntos atipicos en regresién multiple es mas
compleja que en regresién simple, debido a la dimensionalidad
de los datos.

e Se emplearan los graficos de residuos frente a las variables
explicativas y a los valores previstos por el modelo para
detectar puntos atipicos, aunque estos graficos no siempre
permiten encontrar estos puntos.
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LOS VALORES ATIPICOS EN REGRESION MULTIPLE II

@ Informacién sobre la construccién de estadisticos que permitan
detectar atipicos puede encontrarse en Pefia (2002).

o El tratamiento de los atipicos, una vez identificados, sera
similar al expuesto en regresién simple.

50
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EJEMPLO I. MODELOS DE REGRESION LINEALIZABLES

Se exponen a continuacién algunos ejemplos de relaciones no
lineales, que se pueden linealizar mediante transformaciones
adecuadas.

@ Modelo polinémico de segundo grado con una variable
independiente:

y =00+ Bix+Bax®+u

2 se obtiene el modelo

@ Haciendo la transformacién x, = x
lineal:

y = Bo+ Pix + Poxo +u
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EJEMPLO II. MODELOS DE REGRESION LINEALIZABLES

@ Modelo polinémico de segundo grado con dos variables
independientes:

y = Bo + fix1 + Baxa + Prixd 4 Baaxd + Praxixa + u

o Haciendo las transformaciones x3 = x7, x4 = x2, x5 = x1%2,
se obtiene el modelo lineal:

y = Bo + Bix1 + PBoxo + PBr1x3 + Pooxs + Proxs + u
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EJEMPLO III. MODELOS DE REGRESION
LINEALIZABLES

o y=fo+ 0 (£)+Inx+ i +u

e Haciendo las transformaciones

71 = <)}—1> , o = Inxp, z3 = \/x3, se obtiene el modelo lineal:

y = Bo+ prz1 + Pozo + Bzzz + u
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EJEMPLO IV. MODELOS DE REGRESION
LINEALIZABLES

e Modelo multiplicativo:
— B S
Y = X1 XpX3€,
donde € representa el error aleatorio.

e Tomando logaritmos en ambos miembros, se tiene que:

Iny =Ina+ Blnxg +vInxo + §Inx3 + Ine,

que es el modelo lineal:

Y =00+ Bz1+v22+0z3 +u

54
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EJEMPLOS V. MODELOS DE REGRESION NO
LINEALIZABLES

Por otro lado, cabe sefialar que existen modelos de relacién que no
se pueden linealizar mediante funciones elementales, como por
ejemplo:

o
y =00+ Be X 4 u

y = Bo+ BX+BB3) +u
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