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Programacion Lineal

OBIJETIVOS:

e Comprender la idea de la programacion lineal y sus
posibilidades de aplicacion a problemas practicos.

 Conocer el lenguaje propio de |la programacion lineal:
funcion objetivo, restricciones, region factible, etc...

Saber plantear un problema de programacion lineal
partiendo de su enunciado en términos generales.

 Saber representar regiones factibles y determinar
donde puede darse la solucion optima.

* Saber encontrar esa solucion optima.



ORIGEN

En los siglos XVII y XVIII, Newton, Leibnitz,
Bernouilli y, sobre todo, Lagrange, que
desarrollaron el calculo infinitesimal, también
se ocuparon de obtener maximos y minimos
condicionados de determinadas funciones.

En 1939, Kantarovitch publica Métodos
matemdticos de organizacion y planificacion
de la produccion donde se plantea una teoria
matematica precisa y bien definida para
resolver una extensa gama de problemas: la
programacion lineal.

En 1947, G.B. Dantzig formula, en términos
matematicos muy precisos, el enunciado
estandar al que cabe reducir todo problema
de programacion lineal.

Programacion Lineal

Lagrange

Dantzig
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ORIGEN

La programacion lineal hace historia: El puente aéreo de Berlin

En 1946 comienza el largo periodo de la guerra fria. Uno de sus episodios
mas llamativos de esa guerra fria se produjo a mediados de 1948, cuando
la URSS bloqued las comunicaciones terrestres desde las zonas alemanas
en poder de los aliados con la ciudad de Berlin. Los aliados podian romper
el bloqueo terrestre por la fuerza, o llegar a Berlin por el aire.

Se decidi6 organizar un gigantesco puente
aéreo para abastecer la ciudad: en marzo de
1949 se transportaron 8000 T, tanto como
por carretera y ferrocarril antes del blogueo.

En la planificacidon de los suministros se
utilizé la programacion lineal.

El 12 de mayo de 1949, los soviéticos
levantaron el bloqueo
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Esta técnica se ha desarrollado mucho en los ultimos anos

En los anos cincuenta y posteriores se resolvieron grandes
problemas con programacion lineal con ayuda de los
ordenadores que trabajaban con muchas incognitas, sujetas a
multitud de restricciones.

Se ha estimado que, en general,
si un pais subdesarrollado
utilizase los métodos de |la
programacion lineal, su
producto interior bruto (PIB)
aumentaria entre un 10 y un
15% en tan solo un afo.




Programacion Lineal

DEFINICION

Un modelo de
programacion lineal
busca maximizar o
minimizar una
funcion lineal,
sujeta a un
conjunto de
restricciones
lineales.




Programacion Lineal

DEFINICION

Un modelo de
programacion lineal
esta compuesto de:

* Un conjunto de
variables de decision

* Una funcion objetivo

* Un conjunto de
restricciones
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IMPORTANCIA

Ciertos problemas se describen facilmente a través de la
programacion lineal.

Muchos problemas pueden aproximarse a modelos lineales.

La solucion generada entrega informacion util para responder
ante nuevas condiciones sobre el “qué pasa si”.
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Ejemplo: la industria de juguetes
“Galaxia”

Galaxia produce dos tipos de
juguetes:

* Space Ray
* Zapper

Los recursos estan limitados a:
* 1200 kg de plastico especial.
* 40 horas de produccién semanal.
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Ejemplo: la industria de juguetes
“Galaxia”

Requerimientos de Marketing

=|_a produccion total no puede exceder
de 800 docenas.

=El numero de docenas de Space Rays
no puede exceder al numero de docenas
de Zappers por mas de 450.

Requerimientos Tecnoldgicos
=Space Rays requiere 2 kg de plastico y
3 minutos de produccion por docena.

=Zappers requiere 1 kg de plastico y 4
minutos de produccion por docena.
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Ejemplo: la industria de juguetes
“Galaxia”

Plan comun de produccidn para:

= Fabricar la mayor cantidad del producto que deje mas beneficios, el cual
corresponde a Space Ray (8 € de utilidad por docena).

=Usar la menor cantidad de recursos para producir Zappers, porque estos dejan
una menor utilidad (5 € de utilidad por docena).

El plan comun de produccion:

=Space Rays = 550 docenas
=Zappers =100 docenas
=Utilidad  =4900 € por semana
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El gerente
siempre
buscara un
esquema de
produccion que
incremente las

ganancias de
su compania
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= EL MODELO DE
5 PROGRAMACION
-] LINEALPROVEE
250 UNA SOLUCION
n INTELIGENTE PARA
ESTE PROBLEMA
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Solucion

Variables de decision:

X1 = Produccion de Space Rays (en docenas por semana)
X2 = Produccion de Zappers (en docenas por semana)

Funcion objetivo:
Maximizar la
ganancia semanal
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Solucion

Modelo de Programacion Lineal:
Max 8X1 + 5X2 (ganancia semanal)

Sujeto a:

2X1 + 1X2 <1200 (Cantidad de plastico)
3X1 + 4X2 <2400 (Tiempo de produccion)
X1 + X2 < 800 (Limite produccion total)
X1 - X2 <450 (Produccion en exceso)

Xj 20,j=1,2. (Resultados positivos)
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Solucion

Conjunto de soluciones factibles para el
modelo lineal:

El conjunto de puntos que satisface todas las
restricciones del modelo es llamado

<

REGION FACTIBLE
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USANDO UN GRAFICO
SE PUEDEN
REPRESENTAR TODAS
LAS RESTRICCIONES,
LA FUNCION
OBJETIVO Y LOS TRES

TIPOS DE PUNTOS DE
FACTIBILIDAD



X2

1200
Restriccion del total de produccion:
X1+X2<800
600
Restriccion del
. exceso de produccion:

e Factible X1-X2<450
Produccion
3X1+4X2<2400

Punto In eriorP o Med
+ Tipos de puntos de a'gtib‘gid?d

unto Extremo
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Solucion

Resolucion grafica para encontrar la
solucion optima:
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Recalculando la region factible

comenzar con una ganancia dada de = 2.000 €...

X2

1200

Utilid. =2000 €

800

600

400 600 800



Recalculando la region factible

X2 Entonces aumentar la ganancia...

1200

Utilid. = 4. 000 €

Utilid. =3.000 €

800
Utilid. = 2. 000 €

600

X1

400 600 800



Recalculando la region factible

X2 Seguir aumentando la ganancia...

1200
...y continuar hasta salir de la region factible

Utilid. = ... 000 €

800

600



Recalculando la region factible

1200 __j X2
Segquir aumentando la ganancia... ... hasta salir de la region factible
Ganancia = 5040 €
800 T

600

X1

400 600 800



300

600

Region
Factible

Se toma un valor cercano al
punto 6ptimo

punto optimo

400 600 800

X1




Region
Factible

Se toma un valor cercano al
punto 6ptimo

400 600 800




X2

Region
Factible

400

Se hacen sucesivas
aproximaciones ...

600 800




300

600

Region
Factible

400

... y si se llega a la region no
factible...

Region no
factible

600 800

X1




1200 X2 ... Sé vuelven a hacer
aproximaciones sucesivas

300

Region no
factible

Region
Factible

X1
400 600 800
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300

X2

Region
Factible

400

600

800
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Resumen de la solucion optima

Space Rays = 480 docenas

Zappers =240 docenas
Ganancia = 5040 €

*Esta solucion utiliza todas las materias primas
(plastico) y todas las horas de produccion.

La produccion total son 720 docenas (no 800).

*La produccion de Space Rays excede a la de Zappers
por solo 240 docenas y no por 450.
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Tipos de soluciones

Factibles: Si existe el conjunto de soluciones o valores que
satisfacen las restricciones.

i
(I 4 Y 4 [ M";-\._h =
- Solucidn Unica o A
1}
La solucidn es Unica, y corresponde al vértice para el \
gue la funcidn objetivo toma el valor maximo. En este \}Hreu
caso es el vértice D AN, X
0 C\
[_ 2 + = 4 T 4 V 4 °
et - Solucion multiple
x-yv=1
Hay infinitas soluciones que corresponden a los puntos
“( del segmento situado entre dos vértices de la regién
= factible. En este caso Cy B
n/-x
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Tipos de soluciones

Soluciones optimas y puntos extremos

Si un problema de programacion lineal tiene una solucion
optima, entonces esta corresponde a un punto extremo.

Multiples soluciones optimas

» Cuando existen multiples soluciones
optimas implica que la funcidn
objetivo es una recta paralela a uno
de los lados de la region factible.

» Cualquier promedio ponderado de la
solucion optima es también una
solucion optima.
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Tipos de soluciones

Factibles: Si existe el conjunto de soluciones que satisfacen
las restricciones.

' v=2x
- Con solucion no acotada ._
L .|!..I"||'-._'|||._|
No existe un valor extremo para la funcién objetivo, por lo
. - ¥ = xf2
gue puede decirse que el problema carece de solucidn. La 1 X
region factible no debe estar acotada. /O
T . ! :
| No factibles: Cuando no existe el
conjunto de soluciones que cumplen las
restricciones - las restricciones son
. inconsistentes.
[
AN 5 - Sin solucidn
x+y22 x+y2h No existe la regién factible
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Solucion mediante el método Simplex

Problema a resolver: en un vivero se cultivan dos especies de
Prunus (X, Y) que se vende a particulares, con un precio de 30 € de Xy 20 €

de Y, cada unidad de tamaino minimo.

Los trabajos requeridos para obtener dichas N R

especies plantas no debe exceder de 420 horas al \ A. '

ano. Los trabajos requeridos para cada X son de
20 horas al aino y para cada Y de 30 horas al ano.

La cantidad de agua consumida es de 20 litros al
ano para cada Xy 10 para cada Y . El consumo
de agua no debe ser mayor de 180 litros al ano
para estas especies.

La cantidad de abono quimico empleado al ano

para cada X es de 30 cl y de 10 cl para cada Y. La
compra de abono quimico no debe exceder de | i
240 cl al ano para el cultivo de Prunus .

. S
WW.alSTECKS.com © 200 .
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Solucion mediante el método Simplex

Problema a resolver: Maximizar las ganancias anuales
con los Prunus del vivero, con las restricciones de consumo y
horas de trabajo propuestas.

Max Z=3X+2Y (ganancia anual en decenas de €)

Tl
I'C B
Sujeto a:
- 2X +Y <18 (Consumo de agua)
- 1;/ 2X + 3Y <42 (Tiempo de trabajos de cultivo)
R‘FD‘ ‘ . X 3X + Y< 24 (Gasto de abono)

X>0,Y=>0. (Resultados positivos)

Para poder utilizar el metodo simplex se deben cumplir las
siguientes restricciones:
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Restricciones del Algoritmo SIMPLEX

- Solo se puede utilizar para maximizar funciones objetivo z
mmm) Para minimizar se debe maximizar (-z).

- Solo se puede aplicar a restricciones de igualdad:

Si la restriccion es del tipo “<” se anade una variable de holgura

aX1+bX2 <C mmm) 3X1+bX2 +Si=C ; Si=Var. de holgura
Si la restriccion es del tipo “>" se resta una variable de exceso
aXl+bX2 >B mmsm) aX1l+bX2 -Sj=B ; Sj=Var. de exceso

- Todas las variables deben ser mayores que cero:

Si X3 <0 se anade una variable ficticia, Y que se debe agregar a la funcion
objetivo pero con un valor muy grande y negativo representado por -M.
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Solucion SIMPLEX para el vivero

Maximizar Z=3X +2Y

Variable de Variable de Valores
Base . . .
7 -3X=2Y =0 decision holgura solucion
X y S1 S2 53
2X+3Y+S3 =42 S22 3 0 1 0 42
3X+Y +S2=24 $3 (3 1 0 0 1 2% <y
Z -3 -2 0 0 0 0
X=>20,Y =20 1. Escogemos variable con el coeficiente negativo
g . mayor (en valor absoluto).
Si 20 ) 1= 1; ey 4 2. Dividir cada término de la ultima columna (valores
solucidn) por el término correspondiente de la
columna pivote. En nuestro caso: 18/2 =9, 42/2 =21,

24/3 =8, se escoge la fila con menor valor. >
Si hubiese algun elemento menor o igual que cero no

se hace dicho cociente.

3. En la interseccion de la fila pivote y columna pivote
tenemos el elemento pivote operacional



Solucion SIMPLEX para el vivero

Base Varia.bl.e, de
decision
X y
A—>51 0 -1/3
S2 0 7/3
S3 1 1/3
Z -3 -2
S1-2*S3
S2-2*S3
€—— 7+3*S3
Base Varia.bI.e, de
decision
X y
S1 0 1/3
S2 0 7/3
S3 1 1/3
- 7 0 il

Variable de holgura

S1

1
1
0
0

S2

0
0
0
0

S3
-2/3
-2/3

1/3

0

Variable de holgura

S1

o O O ¥

S2

o O ~» O

S3
-2/3
-2/3
1/3
1

Valores
solucidn

2
26

8

0

Valores
solucién

2
26
8
24

Programacion Lineal

4. Los nuevos coeficientes de X se
obtienen dividiendo todos los
coeficientes de la fila pivote por el
pivote operacional, que hay que
convertir en 1. A continuacion
mediante la reduccidn gaussiana
hacemos ceros los restantes
términos de la columna pivote.

5. En los elementos de la ultima
fila hay uno negativo, -1, significa
gue no tenemos la solucion
optima. Hay que repetir el
proceso: la columna pivote es la
de y. Dividimos los términos de la
ultima columna entre los términos
de la nueva columna pivote:
2:1/3=6, 26:7/3=78/7 y 8:1/3=24
y como el menor cociente positivo
es 6, tenemos que la fila pivote es
S1ly el elemento que hay que
hacer 1, es 1/3.
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Solucion SIMPLEX para el vivero

Operando de forma analoga a la anterior obtenemos la tabla:

Base Varia!ol.e de Variable de holgura Vanr.es p
decision solucion iTODAVIA NO
X y S1 S2 S3 HEMOS LLEGADO
s1 0 1 3 0 A LA SOLUCION
S2 0 0 -7 0 OPTIMA!
S3 1 0 -1 0
4 0 0 3 0 l
El maximo viene dado por el Base Varia.bl.e, de Variable de holgura Valore,s
valor Z en la columna: decision solucion
valores solucion, Z= 33. X y S1 S2 S3
En la columna de soluciones —s g7 —@—)( 1 } 2 3, 6 )@
se puede observar el vért?ce 52 0 -7/4 0 1 3
e Bt R - O)
variables de decision que Q Y 0 5/4 0 0
han entrado en la base: X=3
eY=12 Como todos los coeficientes de la fila de la funcién objetivo

son positivos, hemos llegado a la solucion optima.
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Analisis de sensibilidad para la
solucion optima.

s ¢Es sensible la solucidon
optima a cambios en los

e 20/20

300 -| -.003

T: du parametros de entrada?
9 ‘°’°'bf : \E = 5 El analisis de sensibilidad
A L \“" g estudia posibles cambios
Rl T en la solucién dptima como
NIRRT T resultado de la existencia
5 3 6 121824 42 de cambios en el modelo
Spatial Frequency N
(cycles per degree) orig inal.

2 2002 Vizion Sciences Ressarch Corporation. All rights Reserved.
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Analisis de sensibilidad para la
solucion optima.

Razones para realizar un analisis de sensibilidad:

* Los valores de los parametros usados se estimaron mejor
(se produjo un cambio en ellos).

* El medio ambiente puede cambiar ya que es dinamico.
I o

* El analisis del “gué pasa si” puede proveer informacion
economica y operacional.
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Analisis de sensibilidad de los
coeficientes de la funcién objetivo.

Rango de optimalidad:

— La solucion 6ptima permanecera
inalterable mientras:

* Un coeficiente de la funcion
objetivo se encuentre dentro del
rango de optimalidad.

* No hay cambios en ningun otro
parametro.

— El valor de la funcion objetivo
cambiara si el coeficiente
multiplica una variable cuyo valor
es distinto de cero.

NV

S :sblido
L : liguido — sublimacidn
G:gas vaporizacion
C:punto critico —— fusion

Respuesta Adimensional

Segundo Orden Subamortiguado

Pl Chi=0,2
o 2 A
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Efectos del cambio de un
1200 __A X2 coeficiente de la funcién objetivo,
sobre la solucion 6ptima

X1
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Efectos del cambio de un
1200 __A X2 coeficiente de la funcién objetivo,
sobre la solucion 6ptima

800

600

Q 4kw2}7$

NS

5,\'2

400 600 800
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Efectos del cambio de un
1200 __A X2 coeficiente de la funcién objetivo,
sobre la solucion 6ptima

800

600

X1
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Efectos del cambio de un coeficiente de la funcidn objetivo, sobre
la solucion optima

1200
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Efectos del cambio de un coeficiente de la funcidn objetivo, sobre
la solucion optima

X2
1200 % Rango de optimalidad

400 600 \800 X1
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Cambios Multiples

Rango de optimalidad:

* Elrango de optimalidad es valido cuando un unico
coeficiente de |la funcion objetivo cambia.

 Cuando cambia mas de una variable se utiliza la regla
del 100%.

B -
.._Ehl!q.:-_-_-_-.'-'-'--E- T
{J..:%'.'-ﬁ-'_:z_:.":'f"_rB""" - Broomommmmemeee
OIS p
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Cambios Multiples

Regla del 100%:

* Para cada aumento (disminucién) en un
coeficiente de la funcion objetivo calcular
(y expresar como un porcentaje) la relacion
de cambio del coeficiente al maximo
aumento posible (disminucidn)
determinada por los limites del rango de
optimalidad.

 Sumar todos los cambios de porcentaje. Si
el total es menor que 100%, la solucidn
optima no cambiara. Si este total es mayor
que 100%, la solucién 6ptima puede
cambiar.
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Cambios Multiples

Reduccion de costos:

La reduccion de costos de una
variable a su cota inferior
(comunmente cero) implica que:

* Los coeficientes de la funcion
objetivo deben cambiar antes
gue la variable pueda tomar
un valor sobre la cota inferior.

* Con lo anterior la cantidad de
ganancia optima cambiara
segun las variables
aumentadas desde la cota
inferior.

Holgura complementaria:

Existe holgura en la solucion
optima, cuando cada variable
esta en su cota inferior o el
costo reducido es 0.
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Analisis de sensibilidad del
coeficiente del lado derecho.

* Cualguier cambio en el lado
derecho (bi) de una restriccion
activa cambiara la solucion
optima.

* Cualguier cambio en el lado
derecho de una restriccion no
activa que sea menor que la
holgura o el exceso, no produce
ningun cambio en la solucion
optima.
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Para el analisis de sensibilidad de la validez de los
coeficiente del lado derecho nos interesa
responder las siguientes preguntas

é (XN Y YN N ] ?

¢ Manteniendo todos los otros coeficientes , en cuanto
cambiaria el valor 6ptimo de la funcion objetivo (p.e., la

ganancia) si el coeficiente del lado derecho de una
restriccion cambia en una unidad?

1 /
e ¢ Hasta cuantas unidades se 83

puede agregar o disminuir =
para que la solucion siga S =
siendo valida? -



Programacion Lineal

1200
Restriccion materiales
/(plésticos)
Ganancia maxima= 5040
Combinacion de restricciones
600

en la produccion

Restriccion del
tiempo de
produccion

600 800
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1200
Restriccion materiales
plasticos)
Ganancia maxima= 5040
600

Restriccion del
tiempo de
produccion
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1200
Restriccion materiales
(plasticos)
Nueva restriccion materiales (plasticos)
600
Restriccion del " \ Com!oin_acién de
tiempo de \ restricciones
produccion » \\&\ en la produccion
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1200
Restriccion materiales
plasticos)
Nueva restriccion materiales (plasticos)
Ganancia maxima= 5040
600

Combinacion de
restricciones
en la produccion

Restriccion del

tiempo de R\ ¢ Puntos extremos
produccion \\&\\\\

600 800
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Interpretacion correcta del precio sombra

Costos amortizados: El precio
sombra es el valor por una unidad
extra del recurso, ya que el costo
del recurso no esta incluido en el
calculo de los coeficientes de la
funcion objetivo.

Costos incluidos: El precio sombra
es el valor superior por unidad del
recurso, el costo del recurso se
incluye en el calculo del coeficiente
de la funcion objetivo.

1234567890
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El rango de factibilidad

El conjunto de los coeficientes del lado derecho entregan el
rango para que el mismo conjunto de restricciones determine
el punto optimo.

Dentro del rango de factibilidad, los precios sombras
permanecen constante; sin embargo, la solucion 6ptima
cambiara.

Optimizacion Costo - Riesyo

COSTO DEL RIESGO

1500 — COSTO o IMPACTO TOTAL ‘PRODUCCION DIFERIDA
o COSTO DEL RIEZGO +« COSTO DEL MTTO tallas
'z 3goo T ‘ineflolencia eqposc
; Jio0 — Punto Optimo /\ "REDUCCION VIDA UTIL
= “IMPACTO EN SEQURIDAD
o SHOBD = ‘ “IMPACTO AMBIENTAL
O
b= wgme
8 COSTO DEL
(&) 1600 MANTENIMIENTO
“PREVENTIVO
~»  CoRRecTIVO

T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 s 5-(7)5 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

INTERVALO DE MANTENIMIENTO ( MESES )
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Otros cambios para optimizar la
funcion objetivo

1. La incorporacion de una
restriccion.

2. La eliminacion de una
restriccion.

3. Laincorporacion de un
variable.

4. La eliminacion de un
variable.

5. Cambio en el lado izquierdo
de los coeficientes.
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Solucion para problemas lineales con muchas
variables de decision usando ordenador.

* Los paquetes de programas lineales resuelven grandes
modelos lineales.

* La mayoria de los software usan la técnica algebraica
llamada algoritmo Simplex. [

R
\

* Los paquetes incluyen:
— El criterio de la funcidn objetivo

(Max o Min). ——
— El tipo de cada restriccion: g, = >

— Los coeficientes reales para el
problema. o
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La solucion generada por un software de
programacion lineal incluye:

Los valores optimos de la funcion objetivo.

Los valores optimos de las variables de decision.

La minimizacion del costo para los coeficientes de la funcion

objetivo.
Los rangos de optimizacion para los
coeficientes de la funcion objetivo.

La cantidad de holgura o exceso
sobre cada restriccion.

Los precios sombra (o dual) para las
restricciones.

Los rangos de factibilidad para el
coeficiente del lado derecho.

VARIABLES DE DECISION

X
4

200

15

Y Z F.OBJETIVO
10 36
150 120
RESTRICCIONES
Y Z LADOI1ZQ LADO DER
7,5 5 315 315
3 2 110 110
1 1 50 50
Resultados de Solver Lﬁ
Solver ha hallado una solucion, Se han satisfecho todas las restricciones y
condiciones.
Informes
Respuestas
@ Utilizar solucién de Solver (Sensibilidad
Restaurar valores originales Limites
| Aceptar | [ Cancelar | | Guardar escenario... | | Ayuda |




Programacion Lineal

Ejemplo: Dieta Marina

Un problema de minimizacion del costo de la dieta:

e Mezclar dos productos:
Texfoods, Calration.

e Minimizar el costo
total de la mezcla.

e Mantener los
requerimientos
minimos de Vitamina A,
Vitamina D, y hierro.
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Variables de decision:

X1 (X2) = Cantidad de Texfoods (Calration) que se uso
en cada porcion (cada 2 onzas).

* El modelo
minimizar 0.60X1 + 0.50X2 Costo por 2 oz.
sujeto a
> 20X1 + 50X2 = 100
% Vitamina A 25X1 + 25X2 = 100 Vitamina D‘\

por 2 oz. 50X1 + 10X2 > 100 hierro | % requerido
(\_/

X1, X2 2 0
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La solucion grafica

Restriccion de hierro

Regidn factible

Restriccion de vitamina D

Restriccion de vitamina A
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Restricci® de hierro

Restricgjon de vitamia D

agtriccion detamina A
0.60X1 + 0.50X%2
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Resumen de la solucidén optima

* Producto Texfood = repartir 1.5
(= 3 onzas)

* Producto Calration = repartir
2.5 (=5 onzas)

e Costo=2.15 euros por porcion
servida.

* El requisito minimo para la
Vitamina D y el hierro no se
encuentren en superavit.

 |a mezcla provee 155% del
208 o e o bt requerimiento para Vitamina A.
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A la sala, Alvaro Pérez, 2016
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