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3.1 Introduccion

@ A menudo, conjuntos de objetos matematicos como los
polinomios o las matrices que se usan constantemente en las
aplicaciones de las matematicas a la ciencia y a la ingenieria
admiten un tratamiento analogo a los vectores geométricos.

@ Cuando en varios conjuntos distintos aparecen estructuras
similares es conveniente extraer las propiedades comunes y dar
un nombre a la estructura resultante (espacio vectorial en el caso
que nos ocupa).

@ La principal ventaja que se obtiene es que estudiando esta
estructura, quedan estudiadas todas las estructuras particulares
que en ella se encuadran.

@ De este modo los distintos resultados que se deducen de la
definicion de espacio vectorial y que se estudiaran (algunos de
ellos) en este capitulo se pueden aplicar a cualquier conjunto de
objetos que cumpla la definicién de espacio vectorial.
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3.2 Definicidén de espacio vectorial

Definicion 3.1

Sea V un conjunto no vacio, + una ley de composicion interna
definida sobre los elementos de V' y - una ley de composicion
externa definida entre los elementos de V y los de un cuerpo de
escalares K. Se dice que la estructura (V. ) es un espacio vectorial
sobre el cuerpo de esc. K (o K-espacio vectorial) si + y - verifican:

Qu+t(v+w)=(u+v)+w, Vuv,weV
Quiv=v+u, vu,v eV

Q@ I0cViqu+0=u, Yu eV

Q weVi-ueVtqu+(-u)=0

Q )\ - (U+V)=A U+t v, vu,v eV, VieK
QO MN+p)-u=X-utp-u, vVueV, v\ pucK
Q@ (\-p)-u=x-(p-u), VueV, v\ pueK
Q J1eKtg.1-u=u, Yu eV
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Observacion 3.1
Los elementos de V se denominan vectores.

Observacion 3.2

En la mayoria de los casos con los que se trabajara en esta asignatura
el cuerpo K sera el cuerpo de los reales. En los casos restantes
consideraremos que K es C. Por ello si al lector le resulta mas
sencillo, puede considerar en todo cuanto sigue que el cuerpo al que
nos referimos es alguno de los dos anteriores y todo cuanto se diga
podra extenderse a otros cuerpos.
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Ejemplo 3.1
Algunos ejemplos de espacios vectoriales son los siguientes:

@ El conjunto de los vectores geométricos con la I.c.i. suma
geométrica de vectores y la |.c.e. producto de vector por real es
un espacio vectorial (e.v.) sobre R.

@ El conjunto de las matrices de dimensién m x ncon la l.c.i. suma
de matrices y la I.c.e. producto de escalar por matriz es un e. v.
que se representa por M (K). Este espacio vectorial, en los
casos en que la matriz sea cuadrada, también se podra
representar como M,(K).

@ El conjunto de todos los polinomios en la variable x con
coeficientes reales (P(x)) con la |.c.i. suma de polinomios y la
l.c.e. producto de polinomio por real es un e. v. sobre R.
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Ejemplo 3.1 (cont.)

@ El conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual que n
(Pn(x)) con las mismas operaciones que en el caso anterior
también es un e.v. sobre R. Sin embargo el conjunto de todos los
polinomios de grado n (P,(x)) también con las mismas
operaciones no es un espacio vectorial.

@ El conjunto de todas las soluciones de un sistema lineal
homogéneo de ecuaciones con coeficientes en K con la l.c.i.
suma de soluciones y la I.c.e. producto de escalar por solucién es
un e.v. sobre K.
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Observacion 3.3

En lo que sigue, y salvo casos en los que puedan existir
ambiguiedades, el producto de escalar por vector se representara por
AU envezde A - u.

Proposicién 3.1

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K, u un vectorde Vy k
un escalar de K. Entonces:

QO0u=0
Q k0=0
Q@ (-u=-u

© Siku=0entoncesk=006u=0.
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3.3 Subespacios vectoriales

Tal como se vio en el Ultimo ejemplo del apartado anterior, los
conjuntos Pn(x) y P(x) dotados de las mismas operaciones tienen
ambos estructura de e.v.. Como Pp(x) es ademas un subconjunto de
P(x), se dice que Pp(x) es un subespacio vectorial de P(x). Es
evidente que esto no ocurre para cualquier subconjunto de P(x), por
ejemplo P,(x) no es un subespacio vectorial de P(x).

Definicion 3.2
Sea V un e.v. y W un subconjunto no vacio de V. Se dice que W es

un subespacio vectorial (s.e.v.) de V si W dotado de las mismas
operaciones definidas sobre V es a su vez un e.v..
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Caracterizacion de un subespacio vectorial
Para que W sea un s.e.v. tiene que verificarse:

ajuveW=u+veW

b)AeK,ueW:AueW}OAUJFHVGW A\pe K uveW

Observacion 3.4
Dado un e.v. V, existen dos subconjuntos de V que trivialmente son
s.e.v.de V:

eV,
e {0}.

Observacion 3.5
El vector nulo pertenece a todos los s.e.v. de V.
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Ejemplo 3.2
A continuacién se muestran algunos casos particulares de
subespacios vectoriales:
@ Elconjunto U = {(X,y,z) €ER/3x—2y+4z= 0} es un s.e.v.
del espacio R®
ucU=u=(2up— 2us, up, us3) N
velU=v= (§V2 - §V3,V2,V3)

2 4
au+pv = (g(aug + pvo) — §(aug + Bv3), als + BVa, iz + Bv3)

2 4
= (5/\2 — 5)\3,)\2,)\3) 6 U
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Ejemplo 3.2 (cont.)

@ El conjunto de los polinomios de variable real cuyo grado es < 5
es un s.e.v. del espacio de los polinomios de variable real.
Ps = {polinomios de grado < 5}
p(x) € Ps = p(x)=ag +aix + ...+ asx® }
g(x) € Ps = q(x) = by + byx + ...+ bsx®

AP(X)+uq(x) = (Aag+pubg)+(Aay+uby ) X+. . .+(Nas+ubs)x° € Ps

© El conjunto formado por las soluciones de un sistema homogéneo
de m ecuaciones con n incognitas y coeficientes reales es un

s.e.v. de R". Dado el sistema
ai1Xy +appXe + ...+ aipxn=0

ao1X1 + 8ooXo + ...+ apXn =0 .
. < Ax=0,siuyvson

amiXy + meXo + ...+ @mnXn =0
soluciones del sistema anterior Au = 0 y Av = 0, entonces es
evidente que el vector au+pSv también lo es.
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Ejemplo 3.2 (cont.)

© El conjunto de las matrices simétricas de orden nes un s.e.v. de
las matrices cuadradas de orden n.

Proposicion 3.2

La interseccion de cualesquiera subespacios de un e.v. V es, a su vez,
un s.e.v.de V.

v

Observacion 3.6

Por el contrario la uniéon de subespacios de un e.v. V, en general, no
es un subespacio de V.

Por ejemplo si se consideran los subespacios
Uy = {(x70) cRR/xc R} y Up = {(o,y) cRR yc R}

El conjunto U; U U; no esun s.e.v.yaque (1,0) e Uy U Us y
(0,1) € Uy U U, y sin embargo (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ Uy U U>.



3.4 Bases y dimensidn de un espacio vectorial

3.4.1 Sistema generador J

Asi como es posible obtener cualquier color visible a partir de tres
colores basicos (rojo, verde y azul, (RGB)) mezclandolos en distintas
proporciones, las operaciones suma de vectores y producto de escalar
por vector definidas en un e.v. V., permiten calcular cualquier vector de
V a partir de un cierto niumero de vectores “basicos” de V.

o

Definicion 3.3

Sea S = {vq,Va,...Vy} un conjunto de m vectores de un e.v. V y sea
W uns.e.v.de V. SiS c W y todos los vectores de W se pueden
escribir como combinacion lineal de {v{,Vao, ...V} se dice que

S = {vy,Va,...vp} es un sistema generador de W.
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Proposicién 3.3

El conjunto de todos los vectores que se pueden expresar como
combinacién lineal de los vectores de S tiene estructura de espacio
vectorial y recibe el nombre de subespacio generado (o0 engendrado)
por S. Se representa por

(S) 6 (Vqi,V2,...Vp)

Proposicién 3.4

W = (vq,va,...Vy) es el subespacio més pequefo que contiene a
S ={vq,va,...vp}, en el sentido de que cualquier otro s.e.v. que
contenga a S debe contenera W.

Observacion 3.7
{Vv1,V2,...Vp} es un sistema generador de W < W es el s.e.v.
engendrado por {V1,Va,...Vp}.
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Ejemplo 3.3
Casos particulares de conjuntos de vectores que constituyen sistemas
generadores de subespacios.
@ Dado W, = {(x1,x2,x3) ERtQ. X1 — X0 = 0} el conjunto de
vectores {v = (1,1,0),u=(0,0,1)} es un sistema generador de
W,. Ws es el s.e.v. engendrado poruy v. Ws es el subespacio
mas pequeno que contieneauy v.
@ El conjunto de polinomios {1, x, x2,x3, x* x°} es un sistema
generador del s.e.v. Ps.
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Ejemplo 3.3 (cont.)

@ (Eselconjunto {vi =(1,1,2), vo = (1,0,1), v3 =(2,1,3)} un
sistema generador de R®? Para contestar a la pregunta hay que
determinar si cualquier vector de R® se puede expresar como
combinacion lineal de v{,Vs y V3.

(U1’U2>U3) = k1 (17172)+k2(17071)+k3(27173)<:>
ki + ko + 2kz = ujq
Ki + k3 = Uo (1)
2k + ko + 3ks = U3

Por lo tanto un vector cualquiera de R, u= (uy, U, U3), se podra
expresar como c.l. de vq, Vs, y vz si el sistema (1) es compatible.
Para que (1) sea compatible para cualquier vector u es necesario
y suficiente que el rango de la matriz de coeficientes que
llamaremos A sea 3,
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Ejemplo 3.3 (cont.)

Q (cont)
11 2 1 1 2
A=[1 01 ]|~[0 -1 —1
2 1 3 0O 0 O

el rango de A es 2, el sistema (1) no sera siempre compatible,
existiran vectores u para los que no existen ki, ko y k3 que
satisfagan (1) y por lo tanto el conjunto {v¢, V2, v3} no es un
sistema generador de R®.
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Ejemplo 3.3

© Por el contrario
{V1 = (1,1,2), Vo = (1,0,1),V3 = (2,1,3), V4 = (0,0,1)} si es
un sistema generador de R° pues el sistema

ki + ko + 2ks = uq
ki + k3 = uo
2k + ko + 3Kz + k4 = U3

es siempre compatible indeterminado independientemente de
cual sea el vector u. Obsérvese que la forma de expresar u en
funcién de v4, Vo, V3 y V4 NO es Unica.
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3.4.2 Base de un espacio vectorial J
Definicién 3.4
Sea V un espacio vectorial y S = {v4, ..., Vo} un conjunto de

vectores de V. Se dice que S es una base de V si:
@ S es linealmente independiente,
@ S es un sistema generador de V.

Teorema 3.1

SiB={vq, ..., Vp} es una base de un espacio vectorial V, entonces
cualquier vector de V' se puede expresar de forma unica como
combinacion lineal de vectores de B:

n
u= Z AiVj
i=1
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Demostracion. Queda claro, a partir de la definicion de sistema
generador, que cualquier vector de V se puede expresar de la forma
anterior. Falta por demostrar que existe una unica forma de hacerlo.
Supdngase que hubiera dos formas

n n
UZZAMYUZZM/V/’
i=1 i=1

n

u—-u=0=> () — uj)v;= (debido aque vy, ..., v,sonlin.
i=1

indptes.) A\j — i =0(i=1,....n)=pui=X(i=1,...,n).0

Definicién 3.5

SiB={vq, ..., Vu} es una base de un espacio vectorial V y

u= 27:1 A\iV; es la expresion de u en funcion de la base B, entonces
los escalares M+, . .., \n se llaman coordenadas (o componentes) de
V respecto a la base B.
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Observacion 3.8

Dada una base, B, de V a cada vector de V se le puede asociar uno y
sélo un vector de K" formado por las n coordenadas de v en la base
B, que se designara por vg.

Observacion 3.9

Dos bases que contengan los mismos vectores pero en érdenes
distintos son distintas.

Ejemplo 3.4

Casos particulares de conjuntos de vectores que constituyen bases de
espacios vectoriales.
@ Dados e = (1,0,0), € = (0, 1,0) yes = (0,0,1),
B = {eq, e, e3} es una base de R°.
Q {e;=(1,0,...,0),e0 =(0,1,...,0),...,e,=(0,...,0,1)} es
una base de R".
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Ejemplo 3.4 (cont.)

1 0 0 1 00
eA'I:(o o>5A2:<o 0)7A3:<10)7

Ay = ( 8 ? ) constituyen una base de M>(R) (conjunto de las

matrices cuadradas de dimension 2 con coeficientes reales).
VC € Mx(R)

(ei ) =c11(50) +¢2(Go) +car (75) +c2(57)

Dada la base B = {A1, A2, A3, A4}, @ cada matriz C de M>(R) se
le puede asociar un vector de R* :

Co1 Co2

C C
< 11 12 ) =Cg= (C11,C12,021a022)tB
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Ejemplo 3.4

© Elconjunto B= {1,x,x2, . ,x”} es una base del espacio
vectorial P, de los polinomios de grado < n en la variable x. En
esta base se le puede asociar a cada polinomio de P, un vector
de R":

P(X)Zao+a1X+82X2+...+anx”, ps = (ao, ai,...,an)

@ Elconjunto {vy = (1,2,1),v> = (2,9,0),v3 = (3,3,4)} es una
base de R®. Para comprobar que esta afirmacion es cierta basta
con demostrar que el sistema

ki + 2ko + 3ks = Uy
2Ky + 9ko + 3k3 = o
ki + Oko + 4k3 = U3

es compatible determ. para cualesquiera valores de uq, Us y Us.
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3.4.3 Espacios vectoriales de dimension finita J

Proposicién 3.5

Sea G = {uq,uy,...,uy} un sistema generador de un espacio
vectorial V (V # {0}). Se verifica que:
@ Si G es un conjunto de vectores linealmente dependiente
entonces existe al menos un subconjunto G' ¢ G (G' # G) tal que
G es un sistema generador de V.
@ Si G es un conjunto de vectores linealmente independiente, no
existe ningun subconjunto de G (G’ # G) que sea sistema
generador de V.

Teorema 3.2

Todas las bases de un espacio vectorial engendrado por un nimero
finito de vectores tienen el mismo numero de elementos.
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Definicién 3.6
Al numero de vectores que forman parte de una base cualquiera de un
espacio vectorial, V (V # {0}), engendrado por un nimero finito de
vectores se le llama dimension de V.

Observacion 3.10

La dimensién de un espacio vectorial, V, es el numero maximo de
vectores linealmente indeptes. entre si que se pueden extraer de V.

Observacion 3.11

La dimensién de un espacio vectorial es el numero minimo de
vectores que contiene un sistema generador de V.

Observacion 3.12

Los espacios vectoriales engendrados por un numero finito de
vectores reciben el nombre de espacios vectoriales de dimension
finita.
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Ejemplo 3.5

Q@ dm(R")=n

Q dm(Mym(R)=n-m
Q dim(Pp) =n+1

Observacion 3.13
Si V es un espacio vectorialy W C V es un s.e.v. de V, entonces:

dim(W) < dim(V).

Teorema 3.3 (De la base incompleta)

Sea V un e.v. de dimension finitany S = {uy, Uy, ..., Up} un sistema
linealmente independiente de p vectores de V con p < n. Entonces es
posible encontrar un conjunto S’ de n — p vectores tales que SU S’
sea una base de V. Es mas, los vectores de S’ se pueden tomar de
entre los de una base cualquiera B = {eq,...,en}.
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Ejemplo 3.6

Obtener una base de R® que contengaaa = (1,—1,2)y
b=(0,1,-2).

Soluciodn: los vectores a y b son linealmente independientes. El
teorema anterior asegura que existe otro vector de R® (al que
llamaremos c) tal que {a, b, ¢} constituye una base de R®. El vector c,
que se puede elegir de muchas maneras, puede ser, en particular, el
vector es. (un vector de la base canénica de R° linealmente
independiente con respecto a b y a).
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3.5 Cambio de base

Observacion 3.14

A partir de ahora los vectores de n componentes se van a representar
como vectores columna

Xq
v=(x,...,xp)! =

Xn

Ejemplo introductorio

Sea V un espacio vectorial de dimension 3, B = {ey,e5,e3} y

B’ = {uq,u,,us} dos bases de V. Si se conocen las coordenadas de
un vector v respecto a la base B', v =y;uq + yoUs + y3Us, y las
coordenadas de los tres vectores de B’ con respecto a la base B :

Ui=as1e1+az1ex+azies
Up=a12€1+a22€2+a32e3 (2)
U3=2a13€1+ax3€2+3d33e3



¢ Cudles son las coordenadas de v respecto de la base B? Para
resolver el problema se parte de la igualdad

V =X1€1 + Xp€2 + Xz€3 = YUy + YoUo + Y3U3

Si en la igualdad anterior se sustituyen los valores de u4,u, y uz en
funcion de e, e> y e3 segun las relaciones (2) se obtiene:

X1€1 + X2€2 + x3€3 = yi(aj1e1+aziex+azies) (3)
+ya(a12€1+axes+aspes) + y3(ai3e1+ax;ex+aszes)

Si se tiene en cuenta que un vector se descompone de forma Unica en
funcién de los vectores de una base, la igualdad (3) implica que los
coeficientes que multiplican a e4, e»> y e3 a ambos lados de la
igualdad deben ser iguales:

X1=ai1y1+aiz2yz+aisys X4 )4
Xo=ap1y1+ampyotasys < | Xo | =A| )y
X3=az1y1+as2y2+assys X3 Y3
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- |
an a2 a3
donde A= | a» ax as | =(u; ux ug ){e[} recibe el nombre
d31 asz dass
de matriz de cambio de base (de la base B’ a la base B). Obsérvese
que las columnas de A son las coordenadas de los vectores u; en la
base e;.

Teorema 3.4

Sean B={eq,...,e,} yB ={uy,...,u,} dos bases de un espacio
vectorial, V, de dimension n. Si se conoce la expresion de los vectores
de la base B' en funcion de la base B :

n
u; :Z ajej = a1 + ...+ apiep (I=1,...,n),
=1

a{ ... Qin
lamatrizA=| : T se llama matriz de cambio de base

an‘l o e ann
(de B’ a B) y posee las siguientes propiedades:
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Teorema 3.4 (cont.)

@ Las columnas de A representan las coordenadas de los vectores
de B’ respecto de la base B.

ayr ... Qin
A= | : o, =(uw ... u ){e/}
anli ... @Qpn
Q det(A) £0.
Q Si(x1,.... %) y(¥1,-..,¥n)! son las coordenadas de un vector v en las

bases B y B, respectivamente, entonces:
X1 Yi
= A .

Xn Yn

@ A~ es la matriz de cambio de base de Ba B'.
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Observacion 3.15

La relacién entre los vectores de By B’ también se puede expresar
matricialmente

(ur ooun )y =(er ... e ) A
(er ... e ey = (U ... up {c,}A_1
donde (uy ... u, ){c}} es una matriz cuadrada de dimension n

cuyas columnas son las coordenadas de los vectores u; en funcién de
una cierta base ¢;. Si se hace coincidir ¢; con e;,

(er ... e ){ei}:lny(u1 u”){e,}:A'
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Ejemplo 3.7
Se conoce la relacion entre dos bases de un R- espacio vectorial de
dimensién 3

u;= -—3ei+0es>+e3
u,= —3ei+2e,—e3
Us= e+6e>—e3

Dado el vectorv =4e; +e, —e3 = (4,1, —1 )Eef} determinar cual es su
expresion en la base u;.

Solucion: De acuerdo con lo dicho anteriormente, las coordenadas
Y1, Y2, y3 del vector v en la base {u;} estaran relacionadas con las
coordenadas en la base {e;} a través de la relacion matricial

4 -3 -3 1 4
1 = 0 2 6 Yo
—1 1 -1 -1 ¥
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Ejemplo 3.7 (cont.)
Por tanto,

Vi 3 3 1\ '/ 4
Yo = 0 2 6 1
Vs 1 -1 -1 —1

-1/8 1/8  5/8 4
= | —3/16 —1/16 9/16)( 1
1/16 3/16 3/16 —1

Es decir, v = — uy — Jup + Jus.

—1
= -1/4
)

) |
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Ejemplo 3.8
Considérense las bases B = {ey,e5,e3} y B’ = {uq,u,, us} cuyas
coordenadas respecto de una base B” = {wq,W,, W3} son las

siguientes:
3 1 —1
e = 1 ,80 = 1 ,e3 = 0
-5 -3 2
2 2 1
u, = 1 ,Ug = -1 ,Ug = 2 )
1 1 1
se pide:

@ Determinar la matriz de cambio de base de B a B'.

@ Expresar el vector vy, = (-5,8, —5)t en la base By utilizar la
matriz de cambio de base obtenida en 1 para hallar v ;.
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Ejemplo 3.8 (cont.)

Solucion:
@ Las matrices de cambio de base de Ba B” y de B' a B” son,
respectivamente,

3 1 -1 IR
A= 1 1 o], A=[1 -12].
5 -3 2 1 1 1

Por tanto, la matriz de cambio de base de B a B’ sera

2 21\ '/ 3 1 1
A=ATA = 1 -1 2 1 1 0
11 1 -5 -3 2

35/2 19/2 —13/2
—19/2 1172 7/2 |.
13 -7 5
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Ejemplo 3.8 (cont.)

o
-5 3 1 -1\ '/-5 L
Ver=A7'| 8 ]=| 1 1 0 8 :<23/2>
-5 -5 -3 2 -5 6

y para expresar v en la base {u;} podemos usar v e, hallado
arriba y aplicar la matriz de cambio de base de B a B’ (matriz A):

—7/2 35/2 19/2 —13/2 —7/2 9
Viuy = A (23/2) = (—19/2 —11/2 7/2 ) (23/2) = (—9) .
6 —13 =7/ 5 6 -5

Por tanto, vy, = (9, -9, —5)".

U. Kindelan & M.A. Fontelos Espacios vectoriales Algebra Lineal 38/62



3.6 Ecuaciones paramétricas e implicitas de un
subespacio vectorial
Ecuaciones paramétricas J

Sea W un s.e.v. de dimensién p de un espacio vectorial, V, de
dimension n. Cualquier vector de W se puede expresar de forma Unica
como c.l. de los vectores de una base, B = {uy,...,u,},de W

Ve W:>v:t1u1+...+tpup:>(x1,...,xn)ief}:t1u1+...+tpup:>

Xq U1 U2 Uip
() = t1(5) —l—tg(;) +...+tp<5> =
*n/ {ei} Unt / {ej} Un2 /' {e;} Unp / {e;}

X1 = bhuyg + ug + ... + bolip
Xo = Uy + boloo + ... + fplUzp

(1)
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donde {eq,...,e,} €s una base cualquiera de V.
Definicion 3.7

Al sistema de ecuaciones (1) se le llama sistema de ecuaciones
parameétricas de W.

Ejemplo 3.9

Unas ecuaciones paramétricas del subespacio vectorial de R,
W, =< (1,1,0)!, (0,0,1)! > son:

X1 = A
Xo = A
X3 =
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Ecuaciones implicitas J

Definicion 3.8

Si en el sistema (1) se eliminan los parametros t, . . ., tp se obtiene un
sistema homogéneo de n — p ecuaciones que reciben el nombre de
ecuaciones implicitas de W.

El sistema (1) es un sistema compatible determinado por ser
{uy,...,u,} unabase de W, y por ello habra Ginicamente p
ecuaciones linealmente independientes. Para eliminar los p
pardmetros t; (i = 1,...,p) éstos se despejan en funcién de las x;
(f=1,...,n) utilizando las ecuaciones linealmente independientes y
se sustituyen en las n — p restantes, obteniéndose un sistema
homogéneo de n — p ecuaciones que son las ecuaciones implicitas de
w.
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Observacion 3.16

Para obtener las ecuaciones paramétricas y por lo tanto una base a
partir de las ecuaciones implicitas basta con resolver el sistema
homogéneo. Las incégnitas libres seran los parametros.

Ejemplo 3.10
En R® determinar unas ecuaciones paramétricas e implicitas del s.e.v.

&= <(1 ,1,0,1,0,1)f¢,(0,2,0,2,0,1)f,4,(0,0,0, 170»1)2e,-}>
referido a la base {e,e5,e3,€4,€5,€5} .
Solucién: para obtener unas ecuaciones paramétricas de S se busca
en primer lugar una base de S. Como (1,1,0,1,0, 1)~t{e,-}’
(0,2,0,2,0, 1 )ief} y (0,0,0,1,0, 1)%8,,} constituyen un sistema
generador de Sy ademas son linealmente independientes forman
también una base de S.
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Ejemplo 3.10 (cont.)

Una vez obtenida una base, las ecuaciones paramétricas se obtienen
imponiendo que cualquier vector del subespacio S se puede expresar
como combinacién lineal de los tres vectores de la base:

Xq 1 0 0
Xo 1 2 0
x| |o 0 0
xa | =1 | T8 2|7 4
X5 0 0 0
X6 1 1 1

La ecuacién vectorial anterior da lugar a seis ecuaciones escalares
gue constituyen unas ecuaciones paramétricas de S:
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Ejemplo 3.10 (cont.)

( X1 =«
X2:C¥+2,3
S— X3:0
Xg=a+28+~v "’
x5 =0
L X6:a+,8+")/

Si se despeja « de la primera ecuacion, § de la segunda, v de la
cuarta y se introducen sus expresiones en funcidén de xq, xo y X4 en las
restantes tres ecuaciones se obtienen unas ecuaciones implicitas de
& 1 1
5X1 —3X2 + X4 — Xp =0
S = X3 = 0
X5 = 0
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Proposicién 3.6

Sea W un subespacio vectorial de un espacio vectorial, V, de
dimension n. Si el nUmero de ecuaciones implicitas linealmente
independientes de W es r, la dimensién de W es n—r.

Observacion 3.17
(Casos extremos)

@ r = n, necuaciones linealmente independientes — El sistema
homogéneo Unicamente admite la solucién nula, W = {0} .

@ r =1, 1 ecuacion linealmente independiente — dim W = n— 1.
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3.7 Interseccion y suma de subespacios. Suma directa
Definicién 3.9

Sean U; y U dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial V.
Se denomina suma de U, y U al conjunto

U, +U2={U1 + U Uy € Uj,up € Ug}

Proposicién 3.7

El conjunto definido en la anterior definicion es un s.e.v. de V, es mas,
se trata del menor de todos los s.e.v. de V que contiene a U; y Us.

Ejemplo 3.11

En el e.v. R* se consideran los subespacios
Uy ={(a,8,0,0)/a,8 € R}y U = {(0, A, 1,0) /A, u € R}. Entonces:

Ui + U ={(v,6,£,0),/7,8,¢ € R}
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Definicion 3.10

Sean U; y U dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial V.
Se dice que U; + U es una suma directa de subespacios vectoriales
y se escribe Uy @& U» si cualquier vector de dicha suma de
subespacios puede expresarse de una unica forma como suma de
vectores de Uy y Us.

Definicion 3.11

Si Uy + Uz es una suma directa (Uy + U> = Uy @ Uy) se dice que Uy y
U> son subespacios independientes.

v

Proposicién 3.8
Los s.e.v. Uy y U son independientes Ssi su interseccién es nula.
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Definicion 3.12

En un espacio vectorial V, dos subespacios Uy y U, se dicen
suplementarios en V si cualquier vectorv €V se puede expresar de
forma tnica como suma de un vector de U; mas un vector de Us.

Observacion 3.18
Segun la definicién de suma directa se verifica:

. B Uy+U,=V
U; y Uy son suplementarios en V < Uigl, = V < ( Uy 1 Uy = {0}
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Proposicion 3.9
En un espacio vectorial V de dimension finita se verifica:

U; y Us> son suplementarios en V
@ | B; esunabase de Uy =
B> es una base de U,

B=ByUB,
esunabasede V /-

@ U, y U, son suplementarios en V = dim Uy + dim U> = dim V.

B={ey,...,€5,€5.1,...,€,} basede V
Q Uy = (eq,...,es) =
U> = <es+1,...,en)
Uy y Us son
suplementarios
enV

© Todos los s.e.v. de V tienen algln s.e.v. suplementario en V.
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Proposicion 3.10 (Formula de Grassmann)
Si Uy y U> son dos s.e.v. de un e.v., V, de dimension finita, se verifica:

dim(Uy + Us) = dim Uy 4 dim Us — dim(U; N Us)
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Ejercicios J

@ Comprobar que el conjunto C(R, R), de las funciones continuas de
R en R, es un espacio vectorial real respecto de las operaciones
usuales (suma de funciones y producto de escalar por funcién).

@ Se consideran las siguientes funciones de C(R, R) :
{sen(x),1,x,x2,...,x"}, estudiar si la primera de ellas es una
combinacién lineal de las demas.

Solucién: No es una combinacion lineal.

© Indicar si los siguientes subconjuntos son o no subespacios
vectoriales de los espacios vectoriales que se indican en cada

apartado:

O W, ={(x,y,2)eR/x=2}de R®

0 Wo={(x,y,z,t) e R /x=1}de R

©@ We={(x,y)e BR/x>0ey>0}de P

O Wy={(x,y,2) e RR/x=22x+2z=0}de R°
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@ Ws={(x,y)e RR/x=006y=0}de R#
0 We={(x,y)e /e +y=0>}de R

Solucioén:

Si

No

No

Si

No

No

© Escribir el vector u = (1,3)! € R? como combinacioén lineal de los
vectores de R?
Q (1,1)4,(1,0)!
@ (3,1),,(—1,1)(2,3)!
Nota: se supondra que todos los vectores que aparecen en el
enunciado estan referidos a la misma base de R?
Solucioén:
@ u=3(1,1)1-2(1,0)
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Q@ u=(1-2a)3,1) + (2 - fa)(—1,1)" + a(2,3)! (Existen infinitas
opciones)
© Escribir, si es posible, el vectoru = (1, -1,4)! ¢ R® como
combinacion lineal de los siguientes vectores de R°.
Q (1,1,2)1,(0,0,1)!
Q9 (2,-2,0),(-1,1,2)t
@ (1,0,1)1,(0,1,1)t,(1,1,0)!
Nota: se supondra que todos los vectores que aparecen en el
enunciado estan referidos a la misma base de R®.
Solucién:
@ No es posible expresar u como combinacion lineal de (1,1,2)'y
(0,0,1)!
Q@ u=3(2,-2,0) +2(-1,1,2)!
@ u=3(1,0,1)+(0,1,1)! —2(1,1,0)*
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O Considérese el e.v. V = M, »(R), de las matrices cuadradas de
tamafo 2 x 2,y sea S = {M;, Mo, M3, My} el sistema formado por
las matrices:

0 0 0 1 11 10
M= (o 7) M= (o1 )#-(00)m-(70)

Se pide:
@ comprobar que S es una base de V,
@ hallar las coordenadas Xy, X0, X3, X4 en la base S de una matriz
genérica, M, de V.

a b
v-(%3)
Solucion:
(2) x=a-b—-c+d, xo=—a+b+c,x3=a—-c,xys==c¢

@ Estudiar si son base de R® los siguientes conjuntos de vectores
(todos ellos referidos a la base canénica de R°):
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0B :{(1,2,3’,(001) (— 1,1, 0)1}

o 32:{(1,1,1 ), (2,0,1)!,(4,2,3)}

5) B3:{(1,o,of,(o,1,0) (0,0,1)1}

0 B, ={(3,-1,0),(0,1,2)'}

@ Bs={(1,1,1) oo 1)1,(0,—1,0),(3,0,1)}

Solucion:

@ B; es unabase de R°
@ B, no es una base de B®
@ B esunabase de R°
@ B, no es una base de B®
@ Bs no es una base de B°
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© En el e.v. de los polinomios de grado menor o igual que 4, se
consideran los polinomios:
p1(x) =3 — 2x + x% 4+ 4x3 + x*
P2(x) =4 — x + x2 + 6x3 — 2x*
p3(x) =7 — 8x + 3x2 + ax3 + bx*
hallar ay b para que el subespacio que engendran py, p> y p3 sea
de dimension 2. Hallar una base de este subespacio y determinar
las coordenadas en ella de los tres polinomios dados.
Solucién: a =8, b =9. Base del s.e.v.: B= {py, p2}.
Coordenadas de los tres polinomios en la base B : p; = (1,0)%,
p2 = (O, 1)th ps = (5, _2)tB

© Dados los vectores a; = (1,2,0,0)!,a, = (1,2,3,4)! y
as = (3,6,0,0)! de R*, se pide:

@ determinar una base del subespacio vectorial (a, a,,as) e indicar
cual es su dimensién,

@ hallar unas ecuaciones paramétricas de (aq, ap, as) ,
© determinar unas ecuaciones implicitas de (a, az, as) .
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Nota: los tres vectores del enunciado estan referidos a la base
canonica de R*.

Soluciodn:
0 Base de <a1aa27a3> = {(172a070)t7 (070a374)t}
X1 =«
Xo =2
@ (as,a,a3) = ¢ (x1,%, %5, %) € B/ XZ :32 Vo, €R
X4 = 4B

@ (aj,az,a3) = {(X17X2,X37X4)t €ER'/2x1 — X =0, 4x3 — 3x4 = 0}

@ Sea W:{(x,y,z)’eRs/x+y+z:0}ysea

v=(2, _1’_1)~t{e;} € W. Se pide:
@ comprobar que By = {(~1,0,1){,,, (-1,3,-2){, } es una base
de W,
@ hallar las coordenadas de v respecto de By,
© hallar las coordenadas de v respecto de la base B de R® dada por

B={(1,1,0)f,. (0.1, 1), (2,0,1), ,}.
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Solucioén:
(2) v=—-35(-1,0, 1){e} 3 (—1.3, 2){e}—( %7_%);3,”
@) v=(5-3 %5
@ Considérense los conjuntos de polinomios S = {py, P2, P3} Y
T ={a1, 2, gs}, donde:
p1(x) =1+ 2x +5x% +3x3 + 2x*
p2(x) =3 + x +5x% — 6x3 + 6x*
p3(x) =1+ x + 3x2 + 2x*
G1(x) =2+ x + 4x2 — 3x3 + 4x*
Q(x) = 3+ x + 3x% — 2x3 4 2x*
Q3(x) =9+ 2x + 3x2 — x3 — 2x*
Sl Uy V son los subespacios de P4 engendrados por Sy T
respectivamente, hallar la dimension y una base de los
subespacios U+ Vy Un V.
Nota 1: la unién de una base de U con una base de V forma un
sistema generador de U + V, por lo tanto para hallar una base de
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U + V basta con extraer de la unién anterior aquellos vectores
linealmente independientes.

Nota 2: un vector que pertenezca a U N V debe verificar, a la vez,
las ecuaciones implicitas de Uy de V, por lo tanto para hallar las
ecuaciones implicitas de U N V basta con agruparlasde Uy V' y
eliminar aquellas que sean combinacién lineal del resto.

Nota 3: Igualando las ecuaciones paramétricas de Uy V se
obtiene un sistema homogéneo de dim(P,) ecuaciones y

dim(U) + dim(V) incognitas (los parametros de las dos
ecuaciones) cuya solucién proporciona los valores de los
parametros que hacen que un polinomio de P4 pertenezca a los
dos subespacios.

Solucion: la dimensiéon de U + V es 3 y una base de U + V es,
por ejemplo,

{r1(x) = p1(x), ra(x) = x +2x2 + 3x3, r3(x) = x> — 2x3 + 2x*}. La
dimensién de UN V es 1 y una base de Un V es, por ejemplo,

{a1}.
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@ Dados los subespacios vectoriales de R*:

Wi ={(x,y,z,t) e R /2x =y, 2z = t},

Wo = {(x,y,z,t) e R*/x+y+z+1t=0},

Ws={(x,y,z,) e R /x=y=z=1},

@ halle unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones implicitas
de los subespacios vectoriales Wy + Wo, Wy + Ws, Wo + Wh.

@ Halle unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones implicitas
de los subespacios vectoriales Wy N Wo, Wy N W3, Wo N Wi,

© Son suplementarios en R* los subespacios W; y Ws? Y los
subespacios W, y W3?

Soluciodn:
O Wi+ We=FRW + W= {(x,y,z,t) € Ff“/y:2xf22+t};
Wo + W5 = R

Q@ WinW,={(x,y,zt) € R4/2x:y,222 Lx+y+z4+t=
0}; Wi n W3={0}; Won W3={0}

@ W;y W, no son subespacios suplementarios. Wo y Wj si son
subespacios suplementarios.

U. Kindelan & M.A. Fontelos Espacios vectoriales Algebra Lineal 60/62



@® La red cristalina del titanio tiene estructura hexagonal. Los

vectores
2.6 0 0
u = -1.5 ,Up = 3 ,Uz = 0
0 0 4.8

forman una base para la celda unitaria, en donde las
coordenadas de los tres vectores estan referidas a la base
canénica de R® y representan distancias en (1 = 10~8 cm). En
aleaciones de titanio puede haber algunos atomos adicionales en
la celda unitaria en los sitios octaédricos y tetraédricos (asi
llamados por los objetos geométricos que forman los atomos en
esos lugares). Una de las posiciones octaédricas es

1/2
ap = 1/4 )
1/6
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respecto de la base de la red. Se pide determinar las
coordenadas de este sitio relativas a la base canénica de R®.

Solucién: ag = (1.3, 0,0.8)291,}.

@ Siguiendo con la red cristalina del titanio y sabiendo que una de
las posiciones tetraédricas es

1/2
a; = 1/2 ,
1/3

respecto de la base de la red. Se pide determinar las
coordenadas de este sitio relativas a la base candnica de R®.
Solucion: a; = (1.3,0.75, 1 'G)Ee;}'
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