5/7/24,4:53 PM Cuestionario del tema 4: Aplicaciones lineales. Prof. Ultano Kindeldn | MOODLE UPM - OFICIALES 23-24

Pregunta 1

Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Sea f una aplicacion lineal f : V' — W entre dos espacios vectoriales, V' de dimensién 2 y W de dimensién 3. Indique cuél de las
siguientes proposiciones es cierta.

a. f no puede ser sobreyectiva porque siempre se cumple dim( Im f) = dim(W).
b. f puede ser sobreyectiva porque siempre se cumple dim( Im f) = dim(W).

c.  f no puede ser sobreyectiva porque dim(V') < dim(W). v

d. f puede ser sobreyectiva porque dim(V') < dim(W).

Explicacién: como dim(V') < dim (W), es imposible que exista una aplicacion lineal f para la que la dimension de Im f pueda
serigual a dim(W) (dim( Im f) < dim(V")). Por lo tanto f no puede ser sobreyectiva.

La respuesta correcta es: f no puede ser sobreyectiva porque dim (V') < dim(W).
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Pregunta 2
Correcta

Se puntua 1.00 sobre 1.00

Suponga que entre los R-espacios vectoriales V' de dimension 3 y W de dimension 3 se define la aplicacion lineal

I 1% - W
1 Y1 a11T1 +apT2 + a133
T2 - Y2 = | aa1x1 + axy +asx3 |,
L3/ {e;} Y3/ fu} Q311 + a2 + azsTs
en donde
a1 a2 a3
A=|an axp ax

az; azz ass
es la matriz asociada a f en las bases {e; } de V'y {u; } de W. Si se tiene otra base, {e/ }, del espacio V, cuya relacion con {e; }
es:

A
€] = s11€1 + s21€ + s31€3,
e, = s;pe; + sy€y + S32€3,
e, = s;3e; + sy3€y + S33€3

, ) - _ )
y otra base, {u }, del espacio W, cuya relacién con {u; } es:

w = tpu) + i, + t3uf,
uy = tpu) + tpul, + t3puf,
uz = ti3u) + tozuf + t3zus.

¢Cudl es la matriz asociada a f en las bases {e!} y {u]}? Se recuerda que

tin tiz ti3 S11 S12 S13

T= |ty tn ta|yS=|su s» s3

ts1 32 33 S31  S32 833
a. A'=T71AS.
b. A'=TAS. v
c. A'=TAS"
d A'=TAS™ '

sl t t.
Explicacion: v = (1)1,1)2,1)3){6} = (v’l,v’Q,vg){e,_}.
4 (2

vy Uy S11 S12 813 vy

— / / ! / — /
V2 | = ( € € € ){e,} Uy | = | S21 S22 S23 v,
U3 vy S31 832 S33 A

/ -1 /

w1 wy t11 ti2  ti3 wy
— ! ! !/ / — /

w2 | = ( u o U ){ui} Wy | = | ta1 taa tog Wh
w3 (A 31 tsz t33 wy
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Del enunciado se tiene que:

U1 L1
Y2 = Al =z,
Y3/ {u} T3/ {ei}
Del cambio de base en V:
z ]
9 =S|
23/ {e;} 5/ teny
y del cambio de base en W:
Y1 Yy
Y2 =T v}
Y3/ {w) Y3/ (w)

Sustituyendo las tres Ultimas igualdades en la anterior se obtiene

Y1 z (7 Ty
T1 yy | =AS |z | = | vy | =TAS| =}
Ys 3 Ys Ty

5 H / ! .
De donde se concluye que la matriz asociada a f en las bases {€ } y {u}} es:

A'=TAS.

La respuesta correctaes: A’ = T AS.

Pregunta 3
Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Considere la aplicacion lineal f : V' — W, cuya matriz asociada en ciertas bases de V'y W es

1 1 2 3
A= 1 4 -1 2
-1 -2 5 4
¢Cuanto valen rg (f)y dim(ker(f))?
a. rg(f) =3 dim(ker(f)) = 2.
b. rg(f) =1, dim(ker(f)) = 3.
c. rg(f) =3 dim(ker(f))=1+v
d. rg(f) =2 dim(ker(f)) = 2.
Explicacion:
1 1 2 3 11 2 3
A= 1 4 -1 2|~ 0 3 -3 -1
-1 -2 5 4 -0 0 18 20

De donde se deduce que rg (A) = 3y porlo tanto rg (f) = 3. Por otro lado dim(V') = rg (f) + dim(ker(f)) = 4, lo que

implica que dim(ker(f)) = 1.
La respuesta correcta es: rg (f) = 3, dim(ker(f)) = 1.
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Pregunta 4

Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Sea f : V' — W una aplicacion lineal tal que:

fler) =u; +uy +ug

flez) =u —2uy

)

endonde B = {e;, e, } esunabasede V' y B* = {u;,uy,u3} es una base de W. Obtenga la matriz asociada a f en las bases

B = {e],e),}y B*, sabiendo que

e =e +e
{e’2 =e; — 2ey
a 2 -1
-1 2
0 1
b 1 0
0 1
2/3 1/3
c. 2 -1\ v
-1 5
1 1
d [2/3 -1
0 1
2/3 1/3

Explicacién: la matriz asociada a f en las bases By B* es
p y

1 1
A=11 -2
1 0

Por otro lado la matriz de cambio de base de E a B:

1 1
P=(e € = .
e = (1 )

De donde se deduce que la matriz asociada a f en las bases B y B* es:

2 -1

A =AP=| -1 5

1 1
2 -1
La respuesta correctaes: | —1 5
1 1
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Pregunta 5

Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Sea la aplicacién lineal

[: V=W talque f(x)=(y1,y293)! = (z1 + 22,21 — 22,21 + 222)%,

donde (y1,y2,y3)" son las coordenadas de f(x) en una cierta base de W'y (z1, z2)* son las coordenadas de x en una cierta
base de V. Respecto a f se puede afirmar lo siguiente.

a. f esinyectiva pero no biyectiva. v
b. f es biyectiva.
c. [ es sobreyectiva pero no biyectiva.

d. f no es ni sobreyectiva ni inyectiva.

Explicacién: la matriz asociada a f en las bases de Wy V es:

1 1
A=11 -1
1 2

cuyo rango es dos. Por lo tanto dim( Im f) = 2y entonces dim( Im f) = dim(V") con lo que la aplicacién es inyectiva. No
puede ser biyectiva porque dim (V') < dim(W).

La respuesta correcta es: f es inyectiva pero no biyectiva.
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Pregunta 6
Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Sea f : V' — W una aplicacion lineal tal que:

fler) =w +uy +ug
f(GQ) =u; — 2112

endonde B = {e;, e, } esunabasede V' y B* = {u;, uy, u3 } es una base de W. ;Existen vectores de W que no tengan
antecedente por f?

)

Si, por ejemplo (2, —1,1)%,..
No porque la aplicacién es sobreyectiva

No porque la aplicacién es inyectiva

oo T @

Si, por ejemplo (0,0, 1)%.. v

Explicacién: la matriz asociada a f en las bases By B* es

1 1
A=11 -2
1 0

Al'ser rg (A) = 2 se verifica dim( Im f) = 2 < dim(W) = 3y, por lo tanto, f no es sobreyectiva. Al no ser sobreyectiva,
existen vectores de W que no tienen antecedente por f: todos aquellos b € W que hagan incompatible el sistema

1 1 b
T1
1 -2 ( ) — bQ
1 0) ™ by
Por ejemplo b = (0,0, 1)*, ya que es lineaimente independiente con respecto a (1,1,1)%. y (1, —2,0)%,..

La respuesta correcta es: Si, por ejemplo (0, 0, 1)tB*.
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Pregunta 7
Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Sea la aplicacién lineal

f: vV - W
X — (ylay27y3)t: ($1 +$2,$1 _2$27x1)t
referida a las bases B = {e1, e, } de V'y B* = {uy, uy, uz } de W. Dado el vector z = €| + 3¢}, determine la expresion de

f(z) enlabase B*, sabiendo que la relacion entre las bases B= {e’1 , e’2} y B es la siguiente:

(A

{el—el + ey
. .
e, = 3e; — 2e;

u; +up + us.

u; + 10uy + 4u;.

5u; + 20us + 10us. v
9/5u; + 3ug + 11/5ug.

oo T oo

Explicacion: matriz de cambio de base de BaB:

1 3
P=(e € = .
o = (; )

De donde se deduce que z = 10e; — 5e, Y, teniendo en cuenta que la matriz asociada a f en las bases By B* es:

1 1
A=11 -2,
1 0
sellegaa
1 1 10 5
flzy=11 -2 <5>— 20
1 0 10/ g

La respuesta correcta es: bu; + 20uy + 10ug.
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