ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
8 de febrero de 2003

PRIMERA PARTE

Tiempo: 1 hora 45 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la escuela debe de estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 6 de marzo de 2003.
Fecha revisién: 10 marzo de 2003.

1.- Sabiendo que la grafica representa la derivada f’ de una funcién f

[
\J

a) (En qué intervalos la funcién f crece o decrece?

b) (En qué puntos la funcién tiene extremos locales? ;De qué tipo son?
¢) ;Dénde la funcién f es céncava o convexa?
d) Si f(0) = 1, dibuje una grafica posible de f.

e) Dibuje una posible grifica de f” indicando alguna caracteristica.

JUSTIFIQUE CLARAMENTE TODAS LAS RESPUESTAS.

(Sigue detrds)




2.- A.- Calcule, utilizando coordenadas polares, el drea interior a las dos elipses:

:1:2 2
2 ¥
9 4

2 2
T Yy
1 =
y 4+9 1

B.- Calcule el volumen de revolucién resultante del giro del drea R, alrededor del eje x (plantearlo
por tubos y discos y hacerlo de una de las dos formas).

2 z? ?/2 z? 2
R=¢(z,y) € R*/ §+ZS1;Z+?J >, y2>20

3.- Determine la posicién y(t) y la velocidad en cualquier instante ¢, de un determinado sistema
masa-resorte amortiguado y libre que verifica la ecuacién diferencial:

d*y  _dy
'c'i-t—2'+6-a-t-+9y——0,

sabiendo que en ¢ = 0 la masa se suelta de la posicién de equilibrio (y(0) = 0) con una velocidad hacia
arriba de 2 cm/seg.

Calcule los valores de t en los que se produce el desplazamiento maximo respecto a la posicién de
equilibrio y la velocidad méxima de la masa e indicar estos valores.

Represente la funcién y = y(&).

Puntuacién Primera Parte:

Problema 1: 2’5 ptos. Problema 2: 2 ptos. Problema 3: 3 ptos.

Puntuacién Segunda Parte: 2’5 ptos.




ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
8 de febrero de 2003

SEGUNDA PARTE

Tiempo: 45 minutos
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la escuela debe de estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 6 de marzo de 2003.
Fecha revisién: 10 marzo de 2003.

A.- Demuestre el teorema del valor medio o de los incrementos finitos:

“Si f(z) es una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe un c € (a b) tal
que f(b) — f(a) = (b—a)f'(e)".

Apliquelo a la funcién f(z) = z2 con a = 0 y b = 2, calculando el punto ¢ del intervalo (0, 2)
que verifica el teorema.

1 : 12
B.- Calcule ( \/§+—|~Zz)

C.- Represente los nimeros complejos z que verifican:

|z 42|+ ]z — 2 = 2v2

D.- Utilice las reglas del trapecio y de Simpson para estimar / x)da: a partir de los siguientes

datos:

x 0 025 | 0.5 | 0.75 1
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PROBLEMA 2
A

Pasamos las elipses a coordenadas polares

x> y? r’cos’® r’sen’@ ) 36
—+t—=1= + =l=r= 5 >
9 4 9 4 4cos°0+9sen“ 0
2 2 2 2 2 2

X_er_:l recos 9+r sen 9:1 2 236 :
4 9 4 9 9cos“0+4sen“ 6

4

-4

Buscamos los puntos de interseccion entre ellas:
36 36

_ = . — = C0s” 0 =sen” 0
9cos“0+4sen“0® 4cos 0+9sen 0

7 3n 5t 7n

__1_1_1_;6 € [O,ZTC]
4 4 4 4
Dada la simetria planteamos las integrales que proporciona el area en un cuadrante:
A 1% 36 36

12
A d0+= d6
4 2+9cos’0+4sen’0 2£4cosze+95en29
2

4

W

]




El valor de las dos integrales es el mismo, por la simetria de las dos elipses respecto de
los dos ejes coordenados, luego para el area total bastaria con:

A 14 36

—== > —ao

8 239cos"0+4sen”0
Haciendo el cambio de variable

tan6 =t
2
20 _
sen 6—1+t2 0=0=t=0 . 12 -
s 1 (P, 0w = A=144[ — 2L dt=144] —dt
cos 9:1 ° O:Z:tzl 0 1 " 0 9+4t
l+ 1+t* 1+4t°
0=
1+t?

t=1
A:7—2 arctan (gtj - 24arctanE (uz)
3 3 3

p = 64 + 5-COSEY2)
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SEGUNDA PARTE

A.- Demuestre el teorema del valor medio o de los incrémentos finitos:

“S8i f(x) es una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe un ce (a,b) tal

qe 7(5)- 1 (a)=(b-a) /'(c)"
Apliquelo a la funcién f(x)=x" con a=0 y b=2, calculando el punto ¢ del intervalo (0,2)

SOLLUCTON

El teorema establece que existe una recta tangente a la curva y = f(x) en algin punto (c, f(c)),

que verifica el teorema.

con ce (a,b), con la misma pendiente m que la secante a la curva que pasa por los puntos

(a.f (@) ¥ (0,7 (8))-

¥
&
¥ = f(x)

_ fh) - f(a) m=f¢) | — ¥ = fix)

i b »x
a b

i X

La recta secante que pasa por los puntos inicial y final del arco de curva tiene una pendiente:

__10)-1(a)
b—a
La ecuacidn de la recta secante es entonces:

y-f(a)=m(x-a)
Se define una funcién auxiliar g(x) como la diferencia entre la funcién /'y la recta secante:
g(x)=/f(x)-[f(a)+m(x-a)]

La funcién g es continua en [a,b] y derivable en (a,b) por serlo f. Ademis se verifica:
£(a)= £ (a)-[f (a)+ m(aa)] =0
£(0)=1 6)-[s @ +m(p-a)]=[7 () r(@)]-LELE )=,

f(b)-f(a)

dado que m=
b-a




Como g es continua en [a,] y derivable en (a,b), y ademés g(b)=g(a), la funcién g verifica |
las condiciones del teorema de Rolle en el intervalo [a,5], por lo quc existe ce (a,b) tal que
(c) 0. Pero, derivando g(x) en x=c, se tiene:
g(c)=1"(c)-m=0
Fmalmente, despejando f'(c) se obtiene:

r@=m=LOLE L 1) pa)o-a)re)
como queriamos demostrar.

La funcién f(x)=x" verifica las condiciones del teorema en el intervalo [0,2], ya que es
continua en este intervalo y derivable en (0,2), siendo f’(x)=2x. Por lo tanto el teorema
establece que existe ce(OZ)talquc '

£(2)-7(0)=(2-0)2¢ = c=%=l,

que es el punto pedido.




- Calcule [ 3 i
V3+i - - ~ |

Para realizar el cdlculo, en primer lugar, se realiza el cociente, para lo cual se expresan los
mimeros complejos implicados en forma exponencial:

| 1+i=\/-2-ei7
\/—+l—- [—‘/5_—+—12-1]-23

En esta forma, el cociente se resuelve:

12 x 2 12 x
e Lee | o[ L) el 2t
\/—+1 V2 2) . 2 64




C.- Represente 1os nimeros complejos z que verifican:

|lz+7}+|z-7]=2v2

SOLLUCTON

Considerando z=x+iy, x,y€ R, se tiene Z = x—iy, por lo que la ecuacion resulta ser:

|2x!+|2iy| =22 = |x|+|y|=~/§
Expresando la ecuacidn, sin valores absolutos, se tiene:

P y20 x+y=\/§
x20

y<0 x.—y:ﬁ

y20 —x+y=~/§
x<0

y<0 -—x—y=~/—2-

Representando los segmentos anteriores se obtiene:




1
D.- Utilice las reglas del trapecio y de Simpson para estimar f f(x)dx a partir de los siguientes
0 :

datos:

x 0 |025] 05 ]075| 1

fx)|1 1 o8| 1311116

SOLLUCTON

y

En primer lugar se comprueba que el conjunto estd
formado por n=5 puntos, que definen . cuatro
subintervalos de igual amplitud #=0.25, por lo que es .

1.5 .

1.2

posible aplicar las reglas del trapecio y de Simpson. ¢
08+ ]

Se puede representar el conjunto de puntos

correspondientes a una funcién f (x) desconocida. 04+

+—» X

025 050 075 100

Q Método de trapecios: La férmula que permite estimar el valor de la integral es:
1
[f(x)ax= g( f(0)+2/(0.25)+2/(0.50)+21(0.75)+ £ (1))
o - : ' .

- Aplicando se llega a:
jf(x)wc59;22—5(1+2-0.8+2-1.3+2~1.1+1.6)=9'22—59=1.125
0
o Meétode de Simpson. La formula es:
j f(x)abcs-;i( f(0)+4/(0.25)+2/(0.50)+4£(0.75)+ £ (1))

Aplicando se obtiene:

b
[£(x) s0—'32-5—(1+4-O.8+2~1.3+4-1.l+1.6)=91§—§12.851.067

Para n puntos, el método de Simpson es mucho ma4s preciso que el de trapecios, con errores

) .

de orden 0(—%—) frente a errores de orden O(—lz- en este ultimo. Es de esperar que el valor
n n" _

obtenido con la regla de Simpson sea mas aproximado que el obtenido con la regla de los

\
trapecios, siendo el error cometido de orden 0(-—6% .
)






