ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I

7 de febrero de 2004 .

Tiempo: 2 hora 45 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la escuela debe de estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 19 de febrero de 2004.
Fecha revisién: 20 febrero de 2004.
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PROBLEMA 1. Calcula el determinante de la matriz ( :ﬂ 3v/3 3. ) , dando el resultado
et ——— — =
2 2
en forma bin6émica.

PROBLEMA 2. Sea la funcién f(z) = ™"

a) Un rectdngulo tiene su base sobre el eje OX y dos vértices sobre la funcién dada. Demuestra que

dicho rectdngulo tiene la méxima area cuando los dos vértices estdn en los puntos de inflexién
de la funcién.

b) Calcula el volumen generado cuando el 4rea encerrada por la curva y los seiniejes coordenados
de orientacién positiva gira alrededor del eje OY.

PROBLEMA 3.

Sea C la lemniscata de ecuacién (22 + y?)? ~ 4(x? — %) = 0

a) Calcula la pendiente en cada punto de la curva. Calcula los puntos de C situados en el primer
cuadrante con tangente horizontal.

b) Deduce la ecuacién r =

f(8) en coordenadas polares de C. Demuestra que C es simétrica
respecto del eje polar y respecto de la recta 8 = T

2

c) Desde la ecuacién en polares. Calcula los puntos de C situados en el primer cuadrante con
tangente horizontal. ;Son los mismos que en el apartado a)?

d) Calcula el 4rea interior de C.

, . Vd—a?
PROBLEMA 4. Resolver Y = Sy Tty
y(2) =0

PROBLEMA 5.

Demuestra que la longitud de arco de y = f(z) en el intervalo [a,b] viene dada exactamente por la
b

integral definida s = / 14 [f'(z)]?dz.

a

Problema 1: 1 pto. Problema 2: 2,75 ptos. Problema 3: 3,25 ptos. Problema 4: 1,5 ptos.
Problema 5: 1,5 ptos. !
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PROBLEMA 1. Calcula el determinante de la matriz 1 3 \/5 3 déndo el resultado en
es -N2_2;
2 2
forma binc’zmica.
SOLUCION.

Expresamos todos los complejos en forma exponencial, para realizar los productos:

X is_" fud __sf,'
3, =35 _Js”:z[-g%,-):zea & _é.@_zi=3(-§-.;.,-j=3es
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Operando:
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PROBLEMA 5.

Demuestra que la longitud de arco de y = f (x) en el intervalo [a,b] viene dada exactamente por la

integral definida s = IiHl + [ f ’(x)]zdx.

SOLUCION.
Suponemos que f es continua en [a,b] y derivable en (a,b).

Realizamos una particién del intervalo [2,b] en n subintervalos de igual longitud:

b—
a=x,<x<...<x,=b,donde x,—x,, =Ax= 2 y X; =X, +iAx
n
para i=12,...,n
v Entre cada par de puntos consecutivos de la curva,
/s (% f (%)) ¥ (%, f (%)), aproximamos la longitud de

Jot - arco s; por la distancia recta entre dos puntos.

2
25 =x) +(£ ()= 1 (%))
Como fes continua en [a, b] y derivable en (a,b) también es

continua en el subintervalo [x,,,x;] y derivable en (x,,x,_,).
i ;;‘ »x Por el teorema de Lagrange del valor medio existe algin

e G e(xi-vxi) tal que f('xi)—f('xi-—l) =f’(ci)(xi —xi—l)'

Introduciendo este resultado en la aproximacién se tiene:
525 =2) (7 (5) =L (5)) = =50 +[ (@) (5 =5) [ =1+ [ ()T (- %)
s, = ,,1+[f'(c,.):| Ax

Sumando las longitudes de los n segmentos rectos, se obtiene como aproximacién de la longitud

de arco:
s= Z,/1+|:f'(ci):]2Ax

Al tomar el limite n — oo, se tiene Ax - 0 y ¢, = x;, resultando:

s=limYy L[ £ (x)] Ax

El limite se corresponde con €l de una suma de Riemann para la funcién 1+ [ f' (x):|2 , én el interva-

o)+

lo [a,b] , asi que, siempre que el limite exista, la longitud de arco viene dada exactamente por

una integral definida:
b
_ j,/u[f'(x)]zdx






