ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO |
1 de febrero de 2006

Tiempo: 2 horas 30 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado.
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe estar encima de la mesa.

Fecha prevista de publicacién de notas: jueves 16 de febrero de 2006
Fecha prevista de revision de examenes: lunes 20 de febrero de 2006

PROBLEMA 1.

Sea z,

=—8+8V3i. Representar z,. Calcular y representar z, y (‘/Z

(1 punto)

PROBLEMA 2.
Dada la funcion f (x)=2(x —1)2 e Y se pide:

a)

b)

c)

Calcular el polinomio de Taylor centrado en X =1 y de grado 3 de la funcién, expresando el resto en

- . . . . 4
forma de Lagrange. Utilizando el polinomio anterior aproximar el valor de f (E]

Determinar los intervalos de crecimiento y concavidad de la funcién f (X) , los extremos y puntos de

inflexion (si los hubiera), asi como las asintotas y puntos de corte con los ejes coordenados.
Representar la funcién utilizando los resultados del apartado anterior.

(3 puntos)

PROBLEMA 3.
Sea la region R:{(x,y)eRz\ygszys(x—Z)z/\yZO/\O£X£2}.Sepide:

a)

b)
c)

d)

Plantear las integrales respecto de x y respecto de y que calcularian el area de R. Calcular el area de la
region integrando una de las anteriores.

Calcular la longitud del perimetro de R.

Calcular el volumen de un sélido de base R donde las secciones perpendiculares al eje OY son
cuadrados con un lado situado en la base del sélido.

Calcular el volumen de revolucion obtenido al girar R alrededor de la recta X = 2.

(3 puntos)

PROBLEMA 4.
Resolver:

(1+ xz)y'+2xy:3\/;

y(0)=2
(1,5 puntos)

PROBLEMA 5.
Demostrar el siguiente teorema:

“Si f () esderivableen x =a entonces f(x) escontinuaen x=a"

(1,5 puntos)
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PROBLEMA 2.
(3 puntos)
SOLUCION
a) El polinomio de Taylor centrado en X =1 y de grado 3 de la funcién f (x) tiene la forma:

P (x) = f(l)+%(!l)(x—1)l+%(!l)(x—l)z +%(!1)(x—1)3

Se calculan las derivadas de la funcidn necesarias:

Orden de r(]jerivacién f0 (X) £ (1)
0 f(x)=2(x-1)" et f(1)=0
1 F(x)=| 4(x-1)-2(x-1)" | f'(1)=0
2 £(x)=| 4-8(x-1)+2(x-1)" | t(1)=4
3 £7(x)=| -12+12(x-1) - 2(x-1)" |e £7(1)=-12
4 F¢(x) =] 24-16(x-1) +2(x-1)" |e

Sustituyendo se tiene:
P,(x)=2(x-1)" -2(x-1y’
El resto expresado mediante la formulacion de Lagrange es:
|24-16(z-1)+2(z-1)" e
41

R (1) 1) -

41
El valor aproximado por el polinomio es:

() A3

b) La funcion es de clase C* (R) por tanto el crecimiento de la funcidn se deduce del signo de la

(X—1)4;ZE(1,X)

primera derivada y la funcién presenta extremos relativos en los puntos criticos que impliquen
cambio de signo de la derivada. De forma analoga la concavidad de la funcion se deduce del signo de
la segunda derivada, existiendo puntos de inflexion donde cambie este signo.

Cortes con los ejes coordenados

2
Cortes con el eje OX, f(x)=0, f(x)=2(x-1) e =0= 2(x-1)"=0=>x=1
e Y20, vxeR
Corte con el eje OY, y:f(o), f(O):Z(—l) o) _ 20

Asintotas verticales

Como la funcién es de clase C” (R) no presenta asintotas verticales.

Asintotas horizontales

lim f (x) = lim 2(x —1)2 e Y — %, no tiene asintota horizontal X —> —oo

X—>—00 X—>—00

x-1
lim f(x)= lim 2(x—1)2 e Y = Iim 2( ) 2 Laindeterminacion se resuelve aplicando

X—>+00 X—>+0 X—>+00 e(x—l)

(e 0]
L’Hépital 2 veces consecutivas.
) (X _1)2 L'Hﬂ)ital ) (X _1) L‘HngitaI ) 4
lim 2 lim 4 = lim——=0.
X—>+0 e(x_l) X—>+0 e(x_l) X—>+0 e(x_l)
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La funcién tiene como asintota horizontal el eje de abscisas, ya que si X — oo entonces f (X) —0.




Criterio de la primera derivada

Puntos criticos f'(x)=0

2 x=1
f'(x):[4(x—1)—2(x—1)2}e‘<*‘” 0= [4()(_1)_2()(_1) ]:O:{x=3
e Y 20, vxeR

Signo de f '(x) , crecimiento y extremos relativos

x<1= f'(x)<0= f(x) decrece x =1, f (1) =0 minimo relativo

l1<x<3= f'(x)>0= f(x) crece = 8 _ _
=3, f (3) == méximo relativo
3<x= f'(x)<0= f(x) decrece e

Criterio de la sequnda derivada

Puntos candidatos a puntos de inflexion f"(x)=0

4—8(x—1)+2(x—1)2 =0
e 0 4 0,vxeR

8++/64—32 :{x=3—\/§

£(x) = 4-8(x-1)+2(x-1)" |e =o:>{

£(x)=0e4-8(x-1)+2(x-1)" =0=(x-1)= 4 x=3++/2

Signode f"(x), concavidad y puntos de inflexion

Aplicamos la factorizacion del polinomio por comodidad f” ( x) =2 [x — (3 — \/E)} [X — (3+ ﬁ)} e Y,

x<3-+/2= "(x)>0= f(x) concava hacia arriba f(3_\/§): 4(3_2ﬁ)
22
3-v2 <x<3+42= "(x)<0= f(x) concava hacia abajo { = puntos de inflexién €
, o 4(3+2v2)
3+4/2 <x= f"(x)>0= f(x) concava hacia arriba f(3+\/§):2—ﬁ
e +

c) Representacion grafica aproximada de la funcién

Ary

v

L 3.2 % 3+2 "
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Examen Célculo I. Febrero 2006

Problema5

Si f es derivable en x=a entonces f en continua en x=a

Demostracion.
¢fescontinuaen x=a? < lim f(x) = f(a)? < lim(f(x)- f(a))=0?
. T R
Si f es derivable en x=a entonces debe existir el limite Ilmw =f'(a)

X—a

Entonces:
Iim[f(x)— f(a)] =lim

Como existen los limites:

[f(x)-f(a)]
X—a

(x—a)=Iim

[f() - f(a)] [f(x)- f(a)] lim(x — )
X—a x—a X—a x>a

lim = f’(a) y lim(x—a) =0 entonces el limite de un producto es el producto
de los limites:

|imM(X_a) = ||mM“m(x_a)

X—a X_a X—a X_a X—a

Luego
lim[ f (x)- f(a)]= f'(a).0=0<lim f(x) = f(a) < fes continua en x=a.
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