ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO |
1 de septiembre de 2006

Tiempo: 2 horas 30 minutos

Los problemas deben entregarse separados.
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacion de notas: martes 12 de septiembre de 2006
Fecha prevista de revision de examenes: martes 19 de septiembre de 2006
Si se desea revision de examen, ésta debera solicitarse sefialandolo en la lista dispuesta en el
despacho 405 UNA VEZ PUBLICADAS LAS NOTAS.

PROBLEMA 1.
Dado el polinomio P(z)=2z*-2z°-22"-2z-4, zeC, se pide representar el poligono

cuyos Vértices son las raices del polinomio, sabiendo que z = =i son raices del mismo. Calcular
el perimetro del poligono obtenido.

(1 punto)
PROBLEMA 2.
La derivada f'(x) de una cierta funcion continua f (X) tiene una grafica que es simétrica

respecto del eje de ordenadas, con asintotas verticales en X =*a, maximos relativos en X ==+C
y x=0,y con puntos de inflexién en x =+d . Témese, como ejemplo, la grafica siguiente:

1w

Se pide:
IOa) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f (X) . ¢Enqué
puntos la funcién f (x) alcanza extremos relativos? ¢De qué tipo son?
b) Determinar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion de la funcién f (x) .
c) Dibujar una posible grafica de f (x) sabiendo que es continua.
d) Dibujar una posible grafica de la funcion f"(x).
(3 puntos)
PROBLEMA 3.
Dada la regién R = {(x y)eR*/-2<x<2A0<y< ‘XZ —1‘} , se pide:

a) Calcular el &rea de R.
b) Calcular el volumen de revolucién obtenido al girar R alrededor de larecta x =2.
(1,5 puntos)



PROBLEMA 4.
0 Xx<0

e 0O0<x<1
Sean f(x)=< 2 1<x<2 y g(x)=joxf(t)dt.Sepide
3-X 2<x<3

0 X>3

a) Representar f (x).Encontrar una expresion para g(x) analogaalade f(x).

b) Determinar la continuidad y derivabilidad de la funcion ¢ (x) :
(1,5 puntos)
PROBLEMA 5.
Dada la ecuacion diferencial y'=0.005y —0.0005y?, se pide:
a) Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial, expresdndola en forma explicita

y=y(xC),CeR.
. . S . - 100
b) Encontrar la solucion particular de la ecuacion diferencial que verifica y(20) = 1— .
—e
(1,5 puntos)

PROBLEMA 6.
Demostrar el teorema del valor medio o de los incrementos finitos:

“Si f (x) es una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe un

ce(a,b) tal que f'(c):w,,

(1,5 puntos)
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PROBLEMA 2

Para resolver el problema se tiene en cuenta:
f'(x)>0= f(x) es creciente f'(x) es creciente= f (x) es concava hacia arriba

f'(x)<0= f(x) esdecreciente” f'(x) es decreciente = f (x) es concava hacia abajo

Extremos relativos: se alcanzan en los puntos de cambio de crecimiento de la funcion, por ser continua.
Puntos de inflexion: se alcanzan en los puntos de cambio de concavidad si existe recta tangente.

Se estudia la gréafica de la funcion derivada f'(x):
Intervalos del signo de la derivada

e Positiva f'(x)>0 Vxe(-ow,b)u(b,o)

e Negativa f'(x)<0 Vxe(-b,—a)u(-a,0)u(0,a)u(a,b)
Intervalos de crecimiento de la derivada

e Creciente Vx € (—o0,—¢)uU(-a,0)u(a,c)

 Decreciente Vx e(—c,—a)u(0,a)u(c,»)

a) A partir del signo de la funcién derivada se determinan los intervalos de crecimiento de f (x) :

f (x) es decreciente Vx e (-b,—a)u(-a,0)u(0,a)u(a,b)
En los puntos x =+a la funcién f (x) también es decreciente ya que es continua en estos puntos y es

decreciente en un entorno de los puntos x = +a.
Los extremos relativos de la funcion f (x) se encuentran en los puntos donde cambia el crecimiento,

por ser la funcion continua

Crecimiento y extremos relativos
f (x) es decreciente Vx e (—b,b) y f(x) es creciente Vx e(—o0,~b)uU(b,x)

x=-b, f(x) pasa de crecer a decrecer = f (—b) es un méximo relativo
x=b, f(x) pasade decrecer a crecer = f (b) es un minimo relativo

b) A partir de los intervalos de crecimiento de la funcion derivada, se tienen los intervalos de concavidad.
Los puntos de inflexién se encuentran en aquellos puntos donde la grafica de la funcién f (x) tenga recta

tangente y presente un cambio de concavidad. En los puntos donde f’(x) tiene extremos relativos existen
puntos de inflexion de f (x) : x==c, x=0. Ademas, en x =+a también hay puntos de inflexion, ya que
la funcion f (x) es continua, cambia de concavidad y tiene recta tangente vertical ya que f'(x) verifica

lim f'(x)=—o0.

X—>ta

Concavidad y puntos de inflexion
f (x) es concava hacia arriba vx e (—o0,—c)U(-a,0)u(a,c)

f (x) es concava hacia abajo Vx € (—c,—a)w(0,a)u(c, )

x = £c, inflexién f (x) pasa de concava hacia arriba a concava hacia abajo con f'(+c)>0.

x=0, f(x) pasade concava hacia arriba a concava hacia abajo con f'(0)=0

x=+a, f(x) pasa de concava hacia abajo a concava hacia arriba, con lim f’(x)=—o, tangente verti-

X—*a

cal




¢) Unicamente falta por considerar la condicion de simetria de la funcion derivada: f ’(x) es PAR.

Esta condicion implica que se cumple f’(x)= f'(-x), e integrando: f (x)=-f(-x)+C.
La funcién f (x) es IMPAR, salvo una traslacion de valor C =2f (0).

Represento una posible funcién f (x) eligiendo C=0, con lo que la funcion representada es efectivamente
impar.

Simetria de la funcién
La funcion f (x) es IMPAR salvo una traslacion vertical.

Utilizando todo lo anterior, una posible grafica de f(x) continua es:
A

y

(%)

v




d) Para representar una posible grafica de f ”(x) tendremos en cuenta:
f'(x) escreciente= f"(x)>0  f’(x) es concava hacia arriba = f"(x) es creciente
f'(x) es decreciente = f"(x)< 0" f'(x) es concava hacia abajo = f"(x) es decreciente
Extremos relativos de f'(x): f"(x)=0 corte con el eje de abscisas de f"(x).
Puntos de inflexion de f’(x): Extremos relativos de f”(x)
La funcién f”(x) es IMPAR debido a la condicién de simetria de la funcion derivada: f'(x) es PAR. Esta
condicion implica que se cumple f'(x)= f'(—x), y derivando: f"(x)=—f"(-x).
Las asintotas de la funcion f'(x) en x =+a, se traducen en asintotas en los mismos puntos de f”(x)

En resumen:
Signo de la funcion y cortes con los ejes

f"(x)>0 Vvxe(-w,—c)u(-a,0)u(a,c)
"(x)<0 Vxe(—c,—a)u(0,a)u(c,»)

, T'(x) tiene extremos relativos = f"(+c)= f"(0)=0 son cortes con el eje de abscisas

OI+

f’
X
X=

Crecimiento y extremos relativos de la funcion

f”(x) es decreciente Vx e(—-d,-a)u(-a,a)u(a,d)

f (x) es creciente Vx e (—o0,—d)uU(d, o)

x=-d, f'(x) tiene punto de inflexion = f"(—d) es un méximo relativo.
x=+d, f'(x) tiene punto de inflexion = f"(d) es un minimo relativo.

Asintotas verticales de la funcién
x=+a, f'(x) tiene asintotas verticales = x = +a son asintotas verticales de f"(x)

Simetria de la funcién
La funcion f”(x) es IMPAR.

Utilizando todo lo anterior, una posible grafica de f”(x) es:
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Departamento de Matematica Aplicada y Estadistica
Examen Calculo I. Septiembre 2006

Problema 5

Solucion
a) La ecuacion es una ecuacion diferencial de primer orden en variables
separables:
'=0.005y —0.0005y? = y -1
y y Y 5.10"y(10-vy)

Integrando respecto de x:

y 1
dx=|1d dy=x+C
IS.lO“y(lO—y) X I X©I5.104y(10—y) y=x

1=10A
0=-A+B

1 A
=—+
y(10-y) y 10-y
La solucién general:

= A10-vy)+ By:1:>{

1/ﬁjtllidy =5.10"x+C, :>i(Ln|y|— Ln[10—y|)=5.10"x+C,
y 10-y 10
Ln y |_ 510X + C, = Yy E510°x4C; _ @510
10—y 10—y
La solucion en forma explicita es:
5.10°%x
y = Kes ™% (10— y) = (L+ Ke** ™" )y =10Ke** ™" = y = _10Ke™ ~
(1+ Ke510 x)
., . e 100 .
b) La solucion particular con la condicion inicial y(20) =1 e es:
—€
lOO/(l_ E) _ Ke5_10*320 — k _ 100901 _ 1080'1
10-(100/1-¢)) 10(1-e)-100 -e-9

0.1
10 (100( 10e Nemsx
y = -e-9
1+ 10e*! p5107x
-e-9




Departamento de Matematica Aplicada y Estadistica
Examen Calculo I. Septiembre 2006

Problema 6

Teorema del valor medio (Teorema de Lagrange)
Si f es continua en [a,b], derivable sobre (a,b). Entonces existe un nimero ce(a,b)

f(b) - f(a)

tal que f'(c) = s

Demostracién
Aplicamos el teorema de Rolle a la siguiente funcion:

900 =100~ f(a)-+ M(x )

ya que

0(@)= ()| f(a)+ M(

a)|=0y

g(b) = f(b) —[ f(a) +W(b — a)} =0 coinciden

y g es continua en [a,b] y derivable en (a,b).

Teorema de Rolle
f es continua en [a,b], derivable sobre (a,b) y f(a)= f(b) Entonces existe un nimero

ce(a,b) tal que f'(c)=0

Por tanto existe un c € (a,b) tal que g'(c) =0
f(b) - f(a)
b-a

g'(c)= WC)-[W}OQ trc) =PI = T(2)

Derivando g'(x) = f'(x) - y sustituyendo

b-a
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