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Guia del tema 2

Asignatura: Matemética Discreta
Titulo de la Unidad: Conjuntos numeéricos

Semanas de imparticion en el cuatrimestre: 2 semanas

Requisitos para seguir con aprovechamiento el tema

Conocer y distinguir los conjuntos de ntimeros naturales, enteros, racionales y reales.

= Reconocer el efecto que tienen las operaciones basicas sobre los ntimeros.

Reconocer las relaciones y propiedades de los ntimeros en diferentes contextos.

Analizar y explicar las distintas representaciones de un mismo ntmero.

= Comparar y contrastar las propiedades de los niimeros, sus relaciones y operaciones.

Objetivos

Objetivo general: Conocer mas profundamente las matematicas elementales, formulando y resol-

viendo problemas con las propiedades fundamentales de la teoria de ntumeros.
Objetivos Especificos:

= Justificar operaciones aritméticas utilizando las relaciones y propiedades de las operaciones.

= Capacidad para modelizar de una forma matematica una situacion del mundo real y trans-

ferir los conocimientos matemaéticos a otros contextos.
= Hacer conjeturas sobre propiedades y relaciones de los ntimeros.
= Justificar la eleccién de métodos e instrumentos de célculo en la resolucién de problemas.

= Capacidad para construir y desarrollar argumentaciones logicas y matematicas con una

identificaciéon clara de hipétesis y conclusiones.

= Resolver y formular problemas cuya estrategia de solucion requiera de las relaciones y pro-

piedades de los nimeros naturales, enteros y racionales, y sus operaciones.

= Formular y resolver problemas aplicando conceptos de nimeros primos, miltiplos, etc. en

contextos reales y matematicos.

m Destreza en razonamientos cuantitativos.

IT
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= Capacidad para utilizar herramientas computacionales como ayuda para los procesos mate-
maéticos.

= Capacidad para presentar los razonamientos matematicos.

Evaluaciéon Se entregaran los ejercicios propuestos antes de la fecha limite

11
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Con este tema queremos que el estudiante se familiarice con la Teoria de Nuimeros, que es una
antigua parcela de los desarrollos de las Matemaéticas ya que esta fundamentada en los niimeros que se
utilizan el recuento. Contar, anotar las cuentas y realizar operaciones con ellas es bastante lejana en el
tiempo. Los nameros han derivado de simples marcas: | para el 1, || para el 2, etc. En ciertas culturas
las primeras cifras fueron expresada con diferentes partes del cuerpo, por ejemplo: dedos de una mano
(5), de las dos (10), de las manos y los pies (20), etc., y los sistemas de numeracion se correspondian

con las mismas.

1. Numeros naturales y enteros

Una forma de introducir los nimeros naturales es como la representacion de los elementos que
forman una agrupacion. Supondremos que se estd familiarizado con los ntimeros naturales, también
llamados enteros positivos, representados por N, o por Z*, y que esta formado por {1, 2, 3, 4,...},

pero pondremos de manifiesto alguna de sus caracteristicas.

= Existe un elemento menor que todos los demas, denotado por 1.
= No existe ningin valor mayor que todos los demaés, es decir N no esté acotado.

= Existe un sucesor de cada elemento, con lo que entre un niimero natural n y el sucesor n + 1 no
hay ningin ntimero natural. El primer elemento es 1, 2 es su sucesor, 3 es el sucesor de 2 y asi

sucesivamente.

= Todo subconjunto A de N que contenga al elemento n y que contenga al sucesor de cada uno de

sus elementos tiene el mismo ntimero de elementos que N, es decir existe una aplicaciéon biyectiva,

f:N— A

Antes de introducir los enteros enunciaremos el Principio de la Buena Ordenacién, que ademas

es un resultado que se utilizara en diversas demostraciones.

Teorema 1.1. (Principio de la Buena Ordenacion)
Para todo subconjunto de los nimeros naturales, diferente del vacio, existe un primer elemento, es

decir tiene un elemento menor que todos los demds.

El conjunto de los nimeros enteros, denotado por Z, esta formado por {..., -2, —1, 0, 1, 2,...}.
Dados dos niimeros enteros, x e y, se pueden definir dos operaciones internas, la suma (z 4+ y) y el
producto (z - y). Enunciamos a continuaciéon un resultado para recordar las principales propiedades de

estas operaciones.



Matematica Discreta (UPM). Curso 2011/12. 2° semestre Martin, E.; Méndez, A.; Ortiz, C.; Sendra, J.

Teorema 1.2. FEl conjunto Z para la suma verifica

1. Es asociativa: Vx, y, z € Z se cumple v + (y + z) = (v + y) + 2
2. Tiene elemento neutro: Vx € Z se cumple x +0=0+z ==z
3. Tiene elemento simétrico:Nx € Z I—x €Z conx+ (—x)=(—x)+2=0

4. Es conmutativa: Vx, y € Z se cumple x +y =y +x

El conjunto Z para el producto verifica

1. Es asociativa: Vx, y, z € Z se cumple x (y z) = (x y) 2
2. Tiene elemento unidad: Vx € 7, se cumple x 1 =1x ==z

3. Es conmutativa: Vx, y € Z se cumple x y =y x

Ademds, se verifica la propiedad distributiva: Vx, y, z € Z se cumple v - (y +2) =z -y+x- 2

Por cumplir todas las operaciones anteriores se dice que la terna (Z, +, -) tiene estructura de

anillo conmutativo con elemento unidad, que denominaremos el anillo de los enteros.

También tendremos en cuenta el valor absoluto en los ntimeros enteros.
Definicion 1.1. Llamaremos valor absoluto a la funcion | | : Z — Z* |J{0} definida por

-n sin<0
ol = sup(n, —n), asi  Inl={ 0 sin=0

n sin>0
Algunas de sus propiedades son:

Proposicion 1.1. La funcion valor absoluto tiene las siguientes propiedades:

1. ¥n € Z se verifica |n| > 0, es decir |n| € N{J{0}

NS

. In|=0<=n=0
3. Vn € Z se verifica —|n| < n < |n
4. Vn, m € Z se verifica [n £ m| < |n|+ |m|

5. ¥Yn, m € Z se verifica |n m| = |n| |m|



Matematica Discreta (UPM). Curso 2011/12. 2° semestre Martin, E.; Méndez, A.; Ortiz, C.; Sendra, J.

6. ¥Yn, m € Z se verifica | [n| — |m| | <|nE£m)|

En Z se define la relacion “ser menor o igual que”, ‘<’, que se define en términos de los enteros
positivos, N. Agrupamos en el siguiente resultado la definicion y ciertas propiedades que nos aseguran

que ‘<’ es una relaciéon de orden total.

Proposicion 1.2. La relacion ‘<’ definida por n < m si y solo si 0 < m — n verifica:

1. ¥n € Z se verifica n < n (propiedad reflexiva,).
2. Sin <m ym <n entonces n =m (propiedad antisimétrica).
3. Sin<m ym <1 entonces n <1 (propiedad transitiva).

4. ¥Yn, m € Z se verifica una y solo una de las siguientes afirmaciones: n < m, n =m, 0

n>m.
5. Supongamos que n < m, conn, m € Z y sea l € Z. Entonces:
a) n+1l<m+l

b) Sil >0 se cumple nl <m l; pero sil <0 se cumple n l>ml.

Habitualmente la representacién sobre la recta real de los enteros es como puntos aislados de

dicha recta, suponemos que los alumnos estais familiarizados con esta representacion grafica.

2. El Principio de Induccién

En esta secciéon incluimos un resultado que muestra un método para establecer si un enunciado
acerca de todos los ntimeros naturales es cierto cuando ciertos casos de ese enunciado sugieren un

patrén general.

Teorema 2.1. (Principio de Induccion)
Supongamos que P(n) es un enunciado matemdtico que implica una o mds ocurrencias de la variable

n, que representa a un entero positivo. Ademds, se verifica:

a) (Paso base) P(1) es verdadera. (Esta condicion se puede sustituir por “P(n) es cierta para un

primer elemento ng”, por lo que el siguiente paso tiene un primer caso diferente de 1.)
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b) (Paso de induccion) Siempre que P(k) es cierta, para algin k particular pero elegido arbitraria-

mente, k € N, se cumple que P(k + 1) es cierta.

Entonces, P(n) es cierta para para todo n, con n € N.

Demostraciéon. Supongamos que P(n) es una proposiciéon cumpliendo las dos hipotesis a) y b). Consi-
deremos el siguiente conjunto F' = {h € Z* / P(h) es falsa} y supongamos que F' # (). Entonces, por el
Principio de la Buena Ordenacion, F' tiene un primer elemento que denotamos por hg. Puesto que P(1)
es verdadera 1 # (), asf hg > 1, por tanto hg — 1 € N. Por la definicion de hg se cumple que hg — 1 & F,
tenemos que P(hy — 1) es cierta. Aplicando la hipotesis b), se sigue que P(hg — 1 4+ 1) = P(hg) es
cierta, dando lugar a una contradiccion con que P(hg) era falsa. La contradiccion surge de la hipotesis

F # (), por tanto, F = 0. O

Otra forma de establecer este principio, llamado forma fuerte del principio de induccion, es el

enunciado como

Proposicion 2.1. (Forma fuerte del principio de induccion)
Supongamos que P(n) es un enunciado matemdtico que implica una o mds ocurrencias de la variable

n, que representa a un entero positivo. Ademds, se verifica:

a) P(1) es verdadera. Esta condicion se puede sustituir por “P(n) es cierta para un primer elemento

kX

ng .

b) Si P(1), P(2),...,P(k) son ciertas, se cumple que P(k + 1) es cierta.

Entonces, P(n) es cierta para para todo n, con n € N.

EJEMPLO 2.1. Veamos algunos ejemplos que ilustran la aplicaciéon de este resultado.

n(n+1)

1. Para cualquier entero positivo n se verifica Z i= — = P(n).
i=1
(Paso base): i 1=1= @, luego se cumple para n = 1.
i=1
(Paso de induccidén): Supongamos que para k se cumple i 1= @ Entonces,
i=1
AR i k(k+1) k(k+1)+2(k+1)  (k+1)(k+2)
Zle ;z—i— (k+1) =G +(k+1)= : — 5

donde en la tltima igualdad se saca factor comtin k + 1. Consecuentemente, por el Principio de

Inducciéon P(n) es cierta para todo n € Z+.
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2. Demostrar por induccién matematica que n! > 2"~ ! paran =1, 2, 3,....
Sea P(n) =n!>2""1
(Paso base): 1! =1 = 2'=1 =20 luego se cumple para n = 1.

(Paso de induccién): Supongamos que se cumple para k, es decir k! > 2k=1 Entonces,
(k+1)!=(k+1)-k'>k+1)-281>2. 0871 = 9F
donde la primera desigualdad es consecuencia de la hipotesis de induccién.

3. Una de las sucesiones de nimeros que aparecen en la matemaética discreta son los ntmeros
armonicos, que se definen como H, =1+ 3 + ...+ %, para n € N. Demuéstrese por induccion
que Hon Zl—i—g Vn € N.

Sea P(n) = Hon > 1+ g
(Paso base): Hyi = Hy =1+ % >1+ %, luego se cumple para n = 1.

k
(Paso de induccién): Supongamos que se cumple para k, es decir Hyx > 1 + 5 Entonces,

1 1 1 1 1 1
Hyor = (1424 ...+ — 4. 4+——|=H ot
phi1 <+2+ +2k>+(2k+1+ +2k+1> 2k+(2k+1+ +2k+2k>

1 1 1
Puesto que V1§j§2k,severiﬁca <—+—I—m> >ok._—_ — 2,

- >
2k+j—2k+1 2k+1

Aplicando la hipotesis de induccién se cumple que

1 1y 1 K\ 1 k+1
Hyr > (14 =+...4 =) +=> (142 ] +==1+——
2k+1_<+2+ +2k>+2_<+2>+2 +

4. Se deja como ejercicio demostrar por inducciéon que Hon < 14+n  Vn € N, con lo que Vn € N los

. . n
nameros armonicos verifican 1 + 5 < Hopn <1+mn.

3. El algoritmo de la division. Niimeros primos

El resultado de realizar algunas operaciones con ntimeros enteros, como son la suma, resta y
multiplicacién, es otro ntimero entero pero no ocurre lo mismo con la divisién, aunque existen casos en
que un entero divide exactamente a otro, por ejemplo 5 divide 10, lo que implica la existencia de un

cociente —en este caso 2— tal que 10 =5 - 2.

Definicion 3.1. Dados dos enteros n y m, con n # 0, se dice que n divide a m, o que m es divisible
por n, denotdndose por n|m, si existe un entero c¢ tal que m = ¢ n.
El entero ¢ es el cociente de m dividido por n y se dice que n es divisor, o factor, de m y que m es

maltiplo de n.
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Notese que si n divide a m, entonces —n también divide a m y que el cociente es —c. En el

siguiente teorema incluimos algunas resultados que pueden comprobarse facilmente.

Teorema 3.1. Sean I, m, n € Z. Entonces,

1. 1|n y nl0.
2. Sin|l y nlm, entonces n|(a I +b m) Va, b € Z, o equivalentemente

a) Sin|l ynlm se cumple n|(l +m).

b) Sin|m, entonces nla m para cualquier a entero.
3. Sin|m yml|l se cumple nll.

Teorema 3.2. Para cualquier par de numeros enteros, m y n, con n > 0, existen enteros unicos, ¢ y

r, tales que m =cn+r, con 0 <r <n.

Este teorema es conocido como el algoritmo de la divisiéon, el entero ¢ se llama cociente, y el

entero r resto, de la division de m (dividendo) entre n (divisor).

Cuando n es un entero cualquiera diferente de cero el algoritmo de la division establece que,

dado m, existen enteros tnicos, d y r, tales que m =dn+r, con 0 <r < |n|.

Definicion 3.2. Un numero entero positivo p > 1 se dice que es primo si los inicos divisores positivos

de p son 1 y p. Un entero que no es primo se denomina compuesto.

FEl niimero 1 no es ni primo ni compuesto.
EJEMPLO 3.1. Veamos que si p > 3 es primo entonces p? + 2 es compuesto.

Cualquier entero se puede expresar como: 6k, 6k + 1, 6k +2, 6k + 3, 6k +4, 6k + 5 para algin
entero k. Puesto que 6k, 6k + 2, y 6k + 4 son pares y 6k + 3 es multiplo de 3, p debe ser de la forma
6k + 1 o 6k + 5.

Sip=6k+1=p>+2=(6k+1)%+2=36k>+ 12k + 1 +2 = 3(12k? + 4k + 1), luego es mltiplo
de 3.

Sip=06k+5=p?>+2=(6k+5)2+2=36k%+60k+25+2 = 3(12k> + 20k +9), luego es multiplo
de 3.

Teorema 3.3. (Teorema Fundamental de la Aritmética)
Todo entero n > 1 puede escribirse como producto de numeros primos de forma nica, es decir existen

unos 1inicos nimeros primos p1 < pa < ... < pj y existen oy, ag,...,0p € ZT tal que

— 1 (63 (875
n=p; Dy *...Dp
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Demostracion. La demostracion por induccién es:

(Paso base): Si n = 2 entonces n es primo y producto, con un unico factor, de primos.

(Paso de induccidn): Para k se verifica que puede factorizar como producto de primos de forma
dnica.

Sea k + 1, si es primo entonces es producto de un solo factor. Si k + 1 es compuesto existen enteros
positivos, a y b, menores que k + 1 tal que kK + 1 = a b. Por la hipo6tesis de induccién a y b pueden
expresarse de forma tdnica como producto de primos, luego k + 1 se puede expresar de forma tunica

como producto de primos. O

La tnica expresiéon de un entero n como producto de primos la llamaremos descomposicion en

factores primos de n.

La criba de Eratostenes es un método para dilucidar si un entero es primo y se basa en el

siguiente resultado.

Proposicion 3.1. Sin > 1 es un entero compuesto existe p un factor que aparece en la descomposicion

en factores primos de n con p < \/n.

Observacion 3.1. (La criba de Eratostenes)
Este método se utiliza para encontrar todos los primos que no exceden de un entero positivo especifico.

Supongamos que deseamos encontrar todos los primos inferiores a 101. Se procede como sigue:

1. Escribimos todos los enteros de 2 hasta 101.
2. Los enteros divisibles por 2, diferentes del 2, se eliminan de la lista.

3. Al ser el 3 es el primer entero mayor que 2 que no se elimina, se suprimen los miltiplos de 3

mayores que 3.

4. Se continua este procedimiento hasta los enteros primos menores o iguales que 10 ya que 10 <

v101 < 11.

2 3 4 5 6 7T g 9 W11 ¥ 13 M4 1B W 17T 18 19 20 A
27 23 24 25 26 27 28 29 30 31 3Z 33 34 35 36 37 38 39 40 4l
47 43 M A5 A6 AT A8 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61
67 63 64 65 66 67 68 69 0 V1 #Z T3 M B 6 7 K 19 80 ST
B8Z 83 84 85 86 87 88 89 90 91 97 93 94 95 96 97 98 99 160 101

Aunque la posibilidad de que un entero no sea divisible por alguno de los que le preceden
disminuye segtun crece dicho entero desde los tiempos de la Antigua Grecia se conoce el siguiente

resultado.
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Teorema 3.4. FEl conjunto de nimeros primos es infinito.

4. Maximo comiin divisor y minimo comiin miuiltiplo

Definicion 4.1. Dados m y n dos enteros no nulos, se dice un entero d # 0 es divisor comin de m y
n si d divide a m y an, es decir dm y d|n.

Un divisor comin de m y n se llama mdzimo comin divisor de m y n, denotindose por m.c.d.(m, n),
st d >0 y todo divisor comin de m y n diwvide a d. Por lo que m.c.d.(m, n) = m.c.d.(|m|, |n]).

Sim.c.d.(m, n) =1 se dice que m y n son primos entre si.

Sean ny,...,ny enteros. Llamaremos mdximo comin divisor de ny,...,n; al divisor comin d > 0 tal
que para cualquier otro divisor comin deny, ... ,ny, d', también divide a d, es decir d‘|d, y escribiremos
m.c.d.(ny,...,ng) =d.

Sim.cd.(ny,...,ng) =1 diremos que ny,...,ng son primos entre si.

Proposicion 4.1. Propiedades relativas al mdzimo comin divisor.

1. Sean m y n enteros, con n # 0, entonces los divisores comunes de m y n son divisores del resto

r de la division de m entre n.

2. Sean m y n enteros, con n # 0, entonces los divisores comunes de n y del resto r de la division

de m entre n son divisores de m.
3. Sean m y n enteros diferentes de cero, entonces el mdximo comin divisor de m y n es unico.

4. Sean m y n enteros, donde n # 0, y m = cn+r, con 0 < r < n. Entonces se verifica,

m.c.d.(m, n) =m.cd.(n, r).

5. Sean m y n enteros diferentes de cero y m.c.d.(m, n) = d, entonces d es el menor entero positivo
que puede expresarse como d =x m+y n, con x, y € Z. Por tanto, m.c.d.(m, n) =1 si y solo

st ds, t €Z tales que s m+tn=1.
6. Si k divide a mn y, m y k son primos entre si, entonces k|n.

7. Sil ym son primos entre si y, I y n también son primos entre si, entonces | y mn son primos

entre st.

8. Sim, n € 7Z no son simultdneamente cero y k € ZT, entonces

m.c.d.(km, kn) =k-m.c.d.(m, n)
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9. Sim.cd.(m, n)=d= m.c.d.(%, E) =1.

10. Sim.c.d.(m, n) =1= m.c.d.(km, n) =m.cd.(k, n).

A continuaciéon enunciamos el algoritmo de Euclides para hallar el méaximo comun divisor de

dos enteros.

Teorema 4.1. (Algoritmo de Euclides)
Dados dos enteros m y n, con m > n, si r1 es el resto de la division de m entre n, ro es el resto
de dividir n entre r1, r3 es el resto de dividir v, entre ro, y v, = 0 el ultimo resto de esta secuencia,

entonces r,_1 = m.c.d.(m, n).

Observacion 4.1. Se puede dar una definicién alternativa del maximo comun divisor a partir de las

propiedades dadas previamente.

Sean m y n dos enteros y {p1, p2,...,pr} los factores primos de ambos nimeros, entonces existen
a1,..., 0, Bi1,..., B enteros no negativos (algunos pueden ser cero) tales que m = pi' -...-p*¥ y
n= Pfl . -pZ’“, entonces

m.c.d.(m, TL) = pinl/n(alv ﬁl) R pmin(akv Bk)

Es decir el maximo comun divisor de dos ntmeros es el producto de los factores primos comunes

elevados al menor exponente.

Definicion 4.2. Dados los nimeros enteros m y n llamaremos minimo comun miltiplo de m y n,
designdndolo por m.c.m.(m, n), al menor entero positivo que sea miltiplo de ambos.
Sean ni,...,ny enteros. Llamaremos minimo comin mailtiplo de nq,...,ny al entero positivo mds

pequeno que sea multiplo de todos ellos, escribiremos m.c.m.(nqy,...,ng).

Observacion 4.2. Al igual que en el caso del maximo comun divisor se puede dar una definicién alter-

nativa del minimo comtn multiplo basada en la descomposicion en factores primos. Si {p1, p2,...,Pk}
son los factores primos de ambos ntmeros y estos se pueden escribir como m = p{* - ... - pZ"“ y
n= p?l T -pf’“, con i, ...,k P1,-.., 5 € ZTJ{0}, entonces

m.c.m.(m, n) _ prlnéx(ah B1) . .pr];léx(ak, Br)

Es decir el minimo comun miltiplo de dos ntmeros es el producto de los factores primos comunes, y

no comunes, elevados al mayor exponente.

Proposicion 4.2. Sim y n son enteros positivos, entonces m.c.d.(m, n)-m.c.m.(m, n) =m - n.
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Demostracion. Si consideramos la descomposicion en factores primos de m y n, entonces

m.c.d.(m, n)-m.cm.(m, n) = prlnin(al’ A -pz;nin(ak’ Be) ~prlnéx(al’ A -pz;néx(ak’ Br) —
_ prlnfn(ah P)+mix(en, f1) ~pznin(ak’ Br)+max(ak, Br) _ P -p?l L p ,pik —m-n
]
Resumen

1. Propiedades de los niimeros naturales y enteros. Operaciones (suma y producto) con enteros. El

valor absoluto y la relaciéon “ser menor o igual”.
2. Establecer el Principio de Induccién y uso del mismo.

3. Formulacién de la divisiéon y sus propiedades. Numeros primos; relaciéon entre la division de

enteros.

4. Definicion y propiedades del maximo comun divisor y del minimo comun miltiplo.
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