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Guia del tema 4

Asignatura: Matemética Discreta
Titulo de la Unidad: Relaciones de recurrencia

Semanas de imparticion en el cuatrimestre: 2 semanas

Requisitos para seguir con aprovechamiento el tema

= Manejar con soltura las operaciones con polinomios.

= Conocer algunas caracteristicas sobre las raices de un polinomio relacionadas con el grado del

mismo.
= Hallar raices de polinomios de grado menor o igual que dos.
= Manejar el método de Ruffini para el calculo de raices de polinomios de orden superior a dos.

= Conocer conceptos de espacios vectoriales (operaciones, combinaciones lineales, dependencia e

independencia lineal, bases, dimension).

= Conocer conceptos de matrices (tipos especiales, operaciones y propiedades de las mismas, tras-

puesta, inversa).
» Habilidades de calculo con matrices.

= Conocer conceptos y célculo de determinantes (definicion, propiedades elementales, relacion con

dependencia lineal ).
= Relacionar los sistemas de ecuaciones lineales con matrices.
= Conocer soluciones de sistemas de ecuaciones lineales basados en matrices y determinantes.
= Tener nociones de ntimeros complejos.
= Conocer y utilizar el principio de induccién matemética.

» Conocer el concepto de sucesion y algunas sucesiones particulares (progresiones aritméticas y

geométricas).

Objetivos

I
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Objetivo general: Comprender que los métodos recursivos son fundamentales para el analisis de

problemas relacionados con los algoritmos.
Objetivos Especificos:

= Conocer ejemplos de relaciones de recurrencia.
= Plantear problemas en términos de relaciones de recurrencia.
= Discernir si una relacién de recurrencia es lineal y, en su caso, conocer el orden.

= Resolver con soltura relaciones de recurrencia lineales de primer orden con coeficientes cons-

tantes.

= Resolver con soltura relaciones de recurrencia lineales homogéneas de segundo orden con

coeficientes constantes.

= Hallar soluciones particulares de recurrencia lineales de segundo orden con coeficientes cons-

tantes.

= Ser capaz de generalizar y aplicar los conceptos concernientes a las recurrencias lineales de

segundo orden.

= Utilizar las raices caracteristicas para resolver relaciones de recurrencia lineales homogéneas

con coeficientes constantes.

= Conocer y utilizar métodos para el calculo de soluciones particulares de relaciones de recu-

rrencia lineales con coeficientes constantes.

= Resolver algunas relaciones de recurrencia lineales con coeficientes constantes.
Contenidos teédricos

» Relaciones de recurrencia.

1. Introduccién; Relaciones de recurrencia lineales.

2. Relaciones de recurrencia lineales de primer orden.
3. Relaciones de recurrencia lineales de segundo orden.
4. Relaciones de recurrencia lineales homogéneas.

5. Soluciones general y particular: Raices caracteristicas.

Evaluacion Se entregaran los ejercicios propuestos antes de la fecha limite

lunes 16 de mayo de 2011

11
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1. Introduccién a las relaciones de recurrencia

Consideramos la sucesion ag, aq, ..., donde a, = 4n  Vn € N. Para determinar el valor de a7

calculamos a7y = 4 % 7 = 28 y no tenemos necesidad de conocer el valor de los 6 términos anteriores.

Notese que la sucesion (a,)nen satisface la relacion s,+1 = s, + 4, pero que la sucesion de
término general b, = 4n + 4 también satisface la relacién s,41 = s, + 4. Si conocemos uno de los
términos de la sucesiéon, por ejemplo s3 = 20 entonces la soluciéon queda univocamente determinada

por s, =a, =4(n+2) VneN.

Otra forma de definir una sucesién es por induccién. La sucesion de Fibonacci, F,, es un ejemplo
de sucesion definida recursivamente, Fy = 0; Fy =1y F,, = F,_1 + F,,_o VYn > 2. Pero ahora si
deseamos obtener el valor de F7 deberemos conocer los previos Fy,=F;+Fy=14+0=1
FB=FK+F=14+1=2
Fi=F3+F,=2+1=3
Fs=Fy+F3=34+2=5
Fs=Fs+F,=5+3=8

Fr=F+F=84+5=13

Sabiendo la expresion exacta para los términos de la sucesién de Fibonacci:

oL (1)1 1-vEY

podemos hallar el valor de un término cualquiera sin necesidad de conocer otros, por ejemplo F5y =

832040.

Los ejemplos mencionados son casos particulares de un conjunto mas amplio de cuestiones re-
lacionadas con problemas de la técnica y que se expresan de ecuaciones diferenciales, o en derivadas
parciales. Las soluciones exactas y con condiciones iniciales, a veces, solo pueden obtenerse aproxima-
damente y uno de los métodos es la discretizacion. La idea de consiste en cambiar el conjunto donde
varfan los parametros (segmento, rectangulo, etc.) por un conjunto discreto de puntos, o nodos, que
formaran redes y las ecuaciones que rigen el fenémeno aplicadas a los nodos de la malla forman unas

relaciones en diferencias, o ecuaciones en diferencias.

Definicion 1.1. Un conjunto en el que se especifican algunos de sus elementos y que el resto de
elementos se definen a partir de los conocidos se dice que es un conjunto definido recursivamente. En

particular, una sucesion S : N — R estd definida recursivamente si:

1. 3ng € N tal que se conocen los valores S, ..., Sy,.
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2. Para n > ng el término S, estd definida en términos de Sy,...,Sn—1; Spn = f(S1,...,Sn-1)-

Observacion 1.1. Los valores Si,..., Sy, se denominan condiciones iniciales y a la funcién que des-
cribe a S, en términos de sus predecesores se llama relaciéon de recurrencia, o ecuacion en diferencias,

para S,,.
A veces, la sucesion se describe para N J{0}, como en la sucesion de Fibonacci.
EjemprLo 1.1.

1. Sea 0! =1y V¥n €N nl=(n—-1)'*%n. De esta forma se define por recurrencia el factorial de

los niimeros naturales.

2. La sucesion ap+1 = A ap, paran > 1y A € C estd definida recursivamente. Son soluciones de

dicha relacion

Si A =2y ag=1, entonces (a,) = (1, 2, 4,...)

Si A =2y ap =3, entonces (a,) = (3, 6, 12,...)

(
(
(
(

Si A =2y ag=>5, entonces (a,) = (5, 10, 20,...)

Si A =3y ap =05, entonces (a,) = (5, 15, 45,...)
El conocimiento del valor de A y ag determina completamente la sucesion.

3. Dada la secuencia de ntimeros reales by, bs, ... verificando que
bi=1; by—bp1=n> VYn>2

Por bn:bn_1+n2:bn_2+(n—1)2+n2: co=b1+224 ... +n?=12+...4+n2 Probaremos
1
quebnzén(n—i—l)@n—l—l) Vn > 1

1 1
a) Para n =1, se tiene g " (n+1) 2n+1) = 6 123 =1=b1), luego es cierto el resultado.
b) Supongamos que el resultado es cierto para n < k.

1
c) Sean =k + 1 entonces, bk+1:bk+(k:+1)2:6k:(k‘+1) QE+1)+ (E+1)2 =

—

:(k+1)%(k(2k+1)+6(k+1)):(k+1) (k+2) (2k+2+1) == (k+1) (k+1)+

1) (2(k+1)+1).

|
D=

1
Luego, por el principio de induccién, se cumple que b, = 5 n(n+1) 2n+1).

4. Un banco paga un interés del 3 % anual para cuentas de ahorro, con un interés compuesto mensual.
Un cliente deposita 1000€ el dia 1 de febrero, jcuanto dinero tendré depositado justo un ano

después?
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3
El interés mensual seré de 7= 0,25 %. Si el valor del deposito al cabo de n meses es d,,, entonces
dps1 = dp +0,0025 % d,, = 1,0025 * d,, = d12 = 1000 * (1,0025)'2 = 1030, 41, asi que después de

un ano el cliente tendra 1030, 41 €.

5. Supongamos que tenemos una lista de n nameros reales, a1, ...,a, € R que deseamos ordenar de
manera ascendente. El siguiente método, llamado de la burbuja, acttia como sigue: se compara
el altimo elemento con su predecesor si a, < a,_1 se intercambian los valores. A continuacién
comparamos a,—1 con su predecesor inmediato procediendo de la misma manera. Tras n — 1
comparaciones el ntimero méas pequeno de la lista se encuentra en el primer lugar. Repetimos el
proceso para los n — 1 restantes. Para determinar la complejidad de este algoritmo en funcién
del tamano de la lista contamos el total de comparaciones hasta finalizar la ordenacién. Si ¢,
es el numero de comparaciones para ordenar n elementos tendremos la siguiente relacion de
recurrencia:

c1 =0; en=Ccn-1+(n—1) Vn > 2
Para hallar los primeros términos podriamos ir sustituyendo. Vamos a demostrar, por inducciéon

n2—n

2

que, en general, ¢, =

. n-—n .
a) Paran =1, se tiene — = 0 = ¢y, luego es cierto el resultado.

b) Supongamos que el resultado es cierto para n < k.

k2 —k E2—k+2k (k+1)2—(k+1
c) Sean:k—i—lentonces,ckﬂzck—i—k:T—i—k:: 2+ :( +1) 2( + )

n2

—n

Luego, por el principio de induccién, se cumple que ¢, = 5

Definicién 1.2. Una sucesion (), cy de mimeros complejos diremos que es recursiva lineal de orden
k y con coeficientes constantes si se puede expresar como

Tp =01 Tp—1+ 02 Tp—2+...+ax Tn—g +€n (1)

para n > k y donde a1, as, ...,ar son constantes reales, o complejas, fijas. En el caso de que el

término e, sea cero diremos que la relacion es lineal y homogénea.

Observacion 1.2. Se denominan ecuaciones lineales porque los valores de la sucesiéon no aparecen

multiplicados entre si, ni afectados por otras funciones (z,_1 * Z,,—3, 0 senz,_1)

Conociendo los primeros k elementos todos los siguientes se pueden hallar mediante una com-
binacion lineal de los k precedentes, y dichas ecuaciones se conocen como condiciones de frontera, o

imniciales.
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En estos apuntes consideraremos el caso de que los coeficientes a1, ..., a; son constantes. Una

recursion lineal general de orden k tiene por expresion
Ty =a1(n) xp_1 + az(n) Tp_2+ ...+ ax(n) r,—k + en

EJEMPLO 1.2. La sucesion de Fibonacci, F;,, definida por, Fp =0; Fi =1y F,=F,_1+F,—2 VYn>

2 es un ejemplo de relacion lineal de segundo orden y homogénea.

Un ejemplo de ecuacion de recurrencia lineal con coeficientes constantes de orden 4 y no homo-

génea es xp, =2 xp—1+3 xp—2o —4 xp_3+2 xHp_g +n.

2. Relaciones de recurrencia lineales de primer orden

Las relaciones de recurrencia lineales més simples son las de primer orden

Definicion 2.1. Una sucesion (z,), oy de nimeros complejos diremos que es recursiva lineal de primer

orden y con coeficientes constantes si se puede expresar como
Ty = k Tn—-1 + €n (2)

paran > 1 y donde k es una constante fija. Si e, = 0 para cualquier n diremos que es homogénea. En

el caso de conocer algin valor particular diremos que es una condicion de frontera.

2.1. Relacién lineal homogénea con coeficientes constantes

Las relaciones de recurrencia lineales homogéneas de primer orden y con coeficientes constantes

son de la forma z,, = k x,—1.

EjEMPLO 2.1. Una progresiéon geométrica de razoén r es una sucesion de nimeros donde el cociente de
Tn+1

cualquier término entre el que le precede es r, es decir =7 = Tpt1 =T Tp, por lo que tenemos

xn
una ecuacion de recurrencia lineal, de primer orden y homogénea.

Dada la sucesion 3, 9, 27, 81, ..., es sencillo comprobar que xp4+1 = 3 z, Vn > 1. Pero la
sucesion b, 15, 45, 225, ..., también verifica x,41 = 3 x,, Vn > 1. La tnica diferencia apreciable es

que empiezan por valores distintos

A continuacién vemos un resultado que nos proporciona un método general de resoluciéon de

estas relaciones recurrentes.

Proposicion 2.1. La solucion general de la relacion xp11 =1 x,, Yn > 1, r constante y xg = A es
unica y viene dada por

Ty =A7r" Vn €N
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Demostraciéon. La unicidad es trivial, ya que si existiese otra solucién con la misma condicién inicial

los siguientes términos necesariamente coinciden con los términos de la dada.

En el caso de que A sea cero la sucesion es constantemente igual a cero y la solucién se puede

expresar de otras formas.

1

. . Tpi1 A"t .

Consideremos A # 0, si z, = Ar" VYn € N = ntl A = luego es solucién de la
Tn r

ecuacion y se cumple la condicion inicial zg = A 70 = A. O

EJEMPLO 2.2. Para resolver z,41 = 3 x,, con la condicién x5 = 18, consideramos la solucién general

que es T, = x9 3". Paran =2setieneque 19 =290 9=18= a9y =2=1x, =2%3" Vn € N.

2.2. Relacion lineal completa con coeficientes constantes

Ahora consideramos la Ecuacion (2) completa.

Proposicion 2.2. La solucion general de la relacion xp11 =71 xp+en, VYn > 1, r constante y xg = A
es unica y viene dada por
n—1
Ty =Ar"+ g P e Vn e N (3)
Jj=0
Demostracion. La unicidad de la solucion es trivial. Para demostrar la formula anterior razonaremos
por induccién.

0
1.Sin=1,z1=Ar+ Zr*j ej =1 A+eg =1 20+ eg, luego se cumple la relacion.
§=0

2. Supongamos que se cumple para todo n < k.

n—1
3. Sean =k+1entonces, xpi1 =7 T, +e, =1 [ Ar"+ ZT"_I_j ej | +en=
=0
n—1 n
= A4 Zr prim ej + e, =Ar"t 4 Zr"_j e;j
Jj=0 Jj=0
Como queriamos demostrar. O

EJEMPLO 2.3. Una progresion aritmética de razén d es una sucesion donde la diferencia entre un
término y el que le precede es la constante d, es decir xp4+1 — T = d = Tpy1 = xpn + d, luego es una

relacion lineal no homogénea de orden uno.

Sea la relacion x, 11 = x, + 2 paran > 1, con xg = 1. Si aplicamos el resultado (3) obtenemos

n—1
xn:1*1"+21”*1*j*2:1+2*n:2n+1 YneN, n>1
§=0

Es decir, los ntimeros enteros impares positivos.
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Observacion 2.1.

1. Si la relacion lineal homogénea con coeficientes constantes es x, 11 = r x, para n > ng, vy la

n—no

condicién inicial es z,, = A entonces, la solucién general es z,, = A r , para n > ng.

2. Se puede demostrar que dada la relacion lineal homogénea con coeficientes variables x, 11 = ap @
n—1

para m > ng, y la condicién inicial z,, = xo, la solucién es x,, = H an | xo, para n > ng.
1=ng
3. Si la relacién lineal con coeficientes constantes es x,+1 = r x, + e, para n > ng, y la condicién
n—1
inicial es z,,, = A entonces, la solucion general es z, = A "~ "0 + E proi=d ej, para n > ny.

Jj=no
4. También se puede demostrar que dada la relacion lineal con coeficientes variables y de primer

orden x,41 = an Tn + €, para n > ng, con la condicién inicial x,, = A entonces, la solucién

n—1 n—1 n—1
general €S Ty = A H ayn + E H Qp, €5, para n > no.
i=no j=no \i=j+1

EJEMPLO 2.4. Vimos al comienzo que si ¢, era el nimero de comparaciones para ordenar n elementos

entonces, ¢ =0; ¢ =cp—1+(n—1) Yn>2 — cpy1 =c¢,+n Vn > 1, que es una relacion lineal

n—1
de primer orden con coeficientes constantes. Aplicando la (3) obtenemos ¢, = 0% 1" + Z 11 =
j=0
1 —1)(n—1 2
=14+...4+4(n-1) = (Lt )(n ) -0 n. Se ha empleado que la suma de los k& primeros

2 2
términos de una progresion aritmética es la suma del primero y el dltimo multiplicada por el niimero

de términos dividido por 2. El resultado confirma la solucién vista anteriormente.

3. Relaciones de recurrencia lineales de segundo orden

Antes de tratar el problema general, consideraremos con detalle el caso de recurrencia lineales

de segundo orden, x, = ai Tp_1 + a2 Tp—2 + €p, CON a1 y a2 constantes, as # 0.

3.1. Relacién lineal homogénea con coeficientes constantes

Comenzaremos suponiendo que la secuencia e, es idénticamente cero.
Si tuviésemos una solucién de la forma x,, = r™ entonces la relacién verifica

2 n—2(r2

O=ap,— a1 Tp1— a3 Tpno=1"—a; ™" L —ay r 2 =r —a; r—ag)

2

Para que la expresion anterior sea cero se debe cumplir 7 = 0 (solucion trivial), o bien r*—aq r—ag = 0.
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Definicion 3.1. Dada la relacion de recurrencia lineal homogénea de coeficientes constantes y de
sequndo orden T, — a1 Tp_1 — ay T2 = 0, se denomina ecuacion caracteristica asociada, a la
expresion x> — a1 © — as = 0. Al polinomio P\ = Mo —aqy M=l —ay e llamaremos polinomio

caracteristico y a sus ceros raices caracteristicas.

EJEMPLO 3.1. En la recurrencia que define la sucesion de Fibonacci, F,, = F,,_1 + F,,_9, la ecuacién

) 14+1+4
—

caracteristica es z© — x — 1 = 0 y sus raices caracteristicas son

Proposicion 3.1. Sea la relacion x, — a1 Tp—1 — a2 Tn—o = 0. 51 21 y 2o son dos ceros distintos del
1) _ (2) _

polinomio caracteristico, entonces xpn’ = 21" y &, = 25 son soluciones de la relacion. Si el cero z1 es
. , , . 1 2 _ . .
raiz doble del polinomio caracteristico, entonces ac7(1) =21y xﬁl) =nzy L son soluciones de la relacion.

Demostracion. Para el caso de raices distintas, para ¢ = 1, 2 se tiene

1 2

_.n n— n—2 _ _n—2/_2 _
Ty — Q1 Tpo1 — Q2 Tpo =2, —a1 2, —az z; - =2z “(2f —a1 2z —az) =0,

donde la tdltima igualdad es consecuencia de ser z; raiz del polinomio caracteristico.

Para el caso de raiz doble, la comprobaciéon de que xq(l) es solucion coincide con el apartado

2 _ _ _
precedente. Para x%) se cumple X, —ay Tp—1—az Tp_2 =N 27 — (n—1)z7 2 _ay (n—2)z7 3=

= z’f_?’ ((n—2+2) z%—al (n—2+1) z1—as (n—2)) = z’f_3 (n—2) (z%—al zl—a2)+z?_2 (221 —a1)

Por ser z; cero doble del polinomio caracteristico P(A\) = A2 —a; A —as = (A — 21)? y por tanto,

P(z1) =0,y PP(N) =2 (A —21) =2\ — a1 = P/(21) = 0 = 221 — a1. Luego, se cumple la relacion, ya

quen 2t —ag (n—1)2"2 —ag (n—2)27 P =23 (n—2) 0+ 2720=0 O
EJEMPLO 3.2. Para la sucesion de Fibonacci, F;,, = F,,_1 + F,,_2, son soluciones de la relaciéon las
n n
, @ _ (1++5 @ [1-V5
sucesiones xy’ = — Y Ty = —

EJEMPLO 3.3. Dada la relacion x,, = 2z,,_1 —2x,_», el polinomio caracteristico es P(\) = A\ —2 A\ +2.
Puesto que las raices de P(\) son 1 + j, las secuencias de ntimeros complejos 2 = 1+ y
zﬁf) = (1 — j)™ son soluciones de la relacion dada.

. . (1 2 ‘ .
Proposicion 3.2. Si xﬁl) Y x%) son dos soluciones de , —a1 Tp—1 —ag Tp—o =0, y sic1 y ca son dos

(1) (2)

constantes arbitrarias, entonces la sucesion y, = c1 Ty’ + 2 Ty’ también es solucion de la relacion

considerada.

Demostracion. Esta propiedad es consecuencia de la linealidad de las relaciones.

1 2 1 2
Un — a1 Yot — a2 Yno = c1 2V + 03 2@ —ar(er 2V + 0 2P ) — as(er 2, + ep 2P

=c¢ (2 —a affllll —as 5177(11_)2) + e (2P —ay :1:;2_)1 — as :1:&12_2) =0,

n n
donde la dltima igualdad es consecuencia de que xg) son soluciones de la relacién dada. O
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Observacion 3.1. Supongamos que dada la relacion z, — a1 Tn—1 — as Tp—2 =0, con a1, as E Ry

as # 0, deseamos encontrar soluciones reales. En el caso de que las raices del polinomio caracteristico

(1)

sean complejas, z1 y 22, estas serdn conjugadas, zo = z1, y las soluciones distintas seran x,,’ = 27" y
2 n_ . . .
x%) = 71" = 2, por ser el conjugado del producto igual al producto de conjugados.

1 1
Para cualquier ntimero complejo, z, se verifica que 3 (24%) = Re(2) y ¥ (z—%) = Im(z), siendo
J
Re(z) e Im(z) las partes real e imaginaria, respectivamente, de z. Entonces, aplicando el resultado

previo, las sucesiones

—_
Py
LY
—
|
—_

(1) —

Yn (21 +27) = Re(z1) vy ) =5 (2 —27) = Im(2)

2
son soluciones de la relacion.

EJEMPLO 3.4. Sea la relacion x,, =2 z,,_1 — 2z, 9 paran > 2, zg=1y x1 = 2.

La ecuacion caracteristica es A2 —2A+2 = 0 y sus raices A = 14 3. Entonces, la solucién general

Yo =c1 (145)"+ca (1=5)" = ¢1 (V2)" (cosn m/d+jsenn w/4)+ca (V2)" (cosn m/4—jsenn 7/4) =

= (V2)" ((c1 + c2) cosn /4 + j(c1 — o) senn 7/4) = (V2)" (kycosn m/4 + kysenn 7/4)
Vi B

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, xg =1 =k; y x1 = 2 = \f( 15 + kg—) = k1 + ko,
por lo que k; = 1, ks = 1 y la solucién es y, = (v/2)" (cosn 7/4+senn 7/4), que resulta ser real pese

a que las raices de la ecuacién caracteristica eran complejas.

En el ejemplo precedente hemos encontrado una solucién particular, a partir de una solucién
general, determinando el valor de constantes. Ahora bien, dadas dos soluciones conocidas de la ecuaciéon

homogénea, xq(l ) y :1:£Z ), y dada otra solucién y,, jsiempre es posible encontrar constantes c¢; y co tales

(1) (2) (1) (2)

que Y, = C1 T’ +Co Ty ! Sifuese asi a la combinacion lineal ¢1 xy,” + ¢ x5’ la podriamos denominar

solucién general.

Para que se pueda expresar cualquier solucién particular como combinacién lineal de dos solu-

ciones halladas se debe cumplir que, para dos enteros consecutivos n y n + 1,el siguiente sistema tenga

solucion.
1 2
61w7(1)+62x$1) = Yn (@)
2
€1 937(#1 + ﬂffw)l = Yn+1
Por la teoria de sistemas de ecuaciones lineales este sistema admite solucién tnica si el determinante
93(1) x(2) x(l) x(Q)
de la matriz W,, = es diferente de cero, es decir w, = #0
(1) a;(Q) z(l) x(2)
n+1 n+1 n+1 n+1
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Definicién 3.2. Dadas las secuencias xg) Y xg) llamaremos matriz de Casorati de orden n asociada

a la secuencia a

1'7(11) xle)
Wi =W, o) = o
Trntk—1 Tngr—1
(1) (2)
: _ (1) 2y _ _ Tn Tn ~
y a su determinante w(n) = w(xy’, xn ) = detW(n) = O @ casoratiano de las
xn+k—1 xn—i—k—l

SECUENCLas.

EJEMPLO 3.5.

1. Las secuencias ((—1)")nen ¥ (1™ = 1)pen tienen la siguiente la matriz de Casorati de orden n y

casoratiano

n (_1)” 1 n (_1)71 1 n n+1 n
W((-1)" 1) = s w((-=1)" 1) = = (=)D"= (=D)"" =2(=1)"#0
(_1)n+1 1 (_1)7’L+1 1
2. Dadas las secuencias (2] )nen ¥ (25 =)nen, donde 21 y 22 son dos raices no nulas y distintas de

la ecuacién caracteristica asociada a la relaciéon x, = a1 x,—1 + a2 Tp—o, tienen la siguiente la

matriz de Casorati de orden n y casoratiano

2z 2z

n o .n\ __ . n . n\ __ _ n_n+l1 n+l_n _ _n_n

W(zt, z3) = ;w(zys 25) = =22y =2 25 = 2125 (20—21) # 0
n+1 n+1 n+1 n+1
21 22 21 22

(1) (2)

Definicion 3.3. Dos sucesiones zy,’ y xp, , definidas sobre un subconjunto I de nimeros enteros (no
necesariamente soluciones de una relacion lineal) se dice que son linealmente dependientes si existen
(1) (2)

dos constantes, c1 y ca, no nulas simultdineamente tales que ¢1 xy,’ + co xy ' es la sucesion cero sobre

I. Si no existen dichas constantes se dice que las sucesiones son linealmente independientes.

EJEMPLO 3.6. Consideramos las sucesiones ((—1)")pen ¥ (1™ = 1),en. Si fuesen dependientes existirian

dos constantes, ¢ y co, que verifican para cualquier entero positivo n

c1 (—1)”-}-62 1 =0
0

= por ser el casoratiano no nulo (ver Ejemplo previo) ¢; = co =0

c1 (_1)n+1 +col

Por lo que las secuencias son independientes.

Definicion 3.4. Si (zp)nen € (Yn)nen son sucesiones cualesquiera, y c¢1 y ca son dos constantes arbi-

trarias, la sucesion (c1 Tp~+ 2 Yn)nen se llama combinacion lineal de las sucesiones (Tpn)nenN € (Yn)neN-

En general no es sencillo comprobar si dos sucesiones son, o no, linealmente dependientes,
pero en el caso de que ambas sean soluciones de una relacion lineal homogénea de segundo orden la

dependencia esta relacionada con el valor del casoratiano.
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(1, .2

Proposicion 3.3. Sean xy,’ y x,,  dos soluciones de la relacion lineal x, — a1 Tp—1 — a2 o =0, y

la sucesion de sus casoratianos W = (wp,)nen -

1. S 1‘,(11) Y mg) son linealmente dependientes, entonces W es la sucesion constantemente igual a

cero.

2. Si wy = 0 para algin entero m, entonces las sucesiones son linealmente dependientes

Demostracion.

1. Si :L'(l) y x%) son linealmente dependientes, entonces existen constantes, ¢; y ¢o, no nulas simul-

taneamente tales que c; x%) + ¢ :U(2) =0 Vn € N. Sea un entero n cualquiera, entonces el

sistema,
clx()+02x() =0
ot ol = 0

es lineal, homogéneo y con soluciéon (c1, ¢2) no trivial, por lo que el determinante de los coefi-

cientes, es decir w,,, debe ser cero.

2. Si wy, = 0 para algtin entero m, entonces el sistema homogéneo de dos ecuaciones

c1 ( ) 4 c2 xgn) =0
1 2
cLap Fe e, = 0
tiene solucion no trivial (¢, c2) y la sucesion y, = ¢1 xﬁf) + co 3:512) = 0 es solucion de la relacién
Tp — QA1 Tp_1 — ag Tn_o = 0, por lo que xﬁl) y xg) son linealmente dependientes. O

Una consecuencia inmediata es el siguiente corolario.

Corolario 3.1. En las mismas hipdtesis de la proposicion anterior, si wy, # 0 para algin entero m,

(1) (2)

entonces wy, #0 Vn € N, y las soluciones xy,” y x5’ son linealmente independientes.

EJEMPLO 3.7. Si (2]")nen ¥ (25)nen son dos raices no nulas y distintas de la ecuacion caracteristica
asociada a la relacién x,, = a1 x,—1+a2 T,—2, hemos visto en un ejemplo precedente que los casoratianos

eran diferentes de cero, luego las sucesiones (2]")nen ¥ (25 )nen son linealmente independientes.

Teorema 3.1. Toda solucion de x, = a1 Tn_1 + a2 Tn_o puede erpresarse como una combinacion

lineal de dos soluciones fijas linealmente independientes.

Demostracion. Por la Prop. 3.2, dadas dos soluciones de la relaciéon una combinacion lineal de las

mismas es también solucién.

10
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Si xg) y xg) son dos soluciones particulares de la relacion dada, de forma que toda solucion se

S 1 2
puede expresar como combinacién lineal de las dos, y, = ¢1 x%) + co xgl ), entonces las constantes c1 y

¢ deben ser soluciéon de
1) 2 _

Cl1 Tm’ +C2x = . '

(1;n 7(2) " para un m fijo, por lo que el determinante w(mg), xg)) # 0. Por el
Ty TCTy 0 = Yntl

Corolario previo las soluciones 331(11) y xﬁf) son linealmente independientes. 0

Observacion 3.2. Para obtener la solucién de una relaciéon de recurrencia lineal, de segundo orden,

con coeficientes constantes y homogénea se procedera de la siguiente manera:

1. Formar la ecuacién caracteristica y hallar sus raices, z1 y zo.

n—1

2. Obtener la solucion general: ¢ 27 + co 23, 0 bien ¢ 27 +c2 n 27 en el caso de que 21 = 2.

3. Utilizar las condiciones iniciales para determinar ¢; y co.

3.2. Relacion lineal completa con coeficientes constantes

Para resolver relaciones de la forma x, = a1 x,-1 + a2 T,—2 + e,, donde e, depende de n,
veremos un resultado que afirma que toda solucion se puede obtener como suma de la solucién general

de la relacién homogénea méas una soluciéon particular.

(1) (2)

Teorema 3.2. Sea y, una solucion particular de x, = a1 Tpn_1 + a2 Tp—o + €y, Y Sean Ty’ Y Tp,

dos soluciones linealmente independientes de x, = a1 Tp_1 + a2 Tp_o. Entonces toda solucion x.,, de
1 2 ‘

Ty = Q1 Tp_1+0a2 Tn_o+e, puede expresarse como T, = Ci xq(q, ) +c2 33,(@ ) +yn, stendo c1 y co constantes

adecuadas.

Demostraciéon. La sucesion (yp)nen verifica y, = a1 Yn—1 + a2 yn—2 + €, V¥n € N. Si (zp)nen €s
una solucion arbitraria de x, = a1 Tp—1 + a2 Tp—2 + €,, entonces (T, — Y = dyp)nen €s solucion de
Ty = Q1 Tp—1 + a2 Tp—2, sin mas que restar. Por el T?. 3.1 existen constantes, ¢; y c2, de forma que
dy = 1 2 2 giendo 2 v 22 soluciones lineal independi de la homogénea. P

n = C1 Ty, + co xy,, siendo xy,” y xy,’ soluciones linealmente independientes de la homogénea. Por

tanto,

mn:dn+yn:clxgl)—i—cQ:vg)—i-yn Vn €N

O
7n+2
EJjEmpPLO 3.8. Dada la relacién x, = 5 -1 — 6 x,,—2 + 7", vamos a comprobar que y, = 50 es una
solucién particular y determinar la forma de todas las soluciones.
77+ ™ 7 6 35 —6+ 20 49 72
5Yn-1—6yp-ot+7m=5——"06—47""=7""|—-—+1)|=7T""—77"—=T"—-=— =
Yn=170 Y2t 20 20 (20 20" ) 20 20 20 "

11
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Luego, y, es una solucién particular.

La ecuacién caracteristica de la relacién es A2 —5 A +6 = 0, cuyas raices son 2 y 3. Por lo que
1
las soluciones son x,, = ¢1 2" + co 3™ + 2—07 n+2

3.3. Soluciones particulares

En este apartado describiremos el método de variacion de las constantes para encontrar una
solucién particular de la relacién de recurrencia suponiendo que el término independiente, e, es una

funcién polinémica, exponencial o trigonométrica.

I.- Supongamos que e, = (lp+l1n+.. .+lknk) b™ es el producto de un polinomio por una exponencial.
Notese que se incluyen las funciones polindmicas (cuando b = 1) y las exponenciales (con [} =
... =1l = 0) como casos particulares. La forma que adopta la solucion particular depende de las

raices de la ecuacién caracteristica

Tipo de raiz Solucion particular

b no es raiz (Co+ Cin+ ...+ CpnF) b7
b es raiz simple | n(Co+ Cin + ...+ CpnF) b"

bes raiz doble | n? (Co+ Cin+ ...+ Cyn®) b"

II.- Supongamos que e, = b" cosan, o b" senan, es decir que e, es de tipo trigonométrico (si b es
complejo consideramos e, = b™ = [b|"e’™?). La solucion particular la buscaremos entre las que
tienen la forma e,, = b" (A cosna+ Bsenna). En el caso de que b+ ja sean raices de la ecuacion

caracteristica, entonces la solucion particular adopta la forma e, = n b"(A cos na + Bsenna)

EJEMPLO 3.9. En el ejemplo anterior considerabamos la relacién x,, =5 z,,_1 —6 x,_o + 7". Dado que
en = 7" y que 7 no es raiz de la ecuaciéon caracteristica, buscamos una solucién del tipo y, = Cy 7.

Entonces

49

CoT"—5Cy 7" 146 Co Tn — 27" = 7"2 (Cy 7*—5 Cy T4+6 Co—T7%) = 0 = C(49—35+6) = 49 = C = 30

Que resulta ser la solucion particular de la que partiamos.

4. Relaciones de recurrencia lineales de orden superior

Las colecciones de secuencias de datos aparecen en problemas muy variados relacionados con la

Economia, la Fisica, la Biologia o la Ingenieria, en los que se dispone de conjuntos de datos discreto

12
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que se pueden modelizar a través de una relaciéon de recurrencia, por ejemplo unidades anuales de

produccién de cierta materia prima.

Ademas de los tipo de problemas mencionados, también se puede considerar un abanico mucho
mas amplio de cuestiones relacionadas con problemas de la técnica y que se expresan como ecuaciones
diferenciales, o en derivadas parciales. Las soluciones exactas y con condiciones iniciales, a veces, s6lo
se pueden obtener aproximadamente y uno de los métodos es la discretizacién. La idea consiste en
cambiar el conjunto donde varian los parametros (segmento, rectangulo, etc.) por un conjunto discreto
de puntos, o nodos, que formarén redes, o mallas, y las ecuaciones que rigen el fenémeno aplicadas a

los nodos de la malla forman unas relaciones en diferencias, o ecuaciones en diferencias.

4.1. Generalidades

Para tratar de resolver una relacion lineal general con coeficientes constantes de la forma (1)
consideraremos el conjunto de las sucesiones y generalizaremos algunos de los procedimientos vistos en

las secciones precedentes.

Trabajaremos sobre el conjunto de las sucesiones de niimeros reales
Sr = {(Tn)nen: conz, ERyn=1, 2,...}

o de nameros complejos  S¢ = {(wn)nen : con w, € Cyn=1, 2,...}, en el campo de la ingenieria
a cada elemento de los conjuntos anteriores se denomina senial discreta. Como ya comentamos en

ocasiones la sucesion se describe para el conjunto de indices N[ J{0}.
Si la sucesion (zp,)nen verifica que x, =1 Vn € N la denotaremos por (I),en, 0 simplemente (1).
Proposicion 4.1. El conjunto Sy, respectivamente Sc, con la suma y el producto por escalares habitua-

les tiene estructura de R-espacio vectorial, respectivamente C-espacio vectorial, de dimension infinita.

Demostracién. En la demostracion utilizaremos el conjunto Sg, para Sc las consideraciones son
anédlogas. Recordemos que las operaciones mencionadas se definen como:
= Suma: ($n)n€N + (yn)nGN = (l‘n + yn)neN \V/(.Tn), (yn) € Sg

» Producto por escalares: A - (zp)nen = (A Zn)neny V(zn) €ESp y VA ER
La estructura de espacio vectorial (con la suma es grupo abeliano y con el producto por escalares
verifica que es distributiva respecto de los escalares y respecto de las sucesiones, asociativa respecto de

los escalares y elemento neutro para la operacion) es consecuencia de las propiedades de la suma y el

producto de ntimeros reales.

13
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n
La dimension es infinita porque el conjunto {(0, 0,..., 0, 1, 0,...) : n € N} es libre, o
linealmente independiente,y generador, por lo que es base, e infinito. O
Nota 4.1. Recordemos que las sucesiones {(3:,(11)), (:Eg)), e (:L‘%k))} son linealmente independientes
si y s6lo si
M@ nen + X (@ nen + - 4+ M@ nen = Mnen = M =do=... =X, =0

Para estudiar la independencia de un conjunto finito de sucesiones {(zl), (z2),...

analizan submatrices de las matrices infinitas

Proposicion 4.2. Las sucesiones {(:cg)), (3322))7,

si existen k indices, {ni, ..

o) 2P
IOVNE)
ORI

es reqular (tiene rango k, o tiene determinante no nulo).

Demostraciéon. La combinacion lineal )\1(3:,(11)) + /\2(:1:7(12)

OO RN
xgl) $22) xgk)
%(11) 567(12) xgk)

., ng}, en N tales que la matriz cuadrada

(k)

Tnq

(k)

Tngy

(k)

Ty

)+ 4 A (@) = (0), siendo Ap, Ag, .

o (137(1k))} son linealmente independiente si y sélo

oY

elementos del conjunto considerado, R o C, y donde (0) representa la sucesion idénticamente cero, se

puede expresar como

xgl) ng) m(llc)
x21) xé2) :L'gk)
x7(11) $7(12) :Cgk)

Es un sistema lineal infinito y homogéneo, siendo las incognitas A, Ao,

0
A1

0
A2

0
Ak

..., Ak, por lo que siempre

admite la solucién idénticamente cero. La solucién es tnica si y sé6lo si la matriz de coeficientes tiene

rango méximo, es decir k. Decir que la solucién \; = Ay = ... = A = 0 es Tnica, equivale a decir que

14
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{(z}), (22),..., (zF)} son linealmente independiente, si y sélo si existe una submatriz de orden k x k

regular. O

Para estudiar la independencia lineal de funciones de variable continua se utiliza el wronsquiano,
en analogia para el analisis de la independencia de sucesiones consideraremos el casoratiano, cuya

version para dos sucesiones es la Def. 3.2.

Definicién 4.1. Dadas las secuencias {(zL), (x2),..., (z¥)} llamaremos matriz de Casorati de orden

J, conj €N, a

e 22 W
Wy =Wylah @ty o)) =Wl o o) = | e
) (2) (k)
Tivk—1 Titp—1 ~° Tjpp—1
; - A RNE)) (k)y _ (ol 2 k '
y a su determinante, w; = w(z;’, z;”,...,x;") = det Wj(zy, 25,..., (z3)), casoratiano de las
secuencias.

Notese que para cada indice j la matriz de Casorati puede ser diferente.

EJEMPLO 4.1. Dadas las sucesiones {(—2"), (n?), (1")} las matrices de Casorati de ordenes 2 y 5 son

—922 922 1 2 2 1 —-32 25
Wo=W(-22,221)=| —923 32 1 | =| =8 9 1 |; We=W(-2°,5%1)=| 64 36

—24 42 1 16 16 1 —128 49
y los correspondientes casoratianos son ws = —238 y ws = 3360

Como consecuencia de la Prop.4.2

Corolario 4.1. Si el casoratiano de orden h*de las sucesiones {(z.), (x2),..., (zF)} es no nulo, es

decir wp= # 0, para algun h* € N, entonces son linealmente independientes.

Demostracion. Si existe un indice h* € N, con wp+ # 0, entonces la submatriz con indices consecutivos

desde h* hasta (h + k — 1)*, que es la matriz de Casorati de orden h* de las sucesiones, es regular. [J

Observacion 4.1. Si bien que un casoratiano sea no nulo implica que las sucesiones sean linealmente
independientes, el reciproco no es cierto, es decir puede ocurrir que todos los casoratianos sean nulos
y que las secuencias sean linealmente independientes, por ejemplo si z = (1,0,1,0,0,0,0,...) e y =
(1,0,0,0,0,0,0,...), entonces todos los casoratianos son cero y sin embargo existe una submatriz de

orden 2 x 2, la formada por los indices 1 y 3, regular.
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Proposicion 4.3. Sean r1,79,...,7, € C — {0} todos diferentes entre si, i.e. vy # 1; si i # j,
con i,j € N, entonces el conjunto de p secuencias, con p > 1, {(r{)nen, (73 )nen; - - -, (rp)nen} es

linealmente independiente.

Demostracion. El caso p = 1 es trivial y el caso p = 2 esta desarrollado en el Ejemplo 3.5(2). Para

el caso general se puede comprobar que

rn To - Tp
noo..n n T% T% o T127 -
'11)1:11}1(741,7’2,...,7“1))): ) ) . . =TLT2 " Tp H(Tz_/,«])#o
S : : =1
1>7
p P p
T2 Tp
donde la tdltima igualdad es consecuencia de ser las constantes no nulas y diferentes. U
Proposicion 4.4. Sir € C—{0}, entonces el conjunto de p+1 secuencias {(r"™)nen, (M7 )nen, - - - » (MPT™)nen},
con p > 1, es linealmente independiente.
Demostracion. El casoratiano de primer orden para las p + 1 secuencias (r™), (nr"),...,(nPr") es
r r e r
0o " 72 272 ‘e 2Py2
w1:w1(7’1, T2, ) rp)):
P+l (p—|— 1)rp+1 (p—i- 1)p+17,p+1

Sacando factor comin r en la primera fila, 72 en la segunda y asi sucesivamente hasta r?*! en la tltima

fila obtenemos

1 1 1
1 2 op

wy =rr?.. Pt :r% Ap+1:1!2!---(p—1)!p!r%
L (p+1) - (p+1)PH

donde la ultima igualdad es consecuencia de que A,11 es un determinante de tipo Vandermonde, con

lo que wy # 0. O

4.2. Soluciones y condiciones iniciales

Recordemos que la relacion de recurrencia lineal de orden k con coeficientes constantes es

Tp =01 Tp—1 + a2 Tn—2 + ...+ 0k Tn—k +€n
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para n > k y donde a1, as, ...,ar son constantes reales, o complejas, fijas y ar # 0. En el caso de que

el término e,, sea cero diremos que la relaciéon es lineal y homogénea.

Si ademas, se conocen algunos valores z1, . . . , Zp,, que llamamos condiciones iniciales, podremos

determinar una solucion, es decir secuencia, () ),en, que verifique la ecuacion y las condiciones iniciales.

El siguiente resultado generaliza el caso de las relaciones homogéneas de segundo orden de la

Prop. 3.2.

Proposicion 4.5. El conjunto, S, de soluciones de la la relacion de recurrencia lineal de orden k con

coeficientes constantes homogénea, T, = a1 Tp_1+ a2 Tp_o~+ ...+ ap Tn_g, €s un subespacio vectorial

de Sc.

Demostracion. Evidentemente la sucesion constantemente igual a cero, (0), es una de la soluciones.

Sean () e (yn) soluciones de la ecuacion, entonces
Tp =01 Tp—1+a2 Tp—2+ ...+ Ak Tp—k

Yn =01 Yn—1+ 02 Yp—2+ ...+ Qg Yn—k

Sean A\, u € C y sea la sucesion (z, = ATy, + 1Yn)neN-
ar Zn—1+a2 zn—2+. ..+ ag 2n—p = a1 (Aep_1+pyn—1)+a2 (Aep_2+pyn—2)+...+ar (Ap_p+puyn—i) =

=XMNay xpn—1+as Tpo+ ...+ ak Tp_p) + p(ar Yyn—1+ a2 Yn—2+ ...+ a4k Yn—k) = A Tp + 1 Yo = 2n

Luego, (Azy, + pyn)nen €s solucion y por tanto S es subespacio vectorial de Sc. O
Proposicion 4.6. Sean ng € N, suele ser ng = 1, y c1,...,¢c, € C constantes cualesquiera con
Tny = Cl, Tpg+l = C2,...,Tpo+k—1 = Ck. Entonces existe una unica solucion de x, = a1 Tp—1 +

a3 Tp_o~+ ...+ ag Tp_k + en y cumpliendo las condiciones dadas.

Demostraciéon. La obtencion de la solucién se realiza iterativamente hacia adelante y hacia atras a

partir de los valores conocidos y, ademas, es tinica por construccion.

Si n>ng+k = xp=0a1 Tp1+a2 Tp—2+...+a Tp_i+en

. Ttk — A1 Tpt+k—1 — A2 Tnpk—2 — --- — A1 Tn—1 — Entk
Si n < ng = T, = nt nt nt L nt
ag

g

Observacion 4.2. Se puede demostrar que la dimension del subespacio vectorial S formado por las

soluciones de la la relacién de recurrencia lineal de orden k con coeficientes constantes tiene dimension

k.

17



Matematica Discreta (UPM). Curso 2010/11. 2° semestre Martin, E.; Méndez, A.; Ortiz, C.; Sendra, J.

Teorema 4.1. Sea y, una solucién particular de la Relacion 1. Entonces, z, es solucion de la Relacion

1 sty sélo si yn, — 2z, €s solucion de la relacion homogénea asociada.

Demostracion. Se deja como ejercicio. O

Noétese que las soluciones de la relaciéon completa se obtienen como suma de una solucién

particular de la completa y alguna solucion de la relacion homogénea asociada.

A continuacion enunciamos sin demostraciéon un resultado que generaliza el de la Prop. 3.3.

(1) (2 (k)

Proposicion 4.7. Sean x5/, xn ,..., Ty  k soluciones de la relacion lineal homogénea
Tp =01 Tp—1+0a2 Tpn-2+ ...+ Ak Ty—k,
y la sucesion de sus casoratianos W = (wy)nen. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. x%l), mg), ... ,xf{“) son linealmente independientes.

2. W es la sucesion constantemente igual a cero, es decir w, =0 Vn € N.
3. wy = 0 para algin entero m.

Observacion 4.3. Al igual que para resolver las relaciones de recurrencia lineales de segundo orden
con coeficientes constantes procederemos a calcular todas las soluciones de la ecuaciéon homogénea
(siguiente subseccion), después trataremos de hallar una solucién particular y, por ultimo, determinar

las constantes para que se verifiquen las condiciones iniciales impuestas.

4.3. Relaciéon lineal homogénea con coeficientes constantes

Para hallar la solucién general de la relacion homogénea obtendremos k soluciones linealmente

independientes a partir de las raices de la ecuacién caracteristica.

Definiciéon 4.2. Dada la relacion de recurrencia lineal y homogénea de coeficientes constantes
Tp — Q1 Tp—1— Qa2 Tno — ...+ af Tp_pp =0

llamaremos ecuacion caracteristica asociada, a la expresion
k k-1 k-2

¥ —a1 " —ay " — ... —ap_1x—ap,=0 (5)

El polinomio P(\) = Ne—ap Mt —qo N2 —ap_1 A—ap  se denomina polinomio caracteristico

Y a sus ceros raices caracteristicas.
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Nota 4.2. Esta definicion amplia la dada para relaciones lineales de orden dos.

Se considera primeramente el caso de que las k raices caracteristicas sean diferentes entre si y,

a continuacién el caso de multiplicidad de dichas raices.

Proposicion 4.8. Sea la relacion x, — a1 Tp_1 — a2 Tpn_o — ...+ ap Tp_p = 0. Si XA es raiz de la
ecuacion caracteristica, entonces xp, = A" es una solucion de la relacion dada.

Demostracion. Se utilizan los mismos argumentos de la Prop. 3.1. g

Proposicion 4.9. Sea la relacion x, —aq1 Tn_1—a2 Tpn_o—...—ag Tpn_p = 0. St A1, Ao, ..., A\ son las

raices de la ecuacion caracteristica y son distintas entre si, entonces la solucion general de la relacion

dada es
Ty = Al)\? + AQ/\S + ...+ Ak)\z,
siendo A1, Ao, ..., A constantes arbitrarias.
Demostraciéon. El conjunto G = {(A7)nen, (A5)neN,--., (A} )nen} es linealmente independiente

(Prop. 4.3). Ademaés, segtin la Observ. 4.2, la dimension del conjunto de soluciones es k, con lo que
G es una base y cualquier elemento se puede expresar como combinacion lineal, es decir de la forma

EJEMPLO 4.2. Consideramos la relacion lineal homogénea de orden tres z,, = 6 x,_1—11 z,,_9+6 T, _3

con las condiciones iniciales g = 2, 1 =5 y x2 = 15, que denotaremos por P1

Tp =6 xp—1—11 2o +6 x,_3 (Pl)
330:2, 1‘1:5, $2:15

El polinomio caracteristico es P(A) = A3 —6 A2+ 11 A —6 y sus raices \; = 1, A2 = 2y A3 = 3, que son
distintas, entonces la solucién general es x, = A1 1™ 4+ Ay 2™ + A3 3™. Para determinar las constantes,
Aj;, utilizamos las condiciones iniciales y se forma el sistema

xrg = 2 = A1+ A+ As

T = 5 = A1+A4224+433 p=>A1=1 Ay=-1, A3 =2

xg = 15 = A1 +A24+A39

Luego la solucién al problema P1 es x, =2-3" — 2" 4 1.

A continuacién abordamos el caso de que las raices de la ecuacién caracteristica sean miltiples.

Definiciéon 4.3. Dado el polinomio P(x) con coeficientes en C, es decir P(x) € Clx], diremos que

A € C es una raiz mailtiple de orden h de la ecuacion P(x) = 0, si P(x) = (z — \)" Q(x), con

Q(z) € Clz] y Q(A) # 0.
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Proposicion 4.10. Sea el polinomio P(x), con P(x) € Clz]. A € C es una raiz miltiple de orden h
de la ecuacion P(z) = 0 si y solo si P(\) =0, P'(A\) =0, ..., PP~ (X)) =0y P®(\) #0.

Demostracion.

=) Si P(z) = (x — \)"* Q(z) evidentemente P(\) = 0. P'(z) = (x — N)" Y (h Q(z) + (z — \) Q'(x)
y P'(\) = 0. Continuando con el proceso llegamos a que PP~1(z) = (z — X\)(h(h — 1)---2 Q(z) +
(x — V)P QU—1(z)) y PP=1(X) = 0. Por ultimo, P"(z) = h! Q(z) + (z — )" Q"(z), por tanto
P"(X\) = h! Q(\) + 0 # 0 porque Q(\) # 0.

<) Si el grado del polinomio P(x) es n el desarrollo en serie de Taylor alrededor de A es

| PUY) | PR P\
hl h+Dl T Tl

Plz) = (z =) = (- \)" Q(2)

Obteniéndose el resultado con Q(x) la suma entre corchetes. U

Proposicion 4.11. Si A es una raiz no nula con orden de multiplicidad h (h > 1) de la ecua-
cion caracteristica de la relacion x, = a1 Tp—1 + a2 Tp—2 + ... + ax Tp_p, entonces el conjunto

{A)nen, (A ) nen, - - -, (RP7IN) en} es un conjunto de soluciones linealmente independientes.

Demostraciéon. Son independientes por la Prop. 4.4.

Queda como ejercicio demostrar que sim € {0,1,2,...,h—1}, entonces la secuencia (n™A\"),en

es soluciéon de x, = a1 Tp_1 + a9 Tn_o+ ...+ ag Typ_k. O

Corolario 4.2. Sea la relacion x, = a1 Tp—1+ a2 Tp—o+ ...+ ag Tp_k, con polinomio caracteristico
P(x). Si las raices no nulas son A\i, Ag,..., N con orden de multiplicidad hy, ha,..., h;, respectiva-

mente, y h1 + ho + ...+ hy = k, entonces la solucion general de la relacion dada es
Ty = (An/\? + A1 nAT 4+ ..+ Ay, nhlfl)\’f) +...+ (An)\? + A nA] + ..+ App, nhHA;L)

siendo Ay constantes arbitrarias.

EJEMPLO 4.3. Sea la relacién lineal homogénea de orden tres x, = —3 z,,_1 — 3 T,,_2 — 6 x,,_3 con las
condiciones iniciales zg = 1, 1 = —2 y 9 = —1, que denotaremos por P2
Tpn=-3Tp-1—3Tp2—6xy 3 (PQ)
ac():l, 1}1:—2, x2=—1
El polinomio caracteristico es P(A\) = A> +3 A2+ 3 A+ 1 y su tnica raiz es A\ = —1, con orden de

multiplicidad 3. Entonces la soluciéon general es z, = Ay (—=1)" + Az n (=1)" + Az n? (—1)". Para
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determinar las constantes usamos las condiciones iniciales, obteniendo

ro = 1 = A1
r = -2 = *Al —9 *Ag - Al = 17 A2 = 37 AS =-2
Tro9 = -1 = A1+A22+A34

Luego la solucién al problema P2 es z, = (—1)" +3 n(—=1)" =2 n?(=1)" = (=1)" (-2 n? +3 n+1).

4.4. Soluciones particulares

Como ya se ha mencionado las soluciones de una relacion lineal completa se obtienen como suma
de una solucién particular de la completa y alguna solucién de la relacién homogénea asociada. En este
apartado describiremos dos métodos de calculo de soluciones particulares, el método de variacién de

las constantes, que ya se mencion6 en la Seccion 4.3 y el método de reducciéon a ecuacion homogénea.

El método de variaciéon de las constantes que exponemos es para encontrar una solucién par-
ticular de la relacién de recurrencia suponiendo que el término independiente, e,, es una funcion

polinémica, exponencial o trigonométrica.

[.- Supongamos que e, = (lp+Il1n+.. AUnk ) b™ es el producto de un polinomio por una exponencial
(polinémicas con b = 1 y exponenciales con [; = ... =1 = 0). La forma que adopta la solucion

particular depende de las raices de la ecuacién caracteristica

Tipo de raiz Solucién particular
b no es raiz (Co+ C1n+ ...+ CpnF) b"
b es raiz simple n(Co + Cin + ...+ CpnF) b»
b es raiz miltiple de orden h | n® (Co+ Cin 4+ ...+ Cpn®) b7

I1.- Si e, es de tipo trigonométrico, e,, = b™ cosan, o b sen an. En caso de que b sea complejo consi-
deramos e,, = b" = |b|"e’™?). La forma de solucion particular es e,, = b™(A cos na+ B senna). Si
b=+ ja son ademés raices de la ecuacion caracteristica de orden h, entonces la solucién particular

adopta la forma e, = n"~! b"( A cos na + Bsenna)

EjEMPLO 4.4. Con objeto de ilustrar el método consideraremos el caso de relaciones de orden dos.
Analizaremos la forma de soluciones particulares de la relacion lineal homogénea de orden dos x,, =

6 Tn1—9 T2+ e, cuando e, = 3", e, =n 3", e, = n?2" y e, = (n? +1)3".

El polinomio caracteristico es 22 — 6z + 9 y la tinica raiz (doble) es x = 3. Por lo que la solucién

general de la ecuaciéon homogénea es x,, = A1 3" + Ay n 3™.

Para la forma de la solucién particular se debe tener en cuenta si las raices caracteristicas

intervienen en e,.
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1. Si e, = 3", y puesto que 3 es raiz doble del polinomio caracteristico, la solucién particular sera

de la forma y,, = B n? 3". Sustituyendo en la relaciéon y operando
Bn?3"=6B (n—1)23""1-9B (n—2)?3""243" = Bn?3" = 2B (n—1)23"—B (n—2)? 3" +3"

Dividiendo por 3™ e igualando los coeficientes de los polinomios de grado tres en n obtenemos

1 1
B = 3 Luego, la solucién es z, = 3 n2 3"+ A; 3"+ Ay n 3"
2. Si e, =n 3", por ser 3 raiz caracteristica la forma de la solucién particular es y,, = n?(Bn+C)3".

3. Si e, = n? 2", por no ser 2 raiz caracteristica la forma de la soluciéon particular es y,, = (Bn? +

Cn + D)2".

4. Sie, = (n?+1)3", por ser 3 raiz la forma de la solucién particular es y,, = n?(Bn?+ Bn+ C)3".
Como ejercicio calcula las constantes, si existen, de los tres tltimos casos.

El segundo método consiste en realizar una combinacién lineal de las relaciones de recurrencia
desplazadas de forma que se obtenga una relaciéon lineal homogénea, aunque de grado superior, que

puede resolverse en ocasiones.
Proposicion 4.12. §i (xS)) es solucion de Ty, = a1 Tpn_1+ a2 Tpo+ ...+ ap Tpn_p +€n Y (J:g))
1) (2)

es solucion de xp, = a1 Tp—1 + a2 Tpn-o + ...+ ag Tu_p + fn, entonces (zy,’ + xy,’) es solucion de

Tp =01 Tp1+a2 Tno+...+ap Tn_p+en+ fr

Demostraciéon. Por ser soluciones de los problemas mencionados se verifica que

1)

n—2

2P = a; :cgi)l + a SCSZQ +...+ag x(2)k + fa

n—

1)

(1) 1) W e

Tp' =a1 2, 1 taxx +...+apx

(2) (2)

Sumando obtenemos z” + 22 = al(ajg_)l +a,7)+ ag(a:;l_)Q +a:7(12_)2) +...4ag (xg_)k +x," ) +ent fo

O
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