Capitulo 7

Dinamica Analitica

La dinamica analftica comprende una serie de métodos cuya caracteris-
tica principal es el tratamiento puramente abstracto, analitico, de los sis-
temas mecdanicos. De esta forma, se separan al maximo las consideraciones
fisicas y geomeétricas necesarias para definir el movimiento, de las puramen-
te matemaéticas para plantear y solucionar las ecuaciones. Las primeras son
necesarias para formular las coordenadas, enlaces y magnitudes cinéticas
de un sistema dado; una vez realizada definicién de un sistema mediante la
adecuada seleccién de las magnitudes anteriores, los métodos de la mecanica
analitica permiten obtener las ecuaciones de la dindmica (o las condiciones
de la estética en su caso) de forma casi automatica.

El iniciador de estas técnicas fue Joseph Louis Lagrange, a partir de la
publicacién de su obra Mécanique Analytique' en 1788. Lagrange introdujo
numerosos conceptos empleados hoy dia en la mecanica y en las matemati-
cas: formulé las ecuaciones que llevan su nombre para la dindmica; colocéd
sobre bases sélidas el calculo de variaciones; fue el inventor de las palabras
derivada y potencial; etc.

Otra figura clave en la mecénica analitica fue William Rowan Hamilton,
ya en el siglo XIX (1805-1865). En su obra buscé una gran generalidad,
desarrollando una teoria por la que el movimiento se puede reducir a la
«busqueda y diferenciacion de una séla funcion» (la integral de la acciéon
S). El punto de vista de Hamilton resulté muy fértil, resultando basico para
otros campos como la mecanica cuantica, desarrollada posteriormente en el
siglo XX.

'En ella, Lagrange se vanagloriaba de que no habia ninguna figura, como botén de
muestra de que los métodos propuestos estaban libres de casuistica geométrica o topolé-
gica.

7.1
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7.1. Coordenadas Generalizadas

Un planteamiento basico de la mecanica analitica es la descripcion de
los sistemas mediante «coordenadas generalizadasy.

DEFINICION: Se denominan coordenadas generalizadas a un conjunto cual-
quiera de pardmetros {q;, i = 1,2,...,n}, que sirven para determinar de
manera univoca la configuracion del sistema.

Estos parametros en principio pueden ser cualesquiera, sin necesitar ser
homogéneos en cuanto a dimensiones. Por ejemplo, se pueden mezclar longi-
tudes, dngulos, etc. Una idea clave, subyacente en la eleccion de coordenadas
generalizadas, es que éstas pueden englobar en su propia eleccién los enlaces
del sistema (todos o al menos una parte de ellos). De esta forma se consigue
una doble ventaja: por una parte, el nimero de parametros es menor que
el correspondiente directamente a las coordenadas de todas las particulas.
Por otra, el nimero de ecuaciones de enlace se ve igualmente reducido.

Un conjunto de coordenadas {g;} se denomina «librey cuando se pueden
variar de forma independiente entre si; es decir, si las variaciones de las
mismas, {dg;}, se pueden escoger de forma arbitraria. Caso de que no sea
asi, serd porque existe alguna ligadura que relacione dichas coordenadas,
bien de tipo holénomo o no holénomo.

Cuando las coordenadas generalizadas no sean libres, se deberd a que
subsisten condiciones de enlace formuladas de manera explicita. Estas se
traduciran en relaciones entre las ¢; (y también sus derivadas ¢; para enlaces
no holénomos). Debido a estas ligaduras el namero de grados de libertad es
en realidad menor que n. Por el contrario, si las coordenadas son libres, su
ntmero es precisamente el namero de grados de libertad del sistema.

Por ejemplo, en el sistema plano rigido de la figura 7.1, al tener una
articulacion, basta con una unica coordenada angular (n = 1; ¢ = 6).
En esta eleccion ya quedan englobados implicitamente los enlaces, tanto
los internos (ligaduras de solido rigido) como los externos (articulaciéon). El
sistema tiene un grado de libertad.

Supongamos ahora el caso general de un sistema con un numero finito
de particulas (), sujeto a m ligaduras holénomas y k anholénomas. Sera
posible su descripcién mediante un conjunto més reducido de n = 3N —m
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Figura 7.1: El movimiento del solido arti-
culado de la figura queda descrito por una
inica coordenada generalizada, el dngulo
0. De esta forma se engloban todos los en-
laces, tanto internos (ligaduras de solido
rigido) como externos (rétula cilindrica

en O).

parametros o coordenadas generalizadas. Esqueméticamente:

{mi, T, 1= 1,...,N}
+

m enlaces holénomos
+

k enlaces anholénomos

0

{m;, i=1,...,N}, {qgj, 5=1,...,n}.
+

k enlaces anholénomos

Esta reduccion en el numero de coordenadas se efectiia gracias a la elimina-
cién de los m enlaces holénomos, que quedarén implicitos en la eleccién de
las coordenadas generalizadas. Por el contrario, los k enlaces anholénomos
no es posible eliminarlos, debiendo quedar planteados de forma expresa.

Un caso extremo de reduccién en el nimero de coordenadas es el del
solido rigido. Considerado como un medio continuo, es infinitamente sub-
divisible, teniendo por tanto un nimero infinito de particulas y por tanto
de coordenadas. Sin embargo, recordemos (apartado 6.1) que los enlaces
internos del solido (distancia constante entre dos particulas cualesquiera)
permiten reducir el nimero de coordenadas generalizadas del sélido a 6.

En general, existirdn unas relaciones entre los vectores de posicion de
cada particula y las coordenadas generalizadas del tipo:

TZ‘:Ti<q]‘,t) (i:1,...,N; j=1,...,n) (71)

A los vectores de posicion de cada particula {r;} los denominaremos, por
extension, «coordenadas vectorialesy. Esta claro que éstas son equivalentes
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a definir las 3N coordenadas cartesianas correspondientes. Por otra parte,
éstas solo serdn libres para un sistema sin ligadura ninguna; en cualquier
otro caso, no formardn un conjunto libre.

Podra existir dependencia del tiempo en la definicién de las coordena-
das generalizadas (7.1) cuando se hayan tomado sistemas de coordenadas
moviles, o bien cuando haya enlaces moéviles.

A partir de las relaciones (7.1), las velocidades se obtienen derivando:

or; dq] arl
Z 90, TR (7.2)

: : . . dgj
llamandose por extension «velocidades generalizadasy a los términos —2 =

) dt
aj.

EJEMPLO 7.1: Se considera un sistema formado por dos masas puntuales
(m1, mg2) unidas entre si por un hilo sin masa de longitud ¢, estando m; a su
vez unida a un punto fijo O por un hilo de igual longitud (péndulo doble). El
conjunto se mueve en un plano vertical. Obtener los grados de libertad y las
las coordenadas libres del sistema asi como la expresion de las coordenadas
cartesianas en funcién de ellas.

Figura 7.2: Definicidn de coorde-
nadas y grados de libertad en un
péndulo doble

Solucion. El sistema tiene dos particulas en un plano, cuya configuraciéon
en principio estara fijada por sus coordenadas (z1,y1) y (22,y2). Existen
dos enlaces holénomos que definen la distancia fija £ entre m; y O y entre
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moy mq:

2 =23 + a3,

52 = (xg — .%'1)2 + (.ZL'Q — 1‘1)2 .

Por tanto el sistema tiene dos grados de libertad. Al tratarse de un sistema
con enlaces holénomos es posible encontrar un conjunto de 2 coordenadas
generalizadas libres. En efecto, podemos considerar para ello los dngulos
(61,02). En funcion de ellos las coordenadas cartesianas se expresan como:

x1 = £senb, y1 = —Lcosby;

To = £senfq + £senbsy, yo = —Lcosfy — Lcosby.
O

EJEMPLO 7.2: Se considera ahora dos masas mg y mp unidas por un hilo
sin masa de longitud constante ¢. La masa mg se mueve segiin una recta ho-
rizontal con velocidad impuesta v, mientras que m; permanece en el mismo
plano vertical. Obtener los grados de libertad y las las coordenadas libres
del sistema asi como la expresiéon de las coordenadas cartesianas en funcién
de ellas.

Figura 7.3: Definicion de coordenadas

mo, y grados de libertad en un péndulo cu-
To + vt ya base tiene un movimiento prescri-

to, con velocidad constante v. Se con-
stdera que en el instante inicial la po-
sicion de mo es xg.

Solucion. El sistema consta en principio de dos masas, aunque la primera
tiene su movimiento totalmente prescrito, por lo cual no es objeto de estudio
mediante las ecuaciones de la dindmica. La otra masa tiene dos coordenadas
cartesianas (71, y1) sujetas a un enlace holénomo, £ = x2 + 232, por lo cual el
sistema posee un solo grado de libertad. Podemos tomar como coordenada
libre el d4ngulo 0, expresandose:

r1 =x0+ vt +Lsenf; 1y = —Lcosb.
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Se observa en la ecuacion anterior que la expresion de x; depende explici-
tamente del tiempo. Esto es debido al enlace moévil (movimiento impuesto)
de mg. Asimismo, podemos considerar que el sistema de coordenadas (ge-
neralizadas) para definir la posicion de m; es movil, ya que el origen de las
coordenadas polares esta en mg. ]

EJjempLO 7.3: Establecer los grados de libertad, coordenadas generalizadas
v enlaces de un sistema formado por dos particulas A y B, unidas por una
varilla rigida sin masa de longitud [. El conjunto se mueve sobre un plano
horizontal liso, existiendo en A un pequeno cuchillo que obliga a que ese
punto se mueva segun la direccion de la varilla (figura 7.4).

Figura 7.4: Sistema de dos particulas A y
B, unidas rigidamente, con cuchillo en el
apoyo de A que materializa un enlace an-
holonomo.

Solucion. Al estar en un plano, se precisan en principio 4 coordenadas carte-
sianas para definir la configuracion, {x 4,y4,zp,yp}- Estas se hallan sujetas
a 2 condiciones de enlace. Primeramente, el enlace holénomo correspondien-
te a la varilla rigida entre A y B
(w5 —xa)* + (yp —ya)* = 1%,

Por otra parte, la condicién de apoyo mediante el cuchillo de cargas en A
resulta en imponer que la velocidad de este punto lleve la direccién de la
varilla, lo que constituye un enlace anholénomo:

—&A(yB —ya) + ya(rp —x4) = 0.

El sistema posee por tanto 2 grados de libertad. Podrian escogerse coorde-
nadas generalizadas que eliminen el enlace holonomo (aunque no el anholo-
nomo). Tomaremos para ello las coordenadas del centro de masas (x,y) y el
angulo 0 formado con el eje x, un total de tres coordenadas. En funcién de
éstas, la velocidad de A se expresa como vy = (a:—l—%@ sen 0)i+(y—§é cosf)g,
y la normal a la varilla es n = —sen 61+ cosf j. La condicién del enlace es
v, - 1 = 0, resultando

—isenf + ycos — é& =0. (7.3)
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De esta forma, el sistema queda definido por tres coordenadas generalizadas
sujetas a una ecuacion de enlace anholéonomo. A pesar de que tiene dos
grados de libertad, debido a la naturaleza de este enlace no es posible definir
explicitamente un conjunto de dos coordenadas libres. O

7.2. Ecuaciones de Lagrange

7.2.1. El Principio de D’Alembert en Coordenadas Genera-
lizadas

Sea un sistema sometido a enlaces lisos. El principio de D’Alembert
(6.65) expresa:

N
Z(fi —m;;) - 0r; =0, V{dr;} compatibles. (7.4)
i=1

En esta expresion f, incluyen sélo las fuerzas activas, excluyendo las reac-
ciones de los enlaces lisos.

Considerando una variacion «d» (es decir, infinitesimal y a tiempo cons-
tante) de las coordenadas en (7.1), se obtienen los desplazamientos virtuales:

" Or;
or; =Y —dq;, i=1,...,N. (7.5)
X 8qj
J=1
) y : . Or
Noétese que en esta expresién no existe término Eét, ya que ot = 0 para

un desplazamiento virtual. La variacién § se realiza en un instante fijo de
tiempo, no a lo largo del movimiento. En esto difiere de los desplazamientos
infinitesimales reales a lo largo del movimiento, que serian

i,y O

dr; = dg;
r qj—i-at

— dt.
0q;

j=1
Sustituyendo (7.5) en (7.4) y reorganizando el orden de las sumas ¢, j:

n

N or
2|2 i g

N
i . Or; .
o E mgt; - ai dqj =0, V{dg;} compatibles. (7.6)
j=1 Li=1 J

i—1 j

Analicemos con mayor detalle cada uno de los dos términos dentro del
corchete en esta expresiéon. El primero define unos coeficientes escalares que
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llamaremos «Fuerzas generalizadas»:

e or; .
de:foi'i. j=1,...,n. (7.7)

Es inmediato comprobar que (); son precisamente los coeficientes de dg; en
la expresic’)n del trabajo virtual 6W:

n N
SW = ZfZ Sri = Zfz a”’ - z; (2 £ gg) 5qj. (7.8
j=1 \i=

El segundo término de (7.6) se puede expresar como:
N

8’1“2' . d 87“2'
mir; - miT; - — mir; - — 7.9
Z qj dt (Z (9%‘) ; de (an> ( )

Para 10 que sigue, debemos precisar que consideraremos la dependencia
funcional de todas las magnitudes cinéticas sobre el conjunto de variables
independientes (g;,¢j,t). Esta aclaracion precisa el significado de las de-
rivadas parciales. Asi, 0/0q;(-) indicara la derivada parcial respecto de la
coordenada ¢;, manteniéndose constantes el resto de coordenadas gj, (k # j)
asi como las velocidades ¢; y el tiempo t.

Para continuar el desarrollo de la expresion (7.9), establezcamos antes
dos igualdades que serd necesario emplear:

94, 0
Demostracion. En efecto, desarrollando el primer término,
e
8'i:'1 . Z (97“, . 87“1 Z 8?‘, L 77, =
9q; 8q] = 8% 8qk 9q;

9 i &ri i (9’)"‘1'
’ dt aqj‘ N aq]'.
Demostracidon. En efecto, desarrollando ambos términos por separado:

d [0r; " 0% 0r;

5 (50) = g

dt 8qj — quaqk aqj‘at

87."1 81“1 . - 82’Pi . 82’Pi
J— — + ,
dq;  Dg; LZ g, ] ; Dgr0g; " Dty
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siendo ambas expresiones iguales, por la igualdad de las derivadas

cruzadas. O
Empleando estos dos resultados y la definicion de energia cinética, T def
SN $m;Z, la ecuacion (7.9) resulta:

N N N
or; d . 0r; or;
m;T; = = m;r; - m;T;
; 0q; dt¢ <; qu> ; 0q;
d /oT oT
=— | — | - =— .1
i l5i,) o (710

Finalmente, empleando (7.7) y (7.10), el principio de D’Alembert (7.4) que-
da expresado en coordenadas generalizadas como:

“~[d foT\ oT .
Z [dt (3%> "o Qj:| dq; =0, V{dg;} compatibles (7.11)

J=1

Esta expresion, al tratarse del principio de D’alembert, puede ser conside-
rada por tanto como ecuacion fundamental de la dindmica.

Conviene notar que en (7.11) no se emplean fuerzas fisicas en ningun
término. Tan s6lo entran los coeficientes Q);, fuerzas generalizadas, calcu-
ladas directamente a partir de la expresion (7.7) o como coeficientes del
trabajo virtual JW (7.8) segtun se ha dicho. Al igual que en el principio
de D’Alembert, en la definicién de @); tampoco intervienen las fuerzas de
reaccién de los enlaces lisos, que no realizan trabajo virtual.

7.2.2. Forma bésica de las Ecuaciones de Lagrange

La expresion (7.11) es completamente general por lo que se puede aplicar
a cualquier sistema, tanto con enlaces holénomos como no holénomos. En el
caso en que todos los enlaces sean holdnomos, sera posible siempre establecer
un conjunto de coordenadas libres {g;}, en el que las variaciones {dg;} se
puedan escoger de manera arbitraria, manteniendo la compatibilidad con
los enlaces. En este caso, (7.11) equivale a enunciar que cada uno de los
coeficientes de las {d¢g;} ha de anularse:

d (OT\ oT .
(ﬁ(aqj)_aqj_cgj, G=1,...,n). (7.12)

Estas expresiones son las llamadas ecuaciones de Lagrange, en su forma
bésica.
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OBSE

RVACIONES:

En (7.12) existe una ecuacion por cada grado de libertad, por lo que
la eleccién de coordenadas generalizadas libres conduce directamente
al minimo nimero de ecuaciones dindmicas.

Se trata de ecuaciones diferenciales de segundo orden (al existir deri-
vadas temporales de los términos 07'/0¢;, que dependen, a su vez, de
G;)-

De las ecuaciones (7.12) han quedado eliminadas todas las reacciones
de enlace que no realizan trabajo virtual, correspondientes a los enla-
ces lisos. Esto contrasta con las ecuaciones procedentes de los teoremas
Newtonianos en las que, en principio, deben considerarse también es-
tas reacciones.

Una vez evaluadas las expresiones de T' y de ()j, las ecuaciones de
Lagrange se pueden obtener de forma automética sin més que apli-
car las reglas analiticas de derivaciéon correspondientes a (7.12). Es
posible incluso automatizar su obtencién mediante una programacion
adecuada de sistemas de matemética simbélica, como MAPLE, MAT-
HEMATICA, MACSYMA, etc.

T
El significado fisico del término % (g) en (7.12) es el de las fuerzas
j

de inercia. Para comprobarlo, tomemos como coordenadas las propias
coordenadas vectoriales r;:

d/or\ dlo (&1 ., d. . )

Por ultimo, los términos 07'/Jq; pueden interpretarse como fuerzas
ficticias procedentes de la eleccién de coordenadas generalizadas {g;}.
En caso de que éstas sean simplemente las componentes cartesianas de
los vectores {r; }, desaparecerian. Estas fuerzas se anaden a las fuerzas
generalizadas @; en la direcciéon de g;.

7.2.3. Caso en que las fuerzas provienen de un potencial.
Funcién Lagrangiana
Si las fuerzas aplicadas proceden de un potencial V,

ov
8ri ’

fi=—grad,V =
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las fuerzas generalizadas tendran entonces la expresion:

N

N
def 87"i oV 87"Z' ov

,:E . :_E - . =_—_, 7.13

Q] — fz aq] — aTi aq] 8q] ( )

En lo que sigue, admitimos la hipotesis de que el potencial V' depende de
las coordenadas y posiblemente del tiempo?, pero no de las velocidades?:

V =V(g,t) =V(rst).

Sustituyendo (7.13) y agrupando términos, las ecuaciones de Lagrange
(7.12) se pueden escribir como:

d <8T> AT V)

el =0 ) =1,... .

Se define la funcidn Lagrangiana como:

. def .
L(gj, dj,t) = T(g5,45,t) — V(g t);

al no depender V' de las velocidades, se verifica 0T'/0¢; = OL/0q;. De esta
forma, las ecuaciones quedan finalmente:

d /0L oL
— =) - = = i=1,...,n). .14
dt (8%) dq; 0. o) (7.14)

Estas expresiones constituyen las ecuaciones de Lagrange en su forma estan-
dar, aplicables para sistemas en que las fuerzas provienen de un potencial.

Es necesario comprender la importancia de la funcién Lagrangiana L en
la caracterizacién dindmica de un sistema: basta con conocer su expresion,
L(gj,qj,t), para poder determinar a partir de ella las ecuaciones dinamicas
(7.14); toda la informaciéon dindmica del sistema esta por tanto contenida
en la estructura de L(qj, 4;,1).

EJEMPLO 7.4: Sea el problema de Poggendorf (ver ejemplo 6.9). Resolver
por los métodos de la dindmica analitica, obteniendo las ecuaciones de La-
grange.

%Ya se ha comentado (apartado 2.1.3) que si el potencial no es constante (es decir,
OV (r;,t)/0t # 0), las fuerzas no son conservativas a pesar de provenir de un potencial.

3En caso de existir fuerzas de tipo electromagnético, esta suposiciéon no es valida, ya
que las fuerzas dependen de la velocidad con la que se mueven las particulas con carga.
Es posible definir un potencial generalizado dependiente de la velocidad para este caso, y
establecer las ecuaciones de Lagrange correspondientes, aunque que no trataremos aqui
este aspecto para no complicar el desarrollo.
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Figura 7.5: Ejemplo 7.4; Problema
de Poggendorf.

b B - ma
¥

ms
mo

Solucion. El sistema es conservativo, ya que las poleas son lisas y sélo actia
la gravedad. La funciéon Lagrangiana es:
1 ) 1 .2 1 .2
L=T-V = 5t + 5Mat + 5Mats +migx1 +magre +magrs. (7.15)
El sistema tiene en realidad dos grados de libertad sélo, ya que existe un
enlace hol6nomo (6.68), que permite escribir:

r3 = —2$1 — X9, ig == —2:&1 - $.2. (716)

Eliminando #3 de (7.15), se expresa la Lagrangiana en funcion de coorde-
nadas libres:

1 . 1 . 1 . .
L= _—mai+ §m2$§ + 3™M3 (201 + d9)* + Mgy +magre —mag(2T1 + 9).

2
(7.17)
Las ecuaciones de Lagrange se obtienen calculando las derivadas de L:

d (8L\ oL
dt <8x1> ~om (m1 + 4mg)i1 + 2ms@s = mig — 2mgg;  (7.18)
d (0L\ 0L ) )

at <ax2 > = ggy = (M2t ma)dy+ 2mady = mag —myg. (7.19)

Estas ecuaciones coinciden con las que se obtuvieron antes (6.72) mediante
la aplicacién directa del principio de D’Alembert. O
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EijeMPLO 7.5: Para el problema del semidisco calculado anteriormente me-
diante las ecuaciones de Newton-Euler (6.7), obtener la Lagrangiana y la
ecuacion de Lagrange en funcion del grado de libertad 6 (figura 7.6).

== o o = H=

Figura 7.6: Ejemplo 7.5 . Semidisco que rueda sin deslizar en una configu-

racion genérica, definida por el dngulo 0. La distancia del centro de masas

G valedzg—f.

Solucion. El sistema es conservativo, ya que no se produce deslizamiento
en la base y las tnicas fuerzas que trabajan son las de la gravedad. Estéa
definido por un tnico grado de libertad (), ya que la condicién de rodadura
restringe dos grados de libertad de los tedricos tres que tendria un sélido
rigido en movimiento plano.

La funcién Lagrangiana es

1 1. .
L=T-V = 5MU%+ 5IG92 — Mgye,

siendo

1 16
Ig=|=—-— | MR?
¢ <2 97T2> B

4R
yg = R — — cos 0;
3

. 4R
Uév = R202 + <37r

2
. AR .
) 6> —2R—R€2 cosf.
3T

(La expresion de v se obtiene considerando que es la suma del arrastre del
centro del aro R y la rotacion de G alrededor del mismo df.)



7.14 Capitulo 7. DINAMICA ANALITICA

Figura 7.7: Ejemplo 7.6.

Desarrollando la expresion resulta

_1(3 8 50 4
L_2<2 Bﬂmw>MR0 MRQG 3W>. (7.20)

Realizando las derivadas se obtiene la ecuacién de Lagrange:

a oLy _or
dt \ 9o ) 09
§—§m%0_MR%+AH%WWsm0——MR4i%n9(7%)
2 37 3 - I 0 A
De esta ecuacién se puede despejar la aceleracion,
8 (92 + g/R) sen 0

0=- 97 — 16

(7.22)

Se trata de la misma ecuacion obtenida antes (6.47), aunque ahora de forma
mucho maés sencilla. O

EseMPLO 7.6: El péndulo doble de la figura estd formado por dos varillas
rigidas y sin masa, con sendas masas (mi,mz) en los extremos. Las varillas
estan unidas mediante articulaciones entre si y a un punto fijo. El movimien-
to se desarrolla en un plano vertical, sometido al peso propio. Determinar las

ecuaciones de la dinamica, empleando como coordenadas (libres) los angulos
(01, 02) (ver figura 7.7).

Solucion. El sistema es conservativo y descrito mediante coordenadas li-
bres. La velocidad de mq es [0y y la de mo se halla como suma de los dos
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vectores (figura 7.7) 1601 y 105 que forman un angulo (6 — ;). Con todo, la
Lagrangiana resulta:

1 . 1 . . ..
L=T=V =m0 + Smol? [9% 462 4 26165 cos(f — 91)]
+ myglcos @y + mag(lcosBy + lcosbs). (7.23)

Derivando la Lagrangiana se obtienen las ecuaciones de Lagrange:

afory_o

(my1 + mg)lzél + mol?6s cos(fy — 01) — mgl29§ sen(fy — 01)

+ (my +ma)glsenty =0 (7.24)
da(ory_or
dt 692 - 00,

TTL2l2é1 COS(GQ — 91) + m2l2é2 + m2l29% sen(Gg — 91)
+maglsenfy = 0. O (7.25)

Unicidad de la funcién Lagrangiana

La eleccién de una funcién Lagrangiana para representar un sistema no
es tnica. Para comprender esto basta considerar un potencial distinto, que
difiera en una constante aditiva (V' =V + cte.), lo que, como sabemos, es
equivalente por completo. Por tanto, dos Lagrangianas que difieran en una
constante también son equivalentes. Este resultado se puede generalizar,
ya que es posible comprobar que dos Lagrangianas que difieran entre si
en una derivada total de alguna funcién que dependa exclusivamente de
coordenadas y tiempo, son equivalentes®*.

En efecto, sean L y L' tales que

., def . d

siendo F'(gj,t) una funcién cualquiera de g; y t pero no de las velocidades
;. Por la definicién funcional de F', desarrollando la derivada temporal:
dF ~O0F . OF

==+ 4
dt — 8q;ﬂk+ ot’

1Las transformaciones que ocasionan una variacion de L de este tipo se denominan
«transformaciones de gauge», término proveniente del inglés, aunque la traduccién directa
en castellano «transformaciones de galga» no parece tampoco muy atractiva.
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y las contribuciones de este término en las ecuaciones de Lagrange son:
d[ o (dF d [OF . 0’F N PF
dt |a; \'at )|~ at [ag;| ~ &= 9g,00 & Bq;0t

[]-Eiie &
aq] quaq] ataqj

Como se ve, al restar ambos términos en (7.14) se anulan entre si, y el
resultado neto, de emplear L', son las mismas ecuaciones dindmicas que
para L.

Caso de fuerzas no conservativas

En los casos en que existan algunas fuerzas que procedan de un potencial
(Q}/ e —0V/0q;) y otras que no (Q;V)

ov
Qj :Q}/+Q§V:—?+Q§Va
q;

es posible definir una Lagrangiana parcial L =T — V| resultando entonces

las ecuaciones:
d /0L oL N

donde s6lo aparecen expresamente las fuerzas no conservativas Qév .

Transformaciones admisibles de coordenadas

Supongamos un cambio de coordenadas definido mediante una funcién

-1

biunivoca G : {q;} — {§;}, suave’. Llamaremos a su inversa g = G~ 1.
Entonces,

9

—| # 0.

’3%’

Para simplificar las expresiones en lo que sigue, definimos la derivada va-
riactonal de L respecto a gj como

fL_oL (o,
5Qj 8(]]' dt 8q]

(7.28)

Ses decir, con derivadas continuas hasta el orden que sea preciso
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En funcion de ella, las ecuaciones de Lagrange (7.14) quedan expresadas
simplemente como

Estas ecuaciones son equivalentes a 5L /0q, = 0, siendo L=Lo g, es decir
L(qj,q;,t) = L((gj,4j,t), es la Lagrangiana expresada en las nuevas coor-
denadas.

Demostracion. Desarrollando los términos de 51i/5q},

oy i),
0q 0q,  O0q; O,

4oL (o) o (o0

_zn:[d <0L>6(]1+8L8ql]
dt \9q) 0qr ~ Oq Oqy,

5L -[OL dqi 5L dg
o z; [3Ql <<9CJ1>] Dix Z Sq1 Ody’

O]

9q
y al ser |52b

7.2.4. Desarrollo explicito de las ecuaciones del movimiento
Energia cinética y momentos generalizados

La energia cinética es una funcién cuadrética de las velocidades. Esta
propiedad se conserva al expresarla en coordenadas generalizadas. Fn efecto,
desarrollando la expresion,

T—ilm'f2—ilm- Zarz‘._F%
T LM T 2™ L gy T Ty (7.29)
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siendo T3, T1 y Tp términos homogéneos en las ¢; de tipo cuadratico, lineal
e independiente respectivamente. Sus expresiones son

n

1 .. def ari
T5 = — d . 7.30
P kgll 5 kLG4 siendo ay = ;1 3qk 90 (7.30)
T, = En axq siendo aj & E m; ri, Ori (7.31)
1= &4k k= laqk D :
N

=Y LAY (7.32)
= —-my; | — .
e P RRNY

En el caso en que no exista dependencia explicita del tiempo en la de-
finicion de las coordenadas generalizadas (9r;/0t = 0), la expresion de la
energia cinética sera cuadratica homogénea en las ¢;:

n

1 .
T=T= Z 5 kiGkar- (7.33)
k=1

Esto sucedera si no se emplean sistemas de coordenadas méviles ni hay
enlaces rednomos (es decir, dependientes del tiempo).
Por otra parte, los momentos generalizados se definen como

p, der 0L
admitiendo que el potencial no depende de las velocidades, a partir de las
expresiones (7.29,7.30,7.31, 7.32),

n

or
Pi=H— = s+ a; (7.35)
(")q] k=1

Forma general de las ecuaciones

En funcién de los momentos generalizados, las ecuaciones de Lagrange

(7.14) pueden reescribirse como
0L
pj—=—=0 j=1,...,n). 7.36
= 5 ( ) (7.36)

Derivando (7.35) se obtiene

ik . . aak " da; . Oa,
pj = Zagkqw Z aj qum-z ] quqm- 615]
Lk=1 k=1
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por otra parte, teniendo en cuenta las expresiones (7.29), (7.30) y (7.31),

oL 10ay . . dag . Ty OV
I + -_F .
9q; 1;1 2 0qj g, I Z dg; ™ " 9q; ~ g,

Teniendo en cuenta la igualdad siguiente,

" Oajy, 1 Oajy, &L]l .
Z Qdr = Z 2<8qz + D4k Q1

Oqu Lk=1

resulta

8ajk aCle 8akl . 8ak .
Za]ka + Z < oa, 6qk ) qrqr + Z <8qk dq ) dk

lkl

8ajk . Baj aT[) 8‘/ .
+) TR T T v =0. (7.37)

Esta expresion se puede simplificar introduciendo los coeficientes

def oa; ik da il 8akl>
kl,j] = = CLAN T e LA , 7.38
(h. ] < Oq  Oq  Oqj (7.38)

que denominaremos «simbolos de Christoffel de primera especie»®, aplicados
a la forma cuadratica que define Th. Por otra parte, podemos definir unos
coeficientes hemisimétricos

det Oa;  Oa .
Vik = = = T@Z_T; (G, k=1,...,n), (7.39)

que daran lugar a fuerzas giroscopicas como veremos mas adelante. De esta
forma, las ecuaciones (7.40) pueden escribirse como

ak da; oTi oV
Zangk+ZliQkQI+Z’ijQk+Z j 87;—8794‘?:0-
k=1 aj qj

(7.40)

5Esta definicion es la misma que se realiza en geometria diferencial de superficies, en
la que para una superficie definida mediante coordenadas curvilineas r(g;) se emplean
los términos ax;, = (9r/dqk) - (Or/Oqi), correspondiendo a los coeficientes de la métrica
asociada, que es una forma cuadratica.
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Teniendo en cuenta que la matriz de coeficientes [a;;] no puede ser sin-
gular, al ser la energia cinética definida positiva, podrian eliminarse las
aceleraciones de las ecuaciones (7.40), quedando

g = fi(a,q,1) (j=1,...,n). (7.41)

(Hemos empleado los simbolos q, g para denotar a los conjuntos de coorde-
nadas o velocidades generalizadas respectivamente).

7.2.5. Integrales Primeras
Coordenadas ciclicas

Partiendo de las ecuaciones de Lagrange expresadas en la forma (7.36),
si la funcién Lagrangiana L no depende explicitamente de una coordena-
da ¢; —es decir, 0L/0q; = 0—, se verifica la conservacién del momento
generalizado correspondiente:
oL

si—=0 = p;=cte. 7.42
an J ( )

Se dice entonces que g; es una <«coordenada ciclica» o ignorable. Las ex-
presiones (7.42) constituyen integrales primeras del movimiento, ya que son
ecuaciones en las que intervienen so6lo derivadas primeras de las coordena-
das.

Se puede interpretar el significado de las coordenadas ciclicas consideran-
do que, si una coordenada g; es ciclica, se puede sustituir (g;) por (g; +C),
siendo C una constante, y las ecuaciones no varfan. Esto se debe a que L
no depende de g;, y por otra parte ¢; es invariante ante ese cambio. Por el
contrario, hacemos notar que el hecho de que una coordenada sea ciclica no
quiere decir que su valor sea constante, ni tampoco la velocidad generalizada
correspondiente.

Sin embargo, para una coordenada ciclica g;, serd posible eliminar de las
ecuaciones la velocidad correspondiente ¢;, empleando la integral primera
(7.42). Si el sistema tiene n grados de libertad, de los que k corresponden
a coordenadas ciclicas, se podran eliminar éstas y quedar descrito el mo-
vimiento mediante dos conjuntos desacoplados de ecuaciones: k ecuaciones
(7.42) para las coordenadas ciclicas, y (n — k) ecuaciones (7.14) para las
demés coordenadas. El problema se ve considerablemente simplificado, pro-
cediéndose en primer lugar a resolver estas tltimas (n — k) ecuaciones; una
vez resueltas, se obtiene el valor de las k coordenadas ciclicas. Mas adelan-
te veremos un método general de proceder a esta reducciéon, el método de
Routh (apartado 12.7).
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Es posible extender el concepto de coordenada ciclica para el caso en
que las fuerzas no procedan de un potencial. Para ello se define el momento
generalizado en direccién j como

det 0T

La condicién de coordenada ciclica sera entonces:

oT
si—=0yQ;,=0 = p;=cte.
aq] J J

Integral de Jacobi o de la Energia

En ocasiones es posible obtener una integral primera cuyo significado
estd relacionado con la energia total del sistema a partir de la funcién La-
grangiana. Para ello, observamos que la derivada total de L respecto del
tiempo es

d .
L d5.t) = 2.5 q] + Z

d
Sustituyendo a partir de (7.14), 0L/0q; = E(&L/@cjj), y operando:

dL_id<8L>q+i8Lq+6L d ”an L oL
3 T\ o |4 o 4T 5 T Y YR e
dt = dt \ 9g; = 04, ot dt = 04, ot
Agrupando los términos con derivadas totales, se deduce

d oL
dt Za U T

de donde se obtiene la expresion de la llamada «integral de Jacobi»:

oL p, def
si i =0, Z 24, q] = cte (7.43)

OBSERVACIONES:
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» En el caso en que 9r;/0t = 0, segtin vimos, la energia cinética es una

expresion cuadratica homogénea en ¢;. Entonces, a partir de (7.29,
7.30):

oL
=T v Ak
y por tanto
"~ 0L .
j=1"%

por lo que h (7.43) coincide en este caso con la energia total, T + V.

Pudiera darse el caso de que Or;/0t = 0y, por tanto, T+ V = h =
pjqj — L, pero que esta expresion no se mantenga constante por ser
OL/0t # 0. Esto ultimo ocurrira si 0V (g;,t)/0t # 0, siendo en este
caso el sistema no conservativo desde el punto de vista fisico aunque
las fuerzas procedan de un potencial.

Por otra parte, en los casos en que existan sistemas de coordenadas
moviles se verificara, como se ha dicho, dr; /90t # 0 y por tanto h =
pj¢; — L # T+ V. Sin embargo, puede que exista la integral de Jacobi
(si OL/0t = 0), aunque su significado fisico no serd en este caso la
conservaciéon de la energia. Un ejemplo tipico de esta situacién es
el de una referencia mévil pero inercial, con velocidad de traslacién
constante y rectilinea (cf. ejemplo 7.10)

Conservacion de la energia.— Otra manera —mas directa— de obte-
ner una integral de la energia es observando que, si las fuerzas son todas
conservativas, la energia se mantiene constante (6.16). En este caso, basta
con expresar dicha ecuacién en funcién de las coordenadas generalizadas
para obtener, en el marco de la dindmica analitica, la integral primera de la
energia, equivalente a (7.43). Recordemos que para que las fuerzas sean con-
servativas, ademas de provenir de un potencial, éste debe ser estacionario
(0V/0t = 0). En funciéon de las coordenadas generalizadas, esta condicion
se impone de la siguiente forma:

oV(gj,t) . ov o
qu, siendo E —Oy atm(qj,t) =0
Y

E=T+V = cte.

si AV tal que Q; = —
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Figura 7.8: Ejemplo 7.7.

Hacemos notar que, en la expresiéon anterior, para establecer la constancia
del potencial V, ha sido necesario anadir la condicién (0r;/0t)(g;,t) = 0,
es decir, que no existan sistemas de coordenadas moviles. Otra manera méas
compacta de expresar la constancia de V serfa en funcién de las coordenadas
vectoriales, mediante la condicién OV (r;,t)/0t = 0

Por el contrario, en el caso en que el potencial V no sea constante,
aplicando el principio de la energia cinética (6.15),

oV (r;,t B oV (r;,t)
}: &% dry = —dV + o0 dt

por lo que
oV (ri,t)
ot

es decir, no se conserva la energia 7'+ V. Hacemos la observacién de que
en la expresién anterior se emplea la derivada parcial respecto del tiempo
en relacion con las coordenadas vectoriales (absolutas), que es en general
distinta de la derivada cuando se consideran coordenadas generalizadas (po-
siblemente relativas o moviles):

AT +V) = dt # 0,

ot ot

EJEMPLO 7.7: Sea el sistema formado por la masa m; que puede deslizar
libremente sobre una recta horizontal, y my unida mediante una varilla
rigida y sin masa a my, pudiendo girar libremente en un plano vertical.
a. Considerando los parametros (libres) (x, ) (ver figura 7.8), obtener
las ecuaciones de Lagrange e integrales primeras que hubiere.

£

b. Considerando ahora que se impone una velocidad constante v a myq,
discutir la existencia de integrales primeras.

Solucion.
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a.— Desarrollando la funcién Lagrangiana resulta:
L9 1 2 1242 iy
L=T-V = oM + 5me (93 +170° + 2126 cos 9) + maglcosf. (7.44)

Observamos que no depende explicitamente de x, por lo que ésta es una
coordenada ciclica:

oL oL _ o
T 0 = p,= 55 = i + ma (& + 10 cos0) = (cte.) (7.45)

La ecuacién de Lagrange en la otra coordenada es:

d (0L oL -
— (=) = = = mal?0 + modlcosl + moglsend = 0. (7.46
dt(ae) a0 2070 4 My + mag (7.46)
En esta ecuacién aparece tanto € como la coordenada ciclica x. Es posible
eliminar esta dltima para obtener una ecuacién diferencial funcién exclusi-
vamente de las coordenadas no cglicas. Para ello, en primer lugar se despeja
derivando (7.45)
ma

. o .
$—7m1+m2( 10 cosf + 10 sen@),

y sustituyendo en (7.46) resulta finalmente:

.. 2 .
moll <1 M2 cos? 0> + &ﬂﬁz sen # cos 0 + maglsend = 0.
mi + mo mi + ms
(7.47)

Por otra parte, todas las fuerzas son conservativas luego la energia total F
se conserva:

E=T+V
1 1 . .
= imla}Q + 3m2 (9’52 + 126% 4 2136 cos 0) —maglcosf (cte.). (7.48)
También puede razonarse que la Lagrangiana no depende del tiempo expli-
citamente, por lo que la integral de Jacobi h (7.43) es constante, y ademés
coincide con la energia E al no haber coordenadas méviles.

b.— EI sistema queda ahora con el tnico grado de libertad 6. La la-
grangiana es:
1

1 . .
L= imva + §m2(1)2 + 126% 4 2010 cos 0) + magl cos 0. (7.49)
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Ahora la energia total no se conserva, ya que se realiza un trabajo externo
para mover m; con la velocidad impuesta v. Sin embargo, L no depende
explicitamente del tiempo por lo que existe la integral de Jacobi:

oL =0 = h= 8—L9 L
ot Bl
1 1 . .
= —§m1v2 + §m2(—v2 + 1262 + 2010 cos 0) — maglcosf (cte.). O

(7.50)

7.2.6. Teorema de Noether

Sea un sistema auténomo’, con Lagrangiana L(gj,q;). Suponemos que

existe una familia de transformaciones g; — h*(g;), funciéon de un parametro
continuo s € R, de forma que L es invariante frente a ellas, y provienen de
forma continua de la identidad h*=%(g;) = ¢;. Existe entonces una integral
del movimiento,

(g5, 45) Z oL d ) (7.51)

s=0

Demostracion. Sea g;(t) la solucion del movimiento. Por la hipétesis hecha,
q;j(s,t) = h*(g;(t)). Derivando:
d "\ [0L d oL d
0=—L(q(s,t),q(s,t)) = t) + — —qr(s, )] .
000,00 = 3 | G (0,0 o i)

Por las ecuaciones de Lagrange, 0L/0q, = (d/dt)(0L/0qy);

d d 0L d oL d

oz—L—E — = — (s, t) + == —a(s, 1) | .
ds [dta 35 (50 + 5o gg k(s >]
d |~ 9L d d
= — _— t = —I s

ar [Z_l B, ds )] TR

luego I(gj,¢;) es una constante del movimiento. ]

EJEMPLO 7.8: Sea un sistema invariante frente a movimientos de traslacion
seglin una direccién determinada e. Demostrar que la componente de la can-
tidad de movimiento segin esa direccién es una constante del movimiento.

"es decir, aislado, lo que implica L /0t = 0
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Solucion. En efecto, elijamos —sin pérdida de generalidad— el eje x segin
la direccion dada (es decir, tomamos ¢ = e). Podemos definir una transfor-
maciéon que cumple los requisitos del teorema de Noether mediante

h® :ri—ri+si, i=1,...,N
N N
:i;I: E mii-i: E mi:’ci:Px. ]
0 i=1 i=1

EJEMPLO 7.9: Sea un sistema invariante frente a rotaciones alrededor de un
determinado eje (O, e). Demostrar que la componente del momento cinético
seglin ese eje es una constante del movimiento.

d
7h3 i
3 r)

s=

Solucion. En efecto, elijamos —sin pérdida de generalidad— el eje Oz segin
la direccion indicada (es decir, tomamos k = e). La transformacion es

7o = (w0 z) = 1= (o))

! .
T; =T;COSS+ y;sens

Y; = —x;Sens + y; cos s
zl =z
d d
&hs(ri) . = £r; - = (yi, —2;,0) =r; Nk
N N
1= mi;- (ri Ak) =) (mgiAri) k=—-Ho-k=—-H, O
i=1 i=1

7.2.7. Sistemas naturales

Llamaremos sistema natural a un sistema descrito por las ecuaciones de
Lagrange en su forma estandar (7.14), en el que exista la integral de Jacobi
como constante del movimiento (9L/0t = 0) y la energia cinética sea funcion
cuadratica homogénea de las velocidades generalizadas (T' = T5).

Como se ha comentado antes (apartado 7.2.5), en este caso la integral de
Jacobi resulta tener un significado fisico claro, la energia total del sistema,

h=T+V.

Al conservarse h se mantiene igualmente constante la energia, resultando
conservativo desde el punto de vista fisico.

Teniendo en cuenta que en un sistema natural los coeficientes en las
ecuaciones (7.31, 7.30) cumplen a; = 0 y da;;/0t = 0, las ecuaciones del
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movimiento tienen una expresién considerablemente mas sencilla que en el
caso general (7.40), resultando

L Q.. OV .
> ajwde + Z[kld}%(ﬂ-i—ai =0  (j=1...,n). (7.52)
k=1 k=1 4

En esta expresion se observa que las velocidades generalizadas ¢; intervienen
Gnicamente en términos cuadréticos.

Podemos observar que un sistema holénomo con integral de Jacobi, en
el que fuese T7 = 0 pero Ty # 0, tiene ecuaciones del movimiento muy
similares a (7.52), ya que Ty puede considerarse agrupado con la energia
potencial V|

Vi =V Ty,

de forma que la energia cinética restante es una expresiéon cuadratica ho-
mogénea en las ¢;, al igual que en un sistema natural.

EJEMPLO 7.10: Sea un sistema formado por una masa y un resorte lineal,
capaz de moverse en una direccién, unido en su base a un punto que se
tiene un movimiento impuesto con velocidad uniforme vg. Sea [y la longitud
natural del muelle, k su constante, y x la elongacién respecto de la natural.
Discutir la existencia de una integral primera de la energfa.

lo +x
Figura 7.9: Sistema formado por una ma-

sa m y un muelle de constante k y longitud
J\/\/\w m natural ly, capaz de moverse en direccion x,
v I cuya Ibase tiene un movimiento impuesto de
— velocidad constante vg.

Solucion. La energia cinética es

1
T = Sm(vo + i)

por lo que sus componentes homogéneas son

1 1
T = §mjc2; T, = muvpz; To= §mv8.

La energia potencial es
V = —kz”.
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Se comprueba inmediatamente que OL/Jt = 0, por lo que existe la integral
de Jacobi, que vale

1
h:TQ—To—l-V:imx'Q

— —muvg + -ka®.
2 2

En este ejemplo, Ty es constante, por lo que la conservacién de h conduce
también a la conservacién de T + V, aunque ambas constantes tengan
distinto valor.

Otro procedimiento para analizar este ejemplo seria, considerando que
el sistema de referencia moévil con la base es inercial, realizar los calculos
relativos a él:

1

T = —mi?;
2
1

V' = —ka®,
B xT

En este caso obtendriamos un sistema natural, en el que se conserva la
energia total 77 + V’. Observamos que ésta coincide con T5 + V relativa al
sistema fijo inicial, que ya habiamos visto se conservaba. ]

7.2.8. Sistemas Giroscdpicos

En el desarrollo explicito de las ecuaciones de Lagrange para un sistema
holénomo dado anteriormente (7.40),

Bak da; oTi oV
ZQJKQk+ZkZJQkQZ+Z’YJka+Z " a—;—a—;+a—qzo,
k,l=1 J J

(7.53)
los términos ;g se denominan términos giroscopicos, dando lugar si apare-
cen a un sistema giroscopico. Se trata de coeficientes hemisimétricos, dados

por (7.39),

def aaj _ Oay,

donde a; son los coeficientes definidos en (7.31),
N

67“1' aTi

Por tanto, para que los a; no sean nulos, al menos una de las ecuaciones de
la relacion de coordenadas r; = 7;(g;,t) debe ser funcién explicita tanto de
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gj como de t. Ademds, para que existan términos giroscopicos -;;, algunos
de los coeficientes a; deben ser funciones explicitas de las coordenadas g;,
como ocurre cuando hay un enlace mévil.

Una caracteristica importante de los sistemas giroscopicos es el acopla-
miento del movimiento entre dos o més coordenadas. En efecto, la fuerza
giroscopica asociada en la ecuacion (7.53) es

QF == i (7.54)
k=1

Al ser vj; = 0 (j no sumado), la fuerza Q?ir puede deberse a todos los
componentes de las velocidades generalizadas excepto a ¢;, lo que produce
necesariamente un acoplamiento.

Por otra parte, el trabajo realizado por estas fuerzas es

dwsir n - n N
BT Z Q? q; = — Z’ijqg‘% =0, (7.55)

al ser 7, hemisimétricos. Es decir, cualquiera que sea el movimiento, las
fuerzas giroscopicas no realizan trabajo. En esto difieren de las fuerzas di-
sipativas viscosas que pueden aparecer también en las ecuaciones del movi-
miento, que serfan también términos proporcionales a ¢;, pero que por su
propia naturaleza desarrollan un trabajo neto necesariamente negativo.

Las fuerzas giroscépicas aparecen en sistemas fisicos que contengan al-
guna referencia mévil de tipo rotatoria para la definicién de coordenadas.
Estas fuerzas pueden servir para estabilizar el movimiento de ciertos siste-
mas alrededor de trayectorias dindmicas estacionarias, como es el caso de
la peonza simétrica para su movimiento de precesién uniforme o la brajula
giroscopica (capitulo 9).

EJjEMPLO 7.11: Un disco circular de radio a, situado en un plano horizon-
tal, tiene un movimiento de rotacién impuesto alrededor de su centro con
velocidad constante w. En su perimetro estd anclado un muelle, de longitud
natural rg, que en su otro extremo tiene una masa m. Obtener las ecuaciones
del movimiento e identificar los términos giroscépicos.

Solucion. Para calcular la energia cinética debemos expresar antes la velo-
cidad del punto P, lo que puede hacerse a través del movimiento relativo al
disco,
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Figura 7.10: Disco que gira con
velocidad constante w, con un
resorte fijado en su perimetro,
al cual estd sujeta a su vez una
particula de masa m.

'UP:'UA“"'UP|A

= [—awsen(wt) — r(w + @) sen(wt + ) + 7 cos(wt + )] @
+ [aw cos(wt) + r(w + ) cos(wt + ) + 7 sen(wt + ¢)] 7
La expresion de la Lagrangiana es

k
L= % [a2w2 + 72 (w4 @) + 72 + 2arw(w + @) cos ¢ + 2awr sen ¢l —5(7’—7“0)2.

Las ecuaciones de Lagrange resultan

mr — mrgbz — 2mrwy — mrw? — maw? cosp + k(r—rp) =0

mr2<,b + 2mrro 4 2mrwr + marw?® sen p=0
En la primera ecuacién —respecto a r— el término giroscopico es —2mrwe,

y en la segunda ecuacién —respecto a ¢o— el término correspondiente es
+2mrwr. La matriz de coeficientes hemisimétricos es por tanto

0 —2mrw
bvig) = <2mrw 0 ) '
Estos términos son los que corresponden al desarrollo de la energfa cinética,
T="Ty+ T+ Tp;
T, = (@ + ),

T1 = m(r?wp + arwg cos ¢ + awr sen @),

1
Ty = imw2(a2 + 1% 4 2ar cos ),
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de donde se deduce

8T1 8Tl 2
a = TZmawrseng@ Gy = a— = mr°w + marw cos g;
T ¥
_ Oay B day,
=00 T or

= —QTn'r(,u7 Yor = —Vro = 2mrw O

7.3. Potencial dependiente de la velocidad

En las ecuaciones de Lagrange (7.14) y en la discusion posterior se admi-
ti6 como base de partida que el potencial V' no dependia de las velocidades.
Sin embargo, esta restriccién no es siempre necesaria, pudiendo existir casos
en que se defina un potencial dependiente de las velocidades y se mantenga
la forma estandar de las ecuaciones de Lagrange.

Recordemos la forma bésica de las ecuaciones de Lagrange (7.12),

d /oT oT
— =) =-==0. =1,... . .

Supongamos ahora que las fuerzas generalizadas (); provienen de un poten-
cial dependiente de la velocidad U(gj, 4;,t), de acuerdo con

d /oU ou
> = — _ _— ] = 1 oo . 7.57
Comprobamos inmediatamente que, llamando L =T — U,
d [OL oL
hall 2= =9 i=1,...,n). 7.58
i (50 ) 5 =0 G=1eem) (7.53)

Aplicacion: fuerzas electromagnéticas

Como ejemplo béasico de potencial dependiente de la velocidad conside-
raremos las fuerzas electromagnéticas actuando sobre una particula cargada.
Si la carga eléctrica es e y la velocidad v, estas fuerzas son

F=¢(E+vAB), (7.59)
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donde E es la intensidad del campo elecrico y B el vector de induccién
magnética. Estos se obtienen respectivamente de un potencial escalar ¢ y
de un potencial vector A de acuerdo con

0A 0A
E=—gradé¢— 22— vp- 22 .
grad¢ — — e (7.60)
B=1r0tA=VAA, (7.61)

donde tanto ¢ como A son en general funciones del tiempo. En funcién de
éstos, la fuerza vale

F:e<V¢%?+vA(VAA)>. (7.62)

Veamos cémo puede obtenerse esta fuerza de un potencial U, dependien-
te de la velocidad. Sea (z,y, 2) la posicion de la particula en coordenadas
cartesianas. De entrada el término —eV ¢ corresponde a la energia potencial
ordinaria V.

Las componentes cartesianas del término v A (V A A) son

. A,
VA (VAA) = Z eijkelmkvam; (7.63)

k,l,m=1

consideremos —por ejemplo— la componente x (indice de coordenada 1):

0A 0A 0A 0A
A — 7y_ T _ . J_ zZ
v A (VA A, <ax ay) ”(az 896)

0A, 0A, n 0A, 0A, 0A, 0A,

oy —H)Zax Y or T " o _Uyay BRP P

donde se ha anadido y restado v, (0A;/0z) en el ultimo término. A su vez,
A es funcion de coordenadas y tiempo, por lo que

A, A 0As . OA | 0A
T o T ey YT e C T e
(7.64)
_dfo .
~at o Y
Resulta por tanto
5, dA,  0A,
[wA(VAA), = a—x(v-A) T + T (7.65)
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Generalizando para una componente genérica x;, la fuerza electromagnética
es por tanto

(7.66)

v :e[ 0 dAi]

A
ox; sz (U ) dt

y considerando asimismo (7.64) generalizada segun una direccion x;, se ob-
tiene

B 0¢ 0 d 0
Fi=e [— oz, T on (v-A)— T (33’:1' (v- A)>} . (7.67)
Tomando ahora
U=e(p—v-A) (7.68)
se obtiene finalmente
d /oU oU
F;, = X <8xl> - 0z, (7.69)

de acuerdo con (7.57). Resulta por tanto una funcion Lagrangiana de la
forma )

L:T—U:§mv2—e(¢—'v-A). (7.70)

Esta forma de la Lagrangiana permite observar que el momento de una

particula cargada en un campo electromagnético es

p= gi =muv + eA. (7.71)

Este resultado llama la atencién, ya que indica que una parte del momen-
to estd asociado al propio campo electromagnético. En el caso en que una
coordenada x; sea ciclica (es decir, 0L/0x; = 0), es la componente corres-
pondiente de este momento generalizado, en lugar del momento mecénico
—cantidad de movimiento—, la que se conserva.

La representacion de las fuerzas electromagnéticas debidas a la inducciéon
magnética, ev A (V A A), es similar a las fuerzas giroscopicas descritas ante-
riormente (apartado 7.2.8). En efecto, la expresion (7.63) se puede escribir
como

[v A (VA A, Z’y ij, (7.72)

donde se han empleado los coeficientes

0A,,
Vi def Z Ceijkeimk (7.73)
k,l,m=1
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Se comprueba inmediatamente que ’yfj = —’yjem Por tanto, esta represen-
tacion es analoga a la de los términos de fuerzas giroscopicas en (7.53). Al
igual que entonces, debido a la hemisimetria de los coeficientes, las fuerzas
debidas a la induccién magnética no desarrollan trabajo,

dwem
Z Vij did; = 0. (7.74)
i,j=1

7.4. Sistemas con Ligaduras

Sea un sistema descrito mediante coordenadas generalizadas {g;} no
libres, gobernado por la ecuacion fundamental de la dindmica (7.11). Si el
sistema admite potencial V' se puede escribir esta ltima ecuacién en funcion
de la Lagrangiana L:

“.[d /oL oL
— | = 0q; =0, V{dq;} compatibles. 7.75
jzl[dt (57) 5| w =0, 000} comp (7.75)

Las variaciones {dg;} no son libres, sino que estan sujetas a restricciones o
enlaces, por lo que no se pueden eliminar de la ecuacién anterior.

No resulta posible elegir un conjunto de coordenadas libres si existen
enlaces anholénomos en los que intervienen las velocidades, del tipo:

Restringiremos nuestra atencién a las ligaduras anholénomas denominadas
catastdsicas, caracterizadas por una expresion lineal en ¢;:

n

D Ajgi+C=0.

=1

De forma equivalente, en funcién de variaciones infinitesimales:

n
> Ajdg; +Cdt =0 (7.76)
j=1
En la expresion anterior tanto A; como C' seran a su vez funciones de g; y
de t; en caso de que fuesen constantes, admitiria una integral directa dando
lugar a una expresiéon holénoma, por lo que la ligadura seria anholénoma
so6lo en apariencia:

A;,C constantes = ZA o)+ C(t—ty) =0
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Ademas de los sistemas con ligaduras anholénomas, en que forzosamente
se han de formular los enlaces de forma explicita, en ocasiones nos interesara
formular de esta manera una ligadura, aunque sea holénoma. Como veremos,
asi seré posible calcular la reaccién de enlace, que de otra manera no entraria
en las ecuaciones. De esta manera, una ligadura holénoma ®(g;,t) = 0 es
equivalente a

7.4.1. Meétodo de los Multiplicadores de Lagrange

Supongamos un sistema mecanico, descrito mediante una funcién La-
grangiana L(qj, ¢;,t), con:

= n coordenadas generalizadas {¢;, j =1,...,n}
= k ecuaciones de ligadura ®; = 27:1 Aijg; +C; =0, (i=1,...,k)

El sistema posee (n — k) grados de libertad, por lo que las n coordenadas
{gj} no forman un conjunto libre. En cualquier caso, se verifica la ecuacion
fundamental de la dindmica (7.75).

Los desplazamientos virtuales se toman en un instante fijo, sin variacién
del tiempo (0t = 0). Las condiciones de compatibilidad de éstos con los
enlaces se obtienen sustituyendo (d¢g;,dt = 0) en (7.76):

D Aydg; =0, i=1,...,k (7.77)
j=1

En sentido estricto no se puede decir sin embargo que los desplazamien-
tos {d¢;} que cumplan (7.77) sean compatibles con los enlaces, al estar éstos
altimos definidos en funcién de velocidades que implican necesariamente una
variacion del tiempo. Sin embargo, las {d¢g;} que cumplen (7.77) no produ-
cen trabajo virtual con las fuerzas de enlace, que es lo que en realidad nos
interesa.

Introducimos ahora unos multiplicadores {\;}, i = 1,...,k, de valo-
res en principio arbitrarios. Multiplicaremos por ellos a cada una de las k
expresiones (7.77), que seguirén valiendo cero:

i ZAijéqj =0, i=1,...,k (nosumado) (7.78)
j=1
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Sumamos ahora para las k expresiones anteriores (la suma seguira va-
liendo cero) e introducimos esta suma en (7.75), que no se verd alterado:

" 4 <aL) oL &
— 5 ) — 5> Ny
; [dt dq; ) 9 2 N

=1

5g; =0 (7.79)

donde para sacar factor comin dg; se ha intercambiado el orden de los
sumatorios en i y j. Las expresiones (7.79) obtenidas dependen pues de
(n + k) parametros: k multiplicadores {\;} v n desplazamientos virtuales,
{0g;}-

Puesto que los multiplicadores A; son arbitrarios, podemos elegirlos de
forma que se anulen k de los coeficientes del sumatorio en (7.79). Suponga-
mos, sin pérdida de generalidad, que éstos son los k primeros:

k
d /(0L oL
dt <8qj> 8qj ; ! J ( )

restan pues en el sumatorio (7.79) tan sélo (n — k) coeficientes no nulos.
Puesto que el sistema posee (n — k) grados de libertad, sera posible elegir
de forma libre los (n — k) desplazamientos virtuales correspondientes, de
manera que se deberan anular los coeficientes respectivos:

k
d /0L oL
S & N N4 =0, j=k+1,....n 7.81
5 (5) ~ 5~ Xowas j=htlom (781)

Asi, por un motivo o por otro, han de anularse los n coeficientes en-
tre corchetes en (7.79). El sistema queda entonces planteado con (n + k)
ecuaciones,

k
d (0L oL
— (=) === NA4;;=0, j=1,...,n 7.82
dt (aq]'> 0q; ; ’ J ( )
7j=1

siendo las (n+ k) incognitas {q1,...,qn}, {A1,..., Ax}. Este planteamiento
define las ecuaciones del movimiento en un caso general.

Sin embargo, en la practica no suele ser aconsejable abordar directamen-
te el problema de (n + k) ecuaciones (7.82), (7.83) con (n + k) incognitas.
Normalmente es posible eliminar de las ecuaciones los k£ multiplicadores A;,
dejando un sistema de n ecuaciones con n incégnitas.
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Si las fuerzas no provienen de un potencial, el desarrollo seria entera-
mente andalogo, pero partiendo de (7.11) en lugar de (7.75). Al final, las
ecuaciones equivalentes a (7.82) serian:

k
d [oT oT
— =] == ;4 )\ZAla ’:1,...,n.
dt <6qj> 8qj Qj Z_Zl ! J

Esta expresion permite interpretar el significado fisico del término
dom Aidij. Se trata de la reaccion en el enlace, en la direccion de la coor-
denada ¢;. Esta se suma a las fuerzas generalizadas ()j, que recordamos
provenia Unicamente de las fuerzas activas.

EJEMPLO 7.12: Sea un aro de radio r y masa m que rueda sin deslizar,
dentro de un plano vertical, sobre una recta inclinada un angulo a. Obtener
las ecuaciones dindmicas y la reaccién tangencial de la recta sobre el disco
que asegura la rodadura.

T T

\ Figura 7.11: Aro rodando sin

N \

deslizar por un plano inclina-
do. (nota: al resolver el pro-
blema la reaccion R, resul-
ta con valor negativo, lo que
quiere decir que tiene sentido
opuesto al dibujado)

Solucion. La ligadura impuesta por la rodadura es:
rdf —dx = 0.
En realidad esta ligadura es holénoma, pues se podria integrar, quedando
rd = x;

sin embargo, deseamos mantener la ligadura de forma explicita, lo que nos
permitird obtener después la reaccién del enlace.
En funcién de las coordenadas (z,6) (no libres), la Lagrangiana vale

1 1 .
L=T-V= §mj;2 + i(mr2)92 + mgx sen «
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Introducimos un multiplicador A; siguiendo la notacion de (7.78)
A (Ax:'c + Agé) =0, siendo A, =-1, Ag=r
Resultan pues de (7.82) y (7.83) tres ecuaciones con tres incognitas:

mi —mgsena + A =0

mr20 — Ar =0 } Lagrange

rd =&  Ligadura

Es posible eliminar A de estas ecuaciones, derivando la ecuacién de ligadura
y entrando en la segunda ecuacién de Lagrange:

=% = mri=\ = \=mi

Deduciéndose finalmente:

mgsena . gsena . gsena
A=—"——; I= ;0= .
2 2 2r

La fuerza tangencial sobre el disco es por tanto:

(1) =

mgsen o
2

mgsen

R 2

Hacemos notar que el signo negativo para R, indica que tiene el sentido
contrario al considerado positivo para = (descendiente segun la recta en la
figura), es decir, tiene sentido ascendente.

Podemos obtener también:
mgsen o
Ry = \Ay = mgseno 5 T,

que no es sino el momento debido a R”.
Como comprobacion, realizamos el mismo célculo por los métodos de
Newton-Euler:

cantidad de movimiento: m# = mgsena + R,
momento cinético: (mr?)% = —Ryr
Es decir,

1
R, =-mi = Rm:—§mgsena

1
izigsena. [
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Figura 7.12: Sistema de dos particulas A
y B, umdas rigidamente, con cuchillo en
el apoyo de A que materializa un enlace
anholénomo.

EJjEMPLO 7.13: Para el sistema descrito anteriormente en el ejemplo 7.3,
Suponiendo que la masa de cada particula vale m, obtener las ecuaciones
del movimiento, y demostrar que el multiplicador de Lagrange representa
la fuerza transversal de restriccién en ese punto.

Solucion. La ecuacion de ligadura anholénoma (7.3) era
. . ¥
—isenf + ycosh — 59 = 0. (7.84)

Los coeficientes son

Ay = —senf; A, =cost; Ag = —é.

La lagrangiana, correspondiente en este caso Unicamente a la energia ciné-
tica, vale

1 )
L=m(@*+ %) + Zmlze?

Las ecuaciones de Lagrange, empleando un multiplicador A para la restric-
cion, resultan

2md = —Asen6; (7.85)
2mij = A cos 6; (7.86)
1 . l
—ml*0 = —). :
5 5 (7.87)

Estas tres ecuaciones, junto con la de la restriccion (7.84), sirven para re-
solver las cuatro incognitas (z,y,0, A). Es posible eliminar el multiplicador
A, cuyo valor a partir de (7.87) vale A = —ml#, en las otras dos ecuaciones:

2% = 10 sen 0; 24 = —1fcos?; (7.88)
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de esta forma, el problema queda planteado mediante estas dos ecuaciones,
junto con la restriccion (7.84), para las incognitas (z,y, ).

Las ecuaciones de Newton /Euler correspondientes al balance de cantidad
de movimiento y momento cinético en G, funcién de la reacciéon R normal
a la cuchilla, resultan:

2mi = —Rsen6; (7.89)
2mij = Rcos b; (7.90)
1 2" l
z = _R—. 91
Smi*i = —R (7.91)

Se aprecia inmediatamente que coinciden exactamente con las ecuaciones

(7.85-7.87) con A = R, O

7.5. Introduccién al Calculo de Variaciones

7.5.1. Los Principios Variacionales

Los principios de Newton-Euler (apartado 6.2) dan como resultado ecua-
ciones diferenciales, es decir, relaciones entre funciones del movimiento y sus
derivadas en un instante dado. Segin vimos, el principio de los trabajos vir-
tuales y el de D’Alembert globalizan el planteamiento de las ecuaciones
para sistemas de varias particulas, definiendo una condicién que se ha de
verificar para todo el sistema (la nulidad del trabajo virtual para conjuntos
arbitrarios de desplazamientos virtuales). El principio de D’Alembert per-
mite formular, para sistemas de N particulas sujetos a enlaces, un conjunto
de ecuaciones diferenciales por lo general mucho mas reducido que las que se
obtendrian de aplicar directamente los principios Newtonianos a cada una
de las N particulas.

En cualquier caso, los procedimientos arriba comentados se basan en el
planteamiento y resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales, que se
han de cumplir para cada instante de tiempo. Al basarse en relaciones que
se han de verificar para cada «punto» de tiempo, a esta formulacién cabria
llamarla «puntual» o «local».

Una alternativa a la formulacién local de la dindmica es la ofrecida por
los principios variacionales. Estos se basan en establecer una propiedad
global del movimiento a lo largo de todo un periodo de tiempo. En lugar de
originar un sistema de ecuaciones diferenciales para cada instante, plantean
una caracteristica global del movimiento, es decir, una medida integral que
lo caracteriza desde el instante inicial hasta el final.
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El empleo de principios variacionales en la fisica proviene histéricamente
del campo de la optica. El llamado principio de Fermat (1608-1665) permitio
establecer las leyes basicas de la éptica de manera muy elegante. Establece
este principio que la luz va de un punto a otro por el camino por el que tarda
menos tiempo, incluso si sufre reflexiones y refracciones. De este principio se
obtienen otras propiedades fundamentales como la igualdad de los dngulos
de incidencia y reflexién en un espejo, o la ley de Snell de la refraccion.
Todo se deduce de una condiciéon de extremo (minimo) para una magnitud
dada: el tiempo recorrido por el rayo de luz en su trayectoria.

En la mecanica, se plantea el problema de si es posible definir un fun-
cional, en relacién con la trayectoria dindmica de un sistema, que juegue
un papel anédlogo al principio de Fermat. Asi, la trayectoria real que segui-
ria el sistema, para unas condiciones iniciales determinadas, ocasionarfa un
extremo de este funcional.

Este funcional existe de hecho, como veremos en el apartado 7.6; se trata
de la integral a lo largo del tiempo de la funcién Lagrangiana L, denomi-
nada accion Hamiltoniana. En el apartado mencionado desarrollaremos el
principio, verificando su equivalencia con las formulaciones dindmicas ya
conocidas.

Este principio de extremo o variacional tiene una gran potencia: puede
ser generalizado a la mecénica de medios continuos (sistemas con infinitos
grados de libertad), a sistemas cuanticos o relativistas. Por lo tanto, me-
rece la pena detenerse, antes de presentar el principio de Hamilton, en la
justificacion y aplicaciéon general de este planteamiento variacional nuevo.

7.5.2. El Problema Fundamental del Calculo de Variaciones

El planteamiento del problema consiste en encontrar una funcion y(x),
de variable real z, de forma que un funcional determinado I[y] de esta
funcion sea extremal. Sea el funcional con la estructura general siguiente,

1% [ s @) e ony@ L @92)

donde f es una funcion dada de las variables (y, v/, x), ala que supondremos
los requisitos de continuidad y diferenciabilidad necesarios, y (1, x2) los dos
puntos extremos, dentro de los que interesa el estudio de y(z). El problema
es determinar las funciones y(z), que toman valores dados en los extremos
y1 = y(z1) e y2 = y(x2), y que hacen del valor del funcional I[y| extremal,
es decir, un maximo o un minimo.
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Para ello, estudiaremos la variacion del funcional, que llamaremos 017,
para variaciones arbitrarias de y(x) que cumplan las condiciones de borde
dadas. Esta variacion debe ser nula, como expresién de la condicion de extre-
mal. Como primer paso, investigamos la familia uniparamétrica de funciones
variadas

y(z, @) = y(z) + an(), (7.93)

siendo o € R un parametro continuo y 7(z) una funcién real dada arbitraria,
a la que Gnicamente exigiremos que tenga condiciones de borde homogéneas,
es decir n(x1) = n(z2) = 0. Es decir, «enmarcamos» la solucién buscada
y(x) dentro de un conjunto de curvas de comparacion y(x, @) que cumplan
todas ellas las mismas condiciones de borde que y(zx).

De esta manera el valor del funcional depende de «:

I(a) = /  Fy o).y (2, ), ) da.

La primera variacién de este funcional® para una variacién arbitraria da es
def df "2 [of oy  Of 0y

0l = —da = ——= 4+ —=—= >t dadz. 7.94

da’® /301 {8y8a+8y’ da [ 04T ( )

Claramente,

)

Oa _835804:% Oa

por lo que integrando por partes el segundo sumando en (7.94),
Pof o (dy dx__/”d Of\ 9y 4, 9F 0y
2 0y 0z \ Oa N - dz \ 0y ) Oua oy’ O«

1
El segundo sumando en la expresion anterior (términos de contorno) no
contribuye, puesto que segun (7.93) es dy/da = n(x), que desaparece en x;

v To. Asi,
— ” _ i i 72/ —
ol = /z [ y dn ( y/)] dacdx = 0. (7.95)

1

oy Oy 0 <8y>

x2

1

=0

En esta expresion (0y/0a)da = n(z)da se pueden interpretar como va-
riaciones de la curva y(z). Estas variaciones, que llamaremos dy(x), son
arbitrarias, puesto que n(z) es una funcién cualquiera con la tnica salvedad

8Es decir, la variacién suponiendo c infinitesimal y despreciando los términos del
desarrollo en serie de orden 2 o superior, O(5a?).
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de las condiciones de borde homogéneas. En la ecuacién anterior, el término
entre corchetes, en consonancia con la denominacién establecida en (7.28),
se denomina «derivada variacionaly:

f aet OF _ d <8f>,

= = 5y

Sy Oy dx (7.96)

Puesto que §1 = 0 para variaciones arbitrarias dy, el teorema fundamen-
tal del calculo de variaciones establece que la derivada variacional en (7.95)
se debe anular en todos los puntos del intervalo:

o _0r_ 4 (31

U By

Sy ay dn ) =0, Vz €]z, xs (7.97)

Esta expresion se denomina la ecuacion de Fuler del cilculo variacional.

Es posible observar la similitud de la ecuacién de Fuler con las ecua-
ciones de Lagrange de la dindmica (7.14), sin méas que sustituir f(y,v/,z)
por L(q,q,t), en un hipotético sistema de un grado de libertad. Este re-
sultado serd el punto de partida para el principio variacional de Hamilton
(apartado 7.6).

EJEMPLO 7.14: Obtener la curva a lo largo de la cual una particula, some-
tida al campo gravitatorio, realiza el descenso entre dos puntos dados en un
tiempo minimo (problema de la «braquistécronas ).

1 (0,0)

Figura 7.13: Una particula so-
metida a su propio peso debe
descender del punto 1 al 2 en
la trayectoria por la que tarde
un tiempo minimo (denomina-
da braquisticrona).

2 (a, )

Solucion. Tomando como punto de partida el 1 = (0,0) y de llegada el
2 = (a, ), se plantea obtener la curva y(z) tal que la duracion

? ds

1 v

T:
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sea minima. En la expresién anterior ds es el elemento diferencial de arco,
v v la velocidad:

ds = y/1+ (y)2dx, siendo ' = dy/dz,
v = 4/2¢gz,

suponiendo v = 0 en el punto 1. Asi,

Planteado de esta forma, el problema es formalmente idéntico al expresado
en (7.92), siendo f = /[1 + (y')?]/x, por lo que se podra aplicar la ecuacion

de Euler (7.97):
of A (0f)_,
oy dx \oy /)

En este caso, 0f /0y = 0, luego la ecuacion anterior se reduce a la integral

primera
of
@:C (Cte.)
Particularizando:
a /
AP R
dy z[1+ (y)?] o

Para facilitar la integracion de 3/, realizamos el cambio de variable y de
constante siguiente:

1 — . J— ) .
@—27‘, x=r(l——cosyp);
resultando
dy _ ,dz x

dgo_y@_ QT_:Ursengo:r(l—coscp).

Esta expresion se integra directamente, teniendo en cuenta las condiciones
iniciales (y1 = 0,¢1 = 0), obteniéndose

y=r1r(p —seny).
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Por lo tanto, la ecuacién paramétrica de la curva buscada es
x=r(l—-cosyp),
y =r(p —senyp),

que corresponde a una cicloide®, con cuspide en 1 = (0,0). El parametro r
de la misma se hallaria obligando a que el punto 2 = («, 3) pertenezca a la
curva;

a=r(l—-cosy);
B =r(p — senp).

Este constituye un sistema de ecuaciones no lineal para las incognitas (r, ),
que se resolveria por métodos numeéricos iterativos. O

7.6. El Principio de Hamilton

Sea un sistema conservativo y holénomo con n grados de libertad, en el
que se ha definido una funcion Lagrangiana (L). El principio de Hamilton
establece que:

«entre dos instantes t1 y to, caracterizados por las configuracio-

nes respectivas {qgl)} v {qZ@)}, el sistema evoluciona de forma

que la integral
to

S = L(qi,qi,t) dt (7.98)
t1
adopta un valor estacionario (es decir, extremal) para la trayec-
toria real del sistema.»

Esta estacionariedad se refleja en un minimo de S, denominada accién Ha-

miltonianag. Al principio de Hamilton también se le llama principio de la

minima accion?.

9La cicloide es la curva que traza un punto del perimetro de una circunferencia cuando
ésta rueda sin deslizar sobre una recta.

10Existe otro principio también llamado de la minima accién, formulado histéricamen-
te antes que el de Hamilton, debido a Maupertuis (1744), y clarificado posteriormente
por Euler. En éste, se define la accién como fttf 2T dt, siendo T la energia cinética, y
la propiedad de minimo se verifica para variaciones en las trayectorias del sistema que
mantengan constante la integral de Jacobi h (7.43). Una exposicién concisa de este tl-
timo principio puede encontrarse en J.B. Griffiths: The Theory of Classical Dynamics,
Cambridge U.P., 1985. La mayor generalidad de las variaciones posibles en el principio
de Hamilton lo hacen preferible desde un punto de vista practico, aunque si se quiere
evitar confusiones conviene diferenciar ambos enunciados, precisando «minima accién
Hamiltoniana» o «minima accién Maupertuisiana.»
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El principio de Hamilton se puede considerar como un postulado bésico,
siendo posible deducir a partir de él toda la dindmica, de forma alternativa
a las leyes de Newton o al principio de los trabajos virtuales. De hecho,
se trata del planteamiento méas «elegante»: constituye una tnica expresion,
con un enunciado preciso, y permite definir la evolucion dinamica global
a lo largo del tiempo por contraposicién a la descripcién local instante a
instante.

En lo que sigue, comprobaremos la equivalencia del principio de Hamil-
ton con las ecuaciones de Lagrange, que anteriormente se habian deducido
a partir del principio de D’Alembert.

7.6.1. Las Ecuaciones de Lagrange a Partir del Principio de
Hamilton

Suponemos que la trayectoria real que sigue el sistema es {¢;(t)}. To-
mamos una familia de variaciones {d¢;} a tiempo constante, de la forma:

dqi(t) = a;(t)da,

donde da € R es una variacion arbitraria, y a;(t) son funciones dadas del
tiempo, arbitrarias salvo por la restricciéon de tener condiciones de borde
homogéneas a;(t1) = a;(t2) = 0. De esta forma, todos los caminos variados
qi(t) + d¢;(t) tienen el mismo origen y final. Expresando la condicion de
extremal de la accién Hamiltoniana S al variar «, y teniendo en cuenta que
las variaciones no afectan a los limites de la integral,

ds 2 (9L oL .
0S = ada = /t1 (%ai + 8q’iai> dardt.

En esta expresion, asi como en el resto de este apartado 7.6 se sobreentiende
el convenio de sumacién de indices repetidos, salvo en el caso en que estos
indices afecten a vectores. Integrando por partes el segundo sumando dentro
del paréntesis resulta

2 9L | oL | [tz d (oL
—a;dt = —a;| — — | == | a;dt
t1 8qi 6(]2' t t1 dt 8q,'
N——
=0

El término de contorno desaparece, puesto que dL/da = a;(t), que se anula
en t1 y to. Asi, se llega a

2179L d (0L

1
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Considerando que a;(t) son funciones independientes para cada coordenada
i (recordemos que se hizo la hipotesis de que el sistema era holénomo por
lo que esto siempre serd posible), con valor arbitrario salvo la condicion de
borde homogénea, la expresioén anterior obliga a

oL _d <6L> oL =0, i=1...,n;t€]t1,ta]. (7.99)

b At \0di) O

Estas relaciones son precisamente las ecuaciones de Lagrange deducidas an-
teriormente (7.14), y constituyen para este caso las ecuaciones de Euler
correspondientes al principio variacional (7.98). Por este motivo, se deno-
minan también ecuaciones de Fuler-Lagrange.

Hemos comprobado que del principio de Hamilton se deducen las ecua-
ciones de Lagrange. Reciprocamente, es inmediato comprobar que si se cum-
plen las ecuaciones de Lagrange, se sigue la estacionareidad de (7.98). Por
tanto, queda demostrada la equivalencia.

El principio de Hamilton explica con gran claridad algunas propiedades
que habiamos demostrado anteriormente, como la invariancia de las ecuacio-
nes de Lagrange respecto a transformaciones «de galga» (7.26). En efecto,

al sumar a L el término %F(qi, t), el efecto sobre la accion S en (7.98) es

t2
/ %F(qi, tydt = F(q?,ts) — (¢, t1) = cte. (7.100)
t

1

El anadir una constante no altera la estacionareidad de .S, por lo que queda
comprobada la «neutralidad» dindmica de este tipo de transformaciones.

7.6.2. Generalizaciéon del principio de Hamilton

Es posible obtener una generalizaciéon del principio de Hamilton, para
considerar fuerzas no conservativas o sistemas anholénomos, que no puedan
definirse mediante coordenadas libres.

Supongamos un sistema definido con coordenadas {g;} no libres, en el
que existen fuerzas generalizadas ()j, posiblemente no conservativas. Ade-
més, las coordenadas estan sujetas a k ecuaciones de ligadura,

(I)Z(QJ7QJ7t):O, Z:L,k‘

QLT
- 8qjqj ot
=1 ~~

Aij Ci
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o en funcién de desplazamientos virtuales
n
> Aijdg; = 0. (7.101)

Las ecuaciones de la dindmica serian

" [a sor\ or k

5‘]]' = 07 v{(SQj}comp.
j=1 94;

Tomaremos variaciones {d¢;} compatibles con los enlaces, a tiempo
constante (6t = 0), de forma que cumplan la condiciéon de contorno
0qi(t1) = 9¢i(t2) = 0. El principio generalizado afirma que se ha de ve-
rificar

to N k
/ ST+ (Qj +)° /\iAij> 5g;| dt=0  Y{6q;}eomp.. (7.102)
j=1 i=1

t1

Empleando la ecuacion (7.101), al tratarse de desplazamientos compatibles,
en la expresion anterior se anulan los términos de los multiplicadores, que-

dando
to n
/ 0T+ Qjdq;| dt=0  V{5¢;}comp. (7.103)
t1 j=1

En el caso en que las fuerzas provengan de un potencial, es inmediata
la equivalencia de esta expresion del principio generalizado con el principio
de Hamilton expresado en (7.98):

0T+ Qjdq; =0T — gvaqj =4L.
j=1 j=1
———
2%

En un caso general, la justificacién del principio generalizado se realiza
como sigue. La variaciéon de la energia cinética se puede desarrollar como

0T = Z 6qz+2 5qz,

con la definicién realizada de las variaciones, se verifica

d
—0q;;

56 =
4= 1
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siguiendo ahora un procedimiento similar al expuesto en el apartado 7.6.1,
la integral respecto del tiempo del primer sumando se realiza por partes:

to ” to T
;dt = ; dt.
/t a(h 5q Z 8q / Z dt (8%) 04id

=1
\—v—’
Sustituyendo estas expresiones en (7.102) resulta

=0
P~ dor\  oT
/t ;[ dt(a >+aqi+Qi:|6Qidt—0.

1

Puesto que esta relacion se verifica para dg;(t) de evolucion arbitraria en el
tiempo (con la tnica restriccion de las condiciones de borde homogéneas),
el integrando ha de anularse:

“.[d /oT oT
; [dt (8%> 8% Qz] dg; = 0;

expresion que concuerda con la ecuaciéon fundamental de la dindmica o prin-
cipio de D’Alembert en coordenadas generalizadas (7.11). A su vez, si {¢;}
es un sistema libre, {d¢;} se pueden escoger de forma independiente entre
ellas, por lo que se obtienen finalmente las ecuaciones de Fuler-Lagrange

(7.12):
aory ot
dt \ 9¢; dqi "

7.7. La Dinamica a Partir del Principio de Hamil-
ton

Como ya se ha mencionado, el principio de Hamilton puede servir de
sustento a todo el desarrollo de la dindmica, admitiendo como postulados
adicionales inicamente las propiedades del espacio y del tiempo y el prin-
cipio de relatividad de Galileo, expuestos en el capitulo 1 (apartados 1.2 y
1.3).

Este planteamiento es el seguido por algunos textos de mecanica clési-
ca tedrica, resultando interesante por la elegancia formal de su desarrollo,
as{ como por la fundamentacién solida de las leyes de conservaciéon de la
mecénica.
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Expondremos aqui de manera resumida tan sélo algunos resultados ba-
sicos y su relacién con las leyes y teoremas de conservacién conocidos de
la dinamica. El enfoque seguido es similar al propuesto por Landau'!, cuya
obra se recomienda al lector que desee profundizar en este tema.

7.7.1. Estructura de la Funcién Lagrangiana

Lagrangiana de una particula aislada.— Para empezar consideremos
el problema mecénico més simple, consistente en una particula aislada. La
funciéon Lagrangiana L correspondiente, por la homogeneidad del tiempo,
no debe depender de t; por la homogeneidad del espacio, no podra depender
de la posicién r, y por la isotropia del espacio tampoco se vera influida por
la direccién de la velocidad v. Por lo tanto, serd una funcién dnicamente
del médulo de la velocidad, L(v?).

Imponemos ahora la invariancia de las leyes dindmicas con respecto a
una transformacion de Galileo. Para ello estudiemos una traslacion con ve-
locidad uniforme w, por la cual la velocidad pasa a ser v/ = v — w. La
Lagrangiana en este nuevo sistema, L(v'?), para ser equivalente a L(v?)
debe diferir de ella en una derivada temporal total de una funcién de coor-
denadas y tiempo (7.100). Esta condicion se verifica inicamente por una
funcién de la forma

L = kv?.

En efecto, se puede comprobar que al hacer la transformacion v = v’ + w,
se obtiene

L(v?) = k(v +w)? = kv'® + 2kv’ - w + kw?,

lo que se puede poner como

L(v?) = L(v*) + d

— (2kr" - w + kw?t),
de

F(r't)

relacion que prueba la equivalencia.
La masa de la particula se define en funciéon de la constante k de su La-

grangiana, como m def 2k; de esta forma, la Lagrangiana del punto material

aislado resulta finalmente )
L= ~mv>.
2

1L, Landau y E. Lifshitz: Curso Abreviado de Fisica Tedrica; 1-Mecdnica y Electro-
dindmica, ed. Mir, 1971.
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Es inmediato comprobar que la masa asi definida no puede ser negativa.
Si asf lo fuese, la accién S correspondiente a un trayecto entre dos puntos

dados 1y 2,
1)

S = 1mv2 dt,
t1
no tendria un minimo; basta para ello considerar distintos movimientos, en
que la particula parte de 1, primero se aleja rapidamente de 2, para después
acercarse a €él. Cuanto mas rapido sea este movimiento, menor (més nega-
tiva) seria la accion. En este caso no existiria un extremal, contradiciendo
al principio de Hamilton.

Lagrangiana de la unidon de dos sistemas aislados.— Se consideran
ahora dos sistemas aislados A y B, con lagrangianas respectivas La y Lp,
que no ejercen ninguna interacciéon entre si. La Lagrangiana del sistema
conjunto es

Layp=La+ Lp.

En efecto, supongamos que el sistema A posee unas coordenadas libres
{gi, i = 1,...,p}, mientras que el B posee otras {gj, j = p+1,...,n}.
Asi, la suma de las Lagrangianas es

Puesto que ambas partes del nuevo sistema conjunto no tienen ninguna
interaccién, debemos obtener las mismas ecuaciones de Lagrange con la
Lagrangiana conjunta para g; que si tomésemos tan sélo L4. En efecto:

d (0L _ i 0L A .
dt 0q; S dt 9q; ’

OLarp  OLa
o 0gq;’

como querfamos demostrar.
Si se tienen dos particulas a y b que no interaccionan entre si, la La-
grangiana del sistema conjunto es

mavg mbvg

L= + .
2 2
Si las dos particulas se mueven a la misma velocidad v, = vy, se puede
. . def . .
considerar la masa conjunta como mge1p = mg + Mmp, lo que justifica la

propiedad de aditividad de la masa.
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Funcién de interaccién.— Si las particulas interaccionan entre si, pos-
tularemos que la Lagrangiana conjunta diferird de la correspondiente a las
particulas aisladas en una funcién de interaccion V(ry,7p) que dependa
tnicamente de las coordenadas de cada particula'?:

2
m;v;
L=> = V(ram). (7.104)

i=a,b

Supondremos por otra parte que las dos particulas a y b estan aisladas
respecto del resto del universo, constituyendo un sistema cerrado. En este
caso, por la homogeneidad del tiempo, L no podra depender de ¢: L/t = 0,
por lo que la funciéon V' tampoco puede depender de t.

Lagrangiana de un sistema de N particulas FEl razonamiento anterior

se puede extender a un sistema cerrado (es decir, aislado) de N particulas,

. .. . def m;v2
descritas por sus posiciones vectoriales r;. La suma T' = ), —5* se deno-

mina energia cinética del sistema, y V(r;) se denomina energia potencial.
La expresion de la Lagrangiana es

2
L:T—V:Z%—V(m). (7.105)

En funcién de esta Lagrangiana y del principio de Hamilton, siguiendo
un desarrollo similar al expuesto en el apartado 7.6.1, y escogiendo como
coordenadas generalizadas las coordenadas vectoriales r;, se obtiene la ex-
presion:

d /0L oL .
; [dt <87’z> - 87‘1} -or; =0, V{or;} compatibles. (7.106)

Noétese que en la expresion anterior, en general no serd posible eliminar los
desplazamientos virtuales dr; y garantizar la nulidad de los términos entre
corchetes. En general dr; no seran libres salvo que garanticemos que no
existan enlaces internos de ningiin tipo.

12Conviene notar que esta hipotesis implica que si se produce una variacion de las
coordenadas, su efecto se nota de manera instantinea a través de la funcién V', por lo
que las interacciones se propagan con velocidad infinita, posibilidad que no admite la
mecénica relativista.
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7.7.2. Teoremas de Conservacidén

En lo anterior se ha establecido la estructura de la funciéon Lagrangiana
(7.105) y su equivalencia con el principio de D’Alembert (7.106), a par-
tir inicamente del principio de Hamilton y de las propiedades béasicas del
espacio y tiempo.

Se puede igualmente deducir los teoremas de conservaciéon para sistemas
aislados (apartado 6.3.5), empleando las propiedades béasicas del espacio y
tiempo de la mecéanica clésica.

Conservacion de la Energia.—

La homogeneidad del tiempo tiene como consecuencia la conservacién de
la energia en un sistema aislado.

Demostracion. En efecto, si el sistema estd aislado, hemos visto antes que
la Lagrangiana no puede depender explicitamente del tiempo. La derivada
temporal (total) de L(7;,7;) se puede desarrollar como

dL oL . oL

[ — — 7 + — P

dt ; 87“@' ! i 67'1' ’
Empleando las ecuaciones (7.106) para un conjunto de desplazamientos vir-

tuales que coincida con las velocidades reales del sistema (que obviamente
cumplen la condicion de compatibilidad con los enlaces) se obtiene

d (0L . oL .
z& (87"1-) qﬁiz;@m R

%

Sustituyendo en la expresiéon anterior queda

dL d (0L . oL . d /[OL .
i~ (o) o X T ()

d oL .

Es inmediato comprobar que la magnitud entre paréntesis en la ecuacién
anterior coincide con la suma de energia cinética y la potencial definidas en
(7.105); a esta suma la llamaremos energia total del sistema, y al anularse
su derivada temporal, la energia se mantendra constante:

por lo que

def oL .
E:T+V:Zi:ah-ri—L:cte. O
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Conservacion de la Cantidad de Movimiento.—

La homogeneidad del espacio da lugar a otro teorema de conservacion.
Debido a dicha homogeneidad, las propiedades mecénicas de un sistema
aislado no deben variar si dicho sistema, en su conjunto, experimenta un
desplazamiento paralelo (traslacion) en el espacio.

Demostracion. Sea un sistema aislado de N particulas, con coordena-
das (vectoriales) {r;, i = 1,..., N}, y Lagrangiana L(r;,7;). Se verifica
OL/0t = 0 debido a que el sistema es aislado, por el mismo razonamiento
que se hizo anteriormente. Tomaremos por tanto una traslaciéon arbitraria
infinitesimal €, e imponemos la invariancia de la Lagrangiana. Debido a la
traslacion, las posiciones de las particulas varian como r; — r; 4+ €, mientras
que las velocidades no cambian:

Z arl Z 67‘1

y al ser € arbitrario se deduce que ), 0L/0r; = 0.

En funcién de las ecuaciones (7.106) particularizadas para un desplaza-
miento virtual € (que obviamente es compatible, por tratarse de una trasla-
ci6n uniforme de un sistema aislado que no puede tener vinculos externos),

se verifica
oL oL
1) R R

y al ser € arbitrario, se llega a

dt Z 87‘1 ’ =

De esta manera llegamos a la conclusién que la magnitud vectorial

def oL
or;’

P =

que se denomina cantidad de movimiento del sistema, se mantiene constante
para un sistema cerrado.
Conservaciéon del momento cinético.—

Debido a la isotropia del espacio, un sistema aislado sometido a un cam-
bio de orientacién no deberia variar su comportamiento dindmico.
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Demostracidn. Para ello, imaginemos que se efectiia un giro infinitesimal
0. Las variaciones en posiciones y velocidades son respectivamente

or; =0p Ar;
0r; = dp A7y

Con estas variaciones de las velocidades, el médulo de la velocidad de cada
particula se conserva, por lo que la energia cinética T no varia. Por lo tanto la
diferencia entre las Lagrangianas sera inicamente funcién de las posiciones.
Imponiendo la invariancia de la Lagrangiana,

5L:ZSTI‘; (dp ATy +Z8 (dp A7) = 0.

Permutando el producto mixto en esta expresién,
oL oL
dp - =0
14 EZ: |:7'2 8 + 7 A arlj|

y teniendo en cuenta que d¢ es arbitrario,

oL oL
> [m o + 7 A %} =0. (7.107)

i
Expresamos ahora las ecuaciones (7.106), particularizadas para desplaza-

mientos virtuales dr; = d¢p A r; (compatibles siempre en un sistema aislado
libre de enlaces externos, ya que representan una rotacién rigida infinitesi-

mal):
Z{i(gﬂ gﬂ (6 Ari) =0

y permutando el producto mixto,

0L oL
o Zrz [ <(91"Z> _ﬁri] =0

y al ser d¢p arbitrario,

oL
ZTZ <37°z> zi:ri/\amzo
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empleando la ecuacion (7.107) esta expresion queda convertida finalmente

€1
d /0L . oL d oL

Hyo

=0.

Es decir, se conserva el momento cinético, definido como la suma de los

. o def . def
momentos de las cantidades de movimiento: Hp = >, i Ap;, siendo p; =

OL /07y, la cantidad de movimiento de cada particula. O

7.8. Problemas propuestos.

Problema 7.1. En un tridngulo rectangulo isésceles de masa m, que puede
deslizar sin rozamiento dentro de un plano vertical sobre una recta horizon-
tal, apoyandose sobre un cateto, se coloca un disco homogéneo, de radio
r v masa 2m, que puede caer rodando sin deslizar por la hipotenusa del
tridngulo, desde el punto mas alto de ésta. Se pide:
a. Obtener las ecuaciones diferenciales del movimiento, discutiendo la
existencia de integrales primeras.

b. Obtener la reaccion del tridngulo sobre el disco para un instante ge-
nérico, en que el disco atin no haya llegado a tocar la base.
(Examen final, 16/9/1994)

Figura 7.14: Problema 7.1

Q Q Q

Problema 7.2. Un sistema formado por dos masas de valor m unidas por
una varilla rigida sin masa de longitud [ se mueve sobre un plano horizontal.
Cada masa estd apoyada sobre el plano mediante un pequeno cuchillo que
impide totalmente el desplazamiento en direccién de la varilla, quedando
libre el movimiento en direccién normal. Fl sistema tiene un movimiento
impuesto de rotacién con velocidad angular w constante, teniendo su centro
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en el instante inicial una velocidad vy segin una determinada direccion. Se
pide:
a. empleando las coordenadas cartesianas de cada particula, expresar las
ecuaciones de los enlaces y determinar el n.° de g.d.l.;

b. escoger coordenadas generalizadas que eliminen los enlaces holéno-
mos y en funcién de ellas obtener las ecuaciones de Lagrange de la
dindmica;

c. integrar completamente dichas ecuaciones y obtener de forma explicita
la trayectoria del sistema;

d. calcular de forma explicita la reaccién de enlace en los cuchillos.

wt )
- Figura 7.15: Problema 7.2

8

Problema 7.3. Un disco de masa M y radio R puede girar libremente
alrededor de su eje de revolucién vertical Oz. En el disco existe una aca-
naladura radial lisa por la que desliza una rétula cilindrica A, que a su vez
es el punto de suspensién de un péndulo simple de longitud [ y masa m.
La réotula A actua obligando al péndulo a moverse en el plano vertical que
contiene a la ranura OA. Se pide:

a. Obtener las ecuaciones del movimiento de la masa puntual, utilizando

métodos de la dindmica analitica.

b. Expresar las posibles integrales primeras del movimiento del sistema
e interpretarlas fisicamente.

Problema 7.4. Una particula pesada de masa m se mueve unida mediante
una varilla AB rigida, sin masa y de longitud [, a una rétula A de masa
despreciable. A su vez, esta rotula A estd obligada a permanecer en todo
momento sobre una circunferencia horizontal fija de radio R. La rotula A
acttia obligando a que la varilla se mueva contenida el plano vertical tangente
por A a la circunferencia. Se pide:
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Figura 7.16: Problema 7.3

a. Obtener las ecuaciones del movimiento mediante los métodos de la
mecanica analitica.

b. Expresar las posibles integrales primeras del movimiento, e interpre-
tarlas fisicamente.

c. En el caso de que A se mueva con velocidad de médulo constante
|lva| = wR, expresar el potencial de la fuerza de arrastre correspon-
diente a un sistema de referencia mévil con origen en A, con el eje z
vertical y cuyo plano yz contiene en todo momento a la varilla AB.

d. Para la situacién del apartado 3, expresar posibles integrales primeras
del movimiento e interpretarlas fisicamente.
(Véase problema propuesto 6.16, empleando métodos de Newton y Euler)

A
Ol ..
P% ¥ Figura 7.17: Problema 7.4
[~
B/ Y
m

Problema 7.5. Un aro de masa M y radio R se mueve en todo momento
en un plano vertical con un punto de su periferia O fijo. Ensartada en el aro
se mueve una particula de masa m. Por otra parte, la particula esti unida
a uno de los extremos de un cable inextensible y sin masa, que pasa por
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O a través de una pequena argolla. En el otro extremo del cable se aplica
una fuerza F(t) dada. No existe rozamiento entre ninguna de las partes del
sistema. Se pide:
a. Calcular las fuerzas generalizadas asociadas a los grados de libertad
indicados en la figura.

b. Calcular la energia cinética y potencial del sistema.

c. Obtener las ecuaciones diferenciales del movimiento a partir de las
ecuaciones de Lagrange.

d. Justificar razonadamente la existencia o no de integrales primeras del
movimiento y su interpretacion fisica.

e. Calcular la reaccion del aro sobre la particula en un instante genérico
mediante la técnica de multiplicadores de Lagrange.
(Véase problema propuesto 6.8, empleando métodos de Newton y Euler)

Figura 7.18: Problema 7.5

Problema 7.6. Un semiaro homogéneo de radio R gira con velocidad angu-
lar w constante alrededor del eje Z vertical, estando obligado a permanecer
en todo momento en un plano vertical, tal y como se muestra en la figura
adjunta. Una particula pesada de masa m puede moverse sin rozamiento
ensartada en el semiaro. En el instante inicial la particula se encuentra si-
tuada en el punto B y se lanza con una velocidad vg relativa al semiaro. Se
pide:
a. Ecuacién del movimiento.

b. Velocidad vg minima necesaria para que la particula alcance el punto
A.

c. Reacciéon del aro sobre la particula en un instante genérico para una
Vg cualquiera.

(Examen final, 27,/6,/1997)

Problema 7.7. Una varilla AB de masa m y longitud total [ se mueve en
un plano vertical de forma que el extremo A desliza sobre la vertical y el



7.60 Capitulo 7. DINAMICA ANALITICA

A
Ow = cte.
A
Figura 7.19:
Problema
7.6
O

extremo B desliza sobre una recta horizontal. Asimismo, una particula P
de masa m puede deslizar libremente sobre la varilla sin abandonarla (ver
figura adjunta). No existe rozamiento entre ninguna de las partes moviles.
En el instante inicial el sistema parte del reposo con 8 = 30° y s = 0. Se
pide, en funcién de s, 0 y sus derivadas:

1. Expresién de la lagrangiana del sistema formado por la varilla y la
particula.

2. Ecuaciones de Lagrange.
3. Integrales primeras del movimiento.

4. Si § = w (cte), calcular mediante la técnica de los multiplicadores de
Lagrange la reaccién de la varilla sobre la particula en un instante
genérico.

(Véase problema propuesto 6.11, empleando métodos de Newton y Euler)

Problema 7.8. El dispositivo de la figura consta de un aro de masa M y
radio R con un didmetro obligado a permanecer vertical, alrededor del cual
puede girar sin rozamiento. Una particula de masa m se halla ensartada en
el aro pudiendo deslizar libremente sobre él, sometida a su propio peso y sin
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Figura 7.20: Problema 7.7
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rozamiento. Se aplica al aro un momento N (t) respecto al didmetro vertical
que hara girar al sistema alrededor de este eje. Se pide:
a. Expresar la ecuacion diferencial del movimiento, en funcion de la po-
sicion de la particula sobre el aro (¢), la rotacion del aro respecto a
la vertical (¢) y sus derivadas;

b. Expresar las posibles integrales primeras del movimiento en el caso de
que el momento aplicado sea nulo (N (t) = 0);

c. Calcular el momento N (t) necesario para que el aro se mueva con una
velocidad angular constante ¢ = w;

d. Expresar posibles integrales primeras del movimiento para este tltimo
€aso.

Figura 7.21: Problema 7.8

Problema 7.9. Un sistema estd formado por dos particulas de masas M
y m. La particula M se encuentra unida a un punto fijo O a través de una
varilla sin masa de longitud a. Ademas, esta particula estd sujeta mediante
un resorte de constante k£ y longitud natural nula a una recta vertical fija
(r) que pasa por O. La particula m se encuentra unida a la particula M
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mediante otra varilla sin masa de longitud a. Todo el conjunto de particulas,
varillas y muelle se mueve en todo momento contenido en un plano vertical
que gira con velocidad angular w constante alrededor de la recta vertical r.
Se pide:
a. Deducir razonadamente el nimero de grados de libertad del sistema y
seleccionar de forma justificada unas coordenadas generalizadas ade-
cuadas.

b. Expresar la funcién Lagrangiana del sistema en funcién de las coor-
denadas del problema.

c. Ecuaciones diferenciales del movimiento.

d. Discutir la existencia de integrales primeras del movimiento y expre-
sarlas en su caso.

e. Expresiéon de la reaccién ejercida sobre la particula m.

T w

| M

Figura 7.22: Problema 7.9

@)

Problema 7.10. En un plano vertical fijo se mueven dos particulas iguales,
de masa m, que se encuentran unidas entre si por un resorte eldstico de
constante k y longitud natural . Una de las particulas debe permanecer
sobre una recta horizontal fija y lisa. Se abandona el sistema en reposo,
estando las particulas a una distancia b y a la misma altura. Se pide:
a. Empleando como coordenadas los pardmetros (z,s,0) de la figura,
discutir si se trata de parametros independientes o si por el contrario
se hallan sujetos a alguna ecuacién de ligadura.

b. Expresion de las fuerzas generalizadas correspondientes a estos paré-
metros.

Expresién de la energia cinética del sistema.

/o0

Expresion de su energfa potencial.

®

Ecuaciones de Lagrange.

=

Caso de existir integrales primeras, escribirlas e interpretarlas.
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g. {Se modifican estas ecuaciones (las de los dos apartados anteriores),
si la distancia inicial entre las particulas es inferior a b7

Figura 7.23: Problema 7.10

Problema 7.11. Un aro de masa m y radio R puede oscilar en un plano
vertical en torno a un punto O de su perimetro que estd fijo. A su vez,
otro aro de masa m y radio r = R/3 rueda sin deslizar dentro del primero.
Obtener las ecuaciones de Lagrange de la dinamica del sistema.

(Examen parcial, 9/6/1997)

Figura 7.24: Problema 7.11

Problema 7.12. Dos masas puntuales (pesadas) m estan unidas por una
varilla rigida de longitud 2a y masa despreciable, estando obligadas a mo-
verse dentro de un plano vertical Ox'z, de forma que una desliza sobre un
eje vertical Oz y la otra desliza sobre una recta horizontal Oz’ del mismo,
ambas sin rozamiento. A su vez el plano vertical Oz’z puede girar alrede-
dor del eje Oz, no poseyendo otra masa que la correspondiente a las dos
particulas antes citadas. Se pide:
a. En la hipotesis de que el giro del plano alrededor de Oz es libre sin
ninguna resistencia ni momento aplicado segln este eje, obtener las
ecuaciones diferenciales (de 2.° orden) del movimiento.
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b. Supuesto que se parte de unas condiciones iniciales dadas
(0o, 00, po, o), intedrales primeras (ecuaciones difereciales de 17 or-
den) que existan y su interpretacion fisica.

c. Calcular el valor del momento M que debe aplicarse segin el eje Oz
para obtener un movimiento de rotaciéon uniforme (¢ = w) del plano.
(Examen parcial, 29/1/1997)

N
Il
W

Figura 7.25: Problema 7.12

Problema 7.13. Un disco de masa M y radio R rueda sin deslizar sobre un
plano inclinado un angulo « respecto de la horizontal. Del centro del disco
cuelga un péndulo simple constituido por una varilla sin masa de longitud [
con una masa puntual m en su extremo. El centro del disco esta unido a un
punto fijo mediante un amortiguador viscoso de constante ¢ que se opone
al movimiento con una fuerza proporcional a la velocidad (ver figura). Para
considerar la resistencia del aire, se supone que sobre la masa puntual actia
una fuerza viscosa F' = —cw, siendo v la velocidad de dicha masa. Se pide:

a. Expresion de las fuerzas generalizadas correspondientes a las fuerzas

viscosas.

b. Ecuaciones diferenciales del movimiento. Discutir la existencia de in-
tegrales primeras.
(Examen parcial, 9/2/1996)

Problema 7.14. Una placa semicircular homogénea, de masa m y radio r,
puede girar libremente en su propio plano vertical IT alrededor del centro
O de su borde diametral. A su vez el plano II (que no tiene masa) puede
girar libremente alrededor de un eje vertical que pasa por O. Se abandona la
placa en reposo respecto de II, con su borde diametral formando un angulo
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Figura 7.26: Problema 7.13

fo con la horizontal, mientras que II tiene una velocidad angular 1/1(0) = wy.
Se pide:
a. Expresién, en un instante genérico, del momento cinético respecto de
O y de la energia cinética.

b. Ecuaciones diferenciales del movimiento de la placa.
¢. describir el movimiento resultante, en concreto:

1. ley t(t) de la velocidad angular del plano;
2. demostrar que el movimiento () es pendular, obteniendo la lon-

gitud del péndulo simple equivalente.
(Examen final, 28/6/1996)

Problema 7.15. Dos particulas, de masas respectivas m y Am, estan unidas
mediante un hilo inextensible de longitud 2b. Este hilo pasa por un pequefio
agujero existente en el vértice A de una superficie conica S fija, lisa, de
eje vertical y semiidngulo «. Mientras m permanece sobre la superficie S
por debajo de A con ligadura unilateral lisa, la otra particula Am pende
libremente, permaneciendo en el volumen interior determinado por S. Se

pide:
a. Suponiendo que el movimiento comienza con unas condiciones iniciales

generales,
1. Escoger unos parametros adecuados para estudiarlo y determinar
el n.° de grados de libertad;

2. Obtener las integrales primeras que pudiera haber e interpretar-
las fisicamente;
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vl

Figura 7.27: Problema 7.14

3. Obtener las ecuaciones diferenciales de segundo orden del movi-
miento.

b. Suponemos ahora que inicialmente Am parte del reposo, a una distan-
cia b en la vertical por debajo de A, y m tiene una velocidad vy con el
hilo tenso. Encontrar los valores entre los que debe estar comprendido
A asi como el valor adecuado de vg para que Am permanezca en reposo
y m no se separe de S.

(Examen final, 31/1/2001)

Problema 7.16. Un disco pesado de masa M y radio R con centro en C'
estd contenido en un plano vertical fijo y apoyado sobre la recta horizontal
OB. A su vez, una varilla pesada de masa M y longitud 4R tiene un extremo
articulado en el punto fijo O y se apoya sobre el disco en A. El contacto
del disco con la recta horizontal en B es perfectamente rugoso (rueda sin
deslizar), mientras que el contacto con la varilla en A es perfectamente liso
(desliza libremente). Se pide:

a. Definir el nimero de grados de libertad del sistema y obtener las
expresiones cinematicas de la velocidad y aceleracién del centro del
disco C, asi como de la velocidad y aceleracién angular del disco, en
funcién del dngulo « y sus derivadas.

b. Analizando ahora la dindmica del sistema, obtener las ecuaciones que
definen el movimiento del disco, asi como las reacciones en A v B,
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Figura 7.28: Problema 7.15

empleando los teoremas generales de Newton y Euler.
(Examen final, 14/6,/2001)

A

c’ Figura 7.29: Problema 7.16

B

Problema 7.17. Una barra homogénea AB de masa m y longitud [ se
mueve en un plano horizontal. En el extremo A tiene un apoyo en forma
de pequena cuchilla, que impide el movimiento de dicho punto en direccién
perpendicular a la varilla. Se pide:

a. Expresar la ecuacién de ligadura anholénoma.

b. Usando (z,y, ) como coordenadas, obtener las ecuaciones diferencia-
les del movimiento. Emplear para ello el formalismo de la dindmica
analitica, haciendo uso de la técnica de multiplicadores de Lagrange
para eliminar la citada ligadura.

c. Demostrar que el multiplicador de Lagrange \ representa la fuerza
transversal de restricciéon en ese punto.
(Examen final, 30/1/1999)
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Figura 7.30: Problema 7.17

Problema 7.18. Un semiaro pesado de masa M y radio R puede deslizar
y girar sin rozamiento a lo largo de una recta horizontal fija r por su didme-
tro AB. Ademaés, una particula pesada de masa m desliza sin rozamiento
ensartada en el semiaro. Se pide:
a. Expresiones de la energia cinética y potencial del sistema formado por
la particula y el semiaro.

b. Ecuaciones diferenciales del movimiento.
c. Expresar las posibles integrales primeras e interpretarlas fisicamente.

d. Expresion de la reaccidon entre el aro y la particula en funcion de las
coordenadas generalizadas seleccionadas y sus derivadas.
(Examen final, 14/6/1999)

Figura 7.31: Problema 7.18



Aptdo. 7.8. Problemas propuestos. 7.69

Problema 7.19. Dos poleas A y B pueden rodar sin deslizar sobre una rec-
ta horizontal, manteniéndose verticales en todo instante y unidas mediante
un hilo sin masa que se enrolla en el perimetro exterior de las mismas, con
un resorte lineal de constante k en su centro. La masa de la primera polea
es m4 y su radio 1,5 R, mientras que la masa de la otra es mp y su radio ex-
terior 2R. La rodadura de la polea B sobre la recta se produce mediante un
pequeno saliente de forma circular y radio R. Al ser este saliente pequeno,
ambas poleas se pueden considerar como discos homogéneos. Considerando
que el hilo se mantiene tenso en todo instante y que es suficientemente largo
para que el resorte central no llegue a tocar las poleas, obtener las ecuacio-
nes diferenciales del movimiento del sistema.

(Examen parcial, 26/1/1998)

1.5R

Figura 7.32: Problema 7.19

Problema 7.20. Un disco homogéneo de masa M y radio R rueda sin
deslizar sobre una recta r, manteniéndose vertical. De su centro cuelga,
mediante una articulacién, una varilla de masa m y longitud | < R. En
el extremo inferior de esta varilla acta una fuerza horizontal, de valor
f = AsenQt. El conjunto esta sometido ademas a la accion de la gravedad.
Se pide:
a. Tomando como coordenadas el giro del disco 6 y el angulo de la varilla
con la vertical ¢, expresar el trabajo dW para un desplazamiento
virtual arbitrario.

b. Fuerzas generalizadas segtin las coordenadas anteriores.
c. Ecuaciones de Lagrange del movimiento.

d. Discutir la existencia o no de integrales primeras y obtenerlas en su
€aso.
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e. Reaccion tangencial de la recta sobre el disco, empleando multiplica-
dores de Lagrange.
(Examen parcial, 25/1/1993)

Figura 7.33: Problema 7.20

Problema 7.21. Un aro homogéneo de masa 3m y radio R se mueve en un
plano vertical colgado de un punto O de su perimetro que se halla fijo. Sobre
este aro desliza una bolita de masa m que no puede separarse del mismo, y
que se halla sujeta por un resorte elastico de constante k = mg/R al punto
del aro diametralmente opuesto a O. Obtener las ecuaciones diferenciales
(de Lagrange) del movimiento e integrales primeras si las hubiere.
(Examen final, 11/9/1991)

Figura 7.34: Problema 7.21

Problema 7.22. Un aro de masa M y radio 2a puede oscilar en un plano
vertical en torno a un punto O de su perimetro que estd fijo. A su vez,
un disco de masa m y radio a rueda sin deslizar dentro del aro. Existe
un resorte de constante k y longitud natural 2a, uno de cuyos extremos
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estd unido al centro del disco. El otro extremo esti unido a una varilla de
longitud a sin masa, soldada al aro en el punto O en direccién normal al
perimetro, y que se mueve por tanto solidariamente con el aro (ver figura).
Obtener las ecuaciones de Lagrange del movimiento, y discutir la existencia
de integrales primeras.

(Examen parcial, 24/5/1993)

Figura 7.35: Problema 7.23

Problema 7.23. Un sistema binario formado por dos particulas de masas
ma y mp se mueve sin resistencias en un plano vertical fijo, atrayéndose las
particulas entre si con una fuerza proporcional a su distancia de constante
k, actuando asimismo sobre ellas la gravedad terrestre. Empleando como
coordenadas del sistema la posicién de su centro de masas G, la distancia
s entre particulas, y el angulo que forma el segmento AB con la horizontal,
se pide:
a. Lagrangiana del sistema;

b. Ecuaciones del movimiento e integrales primeras;

c. Reducir el movimiento relativo a G a una ecuacion diferencial en fun-
cion de s tan soélo.

d. Tomando ahora como coordenadas generalizadas las coordenadas ab-
solutas de m4 que denominaremos (ry,7,) y las coordenadas relativas
de mp respecto a m4 que denominaremos (sg,sy), obtener la La-
grangiana; comprobar que las coordenadas (r,7,) son ciclicas y las
integrales primeras correspondientes expresan la conservacién de la
cantidad de movimiento del sistema; obtener las ecuaciones de Lagran-
ge para las otras dos coordenadas, eliminar en ellas las coordenadas
ciclicas, y comprobar que definen trayectorias relativas elipticas.
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(Examen final, 20/6,/1994)

Problema 7.24. Una placa cuadrada ABCD, de masa m, esta colgada
de un carretén de masa M, mediante dos varillas inextensibles de masa
despreciable y longitud [, articuladas en sus extremos (ver figura). La placa
s6lo puede moverse en su plano y el carretéon puede desplazarse en el mismo
plano sobre la recta horizontal en que se apoya, sin rozamiento y con un
amortiguador viscoso de constante c. Se pide:

a. Ecuaciones diferenciales del movimiento. ; Existen Integrales Prime-

rag?

b. En el caso particular en que ¢ = 0, si la placa se suelta estando el
sistema en reposo con las varillas horizontales, calcular:

1. Desplazamiento del carretén cuando la placa llega al punto més
bajo de su trayectoria.

2. Velocidad del carretén en dicho instante.
(Examen parcial, 28/1/1994)

C
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D g\i 5\5 Figura 7.36: Problema 7.2/
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Problema 7.25. Un semiaro de masa M y radio R rueda sin deslizar sobre

una recta horizontal, manteniéndose dentro de un plano vertical. Sobre el

semiaro desliza una particula de masa m con ligadura bilateral lisa. Se pide:
a. Lagrangiana del sistema y ecuaciones de Lagrange del movimiento;

b. Integrales primeras, caso de haberlas.
(Véase problema propuesto 6.18, empleando métodos de Newton y Euler)
(Examen final, 20/6/1994)

Problema 7.26. El sistema de la figura esta formado por dos discos iguales,
de masa M y radio R, cuyos centros A y B estan unidos mediante un resorte
elastico de constante k. Se pide:
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Figura 7.37: Problema 7.25

a. Empleando las coordenadas (z¢, s), donde xg es el desplazamiento
segiin la direccién inclinada del C.D.M. del conjunto y s la elongacién
del muelle respecto a su longitud natural, determinar las ecuaciones
del movimiento del sistema y las integrales primeras. Se supondra que
en el instante inicial el conjunto parte del reposo con el muelle sin
tension.

b. Obtener la reaccion de la recta sobre el disco A.
(Examen final, 20/6/1995)

Figura 7.38: Problema 7.26
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