Capitulo 8

Dinamica del Sélido Rigido

8.1. Conceptos generales

Se llama, «so6lido rigido» a un conjunto de particulas, de nimero finito o
infinito, que a lo largo del movimiento mantengan invariables las distancias
entre cada dos de ellas, de manera que se conserve la forma geométrica del
sistema y la distribucién espacial de su masa.

Es posible pues caracterizar un sélido rigido B de dos maneras distintas,
segun si el numero de particulas es o no finito. El s6lido con distribucion
discreta de masa es el constituido por un nimero finito de N particulas
(m;, i =1,...,N) unidas rigidamente. Por otra parte, el sélido con distri-
bucion continua de masa estard formado por un ntmero infinito de parti-
culas, pudiendo idealizarse como un medio continuo. Es decir, se considera
como un dominio B infinitamente subdivisible en el sentido del célculo dife-
rencial, mediante elementos infinitesimales de volumen (dV') y masa (dm).
Admitiremos en este caso que existe una funcion de densidad p = dm/dV
que expresa la relacién entre ambos y que supondremos integrable.

De esta forma, la masa total del s6lido se expresa como

N
M = Z m; (distribuciéon de masa discreta)
i=1 (8.1)
M= [ pdV (distribucién de masa continua).
B

Quedan fuera del alcance de este capitulo los medios continuos defor-
mables, que seran objeto de estudio en otras materias (Resistencia de Ma-
teriales; Elasticidad y Plasticidad; Calculo de Estructuras; Geotecnia; Hi-
draulica y Mecéanica de Fluidos). La consideracion de la deformabilidad de

8.1
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los cuerpos exigiria introducir medidas de la deformacion interna (tensor
de deformaciones), asi como de las fuerzas internas entre las particulas del
solido (tensor de tensiones) y las ecuaciones que ligan ambas (ecuaciones
constitutivas), lo que excede los objetivos de este curso.

Como se vio en el ejemplo 6.1 (figura 6.5), un sélido rigido libre posee seis
grados de libertad. Estos se pueden descomponer como tres parametros que
definan la traslacion del sélido, (por ejemplo, las coordenadas del centro de
masa, X¢g, Yo, Za), y tres parametros angulares que definan la orientacion
del solido alrededor de G (por ejemplo, los angulos de Euler (1,0, ¢), que
se definiran mas adelante (apartado 8.6.8)).

Las ecuaciones de la dindmica pueden obtenerse aplicando los principios
y teoremas generales enunciados en el capitulo 6. En particular, el movi-
miento se puede resolver aplicando las ecuaciones que se deducen a partir
de los principios de la cantidad de movimiento (6.7), momento cinético
(6.22) y energia cinética (6.15). Para el caso mas general del s6lido libre en
tres dimensiones, se necesitaran al menos seis ecuaciones independientes. Un
procedimiento general para obtener las ecuaciones necesarias y suficientes
es la aplicaciéon del principio de D’Alembert, como se ve a continuacion.

8.1.1. Ecuaciones Cardinales de la dinamica

Supondremos un s6lido rigido libre, sin enlaces exteriores, siendo las
Unicas ligaduras las internas del propio sélido, de distancia constante. Los
desplazamientos virtuales compatibles con estos enlaces son

or; =00 A (r; —rg) + drg, V(org,0). (8.2)

En esta expresion drg responde a desplazamientos virtuales arbitrarios
del centro de masa y 6@ a rotaciones infinitesimales. Por concretar el de-
sarrollo se ha considerado el sélido como conjunto discreto de particulas
(m;, i =1,...,N), aunque los resultados son igualmente validos para una
distribucién continua.

El principio de D’Alembert (6.65) expresa

Z fz . 57"1‘ — Z mm . 5')%' = O, V{(STZ} comp.. (83)

N——
ow
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Empleando (8.2) el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas f; resulta

N N N
SW = fi-ori=Y fi-drct+> fi-(60A(ri— 1)
=1 i=1 =1 (84)

=F -drg+ Mg - 90,

siendo F =, £ (resultante de las fuerzas exteriores aplicadas) y M ¢ =
>i(ri—re) A (resultante de momentos en ). Para obtener la expresion
anterior se ha empleado la propiedad de rotaciéon del producto mixto en los
términos debidos a §6.

Por otra parte, los términos de inercia originan la siguiente contribucién:

N N N
Z mir; - 0r; = (Z mm) -org + (Z(’I‘Z - Tg) VAN mﬂ“z> - 00
i=1 i=1 (8.5)

=1
d
= Mag - org + <d7§HG> - 00,

siendo Hg = ) _,(r; — ra) A m;7;. Sustituyendo las expresiones anteriores
en (8.3),

(F - Mag> S0TrG + (MG — %Hg) 00 =0 V((srg, (59). (8.6)

De aqui se deducen las denominadas ecuaciones cardinales de la dindmica
del sélido:

F = Mag; s7)
d 8.7
M= —Hg.
G = ¢

Se trata de seis ecuaciones escalares, que al deducirse del principio de
D’Alembert, sabemos de entrada que son necesarias y suficientes para de-
terminar los seis grados de libertad del movimiento.

En el caso particular de un sélido con un punto O fijo, los desplazamien-
tos virtuales serian 6r; = 60 Ar; (tomando en O el origen de coordenadas),
y la ecuacién del movimiento se reduce a

d
Mo = —Hoy. (8.8)

dt
Si el sistema rigido se considera como un medio continuo, formado por
infinitas particulas, las expresiones anteriores son igualmente validas, cal-
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culandose las magnitudes a emplear en (8.7) mediante:

F:/de+/ tdS+ > i, (8.9)
B oB A

MG:/B(r—rc)AdeJr/aB(r—rG)Atd5+zk:(rk_rG)AfZXt’
(8.10)

HG:/B(’I"—T(;)/\f’pdV. (8.11)

siendo b las fuerzas distribuidas por unidad de volumen (p. ej. la gravedad
simplificada terrestre pg), t las fuerzas aplicadas por unidad de superficie
en el contorno 9B, f§*' fuerzas concentradas (puntuales). Para el caso con

un punto fijo (ecuacion (8.8)), las expresiones serian
MO:/r/\de+/ rALAS + ) e A FEY (8.12)
B oB k

Hoz/r/\i"pdV. (8.13)
B

Si se admite que la resultante de las fuerzas exteriores, F', no depende de
la orientacién del s6lido, sino tan sélo de la posicién del centro de masas rg
y posiblemente del tiempo, la integracion de la ecuacion (8.71) permitiria
calcular la trayectoria del centro de masas como si se tratase de una parti-
cula, de forma desacoplada de la ecuacion (8.72), problema que ya hemos
estudiado con anterioridad en la dindmica de la particula (capitulo 2).

Serfa un grave error sin embargo considerar que el movimiento del s6-
lido se reduce a definir el movimiento del centro de masas. Para definir
completamente el movimiento faltaria determinar su orientacién, mediante
la ecuacién (8.72), 6 (8.8) en el caso con un punto fijo.

En este capitulo trataremos sobre el planteamiento y resolucién de las
ecuaciones (8.72) 6 (8.8). Ambas ecuaciones son formalmente iguales, definen
el mismo tipo de problema: el movimiento de orientacién o rotacién del
s6lido alrededor de un punto que puede considerarse fijo, sea éste G u O.

8.2. Expresiéon de las magnitudes cinéticas

8.2.1. Movimiento de rotacion instantanea

Consideremos un s6lido B con un movimiento instantineo de rotacion,
alrededor de un eje (O, e), con velocidad angular Q = Qe, siendo e un versor
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Figura 8.1: Sdlido B girando alrede-
dor de un eje fijo (O,e).

unitario. El eje de rotacién de dicho movimiento serd en general variable a
lo largo del tiempo. En caso contrario se trataria de la rotacion de un sélido
alrededor de un eje fijo, que da lugar como se sabe a un movimiento plano.
Al tratarse de una rotacion instantanea la velocidad de los puntos del eje
es nula, por lo que tomando origen de coordenadas en O la velocidad de un
punto P cualquiera del sélido r = OP es

v=QAT. (8.14)

El momento cinético conjunto del cuerpo se obtiene mediante la suma o
la integral, segin se trate de una distribucién discreta o continua, de los
momentos cinéticos elementales de cada particula:

N
Hy :Zri/\mivi

=1 (solido discreto)
N N

= Zmiri ANQAT;) = Zmz [Tfﬂ — (ri - )],
i=1 i=1

(8.15)

Hp = / r AvpdV

5 (solido continuo)

= / rA(QAT)pdV = / [r2Q — (r - Q)r] pdV
B B

(8.16)
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En lo que sigue consideraremos un sélido continuo, por concretar las
expresiones. Proyectando sobre el versor unitario e obtenemos el momento
cinético drico:

e-HO:/e~[T/\(Q/\r)]pdV

B (8.17)

—/Q(e/\r)-(e/\r)pdV—Q/dgpdV
B B

donde se ha empleado la propiedad de rotacion del producto mixto. Asimis-

mo, se denomina d, def le Ar| ala distancia de cada punto al eje de rotacion
(O,e).

En la expresion anterior, la integral que aparece se define como momento
de inercia del solido respecto al eje (O, e):

In. ¥ / d2pdv (8.18)
B

resultando por tanto a partir de (8.17) la expresion

Ho . = 10,9, (8.19)

def e - .
donde Hop . = Hy - e, momento cinético éxico del solido respecto del eje

(O,e).

De la misma manera, la energia cinética se puede expresar como
L o 1 2
T=|[| zvopdV=[ (Q2AT)pdV
B2 B2

. (8.20)
= - / dZpdV;
2 Js

es decir,
1
T = 510,692. (8.21)

En el caso de un sélido discreto, las expresiones anteriores son igualmente
validas, siendo la expresion del momento de inercia Ip . = Zf\i 1 midg’i.

Debe advertirse que en las expresiones anteriores del momento cinético
(8.19) y energia cinética (8.21) el valor del momento de inercia Ip . no es
constante, v debera ser calculado en cada instante en funcion de la posicion
del eje de rotacion (O, e). Esta circunstancia limita la utilidad practica de
dichas formulas, siendo mas recomendable para un caso general el uso del
tensor de inercia, tal como se explicaré en el apartado 8.3 (expresiones (8.29)

v (8.42)).
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8.2.2. Movimiento general (rotacién y traslacién)

En el caso més general en que el movimiento no sea una rotacién instan-
tanea sino un movimiento general sin puntos de velocidad nula, el campo
de velocidades se puede desarrollar en general a partir del centro de masas

. . : . def .
(G). Definiendo la posicion relativa al mismo por 7/ = r—rg, y suponiendo
que la velocidad instantanea de rotacion es 2 = Qe,

v=vg+QAT. (8.22)

El momento cinético resulta

ng/r'/\(vg—i-ﬂ/\r’)pdv
B

—/r'/\vgpdV—i—/r’/\(Q/\r’)pdV. (8.23)
B B
=0
Proyectando sobre el versor e de la velocidad de rotacién,
HG,e:e'HG:/ e- [T’A(Q/\r’)]pdV:QIG,e, (8.24)
B

donde I, es el momento de inercia respecto del eje (G, e), que se define
analogamente a (8.18).
El desarrollo de la energfa cinética es en este caso

1
T = / —(vg+ QAT pdV
B2

_ 1 2 / 1 N2
—/BQUGpdV—i—/BvG-(Q/\r)pdV%—/Bz(Q/\r) pdV (8.25)

=0

1 1
= in%; + 5107692.

Esta expresion es la aplicacion del teorema de Konig (6.25) al caso del solido.

Debe realizarse aqui la misma. advertencia que se hizo al final del apar-
tado anterior, en relacién con el valor variable en general del momento de
inercia I . a emplear en las formulas (8.24) y (8.253).

8.2.3. Dinamica del sélido con un eje fijo

De las expresiones anteriores se puede obtener de forma directa la ecua-
ciéon dindmica del caso mas sencillo de movimiento de rotacién de un sélido,
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que es cuando el eje de rotacion (O, e) es fijo. Puesto que se trata de un
solido rigido, Ip . es una constante que refleja la distribucién de masas del
solido alrededor de dicho eje fijo. Teniendo en cuenta esto, si se deriva (8.19)
y empleando (8.8) se obtiene

d . d
&HO,E = IO,EQ = a(HO . e) = MO e = MO,@
Y
Mo = 10.9. (8.26)
En esta ecuacion Mo . def Mo - e es el momento axico de las fuerzas. Al

derivar para obtener esta expresion se ha tenido en cuenta que, el eje (O, e)
es fijo, tanto respecto al sé6lido como a la referencia absoluta, por lo que el
momento de inercia Ip . se mantiene constante, ya que la distribuciéon de
masa no sufre distorsion.

La expresion (8.26) define la dindmica de la rotacién en torno a un eje
fijo. Es similar a la ley «Fuerza = Masa x Aceleraciony» (2.2) para dinamica
de traslacion de particulas, cumpliendo aqui € el papel de aceleracion (va-
riacion del movimiento), Mo . el papel de fuerza (causante de la variacion)
e Io el papel de masa (inercia a la variacion).

8.3. El tensor de inercia

Para el caso méas general de la dindmica del sélido, en lo que sigue nos
limitaremos a la ecuacion (8.72), o bien directamente a la ecuacion (8.8)
en el caso en que el sélido tenga un punto fijo O —dando por descontada
la solucion de la ecuaciéon (8.71) que gobierna la traslacion—. Como se
ha dicho, las dos ecuaciones son formalmente iguales, expresando ambas la
dinamica de la rotacién alrededor de un punto que se pueda suponer fijo, sea
este punto G u O. Por tanto en lo que sigue centraremos nuestra atenciéon
en la ecuacion (8.8) correspondiente al sélido con un punto fijo.

Para poder expresar dicha ecuacién en un caso general en que el eje de
rotacion no sea fijo, es preciso en primer lugar desarrollar las expresiones
de las magnitudes cinéticas (momento cinético, energia cinética) de forma
intrinseca, sin referirse al eje de rotacion, lo que dara lugar al denominado
tensor de inercia. Como veremos, este tensor constituye la descripcién mas
general de la inercia de un sélido a la variacién de su movimiento, genera-
lizando el concepto de momento de inercia que se emplea para la rotacién
alrededor de un eje.
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Figura 8.2: Movimiento del solido
B con un punto fijo O.

Expresion del Momento Cinético.— FEl momento cinético de un sélido
B con un punto fijo O, con velocidad de rotacién instantdnea €2, viene dado
por (8.16):

HO—/BT/\(Q/\r)pdV—/B[rQQ—(r~Q)r]pdV. (8.27)

Se observa facilmente que esta expresiéon es lineal en €2; por tanto se pue-
de interpretar que define Hp como una transformacion lineal de €2, que
identificaremos con un tensor!' Ip,

Io: Q+— Hp(Q) :/ [r?Q — (r-Q)r] pdV. (8.28)
B
Se trata de un tensor de segundo orden, que denominamos tensor de Inercia
del sélido B en el punto O.
En lenguaje tensorial, decimos que H es la actuacién de Io sobre 2:

(529)

donde el operador (-) indica la aplicacion del tensor sobre un vector, obte-

niéndose como resultado otro vector?.

1Véase el apéndice A, donde se define un tensor de orden dos como «una funcidn
lineal que aplica cada vector a un vector»

2En este texto se empleara el punto (-) para significar esta aplicacién de un tensor
sobre un vector, que no debe confundirse con el producto escalar entre dos vectores. Otros
autores indican la aplicacién de un tensor sin ningtn simbolo, es decir IoQ2
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Componentes del tensor de inercia.— En notacién tensorial, a partir
de (8.27) y teniendo en cuenta que (r®7r)-Q = r(r-Q) (véase apéndice A),
el tensor de inercia se puede expresar de manera explicita mediante

Io= /(r21 —r@7r)pdV, (8.30)
B

donde 1 es el tensor identidad, de componentes 6;; (deltas de Kronecker)
en una base ortonormal, y (®) indica producto tensorial o diadico.

Para clarificar el significado del tensor de inercia, desarrollemos las com-
ponentes del mismo en una base ortonormal, a partir de (8.27):3

(Ho): = /B [r20: — (r;Q)rdpdV

= |:/ (7”252']' - Tﬂ‘j)pdv Qj (831)
B
= IO,iij-

Los coeficientes I ;; corresponden a las componentes del tensor de inercia
I y quedan definidos por

def
Ip;j =

/(7“2(51'3' - 7“1'7“]‘),0 dV, (8.32)
B

La ecuacion (8.31) permite interpretar la actuacion del tensor de inercia Ip
como el producto tensorial contraido* con Q.

Cambio de coordenadas.— Una de las propiedades esenciales de los
tensores es el comportamiento de sus coordenadas frente a un cambio de
base (apartado A.5 en apéndice A). Supongamos un tal cambio, asociado a
un tensor de cambio A con matriz de componentes [A]°, que transforma la

3En estas expresiones, se sobreentiende que se efectiia la suma sobre los indices re-
petidos sobre su rango de variacion, convencién que emplearemos en lo sucesivo en este
capitulo salvo indicacién expresa en contra.

“es decir, realizando la sumatoria («contrayendo») en el indice mas cercano entre
ambos

SEmplearemos la siguiente notacién en este curso para las expresiones matriciales:

{z} = {x:}, {r} = {r:} (entre llaves) para matrices columna (n x 1), || = {z}T =
llz:ll, Il = {r}T = |I7:|| (entre barras dobles) para matrices fila (1 x n), y [R] =
[Rij], [A] = [Aij], [I] = [I;;] (entre corchetes) para matrices de 2 indices (rectangulares

n x m o cuadradas n x n). Reservaremos las letras «negritas matematicas» (z, v, R, I)
para vectores o tensores. Procuraremos distinguir de esta manera entre el tensor R y la
matriz de componentes del mismo en un triedro dado, [R] = [Ry;].



Aptdo. 8.3. El tensor de inercia 8.11

base ortonormal {e;} en otra igualmente ortogonal {e}}:

e; = ejAji
Las coordenadas de un vector dado a cambian como
{a}’ = [A]T{a} & a; = Aja;. (8.34)

Las coordenadas del tensor I (cf. ecuacion (A.43) en apéndice A) en ambas
bases estan relacionadas por

[Io]/ = [A]T[Io] [A] = Iloﬂj = AkiIO,klAlj' (835)

Recordamos que, al tratarse de un cambio entre bases ortonormales, A es
ortogonal ([A]T = [A]7!, y det(A) = £1). Supondremos ademas que ambos
triedros son «a derechasy, por lo que adicionalmente ha de ser det(A) = +1.

Reviste especial interés considerar un triedro (O, 1, 7, k) ligado al solido,
con origen en un punto O del mismo y direcciones (4, j, k) solidarias al
cuerpo. En este triedro, un punto material del sélido tiene coordenadas
constantes® a lo largo del movimiento:

r=x%%+y°j + 2°k, con (z°,y°, 2°) constantes. (8.36)

Las componentes del tensor de inercia en este triedro, a partir de (8.32), son
igualmente constantes. Empleando la notacién indicial para las coordenadas,
(r{,r5,1r5) = (2°,4°, 2°), estas componentes son

1845 = /(r25ij —rir7)pdV  (constantes) (8.37)
B

Consideremos ahora el cambio de base que relaciona el triedro del cuerpo
(O,1,7,k) con el triedro fijo (O,1I,J, K),
leg Kl =TI J KI||[R]. (8.38)

(El triedro fijo puede definirse como aquél que coincide con la posicion del
triedro del cuerpo en el instante de referencia o inicial, [R];=¢ = [1].) La
relacién entre las componentes del tensor de inercia en ambos triedros es

[Io]° = [R]"[I0][R), (8.39)

5Este tipo de coordenadas ligadas al movimiento se denominan en ocasiones coorde-
nadas convectivas.
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donde [Ip]° son las componentes del tensor de inercia en el triedro del
cuerpo, e [Ip] las componentes en el triedro fijo. Teniendo en cuenta [R]T =
[R]~!, la relacién anterior se puede invertir resultando

[Io] = [R][Io]°[R]". (8.40)

Esta expresién matricial define las componentes del tensor de inercia en una
base fija (inercial) a lo largo del movimiento, en funcion de la matriz [R].
Se puede comprender facilmente que las coordenadas [Ip] por lo general
no seran constantes. Si se desea evitar tener que considerar dicha variaciéon
en el cdlculo, deberd expresarse el tensor de inercia en un triedro ligado al
solido ([Io]°).

Expresion de la Energia Cinética.— La expresion de la energfa ciné-
tica (8.20) se puede desarrollar como:

T—/;(Q/\T)-(Q/\r)pdv
15 (8.41)
:29-/Br/\(ﬂ/\r)pdv.

Considerando (8.16) y (8.29) puede escribirse en funcion del tensor de iner-
cia,

1
T= 59 -(Io - Q). (8.42)
Otras maneras de expresar esta ecuacién’ son:
1 e
T= 5(21-[07”9]' (notacion indicial); (8.43)
1
= §||QH[IO]{Q} (notacion matricial). (8.44)

La ecuacion (8.42) es una expresion tensorial, por lo que el resultado es
otro tensor, en este caso de orden cero, es decir, un escalar invariante. Por
lo tanto, el valor de T' es un invariante intrinseco del movimiento, que no
depende del sistema de coordenadas elegido. En efecto, realizando el cambio

"En la expresion (8.42) el primer punto (-) indica producto escalar entre vectores y el
segundo la aplicacién del tensor sobre un vector. En algunos textos se emplea la notacion
del producto de un tensor A por un vector x por la izquierda como x - A def AT . x, 0
en indices x;A;j, con lo que la ecuacion anterior puede expresarse también sin paréntesis

como 1Q-Io-Q
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de coordenadas definido por [A] segun (8.34) y (8.35) y teniendo en cuenta
la ortogonalidad de la matriz de cambio:

T = ol o ey

SI91A)) (A" o] A]) ((A]"(2) (8.45)
- Qo)) = 1

8.4. Propiedades del Tensor de Inercia

8.4.1. Momentos y Productos de Inercia

Sea un eje (O, u) correspondiente a un versor u pasando por el punto
O € B. La distancia al eje de un punto cualquiera P € B definido por
—
r=0P es d = |u A r|. Segin la definicién de momento de inercia (8.18),

= 2 = (uATr
Iu—/Bd pdV—/B(u/\r) (uAr)pdV 16)

:u./r/\(u/\r)pdV.
B
La integral que aparece es andloga a la (8.27), que sirvié para definir el
tensor de inercia, ocupando aqui u el lugar de 2. Por tanto,
IL,=u-(Ip-u) (8.47)
Esta expresion define el momento de inercia como una forma cuadrética
funcién de u, y permite calcular, conocido I, el momento de inercia para
un eje cualquiera por O.

En general, es sabido que las componentes cartesianas (ij) del tensor
I se obtienen mediante

IO,ij = €; (IO . ej) .
En concreto, tomando las direcciones de los versores del triedro (O, 1,3, k)

y empleando (8.47) y (8.30) obtenemos los momentos de inercia segin las
direcciones del triedro de referencia:

Lo =i-(To-i) = [ (7 +2)pav (3.48)
Iy=3 (Io-j)= /B(ac2 + 22)pdV, (8.49)

L=k (Ip- k)= /B(aﬁ +)pdV. (8.50)



8.14 Capitulo 8. DINAMICA DEL SOLIDO RiGIDO

Figura 8.3: Momento de inercia del
sélido B respecto de un eje (O,u).

Estos momentos de inercia coinciden con las componentes de la diagonal
principal de la matriz de coordenadas, como es facil ver. La expresion com-
pleta de esta matriz es

g +22)pdV — [gzypdV — [ zapdV
o] = — [gyzpdV  [5(z2+a?)pdV = [zyzpdV
_fB zxpdV —fozpdV fB(x2+y2)pdV (851)
Iy —Ppy —Pp,
=Py Ly —Pp

_sz _Pyz Izz

Las integrales de fuera de la diagonal, con signo positivo, se denominan
productos de inercia:

Py déf/Ba:ypdV; P,. déf/ByzpdV; P, déf/gzxpdv. (8.52)

De la expresion (8.51) es inmediato comprobar que I es un tensor simé-
trico, por lo que para definirlo en un caso general bastaran 6 componentes
(3 momentos de inercia y 3 productos de inercia).

Ademas, el tensor I es siempre definido positivo. Esto se deduce de
forma inmediata de (8.42) que expresa T como una forma cuadratica de €2
definida por Ip. La energia cinética T', por su propia definicién, es esen-
cialmente positiva para cualquier movimiento de rotaciéon no nulo (€2 # 0),
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lo que caracteriza al tensor I o como definido positivo. Andlogamente, los
momentos de inercia definidos por la forma cuadratica (8.47) deben ser ma-
yores que cero, anuldndose tnicamente para solidos degenerados (rectas o
puntos).

Otras propiedades del tensor de inercia de facil demostracién son las
siguientes:

» La contraccion (traza) de un tensor de 2.° orden es un invariante
escalar. Por tanto

tr(IO> =loo = Loz + Iyy + 1,
:2/(x2+y2+22)pdv
B
—2/r2pdV—210,
B

donde Ip es el denominado momento de inercia polar, invariante de
B para un punto O dado.

s Se verifica la propiedad triangular, es decir, un momento de inercia es
menor que la suma de los otros dos, pero mayor que su diferencia. Se
comprueba inmediatamente,

Ijy+1.. :/(2x2+y2+22)pdV: m—|—2/x2pdV,
B B
>0
Iyy_Izz:/(22_y2)pdvzlxx_2/y2pdv'
B B
>0

8.4.2. Elipsoide de Inercia

Consideremos el haz de ejes que pasan por un punto O, con direcciones
arbitrarias definidas por el versor unitario e. Definimos para cada direccién
un punto situado sobre el eje (O, e) a una distancia (I.)~/? de O:

Si expresamos la forma cuadratica en r definida por I,

e - (Io-e)

r-(Ip-r)= 7

=1 (8.53)
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Esta ultima ecuacién caracteriza el lugar geométrico de los puntos conside-
rados como una cuédrica con centro en O. La expresion (8.53) es una forma
cuadratica definida positiva (en todos los casos de sélidos no degenerados),
por lo que geométricamente se trata de un elipsoide, llamado elipsoide de
inercia. Su expresion desarrollada es

Imx2 + Iyyy2 + IzzzQ —2Pyyxy — 2P yz — 2P 22 =1

El elipsoide de inercia ofrece una manera alternativa de estudiar el movi-
miento del sélido, a través de procedimientos geométricos, en lugar de los
procedimientos algebraicos mediante el tensor de inercia, de naturaleza mas
abstracta.

8.4.3. Ejes Principales de Inercia

En un caso general, la velocidad instanténea de rotacién €2 y el momento
cinético Hp = I - €2 no tienen porqué ser paralelos. Sin embargo, existen
algunas direcciones privilegiadas en las que si se cumple esta condicién; éstas
se llaman direcciones principales de inercia en O.

Si € es paralela a una direccién principal de inercia, esto quiere decir
que existird un escalar A que exprese la proporcionalidad,

Ho=1o Q=)

si tomamos el versor e correspondiente a esta direccion (2 = Qe), se cum-
plira
I.=e-(Ip-e)=e-(Xe) =)

es decir, el coeficiente de proporcionalidad es precisamente el momento de
inercia segun la direcciéon principal, A = I,.. Estos se denominan momentos
principales de inercia.

La obtenciéon de las direcciones principales y momentos principales aso-
ciados a un tensor Ip constituye un problema de autovalores: Se trata de
encontrar una direcciéon e tal que, para algin A, se verifique

Ip-e= e (8.54)

Introduciendo el tensor unidad 1, cuyas componentes cartesianas son las
deltas de Kronecker (;;), resulta la igualdad

(Io—M)-e=0. (8.55)
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Esta expresion corresponde a un sistema de ecuaciones lineal y homogéneo,
de incognitas e = ||ej ez e3||. Para que exista solucion no trivial (e # 0), la
matriz de coeficientes de (8.55) ha de ser singular:

det(Ip — A1) =0, (8.56)

expresion que constituye la denominada ecuacidn caracteristica del proble-
ma de autovalores (8.54). Se trata de una ecuacion cubica en A\, que posee
tres raices (\; = A, A\;r = B, Arrr = C). Por ser I simétrico, estas
tres raices deben ser reales; como ademés es definido positivo, las tres se-
ran ademés positivas, correspondiendo a los tres momentos principales de
inercia.

Cada momento principal de inercia estd asociado a una direccién princi-
pal de inercia, solucion de (8.55) con el valor de A apropiado: (er, err, errr).
Admitamos en primer lugar que la ecuacion caracteristica tiene tres raices
distintas (A # B # C), las tres direcciones principales se obtienen respec-
tivamente de

IO‘e]:AEI (857)
Io-eir = Bejr (8.58)
Io-err=Cerrr (8.59)

Una propiedad esencial de las direcciones principales es que, si correspon-
den a autovalores distintos, han de ser mutuamente ortogonales. En efecto,
multiplicando escalarmente (8.57) por e;r y (8.58) por ey,

err-(Io-er) =Aerr-er

er-(Io-err) =DBer-ejg

restando estas dos expresiones y haciendo uso de la simetria del tensor de
inercia, se obtiene

0= (A - B)eI ey,

expresion que indica la ortogonalidad entre ambas direcciones, ya que por
hipotesis antes realizada (A — B) # 0. Por lo tanto, el triedro de referencia
(O, er,err, errr) formado por las tres direcciones principales en O constituye
una base ortonormal ligada al sélido. Las componentes del tensor de inercia
en esta base son

Ioij=¢€;-(Io-ej) = X\d;; (inosumado),
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lo que equivale a una matriz de componentes diagonal:

A 0 O
Io]=|0 B 0
0o 0 C

Los ejes principales de inercia corresponden a los ejes geométricos del elip-
soide de inercia, cuya expresion en este triedro seria

Az® + By? + C2% =1,

ecuacion que corresponde a un elipsoide de semiejes (1/v/A,1/vB,1/V/C).

En el caso en que existiera una raiz doble en la ecuacién caracteristi-
ca (8.56), habra dos momentos principales iguales. Los ejes principales de
inercia estaran constituidos por el correspondiente a la raiz tnica y otros
dos ejes cualesquiera en el plano normal al primero y que sean ortogonales
entre si, adoptando entonces la matriz de componentes del tensor de inercia
la forma

A 0 O
[Io]=10 A 0
0 0 B

En este caso es inmediato comprobar que cualquier direccién del plano
(O, err,errr) ortogonal al primer vector (es decir, un vector u = aeyr +
Berrr para oy [ arbitrarias) es también direccion principal de inercia.
FEstamos ante un tensor de inercia cilindrico.

Por tltimo, en el caso en que exista una tnica rafz triple, andlogamente al
caso anterior, cualquier direccion del espacio es principal. Podremos escoger
como ejes principales tres direcciones ortogonales cualesquiera. Diremos que
el tensor de inercia es esférico, siendo su expresiéon en cualquier sistema
cartesiano de coordenadas la misma:

A 0 0

[Io]=10 A 0

0 0 A
Veamos ahora que los momentos de inercia correspondientes a las direc-
ciones principales son los méaximos y minimos de los momentos de inercia
para cualquier direccion. Basta plantear el problema de méaximos/minimos

condicionados en el que se buscan los extremos de la funcién

I.(e)=e-(Ip-e), (8.60)
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sujetos a la ligadura
e-e=1, (8.61)

puesto que el versor e debe tener médulo unidad. El problema se soluciona
mediante el método de los multiplicadores de Lagrange. Tomando una va-
riacién infinitesimal de la primera expresion e igualando a cero, la condiciéon
de extremo (8.60) queda expresada como

2e - (Ip-de)=0.

(donde se ha empleado la simetria de Ip.) Multiplicando la ecuacion de
ligadura (8.61) por un multiplicador arbitrario A, y tomando igualmente su
variacion,

2Xe - de = 0.

Restando ahora ambas expresiones,
(Io-e— Xe)-de =0,

lo que, al ser de arbitrario, obliga a

1o e=ie) s

Es decir, e debe ser una direccién principal, como queriamos demostrar. Por
lo tanto, de las tres direcciones principales, una corresponderd al méximo
momento de inercia, otra al minimo, y la tercera a un valor intermedio.

8.4.4. Simetrias de Masas

La existencia de simetrias en la distribucion de masas simplifica de mane-
ra considerable el calculo del tensor de inercia. En la practica es conveniente
emplear estas simplificaciones siempre que sea posible.

a. Plano de Simetria. Por ejemplo, si (Ozxy) es un plano de simetria, cual-
quier particula de coordenadas (z,y, z) posee una simétrica (z,y, —z).
Asi, Py, = [gxzpdV =0,P,. = [zyzpdV = 0. En la expresion de la
matriz de inercia (8.51), la tercera fila y la tercera columna se anulan,
por lo que el eje Oz (perpendicular al plano de simetria) es un eje
principal de inercia.

b. Eje de Simetria. Sea este, ejemplo el eje Oz. Para toda particula en
(x,y, z) existe otra en (—x,—y, 2). Por tanto P,, = Py, =0, y el eje
de simetria Oz es también eje principal de inercia.
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c. Eje de Revolucion. Sea este por ejemplo el eje Oz. El eje de revolu-
cion es también eje de simetria, por lo que Oz serd eje principal. Por
otra parte, existe simetria respecto de cualquier plano que contenga
al eje de revolucién, por lo que todo eje € Ozy es principal de inercia.
Estaremos por tanto ante un tensor de inercia cilindrico,

A 0 0
Io]=|0 4 0
0 0 B

EJEMPLO 8.1: Sea un cubo homogéneo, de masa M y arista b. Se desea
calcular las componentes del tensor de inercia referido a un vértice del cubo
con ejes paralelos a las aristas, asf como los ejes principales de inercia.

z

Figura 8.4: Obtencion del tensor de

inercia de un cubo respecto del vér-

tice O, con ejes (z,y,2) paralelos a :

las aristas M
O Y
B e

b

X

Calculamos directamente las integrales que definen las componentes del
tensor de inercia (8.51) en ejes cartesianos ortonormales (8.51):

IM:/// (y? + 2H)pdadydz
1%
b b b
:p/ dz/ (y2—|—z2)dy/ dx
0 0 0
b b
:pb/ dz/ (42 + 2?) dy
0 0
b b3
= pb/ (= +b2%)dz
o 3
oot

2
= pb(— 4+ —) = —Mb?
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ya que M = b%p. Analogamente
2
Iy=1.= gMb2.

Los productos de inercia valen

Pmy:/// xyp dz dy dz
v
b b b
:p/d:r/wydy/dz
0 0 0
b b
:pb/ dx/ xy dy
0 0
bS b

:pgoxdx
B 1
= p—— = ~Mb?
ry 5 = Mb

y de igual manera
1
P,. =P, = ZMb2

Por lo tanto, la expresiéon del tensor de inercia es

2/3 —1/4 —1/4
[Io] = MV | —1/4 2/3 —1/4]. (8.63)
—1/4 —1/4 2/3

Calculemos ahora los ejes principales de inercia. La ecuacién caracteris-
tica es:
det(Ip — A1) =0

denominando Mb? = 3, para simplificar las expresiones, resulta

b
Tp s Al =0
—1 —i6 30—

Desarrollando el determinante,

det(Ip — A1) = G;ﬁ — A) [(1525 — )\> @ﬁ - A) — éﬂQ] =0,

cuyas soluciones son A = (1/6)5 y A = (11/12)5 (doble).
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Por lo tanto el tensor de inercia, expresado en los ejes principales, seria

1/6 0 0
[Io]=MV¥ | 0 11/12 0
0 0 11/12

Para obtener las direcciones principales, sustituimos en (8.62) cada autova-
lor A solucion de la ecuacion caracteristica, y resolviendo para e obtendre-
mos la direccién principal asociada. Conviene recordar que al ser la matriz
de coeficientes singular, estas direcciones principales quedan indetermina-
das en funciéon de al menos un parametro, lo que nos permite elegir las
soluciones normalizadas, correspondientes a versores de médulo unidad.

Sustituyendo el primer autovalor (A = (3/6) en (8.62) y simplificando
resulta:

261*62*63:0,
—61+262—63=0,

—e; — ey + 2e3 = 0.

La solucién —funcién de un parametro indeterminado p ya que las tres ecua-
ciones no son independientes— es p(1,1,1), que corresponde a la diagonal
del cubo.

Las otras dos direcciones principales hay que buscarlas en el plano nor-
mal a ésta. Como el otro autovalor es una solucién doble, seran cualesquiera
dos direcciones de este plano que sean normales entre si. (El tensor de inercia
es por tanto cilindrico.)

8.5. Campo Tensorial de Inercia

Tal y como se ha definido en el apartado 8.3, el tensor de inercia es
un «tensor de puntoy, ligado al punto material O que se ha tomado como
origen de coordenadas. Por lo tanto, al variar dicho punto, se obtendra un
tensor distinto, con lo que se define un campo tensorial. Si se toma como
referencia el centro de masas GG, obtendremos el llamado tensor central de
inercia, Iq:

Ig= /B(Tépl —rgp ®@ragp)pdV (8.64)

def 753 L.
Donde rgp = GP, vector desde G a un punto genérico P € B.
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Calculemos la expresiéon de I en funcién de Ig; empleando la descom-
posicion® rp = rg + rap,
Ip = /(T%l —rpQ Tp)pdV
B
= /(rél —rgrg)pdV + /(répl —rgp@rgp)pdV
B B

+2-1/(rG~rgp)pdV—/(rG®TGP+T'GP®1°C;)pdV
B B

=0 =0

Las dos nltimas integrales se anulan debido a que se reducen a factores cons-
tantes por integrales del tipo fB rgp pdV = 0. Por lo tanto la expresion
del campo tensorial de inercia resulta

Io=Ic+M@il—rg®rg). (8.65)

Desarrollando ésta en componentes:
Ioi; = Igij + M[rési; — ra.irc.),
y matricialmente:
[Lo] = (L] + M(1%[1] — {ra}|ral)-
Veamos a continuacién algunas propiedades del campo tensorial de iner-
cia.

a. Fjes principales de inercia
Sea un punto O sobre uno de los ejes principales de inercia en G.
Entonces, tanto la direccion principal u|rg como las otras dos direc-
ciones principales perpendiculares a w son también principales en O.
Para comprobar esto, distinguimos los dos casos, segiin que la direc-
ciéon sea la del vector unitario w o perpendicular a éste. En el primero,
rq = OG u; aplicando (8.65):

Io-u=1Ig-u+ Mirgu—O0Gu(u®u)- (rgu)
= \u+ M[riu —r% (u-u)u]
——

=1

= \u

., def == .
8empleamos la notacion rp = OP para denotar al vector desde el origen O a un

punto P explicitado en el subindice
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Figura 8.5: ejes principales i.

de inercia en un punto O v v
sito sobre uno de los ejes u u
principales por G 0 S e >
TN
AN B \“\
\p/// \_/

En el caso de una direccién v normal a rg, tal que v-u = 0, aplicando
de nuevo (8.65) para Io,

Iop-v=1Ig v+ M[riv— (u@u)- (riv)]
= \v+ M[riv — 12 (u-v)u
=0
=N+ Mri)w

En ambos casos la direccién principal de I lo vuelve a ser de I, con
el mismo momento principal de inercia en el primer caso (u paralela a
r¢), y con el momento aumentado (Io,, = Ig,+ M r2) en el segundo
caso (v perpendicular a rg).

b. Teorema de Steiner
Sea un eje por el centro de masas (G,e) en el cual conocemos el
momento de inercia Ig .. El momento de inercia respecto de un eje
(O, e) paralelo por otro punto O y que diste d del primero (figura 8.6)
sera

IO,e:e'(IO'e)
e- ([Ig+M(Té1—Tg®Tg)]-6>
e (Ig-e)+M[ri(e-(1-e))—e-((rc®rg)-e)

2

00’
—
=Ige+ M[rg — (e-rc)(e-rg)]

d2
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Figura 8.6: Teorema de Stei-
ner: momento de inercia para
un eje (O, e) paralelo a (G, e)

Se obtiene por tanto la expresion del Teorema de Steiner:

Ioe=Ige+ Md*

Es inmediato ver que, para una direccién e dada, el momento de
inercia minimo es el correspondiente a un eje (G, e) que pasa por G.

EiempLO 8.2: Continuando con el cubo del ejemplo 8.1 anterior se pretende
ahora hallar el tensor de inercia en el centro de masas, respecto a unos ejes
paralelos a las aristas del cubo, a partir del tensor de inercia obtenido antes
en un vértice (8.63).

Aplicamos la expresion (8.65) del campo tensorial de inercia:
Ic=1p— M(’I“2G1 —Tg®rg).
El vector r¢ vale:

5  3b?

eri,
Irall = lb/2, b/2, b/2]] = T

rGiTGy = (Vi, 7).

luego:
[M(Té]. —rg® ’I"G)L.j = M(ré&w —TG,i ’I”GJ'),
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Figura 8.7: Obtencion del tensor
central de inercia de un cubo respec- G
to de su centro G

y su matriz de componentes es

2 (3-1 -1 -1 (2 -1 -1
M~ -1 3-1 -1 |=M—|-1 2 -1

4 -1 -1 3-1 4 -1 -1 2

Por tanto, a partir de (8.63),

2/3 —1/4 —1/4 2 -1 -1
[Ig] = Mb* | —1/4 2/3 —1/4 “M | -12 -l
~1/4 —1/4 2/3 -1 -1 2
/6 0 0
=My [ 0 1/6 0
0 0 1/6

Se comprueba pues que el triedro formado por las direcciones de las
aristas es un triedro principal en G. Lo mismo se podria haber deducido
por simetrias, ya que la direcciéon de cada arista en G forma un eje de
simetria.

De hecho, por ser el tensor esférico (los tres momentos principales son
iguales), la matriz de componentes es diagonal y cualquier eje es principal
en (. El resultado habria sido el mismo para cualquier triedro de referencia
cartesiano por el centro. El comportamiento de un cubo respecto al giro
alrededor de su centro de masas es por lo tanto idéntico al de una esfera.
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8.6. Rotacion Finita del Sélido

8.6.1. Rotaciones infinitesimales y su composicién

Supongamos un sélido B con un punto fijo O, y un vector & = OP
dirigido desde O a un punto P € B. Este vector esté ligado al solido, por lo
que su matriz de coordenadas en una base ligada al mismo, ||z||° = ||z y z||,
es constante a lo largo del movimiento. Por el contrario, si se considera un
triedro fijo (OXY Z), las coordenadas de o variaran al moverse el sélido.

Supongamos que el movimiento es una rotacién pequena e alrededor de
una determinada direccion. Sin pérdida de generalidad consideramos esta
direccién segun el eje Oz, por lo que la rotacién la expresamos vectorialmen-
te como ek. Las nuevas coordenadas del vector @ en el triedro fijo después
de esta rotacion infinitesimal son (figura 8.8):

Figura 8.8: Rotacion infinitesimal alrededor del eje z, en la que los ejes
Oxyz giran solidariamente con el sdlido, asi como el vector posicion x de
un punto P del sélido, mientras que los ejes OXY Z permanecen fijos.

X =xzcose —ysene = — ey + O(e?);
Y = zsene +ycose =y + ex + O(€?); (8.66)
Z =z.
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En forma matricial la expresién equivale a,

X T —y 1 00 0 -1 0 T
Yy=Lys+ed z =110 1 0| +e|l1 0 0 y »+0(?)
Z z 0 0 0 1 0 0 0 z
0-10 (
En esta expresion, la matriz [J,] = ((1) 0 8) se denomina generador de ro-

taciones infinitesimales alrededor de z, v corresponde a las coordenadas de
un tensor hemisimétrico J,. Suponiendo € suficientemente pequeno, la ex-
presion (8.67), despreciando infinitésimos de orden dos o superior, equivale
a la ecuacién tensorial

r=(1+el,) x°. (8.68)
En esta expresion x = (X Y Z)T es el vector de posicién medido por un

observador fijo, mientras que x° = (w Y z)T es el vector convectivo de
posicién del punto P, es decir, un vector medido desde el punto de vista del
observador moévil con el sélido, que es constante a lo largo del movimiento
para una particula dada. Este ultimo vector puede interpretarse también
como coordenada material de la particula, ya que cada punto P € B esta
asociada a un vector constante x°.

Como todo tensor hemisimétrico, J, equivale a un producto vectorial (cf.
apartado A.10). En esta ocasion el vector axial asociado es precisamente el
versor del eje z:

Va cR3 J,-a=kAa=(—aya;0)7. (8.69)
La ecuacion (8.68) puede escribirse de forma incremental,

Ax=x—x°=¢€J, x°, (8.70)

y en el limite infinitesimal (e — d¢, x° — x)
de=d¢J, ¢ < dex=dokAx. (8.71)
Definiendo la velocidad de rotacion €2, dof (d¢/dt)k, la ecuaciéon anterior

equivale a

T=Q, N (8.72)

Como se ha dicho antes, la eleccion de la direccién z para la rotaciéon no
resta generalidad, siendo valida la expresion (8.72) para una rotaciéon segin
una direccién cualquiera 2. El razonamiento seguido establece por tanto la
equivalencia entre una rotacion infinitesimal y el campo de velocidades del
solido (4.10), estando ambas definidas por una aplicacién hemisimétrica o
equivalentemente por un producto vectorial.
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Composicion de dos rotaciones infinitesimales.— Supongamos aho-
ra dos rotaciones infinitesimales sucesivas,

Re, i x° — =1 +ed)) -z

R, :x' = 22 = (14 eJy) - a2t

Sustituyendo el valor de a! y despreciando infinitésimos de orden superior
al primero, la composicién de las dos puede expresarse como

REQ OREl s - a:2 = (1 +e1dJq +62J2) -z +6162(J2 'Jl) -z’

8.73
=~ (1—|—€1J1+62J2)'$0. ( )

Esto puede interpretarse como una rotaciéon infinitesimal suma de las dos,
€1J1 + eads. (874)

De forma equivalente, puesto que la primera rotaciéon equivale al produc-
to vectorial por €; y la segunda por €3, se comprueba igualmente que la
composicion de las dos equivale al producto vectorial por la suma de ambos
vectores, €1 + €3:

' =x° + € Nz

m2:w1+62/\a}1

=x°+(e1t+e) Nz’ +eA(eg ANx®).
—_———

~0

Tanto la suma de tensores de orden dos como la suma de vectores son
operaciones conmutativas, por lo que igualmente la composicion de rota-
ctones infinitesimales es conmutativa, no importando el orden en que se
produzca. Como se ha dicho antes, esta propiedad encuentra su equivalente
en el campo de velocidades del solido (4.5), en el que la composicion de
dos rotaciones por O es otra rotaciéon con velocidad angular suma de las
anteriores, no importando el orden de los sumandos en esta adicién.

8.6.2. Composicion de rotaciones finitas

Al contrario que las rotaciones infinitesimales, la composicién de rota-
ctones finitas no es una operacion conmutativa. Esto se puede comprobar
facilmente aplicando sucesivamente a un so6lido dos rotaciones finitas ele-
mentales segun ejes distintos, en diferente orden (figura 8.9). Esta falta de
conmutatividad se debe a que, como se verd a continuacién, las rotaciones
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A j/i j%

a) rotacion gk seguida de §j.

A j% jz

b) rotacién §j seguida de k.

Figura 8.9: Las rotaciones finitas no son conmutativas: en el caso a) se
realiza primero la rotacion (7/2)k sequida de (7/2)j; en el caso b) (7/2)7
seguida de (w/2)k, siendo el resultado claramente diferente.

finitas se caracterizan como producto por un tensor de rotaciéon. La com-
posicién de rotaciones equivale pues al producto de tensores, operacién que
no es conmutativa.

De forma matricial, las componentes del vector rotado vienen dadas por
el producto por una matriz ortogonal, y la composiciéon de rotaciones por
el producto de las matrices correspondientes. Comenzaremos por desarro-
llar esta interpretacién matricial a través del cambio de base asociado a la
rotacion.
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8.6.3. La Rotacioén finita como cambio de base

Sea (O; 1,7, k) una base ortonormal ligada al s6lido (triedro del cuerpo)
y (O;I,J,K) una base ortonormal fija (triedro fijo). Se puede interpretar
la rotacién del sélido a partir del cambio de base entre ambos triedros.
Supongamos este definido por una matriz [R], de forma que:

lig kIl = ITJ K| [R]. (8.75)

Figura 8.10:
La rotacion
finita  equi-
vale a un
cambio de
base definido
por la matriz
[R], que per-
mila  pasar
del  triedro

fijo ITTK]
al triedro
del  cuerpo
12 k||

La relacion de cambio de coordenadas asociada, denominando (X,Y, Z)
a las coordenadas en el triedro fijo y (x,y, z) las del triedro del cuerpo, es

X
Y S =[R]
VA

(8.76)

NI SO

La rotacién del sélido puede por tanto interpretarse como un cambio
de base, definido por la matriz [R], que multiplica al vector columna de

“Recordemos que, segtin A.5, otra manera de definir el cambio de base es mediante
las siguientes expresiones de transformacion de los vectores de la misma: i = R-I; j =
R-J; k= R- K, donde el tensor R es aquel cuya matriz de coordenadas en la base
(I,J, K) es precisamente [R], la misma matriz de la expresion (8.75).
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coordenadas «convectivasy para obtener las nuevas coordenadas. En esta
interpretacion, se trataria de distintas coordenadas (segin dos triedros di-
ferentes) para un mismo vector.

La superposicién de dos rotaciones sucesivas, asociadas a dos matrices
[R1] v [R2], equivale al producto de las mismas'®, [Ry][R;]. Como se sa-
be, el producto de matrices no es una operacion conmutativa: [Ry][Rs] #
[Ra][R1].

La condicién de que ambos triedros sean ortonormales obliga a que la
matriz de cambio sea ortogonal, [R]T = [R]™! (cf. apéndice A). La matriz
[R] es de dimension 3 x 3 y tiene por tanto 9 componentes, pero la propiedad
de ortogonalidad impone 6 condiciones escalares:

3
YRR =06y (i, =1,2,3; i <), (8.77)
k=1

por lo que el conjunto de dichas matrices se podré por tanto representar
mediante 9 — 6 = 3 pardmetros independientes.

De esta manera, la orientacion del triedro del cuerpo |7 j k|| queda defi-
nida por tres grados de libertad. Estos caracterizan el cambio del triedro fijo
|IJ K| al triedro del cuerpo |27 k||, que se mueve con el sélido y define
por tanto su orientacion.

8.6.4. La Rotacién finita como transformacién ortogonal

El movimiento méas general de un sélido rigido con un punto fijo se
representa mediante una transformacién lineal R, es decir, un tensor de
orden dos (cf. apéndice A). Veremos ademéas que este tensor es ortogonal
propio.

Sea x° el vector posicion de una particula del sélido, medido desde
el punto fijo O, en un instante inicial que tomaremos como configuracion
de referencia. Este vector ° se denomina conwvectivo, siendo constante a lo
largo del movimiento para una particula dada del sélido (siempre representa
el vector posicion en la configuracion de referencia). De forma equivalente,
x® puede considerarse como el vector posicién medido por un observador
movil con el solido, para el que la situacion de los puntos del solido es fija.

Por otra parte, sea x el vector posiciéon de un punto del sélido, para
un observador fijo o inercial, en un instante genérico del movimiento, que

'“En efecto, si {z'} = [R1]{z"}, {z°} = [R2){z'} = [R2][R1]{z"}
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denominaremos configuracion rotada. La relacién con el vector posicién con-
vectivo x° se establece mediante un tensor!! R:

r=R-x° = Ty = Ri]‘l‘;. (878)

Es facil comprobar porqué esta transformacion debe ser ortogonal: al tra-
tarse de un solido rigido, la distancia al punto fijo tiene que coincidir en
ambas configuraciones, la inicial y la rotada; desarrollando esta condicion,

z-z=(z° R")- (R z°)=2°- (R"-R) z°)

=z° - x°.

Se deduce por tanto que el tensor R debe cumplir la condicién de ortogo-
nalidad (cf. apéndice A):

R" ' R=1 = R'=R" (8.79)
Tomando determinantes en la expresién anterior,
det(RY)det(R) = (det(R))> =1 = det(R) = +1. (8.80)

De las dos posibilidades que se ofrecen para el signo del determinante, debe
tomarse +1, lo que corresponde a una transformacion ortogonal propia.
Las transformaciones ortogonales cuyo determinante vale —1 se denominan
impropias, y producen, ademés de una rotacién, una inversién en los ejes
equivalente a la imagen reflejada en un espejo, lo que conllevaria inversion
de los volumenes.

Resumiendo lo expuesto en este apartado y anterior (8.6.3), es posible
interpretar la rotacion R desde dos puntos de vista distintos:

1. Rotacion activa: El tensor R transforma el vector ° en otro vector
distinto € = R - x°.

2. Rotacion pasiva: El tensor R, o su matriz de coordenadas asociada
[R] = [R;j], define un cambio de base, del triedro fijo (E;) = (I,J, K)
al triedro del cuerpo (e;) = (4,7, k), segun las relaciones de cambio
(8.75): ¢, = R+ E; = R;;E;. Denominando {z}° = (zy2)T a las
coordenadas del vector posicién de un punto en el triedro del cuerpo
y {x} = (XY 2)T a las del triedro fijo, la relacién entre éstas debe
ser (8.76): {x} = [R|{x}".

UEs facil comprobar que esta transformacion es necesariamente lineal, por lo que se
puede identificar con un tensor.
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Noétese que en la acepcién como rotacién pasiva, se consideran distintas
coordenadas para un mismo vector, en dos bases distintas: el sélido per-
manece mientras es el triedro de referencia el que rota. Por el contrario, la
interpretacion activa de la rotacién considera dos vectores distintos: es el
propio sélido el que rota.

La interpretacion segin uno u otro punto de vista es equivalente en
cuanto a las expresiones en coordenadas, pudiendo adoptarse la que maés
convenga en cada caso. En lo que sigue consideraremos en principio la in-
terpretacion activa.

Por ultimo, anadamos que una forma explicita de obtener el tensor de
rotacién, a partir de los vectores unitarios de los triedros fijo y rotado, es:

3
R=) E,®e=I0i+Joj+Kak. (8.81)
k=1

8.6.5. Teorema de Euler

«El desplazamiento mas general de un sélido con un punto fijo
es un giro alrededor de algiin eje».

Este enunciado puede parecer trivial a primera vista, teniendo en cuenta
que a menudo hemos asimilado los términos «movimiento de un sélido con
un punto fijo» con «rotacién de un sélido». Sin embargo, una lectura més
cuidadosa permite comprobar que no resulta obvio. El significado que tiene
este teorema es que, para todo movimiento de un sélido con un punto fijo,
existe un determinado eje de rotacion (O, p) que produce el mismo efecto
girando el s6lido alrededor de él un determinado angulo ¢. Como ejemplo
ilustrativo, considérense las dos rotaciones compuestas definidas en la figu-
ra 8.9, en las que no resulta inmediato identificar para cada una de ellas el
eje de rotacién resultante.

DEMOSTRACION.—  Si el movimiento es una rotacién alrededor de un
eje, los puntos del mismo no sufriran cambio alguno, mientras que los puntos
fuera del eje efectuardn un giro de magnitud angular finita ¢ alrededor
del mismo. Por tanto, el versor p que define la direccion del eje debe ser
invariante en la transformacién definida por R:

R-p=p.

Esta ecuacién indica que p debe ser un vector propio de R, con autovalor
A = +1. El teorema quedara demostrado por tanto si probamos que R posee
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Figura 8.11: Teorema de Eu-
ler: el desplazamiento de un
solido con un punto fijo O es
un giro de valor ¢ alrededor de
algin eje (O, p). Para el punto
A el giro se desarrolla alrede-
dor de C, por el cual el punto
A se transforma en A', y x°
en x.

dicho autovalor, en cuyo caso la direccién buscada del eje de giro seré la
del vector propio correspondiente. Para ello partimos de la igualdad trivial
siguiente, que se deduce inmediatamente de la condicién de ortogonalidad
(8.79):

(R-1)-R'=1-R";

tomando determinantes,
[R—1|-|R"| = 1 - R"|;

considerando en esta expresion que el determinante de un tensor es igual al
del traspuesto, y que el determinante de una rotaciéon propia vale +1,2

1-RY=(-1°|R" -1 =~|R-1],

llegdndose finalmente a
|IR—1|=0.

Esta igualdad garantiza el cumplimiento de la ecuacion caracteristica (R —
Al| = 0) para el autovalor A = +1. Admitiendo ademas que el autovalor
A = +1 es tunico, cuestion que no demostraremos por no prolongar esta
discusién, quedaria probado el teorema. O

El teorema de Euler es coherente con el comentario realizado antes sobre
los tres grados de libertad que definen la rotacién finita debido a las con-
diciones de ortogonalidad (8.77). Parece légico buscar una correspondencia
de estos tres parametros con algin vector del espacio vectorial R?. Este po-
dria ser el denominado vector de rotacion de FEuler, cuya direccion es p y el
modulo es el dngulo girado ¢.

28e cumple |[RY| = |R|=+1y |RT —1| = |R - 1]
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A pesar de esto, debemos insistir en que no se puede considerar los mo-
vimientos del s6lido con un punto fijo (o «rotaciones» ) como vectores, lo que
implicaria su aditividad conmutativa para la composicién de dos rotaciones.
Hemos visto que la composicién de dos rotaciones finitas consecutivas no es
conmutativa, por lo que éstas no poseen estructura de espacio vectorial. Se
debe seguir considerando a éstas como transformaciones lineales ortogonales
(definidas mediante tensores o matrices ortogonales) y no como vectores, a
pesar de que estén caracterizadas por tres parametros que podrian servir
para definir un vector en R3. Para precisar este aspecto y no inducir a error
se suele decir que p es un «pseudo-vector» 3.

Un corolario del Teorema de Euler es el Teorema de Chasles, cuyo enun-
ciado afirma:

«El desplazamiento mas general de un sélido rigido es una tras-
lacién més una rotaciény.

La comprobacién es inmediata, ya que al liberar la ligadura del punto fijo
se introducen tres grados de libertad de traslacién de dicho punto, que no
afectan a la orientacién del s6lido. Chasles propuso también un enunciado
més fuerte de este teorema, que no desmostraremos aqui, segin el cual es
posible escoger un origen de coordenadas de forma que los ejes de traslaciéon
y rotacién coincidan, siendo entonces el movimiento el de un sacacorchos

(helicoidal).

8.6.6. Relacion entre rotaciones finitas e infinitesimales

Generacion del tensor de rotacion R integrando las rotaciones
infinitesimales

Sea una rotacion finita de angulo ¢ alrededor de cierto eje, que pa-
ra concretar tomaremos como el Oz, sin pérdida de generalidad. Es decir,
la rotacién finita puede caracterizarse por el vector de Euler asociado ¢k.
Podemos imaginar el giro completo ¢ como composiciéon de n giros infini-
tesimales ¢/n, n — oo. En el limite, cada uno de estos giros elementales
esta asociado a la transformacion (1 + %J »), siendo J el tensor hemisimé-
trico asociado al vector axial k (ver ecuacion 8.69). La composicion de estos
giros elementales se asocia al producto de todos los tensores elementales
correspondientes,

n

n 2
lfim (1+¢JZ> :1+¢JZ+?J§+...+FJ’;+... (8.82)

n— 00 n

13Las rotaciones finitas forman un grupo no conmutativo, denominado SO(3) o grupo
especial ortogonal.
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Este desarrollo, por analogia con la funcién exponencial de exponente real'*,
se define como la exponencial del tensor ¢J,:

P ¢) " - ¢7’l n *J
lim (1 + ng> = zﬂ: =t (8.83)

n—oo

En el caso que nos ocupa, se puede comprobar sumando la serie (8.82)
que el desarrollo de la exponencial da lugar a la siguiente matriz de compo-
nentes, que corresponde a un giro ¢k:

cos¢p —sen¢gp 0
[e‘z"]z} = [R(¢k)] = [ sen¢p cos¢p 0. (8.84)
0 0 1

Otra forma de justificar la exponencial de (8.83) es considerando que
una rotacién infinitesimal elemental se puede expresar como

dz
de =dokNx=d¢pJ, -z = d—¢:Jz-ac. (8.85)
Esta ecuacion diferencial vectorial es similar a la siguiente ecuacién diferen-
cial escalar, cuya integral es la exponencial:

dy

dr
Analogamente, la solucion de la ecuacion (8.85) se puede escribir también
como una exponencial,

ay = y=yoe. (8.86)

x = e g0 (8.87)

Comprobamos que se obtiene el mismo resultado que antes (8.83) para el
tensor de rotacién.

Obtenciéon de la velocidad angular (2 derivando el tensor de rota-
cion R

Desde el otro punto de vista, si derivamos la expresion de la transfor-
macion de rotacion (8.78) podemos obtener también una relacion entre la
rotacion finita y la rotacién infinitesimal, caracterizada por la velocidad de
rotacion. En efecto, derivamos la expresion (8.78), teniendo en cuenta que

en la misma el vector &° que representa la posicién en ejes materiales de
una particula es constante:

r=R-z° = x=R- x° (8.88)

M recordemos: limp oo (1l +2z/n)" =€
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Podemos eliminar ahora ° = R' - x, resultando
t=R-(R' x2)=(R-R") . (8.89)

El operador R - R" que aparece en esta formula es hemisimétrico, como
se comprueba facilmente'®. por lo que cabe asociarlo al producto vectorial
por un vector axial asociado (cf. apartado A.10), que denominamos €. Al

operador hemisimétrico lo denominamos QY R.RT.
(R-R") z=Q-2=QAz, Va (8.90)
El resultado final es por tanto
r=QAx,
lo que justifica la consideracién de dicho vector axial €2 como velocidad de
rotacién del soélido.
8.6.7. Parametrizacién de la rotacién; férmula de Rodrigues
y parametros de Euler
La rotacion queda definida por la ecuacion (8.78):
r=R-z°; (8.91)

veamos coémo se puede expresar el tensor R correspondiente a esta trans-
formacion de manera explicita, a partir de la rotacion (p, ¢) definida por el
teorema de Euler.
Refiriéndose a la figura 8.11 podemos expresar los vectores posicién me-
diante las igualdades vectoriales siguientes:
T =roc+roas; (8.92)
z° =roc +Toa. (8.93)

Por otra parte,

roc = (T -p)p;Toa =TcB+TBA
= [2° — (2° - p)plcosd + (p A z°) sen ¢

desarrollando estos términos mediante (8.92) y (8.93),

x=x°cosgp+ (°-p)p (1l —cosg) + (p A x°) sen ¢ (8.94)

dt dt

15Enefecto:O:ilzi(R~RT) :R-RT+R'RT:R'RT+(R-RT)T.
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expresién que constituye la denominada formule de Euler-Rodrigues. De
forma equivalente, también se puede expresar como

rx=x°-cosp+ (pp) - x°(1 —cosp)+ (pAx’)sen¢ (8.95)

De aqui se deduce inmediatamente el operador de la transformacién corres-
pondiente que es

R= 1cos¢ +p®@p (1—cos¢p)+ p sen¢ (8.96)
—— ——
tensor tensor tensor
diagonal simétrico hemisimétrico

donde el simbolo p representa el tensor definido por la aplicacién hemisi-
métrica correspondiente al producto vectorial por p:

Va, p-a=pAa.

Se comprueba pues en (8.96) que el tensor ortogonal R de la rotacion
resultante se descompone en tres partes: una diagonal, otra simétrica, y otra
hemisimétrica. Cuando el &ngulo girado ¢ es muy pequernio, desarrollando en
serie (sen ¢) y (cos ¢) y despreciando infinitésimos de segundo orden, la parte
diagonal se convierte en la identidad; la parte simétrica, afectada de (1 —
cos ¢), se hace despreciable; y la parte hemisimétrica, afectada de sen ¢ —
¢, se convierte en el producto vectorial por el pseudo-vector rotacion (de
direccion p y modulo ¢). Por lo tanto, el incremento infinitesimal de @, para
una rotacién elemental, equivale a un producto vectorial. Esto coincide con
la descripcion antes realizada para giros infinitesimales (apartado 8.6.1).

Para definir la rotacién se podrian emplear los 4 pardmetros que definen
el vector de rotacién de Euler:

{¢) P1, P2, pd}) (897)

estando sujetos a la ligadura que expresa que el médulo de p es la unidad:
P+ p3+pi=1. (8.98)

Esta manera de caracterizar el movimiento del sélido con un punto fijo, en
funcién del angulo girado y la direccion del eje de rotacién, resulta parti-
cularmente intuitiva y facil de visualizar. Sin embargo no es la tnica forma
para describir la rotacién, ni tampoco la méas conveniente en la practica,
debido a que en general no es inmediata la obtencién de la direccién de
rotacion p.
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Existen otras parametrizaciones posibles para definir la rotacién del séli-
do. Una de las mas empleadas es la definida por los denominados pardmetros
de Euler:

€p = COS —; €1 = p1sen —; €9 = Pg Sen —; €3 — p3sen —.

9’ p 9’ p 9’ p 9
FEstos cuatro pardmetros constituyen un cuaternio y se hallan sujetos a la
ligadura

2 2 2 2
60+€1+62+€3:1,

equivaliendo por tanto a 3 grados de libertad. Los parametros de Euler
resultan ventajosos para su uso en modelos numéricos de calculo, siendo
empleados en numerosos programas de ordenador para cinemética y dina-
mica de mecanismos.

Por ultimo, otra forma para definir la rotacion finita es la caracterizada
por los dngulos de Fuler, que sera la que emplearemos de manera preferente
en este curso, por ser la més conveniente para el desarrollo analitico de las
expresiones.

8.6.8. Angulos de Euler

La manera que emplearemos en lo sucesivo para caracterizar la orienta-
cion del s6lido serd mediante los dngulos de Euler. Definiremos estos a partir
de 3 giros consecutivos, partiendo del triedro fijo (I,J, K), hasta obtener
el triedro del cuerpo (2,7, k).

Precesiéon, Yy K.— En primer lugar se efecttia un giro de magnitud ¢ en
torno al eje K, pasando del triedro (I, J, K) al triedro (u, w, K). Refirién-
dose a la figura 8.12, las expresiones de los vectores del nuevo triedro son:

u = I cosvy + Jsen,
w = —Isenty + J cos .

La expresién matricial equivalente es

cosy —seny 0
Ju,w, K| = |1, K]| [ sents  cosy 0
0 0 1

Ry
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Figura 8.12: rotacion K (prece-
sion)

La matriz de rotacion inversa es:

costy senvy 0
Ry =[Ry]" = [ —senyy cosyy 0],
0 0 1

equivalente a un giro de (—) alrededor de K.

Nutacién, u.— Se define como un giro de dngulo 6 en torno al eje
u, obteniendo a partir del triedro (u,w, K) el llamado triedro intermedio,
(u,v, k). La operacion queda ilustrada en la figura 8.13, siendo la expresion
matricial del cambio:

—
K _— T
- -

-

Y f
ﬂ'f - _“-\i-
Figura 8.13: rotacion 0u (nutacion) 7 >
r
hY
-‘_‘}-\ _ -
i
'.\ - -
1 0 0
|lu,v, k|| = ||lu,w,K| - [0 cosf —senb

0 senf cos6

[Ry]
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Rotacion propia, pk.— La ultima operacién consiste en un giro de
magnitud ¢ alrededor del eje k, obteniendo finalmente a partir del triedro
intermedio (u,v, k) el triedro del cuerpo (¢, 7, k) (figura 8.14). La expresion

Figura 8.14: rotacion ¢k (rotacion
propia)

matricial es:

cosep —senp 0
H’I’vjakH = ||u,'v,k:|| - | sen g cos 0
0 0 1

[Ry]

La rotacion total hasta obtener finalmente el triedro del cuerpo sera la
composiciéon de las tres rotaciones consecutivas:

[, w, K| = [|1, J, K| - [Ry]
[, v, k|| = [lu,w, k[ - [Ro] > = [[2,5, k|| = [[I, J, K| - [Ry] - [Ro] - [Rer],
12,5, kll = [lw, v, K[| - [Ry]
por tanto la matriz de rotacién total es
[R] = [Ry] - [Re] - [Ry]-

Su expresién en funcion de los dngulos de Euler resulta

[R] =

cos 1) cos p — sen cosfsen p; —cossen —sen cosfcosp;  sentsend

sen cos ¢ + cos cosfsen ; —sentpsen p + cos cosfcosp; —cospsenl
sen 6 sen ; sen 6 cos ¢; cos

(8.99)
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Dejamos como ejercicio sugerido al lector la comprobacién de que se verifica
la condicién de ortogonalidad, [R]~! = [R]™.

De los triedros manejados los mas utilizados a efectos practicos son el
triedro fijo (I,J, K) y el triedro del cuerpo (3,3, k). A veces interesa también
emplear también el denominado triedro intermedio, (u,v, k) cuya relacién
con el triedro fijo viene dada por

”uvvakH = ||IvJaKH : [R¢] : [R9]a

siendo la matriz de transformacién correspondiente a este triedro

cosy —senwcosf senipsend
[Ry]-[Rg] = [ senty cosypcosé  —costpsend
0 sen 6 cos 6

Para calcular las matrices inversas haremos uso en general de la condi-
cion de ortogonalidad, evaluando en su lugar las traspuestas:

(Ry] - Re) ™" = (Ry] - [Re])™
(Ry] - [Re] - [Ry]) ™" = ([Ry] - [Ro] - [Ry])".

Hacemos notar que una rotacién general siempre se puede descomponer
de esta manera, por lo que los angulos de Euler (1,0, ¢) son una parame-
trizacién adecuada de las rotaciones.

Sin embargo, existen posiciones singulares en las que la representacion
mediante angulos de Euler no es tnica. Por ejemplo, basta considerar los
casos §# = 0 6 § = 7, correspondientes a rotaciones alrededor del eje (O, k),
en los que la descomposicién del giro entre 1) y ¢ no es univoca.

8.6.9. Expresiones de la velocidad de rotacién

La ecuacion de la dinamica del sélido (8.8) determina la derivada del
momento cinético, que a su vez depende linealmente de la velocidad de
rotacion (8.29). La expresion de ésta es por lo tanto un aspecto clave para
el desarrollo de las ecuaciones de la dindmica del sélido.

Interesa definir la velocidad de rotacion €2 a través de sus expresiones
en alguno de los triedros descritos en el apartado anterior, especialmente en
el del solido (2, 7, k), intermedio (u, v, k) o fijo (I,J, K).

Segun la definicion realizada de los dngulos de Euler en el apartado an-
terior, €2 se puede descomponer segin las tres direcciones correspondientes
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a éstos como'®:

Q =¢K + fu + ok. (8.100)

Las componentes de esta expresion no estdn definidas segin direcciones
ortonormales, por lo que resulta conveniente desarrollarlas en alguno de los
triedros definidos anteriormente.

Expresion de €2 en el Triedro del cuerpo
Denominamos (p,q,r) a las componentes de € en este triedro:
Q=pi+qj+7k

Para obtenerlas desarrollamos K y u en la expresion (8.100). La expresion
de K se obtiene de

17,7, K| = 5,3, kIl - (Ry] - [Re] - [R]) ™!

resultando
K =senflsenpi+senfcospj+ coslk. (8.101)

La expresién de u se obtiene de
”U7U,kH = ||Z7J7k|| ' [R‘P]717

resultando
U=CoSpl—senyj.

Se obtiene finalmente:

p = 6cos o + sen O sen o,
q = —0sen ¢ + 1) sen b cos ¢, (8.102)
r :gb+¢0059.

Expresion de €2 en el Triedro Intermedio

En este caso denotamos las componentes por (p', ¢, r’) :

Q=pu+qdv+rk.

16En esta expresion se ha tenido en cuenta que, al referirse la velocidad a rotaciones
infinitesimales (dy = dt,...), éstas si se pueden sumar vectorialmente al contrario de
lo que ocurre para rotaciones finitas.
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Desarrollamos K en la expresion (8.100) mediante
Hu7 v, kH = Hu7 w, KH : [Rg],
resultando
K = senfv + cos 0k.

Se obtiene asi _
p =90,
¢ = tsend, (8.103)
P =¢+icosh [=r7].

La expresién anterior prodria haberse deducido también de particularizar

(8.102) para ¢ = 0, ya que el triedro intermedio no es sino el triedro del
cuerpo anulando la rotacién propia, ¢ k.

Expresion de €2 en el Triedro Fijo
Por ultimo, si llamamos (P, @, R) a las componentes en este triedro:
Q=PI+QJ+ RK,
la expresion de las mismas resulta

P = ¢psentpsend + 0 cosp,
Q = —pcossend + ésend), (8.104)
R = 1/}+gbcos9.

La comprobacién de estas expresiones queda propuesta como ejercicio al
lector.

Obtenciéon de las componentes de 2 a partir de la matriz de rota-
cion R

Merece la pena observar que un procedimiento alternativo para calcular
las expresiones de las componentes de €2 es emplear la expresién que la
define a partir de la derivada del tensor de rotacion (8.90):

0 -3 Q
Q=19 0 -9 |=I[R [R]. (8.105)
—Q 0

En esta expresion, los términos (€1, 9, Q3) indican las componentes en
el triedro que se escoja, equivaliendo a (p,q,r) en el triedro del cuerpo,
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(p',¢',r") en el intermedio o (P, @, R) si se emplea el fijo. Particularizando en
los distintos triedros puede comprobarse la equivalencia con las expresiones
de las componentes de €2 obtenidas anteriormente (respectivamente (8.102),
(8.103) y (8.104) por métodos vectoriales.

8.7. Ecuaciones de la Dinamica

En lo que antecede se han desarrollado los conceptos necesarios de ci-
nemadtica de la rotacion (rotaciones finitas y su parametrizacion mediante
los angulos de Euler) y de cinética y geometria de masas (tensor de inercia,
momentos de inercia, expresiones del momento cinético y energia cinética).
Pasaremos ahora a plantear las ecuaciones de la dinamica del sélido con un
punto fijo, debidas a Euler. Partimos para ello de la ecuacién del momento
cinético, que tomara la forma (8.72) si se aplica en G y (8.8) si se aplica en
un punto fijo O.

8.7.1. Ecuaciones de Euler

Segun hemos visto, el momento cinético H o viene expresado por (8.29),
en funcién del tensor de inercia I, que define la geometria de masas del
solido respecto a O. El tensor de inercia serd constante para un observa-
dor ligado al movimiento del cuerpo; en cambio, respecto del sistema de
referencia fijo, seria necesario considerar la variacién de sus componentes.
Asi, la derivada (absoluta) de Hp conviene realizarla a traves de la deri-
vada relativa al triedro del cuerpo, anadiendo el término complementario
correspondiente:

Mo = S (Io-9)
_ (4 Ip-Q QAo -2
_<dt( 0" >>rel+ Ao - ).

Resulta la denominada ecuacion de FEuler de la dindmica, en su expresion
vectorial:

Mo=1Io-Q+QAIo-Q) (8.106)

Hacemos notar que esta ecuacién es una expresiéon vectorial intrinseca, es

decir, independiente del sistema en el que se expresen sus coordenadas.
Observamos ademas que en esta expresion la derivada de €2 es indiferente

realizarla respecto al triedro fijo (absoluta) o respecto al triedro del cuerpo
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(relativa):

. dQ dQ
Q=— =— QANQ
<dt>abs <dt>rel+
=pit+qj3+rk.

Desarrollemos ahora las componentes de la expresion vectorial (8.106)
en el triedro del cuerpo. Suponiendo que hemos escogido éste segun las
direcciones principales de inercia,

A 0 0
Io]=10 B 0 = Io-Q=Api+ Bqj+ Crk;
0o 0 C
i j k
QANITo-Q)=|p q
Ap Bq Cr

=—(B-C)qri— (C—A)prj— (A— B)pqk;

por lo que la expresién en componentes de las ecuaciones de Fuler resulta:

Mm = Ap - (B - C)QT,
My, = B¢ — (C — A)rp, (8.107)
M, =Cr— (A - B)pq.

Para desarrollar el planteamiento completo de las ecuaciones dinamicas
en funcion de las coordenadas o grados de libertad que definen la configu-
racion (en este caso, los angulos de Euler), seria necesario sustituir en la
expresion anterior los valores de (p,q,7) y de sus derivadas en funcién de
los angulos de Euler (8.102). Se obtendria asi un conjunto de 3 ecuaciones
diferenciales de 2.° orden en funcién de los dngulos de Euler (¢, 60, ¢). Sin
embargo, resulta més conveniente plantear dos conjuntos de 3 ecuaciones
de primer orden de manera simultanea, planteamiento que es equivalente.
Asi, de la expresion (8.102) de (p, q,r) podemos despejar (¢,9, P):

psenp + qcosp

V= sen 6 ’

0 = pcosp — gsen p; (8.108)
. psenp + qcos g

o=r— )

tan 6
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Por otra parte, de las ecuaciones de Euler (8.107)

M. B-C
p_ A A qr’
M, C-A
=4 8.109
B 5 P (8.109)
s M. A-B

El conjunto de 6 ecuaciones diferenciales de primer orden (8.108) y
(8.109) queda planteado en funcion de las 6 variables, (¢, 6, )y (p,q,7). Su
resolucion puede llevarse a cabo por métodos analiticos (en el capitulo 2 se
discute la solucion para algunas aplicaciones concretas), o bien por métodos
numeéricos (por ejemplo mediante el método de integracién paso a paso en
el tiempo de Runge-Kutta).

8.7.2. Ecuaciones de Euler derivando respecto al triedro in-
termedio

Cuando se trata de un sélido de revolucion puede ser conveniente ex-
presar las ecuaciones dindmicas realizando la derivada relativa respecto al
triedro intermedio, cuya velocidad de rotacion respecto al fijo es (2 — ok):

dQ ,
MOZIO'(dt) -l—(ﬂ—gpk)/\([o-ﬂ)
rel
Al expresar la derivada relativa en la ecuaciéon anterior, que lo es respecto
a un observador ligado al triedro intermedio, se ha tenido en cuenta que al
ser el solido de revolucién su tensor de inercia permanece inalterado por la
rotaciéon propia.

Desarrollando la ecuacién en componentes, suponiendo que se ha elegido

el triedro principal de inercia con momentos principales (4, A, C):

dQ2
Io- <) =Apu+ Adv+Cr'k
rel

dt
u v k
Q-pk)NTo- Q) =| p 4 -9
Ap A Crf

resulta:

M, =Ap — (A-C)¢r" + Ad ¢
M, = A — (C - A)yr'p — Ap'p (8.110)
M, = C#
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Observamos ademés que se verifica 7/ = r, por lo que no hace falta la
distincién entre ambas.

Estas ecuaciones se complementan con las (8.103) para definir el proble-
ma en funcion de los angulos de Euler (1,6, ¢):

M, = Af — A% senf cosf + Cripsen b,
M, = Asend + 2440 cos§ — Cro, (8.111)
M, =Cr.

De la tltima ecuacion (8.110) se observa que, para sélidos de revolucion,
si el momento segtn el eje de revolucién se anula, la velocidad de rotacién
segun dicho eje se conserva: si M,» = 0 = r = cte.. Conviene notar que
esta propiedad s6lo se verifica para un eje de revolucién en que los momentos
de inercia segtin dos ejes perpendiculares a él son iguales.

8.7.3. Ecuaciones de Euler derivando respecto al triedro fijo

La rotacion R relaciona los vectores convectivos o materiales (los ob-
servados desde la referencia del cuerpo, x°, Q°,...) y sus contrapartidas
espaciales (los observados desde una referencia fija, x, 2, ...) mediante las
siguientes relaciones:

z=R-z°; z°=R" x;
Q=R -Q°; Q°=RT.Q;
Q=R-Q; Q@ =R" Q.

Derivando el vector posicién @, y teniendo en cuenta la definicién del
operador hemisimétrico correspondiente a la velocidad de rotacion (8.90):

t=R-2°=R- (R 2)=(R-R") 2=Q - z2=QAz.

De forma andloga, pueden establecerse las relaciones entre el tensor de
inercia convectivo (constante) y su contrapartida espacial (variable):

I; = / (x° - 2°)?1 — 2° @ x°)pdV;

I :/(m-a:)21—a:®m)pdv
B

=R-(I)-RY).
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Empleando las relaciones anteriores, pueden desarrollarse las ecuaciones
de la din&dmica, derivando desde un sistema de referencia fijo el momento
cinético:

Mo = 5 (To- ) = S(R- (I BY)-9)
= SR (T (R @) = S(R- (I 29))

=R (I Q)+ R- (I3 - )
=(R-R")-((R-(I5-R"))- (R-Q°) + (R- (I, - R)) - (RY)
=QAIo-Q)+1Io- (RY)=QAIp-Q)+ 1o

Como puede comprobarse, la expresiéon a la que se llega es la misma
ecuacién de Euler que se obtuvo anteriormente derivando respecto a un
sistema de referencia convectivo (8.106).

Cabe recalcar que este resultado constituye una expresiéon vectorial in-
trinseca, es decir independiente de las coordenadas en las que se exprese.
Por lo tanto, podran emplearse tanto las referidas al triedro del cuerpo como
las del triedro fijo o cualquier otro sistema.

8.7.4. Ecuaciones de Lagrange

Las ecuaciones de la dinamica (8.107) 6 (8.110) se han obtenido antes
por los procedimientos vectoriales (Newton-Euler). A partir de la dinami-
ca analftica se podrian haber obtenido también tres ecuaciones dinamicas,
equivalentes en su conjunto a las ecuaciones de Euler. Sin embargo, tan s6lo
una de las ecuaciones asi obtenidas coincide con alguna de las ecuaciones
de Euler: se trata de la ecuacién de Lagrange en ¢, que es la misma que
la ecuacion en (8.1073), es decir la ecuacion de Euler correspondiente al
movimiento de giro alrededor del eje Oz del triedro movil.

Obtenemos la ecuacion de Lagrange en direccién ¢ desarrollando los
términos de (7.12). Para ello expresamos las derivadas mediante la regla de
la cadena:

d (8T) d |oT 0p OT dq OT Or .
- o % I =i

At \op) At |dp 9p ' dg dp | Or 8¢
=0 =0 =1
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or_oTop  oToy  OT or
dp Opdp 0qdp Or Op
g

= Ap (¢sen b cos ¢ — Osen ) +Bq (—) sen f sen ¢ — 6 cos p)

q -
= (A= B)pg

siendo por tanto la ecuacién resultante
Q, =Cr — (A— B)pq.

Se observa la identidad de ésta con (8.1073), teniendo la fuerza generali-
zada @, la interpretacion fisica de la componente M, del momento. Por
permutacion ciclica, cambiando los papeles de los ejes (z,y, z), seria posible
deducir las otras dos ecuaciones de Euler expresadas en (8.107).

También se pueden obtener directamente las ecuaciones de Lagrange
relativas a las variables ¢ y 6. No detallaremos aqui el desarrollo y daremos
tnicamente el resultado, quedando propuesta la deduccién como ejercicio al
lector:

Qy = Apsenfsen ¢ —i—Ap(écosHsencp + ¢ senf cos ) + Bgsen b cos ¢
+ Bq(écosﬁcosgo — psenfsenp) + Crcosf — Crésend

Qg = Apcosp — Ap(psen p + &cos@sencp) — Bgsenp
— Bq(pcos o + 1) cos 0 cos p) + Crip sen 0

Conviene recalcar que, aunque las ecuaciones de Lagrange en funcion
de las coordenadas generalizadas (¢, 6, ) no son las mismas ecuaciones
que las de Euler (8.107), son combinaciéon lineal de ellas y en conjunto
constituyen un sistema equivalente. Es facil, obteniendo los coeficientes de
esta combinacion lineal, expresar los momentos generalizados (Qy, Qg, Q)
a partir de los momentos «fisicosy (M, M, M.):

Qy = M, senfsen ¢ + M, sent cosp + M, cos 0
Qo = M, cos p — My sen ¢
QL,O =M,
8.7.5. Calculo de Reacciones en los Enlaces
Sélido con un punto fijo

Como es logico, en la ligadura del punto fijo se produce una fuerza de
reaccion. Esta serd un vector R de direccién en principio arbitraria aplicado
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en un eje por O.

Figura 8.15: Fuerza de reaccion de
un sélido con un punto fijo

La reaccion se puede calcular facilmente a través de la expresion del
balance de la cantidad de movimiento (8.71), descomponiendo las fuerzas
en activas y reactivas:

FaCt—i-R:MaG

siendo F2' = 3~ 2 |a resultante de las fuerzas externas activas aplicadas
al sélido.
Por cinemética sabemos que

ag=QN0OG + QA (QAOG)

de donde

R=M[QAOG+ QA (QAOG)] — F< (8.112)

El valor de €2 y Q se obtendria de resolver las ecuaciones de Euler
(8.106). En el caso en que el punto fijo sea precisamente G, la ecuacion
anterior (8.112) se reduce a la expresion trivial R = —F>°",

Sélido con un eje fijo (2 puntos fijos)

Suponemos que el eje fijo se materializa mediante un punto fijo (O) y
otro punto A que pueda deslizar segun el eje O A pero no en direccién normal
a él. El momento de las fuerzas en O es el de las fuerzas exteriores activas,



Aptdo. 8.7. Ecuaciones de la Dindmica 8.53

Figura 8.16: Fuerzas de reaccion de
un solido con un eje fijo, materiali-
zado mediante un punto fijo y otro
punto que sdélo permite movimiento
en la direccion del eje.

mas el de la reaccion en A; planteando asi las ecuaciones de Euler (8.106)
M5 Y OANRA =10 -Q+QA(Ip-Q)
donde OA = de y al ser e fijo,
Q=0e, =0Qe.
La expresién anterior es una ecuacion vectorial que permite calcular R 4.
Recordemos que en el apartado 4.3.1 ya se estudiaron este tipo de ecuacio-

nes, en el contexto de la cinematica. Para que exista solucién, la condicién
de compatibilidad exige que e sea normal al término independiente:

e [Io-Q+QAIo-Q) — MX = 1.0~ M, =0,
condicién que como vemos efectivamente se cumple (recuérdese (8.26)). Des-
pejando pues R 4,

Io-Q+QA(Io-Q) — MEAde
d2

Ry =

[QIo-e+Q%en(Ip-e) — MEAe
d
En el caso particular en que se cumpla I -e = I.e (es decir si e es un
eje principal), entonces la expresion anterior resulta

¢
e \NMYy

Ry = 7
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Es inmediato comprobar que este valor es el mismo que se produciria en
situacién estatica, por lo que en este caso particular no se producen efectos
dindmicos sobre la reaccién.
Una vez calculada R4, la reaccién en el otro punto, Rp, se calcula igual
que en (8.112):
Ro = Mag — F**' — Ry.



