Capitulo 12

Ecuaciones de Hamilton

12.1. Introduccién

Para un sistema material con n grados de libertad hemos estudiado hasta
ahora en el capitulo 6 las ecuaciones de Newton-Euler (6.7) y (6.12), bien en
forma vectorial o bien sus componentes en coordenadas cartesianas, y en el
capitulo 7 las ecuaciones de Lagrange (7.14), en coordenadas generalizadas.
Todas ellas definen el movimiento mediante n ecuaciones diferenciales de
segundo orden. Para su resolucién necesitan 2n condiciones iniciales, por
ejemplo las posiciones y velocidades iniciales.

Las ecuaciones canonicas (o de Hamilton) que se estudian en este capi-
tulo difieren de las formulaciones anteriores en que los sistemas se describen
con 2n ecuaciones diferenciales de primer orden (es decir, en derivadas pri-
meras), en lugar de n ecuaciones de segundo orden. Para ello, se introduce
un conjunto nuevo de variables: los momentos generalizados p’. Anéloga-
mente, la solucién general de estas ecuaciones dependerd de 2n pardmetros
constantes que se deben determinar mediante las correspondientes condi-
ciones iniciales (posiciones y momentos iniciales).

Las ecuaciones Canoénicas y en general los métodos de la dinamica Hamil-
toniana tienen un interés principalmente conceptual y tedrico. Su aplicaciéon
practica trasciende a la mecénica racional, estando en la base de la formula-
ciéon dindmica de otros campos, como la mecénica cuéntica. Por el contrario
tienen una aplicabilidad préctica a la resoluciéon de problemas de mecanica
racional menor que las formulaciones Lagrangiana o de Newton-Euler.

En ocasiones la descripcién mediante 2n ecuaciones de primer orden es
ventajosa, ya que puede facilitar la resolucién mediante métodos numéri-
cos, que se formulan y estudian en general para sistemas de Ecuaciones
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12.2 Capitulo 12. ECUACIONES DE HAMILTON

diferenciales de primer orden.
El método que seguiremos para deducir las ecuaciones Candnicas se basa
en la transformada de Legendre, que pasamos a describir a continuacién.

12.2. La Transformada de Legendre y sus propie-
dades

Sea una funciéon f(g;, sj) que depende de dos conjuntos de variables:
las ¢; (i = 1,2,..n), y las s; (j = 1,2,...m). Se define como transformada
de Legendre de f respecto de las variables s; a la funcion

i\ def 4

Glgi, P') = pP'si— f (12.1)

donde se sobreentiende el sumatorio! en el indice repetido j, y se emplean
las nuevas variables p’ que se definen como

def OF

PG U=z (12.2)

Diremos que las variables p/ son “conjugadas” de las 5j.

Es importante recalcar que la dependencia funcional de la transformada
G es respecto de las variables ¢; y de las nuevas variables p’, para lo cual
habremos de realizar el oportuno cambio de variables en la expresion de f
en (12.1), eliminando las s; en favor de p?. Para que sea posible realizar esto,
el cambio de variables ha de ser regular, condicién que se expresa mediante
el determinante del jacobiano de la transformacion:

o] 0 f
det [881} = det [asjasj # 0 (12.3)

Si tomamos el diferencial de G en su definicion (12.1),

o ) )
dG = s;dp’ + pids; — &idqi - aidsj
!
= s;dp’ — aidqz'

len este capitulo se entenderé el sumatorio implicito sobre los indices repetidos en

todas las expresiones
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donde se han empleado las relaciones (12.2). Esta igualdad nos permite
identificar las derivadas parciales de G:

oG
oG of
9 a—ql (12.5)

Observamos pues que las derivadas parciales de la transformada G respecto
de las variables conjugadas (p’) son precisamente las s/ que han venido a
sustituir, y las derivadas respecto a las variables que permanecen (g;) son
las de la funcion original (f) con signo cambiado.

Si realizamos dos veces la transformada de Legendre volvemos a obte-
ner la funcién original. En efecto, la segunda transformada sustituira las
variables p’ por
oG
opi’
que considerando (12.4) son precisamente las s;. Por otra parte denominan-
do a la nueva transformada I, resulta

I(gi, s5) = s’ — G
=sip) —(Wsj—f)=1

z5 =

como querfamos demostrar.

12.3. Ecuaciones de Hamilton

Sea un sistema cuya configuracion estd descrita por n coordenadas ge-
neralizadas {¢;}, para ¢ = 1,...,n, y con funciéon Lagrangiana L(g;,d;,t).
Definiremos la funcion Hamiltoniana como la transformada de Legendre de
la Lagrangiana respecto de las velocidades generalizadas:

1 def ;.
H(gi,p',t) = p'di — L (12.6)

siendo p’ e O0L/d¢; (magnitudes que definimos en (7.34) como momentos
generalizados).

Como se precisé en el apartado anterior, la transformada H debe expre-
sarse tnicamente en funcién de las nuevas coordenadas (g;, p‘,t). Por tanto,
la dependencia funcional de L se debe alterar al expresar (12.6), siendo
necesario eliminar las variables ¢; en favor de las p'.
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La magnitud (es decir, el valor numérico) de la Hamiltoniana asi definida
coincide con la de la integral de la energfa o integral de Jacobi que se vié
en la dinamica de Lagrange (ecuacién (7.43) en el apartado 7.2.5). Esta se
puede escribir como

h=7pg — L (12.7)

Sin embargo, la diferencia entre (12.6) y (12.7) estriba en la dependencia
funcional distinta de la Hamiltoniana. En (12.6) H est4 expresado en funcion
de las variables (g;, p’,t) mientras que h en (7.43) 6 (12.7) est4 en funcién
de (g, gi,t). Esto habra de ser tenido en cuenta para las expresiones que
involucren derivadas parciales de H.

Recordando la observacion realizada en el apartado 7.2.5, en el caso en
que no tengamos sistemas de coordenadas ni enlaces médviles, la integral de
Jacobi y por lo tanto la Hamiltoniana que tiene igual valor representa la
energia total del sistema:

H=T+V

Las derivadas parciales de H son, aplicando las propiedades de la transfor-
macion de Legendre (12.4) y (12.5),

OH

@J—% (Gj=1,2,..n) (12.8)
OH oL ;

o~ 0g P =12.m) (12.9)
OH oL

ot ot (12.10)

En las expresiones (12.9) se han empleado las ecuaciones de Lagrange
(7.13) para expresarlas en funcién de p'. Los dos conjuntos (12.8) y (12.9),
de n ecuaciones cada uno, son las denominadas ecuaciones candnicas de
Hamilton, o simplemente ecuaciones de Hamilton.

El primer grupo de ecuaciones (12.8) se puede interpretar como la expre-
sion del cambio de variables entre ¢; y p?, despejando las gj. Esto siempre
lo podremos hacer ya que el cambio de variables es regular, por ser la ener-
gia cinética T' definida positiva. Empleando para ésta la expresion (7.29) en
funcién de los coeficientes alli definidos:

M_@L_&T_@ 1 i+ ande +To| = .
= a4, = a4, = a4, o k14Kl + Ak Gk 0| = akjqr + aj
siendo det [ay] # 0.

El segundo conjunto de ecuaciones (12.9) se puede interpretar como las

expresiones de la segunda ley de Newton, teniendo el término —9H/dq; el
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cardcter de fuerzas totales (las reales més las ficticias debidas a la eleccion
de coordenadas no cartesianas), igualadas a las derivadas de los momentos
generalizados.

Por ultimo, la ecuaciéon (12.10) no constituye propiamente una de las
ecuaciones de Hamilton, expresando simplemente que si L no depende ex-
plicitamente de ¢, H tampoco lo hara.

Es necesario recalcar que en la formulaciéon de la dindmica basada en
las ecuaciones canénicas cambia el concepto de “configuracion” del sistema
dinamico, al modificarse (convencionalmente) el conjunto de coordenadas
empleadas para su descripcién. Asi, en la dindmica basada en las ecuacio-
nes de Lagrange la configuraciéon venfa dada por las coordenadas genera-
lizadas {g;}, siendo la trayectoria del sistema la curva paramétrica dada
por su evolucion en el tiempo, {¢;(t)}. En concreto para el caso de coor-
denadas vectoriales o cartesianas, la configuracion coincidia con la posiciéon
del sistema, y las trayectorias con las curvas descritas por cada particula
en el espacio geométrico ordinario. En cambio, la dindmica Hamiltoniana
basada en las ecuaciones canénicas, define la configuraciéon de un sistema
mediante las 2n variables “fasicas” {g;, p'}. Las trayectorias, solucién de las
ecuaciones canénicas en funcion del tiempo, seran asimismo {g;(t), p'(t)}, y
se pueden denominar trayectorias fdsicas para diferenciarlas de la dinamica
Lagrangiana. Esto constituye una generalizacién de lo ya mencionado en el
apartado 3.6, en donde se estudi6 la trayectoria en el espacio de las fases
(en aquel caso un plano al tratarse de sistemas con 1 grado de libertad) del
oscilador armoénico simple.

EJEMPLO 12.1: Veamos como ejercicio basico de aplicaciéon inmediata de lo
anterior la obtencién de la Hamiltoniana y las ecuaciones candnicas corres-
pondientes a una particula libre, sometida a un potencial V(zx,y, z).

z
o

Figura 12.1: Obtencidn de las ecua- Vi(z,y,2)

ctones de Hamilton para una parti-

cula libre sometida a un campo con-

servativo de fuerzas. vy
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Emplearemos como coordenadas las cartesianas (x,y, z). La energia ci-
nética es:

1
T = 5m(:fc2 + 9% + £2)
y los momentos generalizados:
_or . or or

T=—=mi; p'=—=my; p°=—=m:.
Expresando el cambio de variables, resulta el primer grupo de ecuaciones

Canonicas:
T==—; 9y=—; Z=— (12.11)
La Hamiltoniana es
H=p"¢+p'y+p°2—(T-V)
= PP — (4 ) + V(e 2)

No basta con esta expresion, sino que es necesario eliminar de ella las ve-
locidades (&, 9, ), en funcion de los momentos generalizados. Resulta final-
mente

H= ﬁ[(ﬁf + (") + (7)) + V(z,y,2)

Una vez expresada H con su dependencia funcional correcta, derivamos
para obtener el segundo grupo de ecuaciones candnicas (12.9):

oV . OV 1%

= T L — ¥ T = _pF 12.12
Como comprobacion, derivando H respecto de los momentos generaliza-

dos se comprueba que las expresiones (12.11), que habiamos deducido como

expresion del cambio de variables, coinciden precisamente con el primer
grupo de ecuaciones canénicas (12.8).

12.4. Obtencién practica de las ecuaciones

El ejemplo anterior es extremadamente sencillo. Sin embargo en un caso
general la eliminacién de las velocidades generalizadas de la expresion de H
puede resultar algo mas engorrosa, al incluir expresiones de segundo grado
en las velocidades (ver (7.33)):

H=p'¢4—(T-V) (12.13)
i 1. o1
=p'¢ — 5 ®ij%id; + aigi + 5ao0| + Vv
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De aqui habria que eliminar ¢; mediante sus expresiones en funcién de p*.
Vamos a obtener otra expresién equivalente mas sencilla, que seré lineal
en las velocidades ¢;:

i oT . ) .
pq; = %%‘ = (airdr + ai)d;

i

= aipGiqr + a;q; = 2T — a;¢; — ag

Despejando,
T = Spigs + mai i+ =
= 2]9 qi 2a1 qi 2(107

y sustituyendo en la expresion de H (12.13) obtenemos

1,. 1 . 1
H = 3p'4i — gaidi — 500 +V (12.14)

En el caso en que T sea homogénea cuadratica en ¢; (lo que en la practica
es bastante comun) la expresion anterior se simplifica para dar

1 .
H = p'gi+V (12.15)

Observamos que la eliminacién de las velocidades {¢;} resulta mas facil
en las expresiones (12.14) 6 (12.15) que en (12.13), ya que en esta ultima
ecuacion intervienen en expresiones cuadraticas, pudiendo ser el desarrollo
bastante engorroso.

12.5. Integrales Primeras

Si se expresa la derivada temporal (total) de H a partir de (12.6),

dt  0q; e 8pip

ot

=-Ppq +qp + ot
=0
donde se han empleado las ecuaciones (12.8) y (12.9).

Por tanto la derivada total de H respecto al tiempo coincide con la par-
cial; dicho de otra manera, si ¢ no entra explicitamente en la expresion de
H, entonces H (y la energia total en los casos en que ambas coincidan) se-
ra constante. Este resultado constituye una integral primera, de obtencién
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inmediata en la dindmica Hamiltoniana. Independientemente de que se ve-
rifique o no la constancia de H, la Hamiltoniana H serd igual a la energia
total cuando la energia cinética 1" sea una expresién homogénea de grado 2
en las velocidades generalizadas.

En el caso en que la Hamiltoniana no dependa explicitamente de una
coordenada generalizada, de las ecuaciones (12.9) se deduce inmediatamente
que el momento generalizado correspondiente es constante:

OH
dq;
En este caso decimos que ¢; es una coordenada ciclica. Puesto que no va-
rian, los momentos generalizados correspondientes a las coordenadas ciclicas
se pueden sustituir en la Hamiltoniana por constantes ¢!, quedando H en
funcion de 2(n—r) grados de libertad, si r es el nmero de coordenadas cicli-
cas. Una vez resuelto el sistema asi reducido, los valores de las coordenadas
ciclicas se obtendran de integrar las ecuaciones
. OH
qi = et
Este resultado nos indica que el tratamiento de las coordenadas ciclicas en la
formulacion Hamiltoniana es trivial: basta con ignorarlas (de aqui que se de-
nomine también a las coordenadas ciclicas como coordenadas “ignorables”).

0 = pi = 0; pi = constante

1=1,..r

12.6. Generalizacién para fuerzas no conservativas

Si las fuerzas no provienen de un potencial, no cabe definir una fun-
cion Lagrangiana y por tanto no se puede aplicar (12.6) para obtener H.
Sin embargo en este caso podemos generalizar la definicion de la funciéon
Hamiltoniana y de las ecuaciones canodnicas, estableciendo

HS plg;—T

. T

siendo p* def g

qi

Por las propiedades (12.4) y (12.5) de la transformada de Legendre, las
derivadas de H son:

oH

oy ¢ (i=1,2,..n) (12.16)
OH oT :

= o0 '+ Qi (i=1,2,..n) (12.17)
on _ _or (12.18)

ot ot
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donde se han empleado las ecuaciones de Lagrange (7.12) para el segundo
grupo de ecuaciones, poniéndolas en funcién de las fuerzas generalizadas @Q;.

También se podria generalizar para el caso en que algunas fuerzas pro-
vengan de un potencial y otras no. Establecerfam para ello una Lagrangiana
parcial, incluyendo tinicamente las fuerzas que provengan de un potencial,
realizando la transformada de Legendre sobre ella. El desarrollo seria similar
al anterior, variando tnicamente el significado de las fuerzas generalizadas
Q; en (12.17), que ahora corresponderian tan s6lo a las fuerzas no conser-
vativas.

Por dltimo cabe también generalizar para el caso de enlaces anholéno-
mos. Para ello a las fuerzas generalizadas en (12.17) serfa preciso anadirles
las provenientes de los enlaces:

oOH
dq;

=P+ Qi+ A A

donde A; son los multiplicadores de Lagrange, y A;- los coeficientes de los
enlaces para cada coordenada i (ver apartado 7.4.1).

12.7. El Método de Routh

La formulacién de la dindmica basada en las ecuaciones canénicas resul-
ta especialmente sencilla para las coordenadas que son ciclicas. En efecto,
las coordenadas en si no aparecen en H ni en las ecuaciones, y los momentos
correspondientes son constantes. Por tanto, las coordenadas ciclicas quedan
totalmente “eliminadas’ de la formulacién, que en la practica viene a tener
2 grados de libertad menos por cada coordenada ciclica. En cambio, en la
formulacién de Lagrange es preciso considerar las velocidades generalizadas
correspondientes en la Lagrangiana L y en las ecuaciones, ya que las ve-
locidades ¢; no tienen porqué ser constantes aunque las coordenadas sean
ciclicas.

El método de Routh es un tratamiento mixto entre las formulaciones de
Lagrange y Hamilton: Emplea las ecuaciones de Hamilton para las coorde-
nadas ciclicas, y las ecuaciones de Lagrange para el resto. Supongamos un
sistema con n g.d.l., de los cuales las r primeras coordenadas son ciclicas:

OL
— =0, 7=12,..r ciclicas
- (ciclicas)
{a;}
oL ‘ .
— #£0, j=r+1L,r+2 ..n (no ciclicas)
8(]]‘
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Los momentos correspondientes a las coordenadas ciclicas seran constantes:
P =d, ji=12.r

Realizamos la transformada de Legendre solo respecto de las coordenadas
ciclicas, definiendo asi la denominada funcién Routhiana:

R=) d¢—L (12.19)
j=1

(notese que el sumatorio se realiza solo para lor r primeros indices).
La dependencia funcional de R es:

R(Qr+1a'--qm Gr41 - - - qn; Claﬂ-CT; t)

Por las propiedades de la transformada (12.19), se cumple

OR oL OR oL
— = — = —— ara t=r-+1,..n 12.20
9g; dq; 04 og ¥ (12:20
Es decir que, para las coordenadas no ciclicas, las derivadas parciales de R
son iguales que las de L con signo cambiado.

Sustituiremos ahora las derivadas parciales dadas por (12.20) en las
ecuaciones de Lagrange (7.13),

d /oLy _oL _
dt \ 9¢; o

al cambiar todos los signos en los dos términos, se obtiene un conjunto de
ecuaciones igual pero ahora en funcién de R:

d /OR OR
— =Y _Z=_0- — 1...n). 12.21
dt (6q'i> 0q; 0 (i=r+l.n) ( )

Una vez integradas estas (n —r) ecuaciones para obtener R como funciéon de
las constantes ¢ y de ¢, calcularemos el valor de las r coordenadas ciclicas
a partir de:

. R .

q; = @7 (.7 - 17 T)
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12.8. El principio de Hamilton aplicado a la fun-
cion Hamiltoniana

Recordemos que las ecuaciones de la dinamica de Lagrange son conse-
cuencia de un principio variacional, en concreto del principio de Hamilton,
tal y como se vié en el apartado 7.6. Este principio es de una naturaleza
méas fundamental que las ecuaciones de Lagrange, de forma que se puede
generalizar a otro tipo de sistemas dindmicos. Su expresion es también de
indole més sencilla, al requerir simplemente la condicién de extremo de un

funcional,
[2)

05 =46 L(qi, (ji,t)dt = 0,
t1
para variaciones arbitrarias del camino en el espacio de las configuraciones,
es decir para {dg;} arbitrarias.

Después de establecer las ecuaciones canénicas se nos plantea la cuestién
de si serd posible definir un principio variacional del cual se puedan deducir
dichas ecuaciones, de la misma forma que sucedia con las ecuaciones de
Lagrange. Un aspecto a considerar es que, puesto que ahora las variables
independientes son las {g;, p'} que definen trayectorias en el espacio de las
fases, logicamente el principio deberia contemplar variaciones de {¢;} y de
{p'} independientes.

Sea la funcion F' definida por:

. o def k. i
F(g, p's 65 p's 1) = P4 — H(gs, p', 1) (12.22)

Es inmediato comprobar, a partir de la definicion de H (12.6), que el valor
de esta funcion F es precisamente la Lagrangiana, F' = L (se trata de
la transformaciéon dual de Legendre, que como se vié en el apartado 12.2
coincide con la funcién original). Postulamos como principio variacional la
condicién de extremo de la integral de F' entre dos instantes dados,
to t2
5| Fdt=6[ (pge—H)dt=0 (12.23)
t1 t1

para, variaciones arbitrarias de las variables p’ y ¢; respecto de la trayectoria
fasica real, cumpliendo d¢; = 0 en los extremos.

En efecto, las ecuaciones de Euler-Lagrange de este principio se obtie-
nen de forma analoga a como se hizo en la ecuacion (7.97) para el caso
genérico del funcional de una sola funcion y(z). En este caso, las funciones
{qi(t), p'(t)} cumplen el papel de y(x) en aquella expresion; {¢;, p'} son
sus derivadas, y ¢ representa la variable independiente ().
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Al establecer variaciones d¢;, dp' independientes, las ecuaciones de
Euler-Lagrange resultan

d (0F\ OF . OH

=) = 2 = 12.24
i (aq'i) o~ VT g 1224)
d [OF oOF OH

_ ) = i =0 — —— 12.2

ai <apl> R (12.25)

Estas coinciden precisamente con las ecuaciones canonicas (12.8) y
(12.9).

Si se anade a la funcién F en (12.22) un término que sea derivada
respecto del tiempo de una funcién cualquiera de coordenadas y tiempo,
%M (gi,t), el principio variacional no se ve alterado, ya que los funcionales
diferirian tan s6lo en una constante,

2 dM(q,t
/t é;])dt = M(q7t)|§f = M(qq,t2) — M(qy,t1),
1

por lo que la condicion de extremo en (12.23) no se ve modificada.

12.9. Estructura de las ecuaciones candnicas

Introduciremos el concepto a partir de un sistema con 1 grado de li-
bertad. Supongamos éste definido por una funcién hamiltoniana H(q, p,t).
Podemos definir

{X}déf{j)}, o bien {X}:{ml}, conri=¢q, Ta=p

X2
asi como
oH o9H
{ aH } def 8.’131 8q
) oem | o
A Op

(4 )

Esta matriz [J] es ortogonal y hemisimétrica, y verifica las propiedades
siguientes:

3% = —[1] (12.26)
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Empleando la matriz [J] para expresar las ecuaciones canonicas:

oH _ . oH_.
8(1_ p7 8p—q7

vemos que se pueden escribir matricialmente como

{5e}=-mw

o bien, aplicando las propiedades (12.26),

{x} =1J]- {%Z} (12.27)

Generalizando para el caso de n grados de libertad, de igual manera
podemos definir

cqq 0H/0q;
{x} def ) qn | . OH def | OH /0qn,
pt 0x OH /0p!
" ) OH / opn

[J] es ahora una matriz cuadrada 2n x 2n, formada por submatrices
nulas e identidad de orden n x n:

2 (o [t

_[ nxn [O}nxn

Las ecuaciones candnicas son por tanto equivalentes a la expresién ma-
tricial compacta (12.27).

En ella, el vector {x} contiene las 2n variables independientes de la for-
mulacion Hamiltoniana, por lo que (12.27) define la dindmica. Esta ecuacion
define una estructura denominada simpléctica caracteristica de los sistemas
Hamiltonianos.

12.9.1. Transformaciones Canodnicas

La dindmica Hamiltoniana describe la evolucién de los sistemas en el es-
pacio de las fases (de 2n dimensiones), con coordenadas {¢;,p'}. Es posible



12.14 Capitulo 12. ECUACIONES DE HAMILTON

realizar cambios de coordenadas a otros sistemas en este espacio, aunque
en un caso general no se puede garantizar que estos cambios mantengan
la forma de las ecuaciones de Hamilton. A las transformaciones de coorde-
nadas que conservan la estructura de las ecuaciones candnicas se les llama
Transformaciones Candnicas.

Sea un nuevo conjunto de parametros {Q;, P*}, relacionado con las va-
riables {g;, p’} mediante las relaciones

Para que la transformacion sea candnica ha de existir una nueva funciéon

K(Q;, P!, t) tal que

: oK

i 0K

pi=—
Qi

A esta funcion K, que cumple el papel de Hamiltoniana transformada para
las nuevas variables, se le denomina de forma algo coloquial “Kamiltoniana”.

Una forma de establecer estas transformaciones es a partir del principio
variacional de Hamilton (12.23). Las “funciones F” (12.22) en las coorde-
nadas originales y en las nuevas deben ser equivalentes, por lo que a tenor
de lo dicho en el apartado 12.8, diferiran en una derivada total respecto del
tiempo:

P — Hlgg /1) = P Q; — K(Q;, P,y + o (12.28)

La funciéon M se denomina funcién generadora de las transformaciones

canoénicas. Existen 4 formas que puede tomar la funcién M, que determinan

cuatro tipos de transformaciones canénicas correspondientes. Aunque no en-

traremos a detallar esta clasificacién, propia de textos més especializados,

a modo de ejemplo consideremos una forma de generacién de transforma-
ciones canoénicas mediante una funcién M del tipo

M = ¢(gj, Qjs 1) (12.29)

asi

dM 99 ¢> o¢
o "ot o an 90;%
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Introduciendo esta derivada en (12.28), y puesto que ¢; y @; son varia-
bles independientes, se obtienen las relaciones
gﬂ:gf;-Jﬂzgﬂ;J(:H+Qf (12.30)
8(]j aQJ ot
Una funcion cualquiera ¢ que cumpla estas condiciones nos permitira gene-
rar transformaciones canénicas, en las que la “Kamiltoniana” K cumplira
las ecuaciones canénicas para las nuevas coordenadas.

Una aplicacién de especial interés de las transformaciones canénicas se-
ria para intentar convertir todas las coordenadas de un sistema en ciclicas,
con lo que la resolucién de las ecuaciones candnicas seria trivial como se ha
visto. Esto pudiera parecer el hallazgo de la “piedra filosofal” de la dinami-
ca, si no fuera porque obtener las transformaciones canénicas precisas no
es en absoluto sencillo. En la préctica, el problema dindmico se converti-
ria en obtener las transformaciones canénicas precisas para convertir todas
las coordenadas en ciclicas. En el apartado siguiente se detalla un ejemplo
sencillo de este tipo de transformaciones.

12.10. Ejemplos

EJEMPLO 12.2: Obtencién de las ecuaciones candnicas para el caso general
del movimiento de una particula de masa m en un campo central, definido
por un potencial V(7).

Sabemos que, al conservarse el momento cinético, el movimiento es
plano, por lo que tomaremos las coordenadas polares (r, p):

X = T COS
@} N v2:7'“2+7“2gb2
Y =Trseny

La Lagrangiana es

1
L:T—V:§mwﬂw%%—vm,

y los momentos generalizados:
r . 0 _ 92 .
pr=mr; p¥ =mrio.

Comprobamos la condicién (12.3) de regularidad del cambio de variables de
gi ap":
=m?r?#£0 parar #0

‘WL
04;0q;

| m 0
10 mr?
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La Hamiltoniana la podemos obtener aplicando (12.15),

) (9)?

H (g, p') = |4
(,0") = 5=+ 55 + V()
Siendo las ecuaciones canoénicas:
. OH p" . OH p¥
r = —= —, S@ = —_-——= —
op"  m op?  mr?

COH  (pP)? oV

or mr3 or’

o

P =0

Comprobamos que ¢ es ciclica, por lo que p? = [ (cte), siendo [ el médulo
del momento cinético.
También, al ser H independiente del tiempo

dH  OH

EJEMPLO 12.3: Sea un oscilador armoénico simple, de masa m y constante
lineal del resorte k. Denominamos ¢ la elongacion medida desde la posicion
de equilibrio, y p el momento generalizado correspondiente. Realizar una
transformacion candnica a coordenadas ciclicas (P, Q).

q
Figura 12.2: Oscilador armdnico
simple. W
m
k
La Hamiltoniana es
1 1 p? 1
H=-mé*+ -k¢® = — + -mw’q’ 12.31
M TR T g, Tt (12.31)

donde p = mq es el momento generalizado, y w def VEk/m.
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Veamos una transformacién canénica que convierta a la coordenada ¢
en otra coordenada ) que es ciclica. Para ello condideramos la funcién
generadora

54, Q) =y ¢ cotQ

que es del tipo (12.29) mencionado en el apartado 12.9. Aplicando las rela-
ciones (12.30)

eliminando p y ¢ entre estas igualdades resulta

2P
g=1/—senQ; p=V2mwPcosQ (12.32)
mw

lo que sustituido en (12.31) arroja

P 1
K=H=—+-muw?¢d=wP
2m 2
Inmediatamente comprobamos que se verifica
0K
— =0 = ciclica
Q) @

Al tratarse de una coordenada ciclica, las ecuaciones candnicas resultan
triviales de plantear y de integrar, en funcién de dos pardmetros («, 3) que
se obtendran con las condiciones iniciales.

0K

- 0K

Una vez realizada esta integracion, deshaciendo el cambio (12.32), se

q(t) =1/ % sen(wt + )

que es la soluciéon general, conocida ya, de oscilaciones armoénicas en vi-
braciones libres, en funcién de dos constantes de integraciéon a y 3, que se
determinarin a partir de las ecuaciones iniciales.

obtiene para ¢
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