Capitulo 13

Estatica

13.1. Consideraciones Generales

En los capitulos precedentes se ha estudiado la descripciéon del movi-
miento (cinemética), las magnitudes que caracterizan al mismo en sistemas
materiales (cinética), y la evolucion de estas magnitudes con el tiempo (di-
namica).

En este capitulo se estudiara la estatica o equilibrio de los sistemas,
entendida como la ausencia de movimiento. Se trata por tanto de un caso
particular de la dindmica, pero que por su importancia merece un trata-
miento especial.

DEFINICION:

Se dice que un sistema material estd en equilibrio cuando to-
das sus particulas se encuentran en reposo, y permanecen en el
mismo estado de reposo.

Para que se verifique el equilibrio y éste sea estable han de darse una
serie de condiciones, cuyo analisis constituye el objeto de la estatica. Esta
permitira analizar diversos tipos de problemas:

1. Para un sistema sometido a un conjunto de fuerzas dadas, establecer
la existencia de una o mas posibles configuraciones de equilibrio y
determinar éstas.

2. Analizar la estabilidad de las posiciones de equilibrio. El concepto de
estabilidad consiste en garantizar si ante pequefias perturbaciones res-
pecto de la posiciéon de equilibrio se mantiene el movimiento préximo
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13.2 Capitulo 13. ESTATICA

a dicha configuracién, o si por el contrario se aleja indefinidamente de
la misma.

3. Para un sistema en una configuracion geométrica determinada, de-
terminar las acciones necesarias (tanto en lo que respecta a fuerzas
activas como a reacciones) para el equilibrio y su estabilidad.

Las aplicaciones practicas de la estatica en la ingenieria son muy nu-
merosas, siendo quiza la parte de la mecénica més empleada. Esto es asf
especialmente en la ingenierfa civil y en el analisis estructural: por lo general
las estructuras se disefian para estar y permanecer en reposo bajo las cargas
de servicio estaticas, o para que su movimiento bajo cargas dindmicas sea
pequeno y estable (vibraciones).

Los principios generales de la dindmica de sistemas, desarrollados en
los capitulos anteriores permiten, mediante su particularizacién a las condi-
ciones de la estatica, establecer las condiciones generales del equilibrio. En
concreto, para un sistema general de varias particulas (digamos N), la apli-
cacion del principio de la cantidad de movimiento a cada particula (ecuacion
(6.3)), para las condiciones particulares del equilibrio (dwv;/dt = 0), da lu-
gar a una condicion necesaria: F; = 0, (i = 1,2,...N). Por otra parte,
si el sistema parte de un estado inicial de reposo (v;(0) = 0) la condicién
anterior es también suficiente. Podemos adoptar por lo tanto con caricter
general como condicion de equilibrio (necesaria y suficiente) la anulacion de
la resultante de las fuerzas ejercidas sobre cada particula:

’Ul(O) =0,F;,=0 — ’Ui(t) =0 Vi=1,2,...N (131)

En los sistemas reales con infinitas particulas (p. €j., sélidos rigidos consi-
derados como medios continuos) es preciso reducir las condiciones generales
para el equilibrio expresadas arriba a un nimero menor de condiciones, de
forma que sea abordable el problema mediante los métodos de la mecéanica
de sistemas discretos estudiados en este curso’. En cualquier caso, el estudio
de las fuerzas serd esencial para las condiciones de equilibrio.

Ya se establecié una clasificacién somera de las fuerzas en un sistema en
el apartado 6.1. Sin embargo, recordaremos aqui algunos conceptos que nos
seran utiles para la estatica. En primer lugar, es posible clasificar las fuerzas

!Se puede estudiar la estatica (y también la dindmica) en medios continuos, mediante
ecuaciones en derivadas parciales o formulaciones débiles equivalentes como el principio
de los trabajos virtuales. Entre los procedimientos de resolucién, el mas potente en la
actualidad es el Método de los Elementos Finitos (M.E.F.), especialmente adecuado para
su tratamiento numérico en ordenadores.



Aptdo. 13.1. Consideraciones Generales 13.3

en fuerzas activas o directamente aplicadas, v fuerzas pasivas, también lla-
madas reacciones o fuerzas de ligadura. Las primeras son las que tienen un
valor conocido, variables con el tiempo o no (por ejemplo, cargas exteriores
ejercidas sobre el sistema), o posiblemente en funciéon de la configuracion o
estado del sistema (por ejemplo, fuerzas internas en muelles o amortiguado-
res). Por el contrario, se consideran reacciones las que sirven para imponer
una determinada ligadura o apoyo, y cuyo valor debe calcularse imponiendo
las ecuaciones de equilibrio compatibles con dicha ligadura (o de la dindmica
si el problema no es estéatico).

Otra clasificacion de las fuerzas a tener en cuenta es como interiores y
exteriores. Kl primer caso engloba a todas las que provienen de particulas
dentro del propio sistema, tanto por acciones de contacto, acciones a dis-
tancia (por ejemplo, atraccion gravitatoria), o mediante elementos discretos
como resortes o amortiguadores. En este caso tanto la accién como la re-
acciéon que postula la tercera ley de Newton se ejercen entre particulas del
sistema. Por el contrario, se denomina fuerza exterior a la que proviene de
puntos externos al sistema, y la reaccién a la misma no se ejerce por tanto
sobre el sistema. Tanto las fuerzas activas como las reacciones pueden ser
a su vez interiores o exteriores, siendo ambas clasificaciones independien-
tes. Asi, las ligaduras pueden provenir de particulas del mismo sistema (por
ejemplo, distancias constantes entre puntos de un solido rigido) o de fuera
del mismo (por ejemplo, apoyos o sustentaciones externas).

Otro elemento importante para el anélisis del equilibrio son las ligaduras
o enlaces. Ya se habld sobre ellas en el apartado 6.1, por lo que s6lamente
recordaremos aqui los aspectos fundamentales. Estableciamos alli la clasifi-
cacién entre enlaces holdnomos, funciones que imponian condiciones entre
coordenadas y tiempo:

o(ri,re, ...,y t) =0, (13.2)

y enlaces anholdnomos, funciones que adicionalmente dependian de las ve-
locidades:
G(r1, . Py T, Ty, £) =0 (13.3)

Asimismo, en funcion de su variacion temporal, los enlaces se denominan
rednomos si dependen explicitamente del tiempo (9¢/0t # 0) o esclers-
nomos si no varfan con el tiempo (0¢/0t = 0). Por tltimo, denominamos
lisos a los enlaces cuyas fuerzas de reaccion no realizan trabajo para los mo-
vimientos permitidos por los mismos, mientras que serdn rugosos en caso
contrario. Para que tenga sentido esta dltima clasificaciéon, es obvio que el
enlace debe permitir algiin movimiento, ya que en caso contrario no cabe ha-
blar de trabajo. Para ilustrar esta tltima clasificacion, considérese un apoyo
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deslizante, que puede ser liso o con rozamiento entre las superficies; por el
contrario, si el apoyo restringe todos los movimientos del punto en cuestion
se convierte en un empotramiento, al cual no tiene sentido calificarlo como
liso ni rugoso.

13.2. Condiciones Analiticas del Equilibrio

En el capitulo 7 se estudié la formulacién analitica de la mecénica, en
relacién con la dindmica. Recordemos que la base de dicho planteamiento,
debido originalmente al matemaético francés Lagrange, es la descripcion de
la configuracion del sistema mediante un conjunto reducido de coordenadas
generalizadas, para las que empleamos la notacion {¢;} (i =1,2,...,n), que
sirven para definir de manera univoca la configuracion. Estas coordenadas
pueden, en principio, representar magnitudes fisicas diversas (longitudes,
angulos, distancias al cuadrado, ... ), no estando restringidas a sistemas de
coordenadas algebraicas ni a bases de espacios vectoriales.

La ventaja fundamental del uso de coordenadas generalizadas es que en
su propia eleccion estd incluida toda o a menos gran parte de la informacion
de los enlaces. Cuando los enlaces son holénomos, de las ecuaciones (6.2)
que los expresan podemos “eliminar” las coordenadas dependientes; de esta
forma, restan al final inicamente las coordenadas independientes o grados
de libertad del sistema. Si existen ademds enlaces anholénomos propiamen-
te dichos (es decir, no integrables) no serd posible eliminar las coordenadas
redundantes y serd preciso mantener sus ecuaciones de ligadura de mane-
ra explicita, para solucionarlas finalmente junto con las ecuaciones de la
dinamica mediante multiplicadores de Lagrange (ver apartado 7.4).

En cualquier caso, el estudio de un sistema mediante coordenadas ge-
neralizadas permite un marco ventajoso para establecer las condiciones de
equilibrio, ya que por lo general nos restringiremos al minimo mimero de
condiciones. Sean las coordenadas generalizadas libres o no, por lo general
son un namero mucho més reducido que el de las coordenadas cartesianas
de todas las particulas del sistema; normalmente, seran ademés un conjunto
discreto y finito de coordenadas, en lugar de un niimero infinito como por
ejemplo el que corresponde a las particulas de un sélido considerado como
un medio continuo.

Puesto que la relacion entre las configuraciones o posiciones del sistema
y las coordenadas generalizadas 7;(¢g;) (i =1,...N;j =1,...n) es univoca,
es obvio que la definicion de equilibrio (6.1) dada en el apartado anterior
es equivalente a exigir que las coordenadas generalizadas sean constantes y
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permanezcan constantes:

¢G=0; ¢ =0 (j=1,...,n)| (condicién de equilibrio)  (13.4)

Para establecer la restricciéon que esta condicién impone a las fuerzas, par-
timos de las ecuaciones de Lagrange (7.12):

d /0T oT
3 (o)~ oy = 132)

donde Q; son las fuerzas generalizadas (ecuacion (7.7)) y T es la energia
cinética. Esta dltima viene dada, en el caso en que los enlaces no dependan
del tiempo, mediante (7.33)%:

1

T— = .o
2“kl‘]k‘]l

donde los coeficientes ay; son simétricos, y pueden ser funcién a su vez de
las coordenadas, ay(g;). Sustituyendo en las ecuaciones de Lagrange (6.5),

dag; . . 10ay . .
g Ok T ke — 5 94, qrqr = Q;

y empleando la condicion de equilibrio (6.4) se llega a la condicion equiva-
lente

Qi=0 (j=1,...,n) (13.6)

Es facil ver también que, si (); = 0 y se parte de condiciones iniciales de
reposo (¢;(0) = 0), puesto que la matriz de coeficientes ay; es regular, ha de
ser ¢; = 0. Por lo tanto, la anulacion de las fuerzas generalizadas (6.6) es
necesaria y suficiente para el equilibrio de un sistema, pudiendo considerarse
como una condicién equivalente a (6.4).

13.2.1. Unicidad del Equilibrio. Condicién de Lipschitz

Acabamos de ver que si se anulan las fuerzas generalizas (Q; = 0) existe
solucién estética o de equilibrio. Sin embargo, no queda demostrado desde
el punto de vista matemaético la unicidad de esta solucién. Podria, en teoria,
existir otra solucién que fuese dindmica.

Desde un punto de vista fisico determinista la falta de unicidad no tiene
sentido, pues supondria que a partir de condiciones iniciales dadas es impo-
sible predecir el estado o la evolucién de un sistema. Esto de hecho ocurre

2al igual que en capitulos anteriores, adoptaremos aqui el convenio de sumatorio im-
plicito para los indices repetidos
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en la dinamica para el caso de los sistemas cadticos, en los que el desorden
(“caos”) se debe en realidad a una gran sensibilidad frente a perturbaciones
pequenas, haciéndose en la préactica impredecible su evolucién.

Veamos un sencillo ejemplo de sistema que posee solucién no tnica,
estatica y dindmica:

mi:k‘\/\ﬂ

La solucién estatica es obviamente:

, siendo m,k >0 (13.7)

=0
Sin embargo, existe asimismo una solucién dindmica dada por:

2
T = i t
144m?

basta sustituir en (6.7) para comprobar que esta solucién cumple efectiva-
mente la ecuacion.

Mateméticamente, la condicién de unicidad se expresa por la Condicion
de Lipschitz:

Se dice que una funcién Q(q;,t), definida en un Dominio D cum-
ple la condicién de Lipschitz respecto de las variables {q;} si se
puede encontrar una constante k tal que Vq; € D y VAg;,

Q(qi + Agi t) — Qgi, ) <k > [Ags|  (13.8)

La constante k se denomina constante de Lipschitz.
Si el Dominio D es convexo, un requisito suficiente para la condicién de

Lipschitz es que existan derivadas parciales 8—Q, v que estén acotadas en D.
4i

La funcion (6.7) propuesta en el ejemplo anterior no podemos garanti-

zar que cumple la condiciéon de Lipschitz en x = 0, pues no existe alli su

derivada. por tanto, no esti garantizada la unicidad de la solucién, que de

hecho hemos visto no es dnica.

13.3. Estabilidad del Equilibrio

13.3.1. Concepto de Estabilidad

Una perturbacion del equilibrio en que se alteren las coordenadas {g¢;},
o bien se ponga en movimiento el sistema con velocidades iniciales {¢; # 0},
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k\/m Figura 13.1: Sistema

gobernado por la ecua-
cion mi = k\/m;
la solucion estdtica en
x = 0 no es unica, de-
bido a la no derivabi-
\/ lidad de la funcion de
fuerza en este punto.

I b
mg

Figura 13.2: Ejemplos de
equilibrio estable, inestable e

indiferente.

dara lugar a una evolucién dindmica del sistema, en la que obviamente la
configuracion varia respecto de la posicién de equilibrio.

Se dice que el equilibrio es estable cuando la variacién respecto de la
posicién de equilibrio estd acotada, llegando a ser tan pequenia como que-
ramos al hacer la perturbacién suficientemente pequenia. En términos mas
precisos, y suponiendo que la posicién de equilibrio corresponde a {g; = 0},
diremos que el equilibrio es estable si para un valor € tan pequeno como se
desee es posible encontrar un valor d de forma que:

Ve, 30 tal que |qoi| <0, |doil < = @l <e

En este caso lo que ocurre es que las fuerzas que se originan en esta
perturbacion tienden a devolver al sistema a su posicién de equilibrio.
Por el contrario, se dice que el equilibrio es inestable cuando la confi-
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guracion del sistema no estd acotada, atn para una perturbacién pequeia,
perdiéndose por tanto la posicién de equilibrio. Las fuerzas tienden a separar
el sistema de su posicién de equilibrio.

Por wltimo, cabe hablar también de equilibrio indiferente, referido a
perturbaciones en que se alteran tan sélo las coordenadas, pero no las velo-
cidades. En este caso las nuevas posiciones, cercanas a la posicién original
de equilibrio siguen siendo de equilibrio.

Restringiéndonos al caso en que las fuerzas provengan de un potencial V'
(Qi = —0V/0q;), es inmediato observar que la condicion de equilibrio (6.6)
exige que éste adopte un valor estacionario en la posicién de equilibrio:

=0 (i=1,...n) (13.9)

a%’ ;=0
El problema de la estabilidad del equilibrio es en realidad un problema de
dinamica, como se ha observado arriba, puesto que una vez que se perturba

la posicién de equilibrio, aunque sea ligeramente, se pierden las condiciones
estéticas (6.4).

13.3.2. Condiciones de Estabilidad: Teorema de Lejeune-
Dirichlet

Supongamos un sistema en que las fuerzas provienen de un potencial
V:Q; = —0V/dq;, y que ademés es auténomo: dV/9t = 0. Sabemos que
en el equilibrio debe cumplirse 0V /dq; = 0, por lo cual V adopta un valor
estacionario en dicho punto. La condicién analitica para la estabilidad del
equilibrio viene dada por el teorema de Lejeune-Dirichlet, que afirma:

“Si el potencial V' es minimo en la posicién de equilibrio, ésta es
estable”

Cuando el potencial toma un valor estacionario correspondiente a un mé-
ximo, por el contrario, el equilibrio es inestable. En el caso en que V sea
estacionario pero no corresponda ni a un minimo ni a un maximo, el caracter
del equilibrio es en principio dudoso, pudiendo corresponder a situaciones
de equilibrio indiferente o inestable.

Veamos en primer lugar una justificacion del teorema mediante un razo-
namiento sencillo e intuitivo, basado en la conservacién de la energfia total,
E =T + V. Dicha energia debe conservarse, al provenir las fuerzas de un
potencial autéonomo. Supongamos una perturbacion del equilibrio, que es-
té asociada bien a un cambio de las coordenadas {g;} o de las velocidades
{¢;}, o de ambas al tiempo. En cualquier caso, y asignando (sin pérdida de
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generalidad) valor nulo al potencial en la posicién de equilibrio, en ella la
energia total es nula; la perturbacién inicial del mismo est4 asociada a una
energia pequena € = AFE de forma que en la evolucion posterior (dindmica)
se cumple:

e=T+V

Si en la posicion de equilibrio V|, = 0 es un minimo local, al separarse
ligeramente del mismo serd V' > 0. Por otra parte la energia cinética también
se anula en la posicién de equilibrio y su caracter esencialmente positivo
obliga igualemente a que sea T" > 0. Al ser T'+ V = ¢, esto indica que
ambos deben estar acotados:

T+V =¢, T>0V>0 = T<eV<e

La regularidad de V' y T como funciones de las coordenadas y de las velo-
cidades respectivamente hacen que esta condicion sea equivalente a que las
coordenadas y las velocidades se mantengan igualmente pequenas, asegu-
rando por tanto la estabilidad.

Por el contrario, si V estd en un punto de méaximo, al apartarse del
equilibrio es V' < 0, por lo cual la energia cinética T' debe crecer para
mantener la suma igual a €, apartdndose el sistema cada vez més de la
posicién de equilibrio, con lo que éste serd inestable.

Es posible realizar una discusién algo méas precisa de la estabilidad ba-
sandose en el desarrollo en serie de V' (11.12):

ov 1 9*v
Vi) =VO0)+ —| ¢+ = ——| g +--. 13.10
N—— ~—
=0 def o
= ki;

Al linealizar el sistema despreciando en el desarrollo anterior los términos
de orden superior al segundo, tal como se vi6 en el capitulo 11 al estudiar
las pequefias oscilaciones, el movimiento en general se puede describir como
combinacion lineal de exponenciales del tipo (11.22):

{a®)} = Crf{ap}eV ! (13.11)
k

estando los autovalores A\ definidos por la expresion (11.29):

N = {ar} T [K]{ar}

¢ far) TM {ar) (13.12)
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donde el denominador debe ser positivo al corresponder la matriz [M] a la
forma cuadrética de la energia cinética T' (definida positiva). Si el numerador
es positivo, por la definicion de K| = [k;;] en (6.10), quiere decir que se
trata de un minimo del potencial. Esta situacién corresponde a A\, > 0y por
tanto w, = /Ay € R, por lo cual las soluciones dindmicas del movimiento
son pequenas oscilaciones armonicas, acotadas, del tipo (11.24):

{a(t)} = Z Bi{ay} cos(wyt — o)
k

Por el contrario, si el numerador en (6.12) fuese negativo, correspondiendo
a un maximo de V, serfa A < 0, y sus raices serfan imaginarias, £/ =
+i sg. Los sumandos correspondientes en la solucion (6.11) seran

C’l{ak}es’“t + Cg{ak}e_s’“t.

Este término no estd acotado al incluir una exponencial creciente, lo que
equivale a equilibrio inestable.

Puede tedricamente darse el caso de que V sea minimo pero que el
numerador en (6.12) sea nulo, siendo entonces los términos pares de orden
superior al segundo en (6.10) los encargados de hacer cumplir la condicién
de minimo, AV > 0. La matriz [k;;| serfa entonces semidefinida positiva,
siendo preciso para evaluar la estabilidad un estudio més detallado de los
términos de orden superior.

El hecho de que el potencial sea minimo corresponde a que las fuerzas
que se generan en el sistema al perturbar la posicién de equilibrio,

N 0*V
Qi ~ quaqj qj,
que son fuerzas pequeiias (del orden de g;), tiendan a recuperar la posicion
de equilibrio. Si existen ademas fuerzas de tipo viscoso (proporcionales a las
velocidades ¢;) éstas no alteran la naturaleza del equilibrio puesto que son
infinitésimas para alteraciones de las posiciones proximas al equilibrio. En
efecto, producida una perturbacién en coordenadas, estas fuerzas de tipo
viscoso no tenderfan ni a devolver ni a apartar al sistema de la posicién de
equilibrio si las velocidades son cero, o practicamente cero.

Por el contrario, hay resistencias pasivas como el rozamiento que toman
un valor finito ante cualquier intento de desplazamiento, en el sentido de im-
pedir el mismo. En este caso si pueden resultar estabilizadoras del equilibrio,
creando lo que se puede llamar “zonas” de equilibrio estable (el equilibrio
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estable se produce no sélo en el punto de minimo potencial V', sino en un
dominio finito en que las fuerzas de rozamiento garantizan la estabilidad).

Una consecuencia practica inmediata del teorema de Lejeune-Dirichlet
es el teorema de Torricelli, para sistemas sujetos al campo gravitatorio sim-
plificado. Este afirma que

Para un un sistema sometido a un campo gravitatorio uniforme,
las posiciones de equilibrio estable son las que corresponden a los
minimos de la altura (coordenada vertical) del centro de masas.

En efecto, el potencial del sistema es

V = Zmigzi =Mgzg

i

por lo cual, el minimo de zg coincide con el minimo de V', lo que garantiza
la estabilidad.

13.4. Equilibrio de una particula

13.4.1. Particula libre

Para fijar ideas desarrollaremos en la practica los conceptos de equili-
brio expuestos arriba, comenzando por el sistema méas simple, una particula
o punto material libre. Las coordenadas generalizadas pueden ser las tres
coordenadas cartesianas (x,y,z), o bién las coordenadas en otro sistema
como cilindricas, esféricas, etc. (ver apartado 2.2).

La condicién de equilibrio es

F=0 (13.13)

donde F' es la resultante de todas las fuerzas ejercidas sobre la particula. En
general, F' serd funcién de la posicién de la particula, lo cual nos permite
plantear el sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas que define las posiciones
de equilibrio.

Si F' (bien todas o algunas de sus componentes) depende a su vez del
tiempo, es decir si se trata de un sistema no auténomo, para que haya
equilibrio serd necesario conseguir la anulacion de F(t) en todo momento.

Si las fuerzas provienen de un potencial V, la condicién de equilibrio
(6.13) equivale a

ov._ov. oV

P S A 13.14
oxr Oy Oz ’ (13.14)
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es decir, V' ha de tomar un valor estacionario. Para que este equilibrio sea
estable, tal y como hemos visto con anterioridad, este punto debe constituir
un minimo de V, lo que queda garantizado si la matriz de derivadas segundas
es definida positiva:

o’V 0’V 9%V
0x?  0xdy 00z

0*vV. 9’V 9*V

>0
oyox  0y?  Oyoz

528 VARG 22 VARG 24 V4
020x 020y 022

Un resultado elemental de algebra matricial es que para que una matriz
sea definida positiva todos sus menores principales han de ser positivos, lo
cual en nuestro caso se traduce en tres inecuaciones, al ser la matriz de
orden tres.

Conviene observar que, en el caso de emplear coordenadas curvilineas y
que estas no sean regulares en todo el dominio, en los puntos de singularidad
no serd posible aplicar el criterio anterior. Esto ocurre, por ejemplo, en
coordenadas esféricas para los puntos de latitud A = £7/2. En estos puntos
es necesario realizar un cambio a otras coordenadas regulares para estudiar
el equilibrio.

Por ultimo, este caso sencillo permite hacerse una idea intuitiva de la
naturaleza de las fuerzas estabilizadoras para una posicién de equilibrio
estable. En efecto, éstas quedan definidas por el gradiente de V' con signo

cambiado,

d
F = _4v = —gradV
dr

vector que va dirigido hacia los puntos de minimo valor de V', es decir en
direccién contraria a los puntos de maximo V. Por tanto, en el primer caso
las fuerzas tienden a recuperar la posicién de equilibrio, mientras que en el
segundo alejan a la particula de esta posicion.

13.4.2. Particula ligada a una superficie

Consideramos la superficie definida por la expresién analitica

f(r)=0 (13.15)
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Figura 13.3: Particula ligada a una :! ¢
superficie E

Supondremos una particula ligada de forma bilateral a la superficie me-
diante un enlace liso, por lo que la reaccién sobre la particula serd normal
a la superficie:

N = \grad f (13.16)

La condicién de equilibrio requiere la anulacién de la resultante de sumar
fuerzas aplicadas (F') y reaccion (IN):

F+Agrad f =0 (13.17)

Las cuatro incoégnitas (coordenadas (z,y, z) de la particula y multiplicador
A) se resuelven mediante las cuatro ecuaciones escalares que se deducen de
(6.15) y (6.17).

En el caso en que la ligadura no sea bilateral, pudiendo la particula
abandonar la superficie por una de sus caras, la reaccion (6.16) no puede
tomar un valor cualquiera, sino que se vera limitado a A > 0 6 A <0 segin
la cara libre. El método a seguir en este caso es solucionar el problema igual
que si la ligadura fuera bilateral, para comprobar después el signo de A. Si
éste es el adecuado, se da por valida la solucién; si no, la particula habria
abandonado la superficie y se rehace el célculo considerandola libre a partir
de ese instante.

Por lo general, en lugar de resolver directamente para las cuatro varia-
bles (z,y,z,A), es preferible un planteamiento mas sencillo empleando la
definicién paramétrica de la superficie, en funcién de dos parametros u y v.
Notemos que la ecuacion (6.16) expresa simplemente que la fuerza aplicada
F' ha de ser normal a la superficie, lo que equivale a que sea normal a dos
vectores tangentes a la misma, dr/0u y Or/0v:

or or
i F.-—— = 13.1
70 0, 50 0 (13.18)
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estas dos ecuaciones, en funcién de las variables u y v, definen las posiciones
de equilibrio sobre la superficie. En el caso particular en que F provenga de
un potencial, (6.18) equivale a:

ov. or ov(u,v)
=Y T T =0
ov. or ov(u,v)
“or w0 T Ty O

es decir, equivale a que el potencial V (u,v) expresado como funcion de las
coordenadas (u,v) de la superficie, sea estacionario. De hecho, podriamos
haber considerado desde un principio (u,v) como las dos coordenadas gene-
ralizadas del sistema, lo que nos habria conducido directamente al resultado
anterior.

La estabilidad del equilibrio se estudiara mediante la matriz de derivadas
segundas de (u,v),

v v
ou?  Oudv
v v
Ovou  Ov?

analizando si es definida positiva. Volvemos a hacer la observacion, aqui
més pertinente si cabe, de la comprobaciéon de la regularidad de las coor-
denadas. En una superficie por lo general las coordenadas seran curvilineas
y es bastante comin que existan puntos en los que el mapa paramétrico no
sea regular.

Por ultimo queda por estudiar el caso de que la superficie no sea lisa,
existiendo una componente tangencial de la reaccién debida al rozamiento.
Dejaremos esto para més adelante, en el apartado 6.7 en que se trataran las
resistencias pasivas debidas al rozamiento.

13.4.3. Particula ligada a una curva

Consideramos la curva I' definida por las ecuaciones

fir)y=0; g(r)=0. (13.19)

Supongamos una particula ligada a I' mediante una ligadura bilateral
y lisa, por lo que la reaccién normal de I" sobre la particula serd normal a
la curva. Esta normal, como sabemos, no es tnica, expresidndose en general
como combinacién lineal:

N = Xgrad f+ pugradyg
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Figura 13.4: Particula ligada a una
curva I lisa: para el equilibrio la
fuerza aplicada F debe anular la re- /"
accion normal N. /

para Ay p arbitrarias. Si ademads acttia sobre la particula una fuerza aplicada
F', el equilibrio requiere F' + IN = 0, es decir

F+ )grad f + ugradg =0 (13.20)

El problema queda planteado pues con 5 ecuaciones escalares (6.19) y (6.20)
para las 5 incognitas (z,y, z, A, p).

En la préctica, el planteamiento expuesto arriba puede resultar demasia-
do engorroso, pudiendo ser preferible el empleo de la descripcion paramétrica
de la curva, en funcién de un parametro u:

': u—r(u

La expresion de equilibrio (6.20) establece simplemente que F' sea normal a
la curva, cuya direccién en un punto viene definida por su tangente dr/du.
Por tanto, equivale a
- dr =0 (13.21)
du '
resultando una unica ecuacion en funciéon del pardmetro u, que define el o
los puntos de equilibrio.
En este caso, aunque F () no se haya obtenido a partir de un potencial,
admitiendo que sea una funcién continua, siempre seré posible obtener una
determinada funcién potencial definida sobre la curva,

Vl(u):—/FF‘dr

de forma que el equilibrio corresponde a los puntos en los que Vi(u) es
estacionario. En efecto, para un elemento dr sobre I,

F-dr:F~d—rdu
du
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por lo que la derivada de V; coincide con (6.21):

dVi(u) dr
= F - —_— =
du du 0

Si F se obtuvo a partir de un potencial general en el espacio V(r), l6gica-
mente el potencial sobre la curva coincidird con aquél:

Vl(u):—/—gradV-dr:/dV:V((r(u))

La estabilidad del equilibrio correspondera légicamente a los minimos de la
funcién potencial,

d?v;

du?
Por tltimo, en los casos en que la ligadura no sea lisa y puedan existir fuerzas
de reaccién tangentes a la curva, habra que proyectar las fuerzas aplicadas
segin la tangente para establecer la inecuacién de rozamiento. Volveremos
a este aspecto en el apartado 6.7 en que se trata del rozamiento.

> 0.

13.5. Equilibrio de un sistema de particulas

13.5.1. Ecuaciones cardinales de la estatica

En el caso de un sistema de N particulas, el equilibrio del mismo equivale
al de cada una de sus particulas:

Fi=0 (i=1,...,N) (13.22)

donde F'; es la fuerza total sobre cada particula 4, resultante de fuerzas
exteriores e interiores:
_ ext int

La aplicacion de las condiciones de equilibrio (6.22) puede resultar muy
trabajosa, al tenerse que realizar para cada una de las N particulas. En el
caso de medios continuos, rigidos o no, constituidos por infinitas particulas,
es practicamente imposible. Por lo tanto es necesario obtener ecuaciones
y condiciones de tipo global que caractericen el equilibrio de un sistema
en su conjunto. Ademas, las ecuaciones (6.22) tienen el inconveniente de
que intervienen tanto las fuerzas activas como las reacciones, a menudo
desconocidas a priori.

El estudio del equilibrio se puede hacer particularizando algunos de los
principios generales de la dindmica de sistemas estudiados en el capitulo 6.
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En primer lugar, al sumar (6.22) para todas las particulas del sistema,
las fuerzas interiores se anulan dos a dos (apartado 6.2.1), por lo que se
obtiene

N
F=) F"=0 (13.23)
=1

tomando momentos de las fuerzas respecto de un punto cualquiera, sumando
los mismos obtendremos otra ecuacion analoga:

N
Mo=> riAF =0 (13.24)
=1

Aligual que en el apartado 6.2.2 hemos considerado que las fuerzas internas
son centrales, por lo que sus momentos se anulan dos a dos.

Las ecuaciones (6.23) y (6.24), denominadas ecuaciones cardinales de
la estdtica, contituyen un conjunto necesario de condiciones que han de
cumplirse para que todo sistema esté en equilibrio. En el caso general de
un sistema tridimensional serdn 6 ecuaciones, mientras que para un sistema
plano se tratard de 3 ecuaciones. Estas ecuaciones equivalen a establecer que
el sistema de fuerzas, como sistema de vectores deslizantes, sea un sistema
nulo (resultante y momento en un punto nulos).

Como se ha dicho, las ecuaciones cardinales constituyen condiciones ne-
cesarias pero no siempre suficientes para el equilibrio de un sistema. Dicho
de otra manera, el que en un sistema acttie un conjunto de fuerzas de resul-
tante y momento nulos no es garantia de que el sistema esté en equilibrio.

Como ejemplos ilustrativos de esta afirmaciéon basta considerar siste-
mas en los que pueda haber movimiento relativo entre sus partes, como se
muestra en la figura 6.5.

Un método general para establecer el equilibrio es subdividir el siste-
ma global en subsistemas, de forma que al aplicar las ecuaciones (6.23) y
(6.24) a cada subsistema resulten condiciones necesarias y suficientes para
el equilibrio del mismo. Adelantaremos que para el caso de los sélidos rigi-
dos estas ecuaciones si son suficientes para garantizar el equilibrio, lo que
se demostrara en el apartado 6.6; por tanto buscaremos una subdivisién en
subsistemas rigidos, sin movimiento relativo interno. Logicamente, al partir
un sistema en varios subsistemas las fuerzas ejercidas entre unos y otros,
que antes eran internas y no aparecian en las ecuaciones, pasan a ser exter-
nas y aumentan por tanto el nimero de incégnitas. Sin embargo también
aumenta el nimero de ecuaciones (6 por cada subsistema nuevo), de forma
que se obtiene finalmente igual niimero de ecuaciones que de incognitas.
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Figura 13.5: Dos sistemas en los que las fuerzas actuantes tienen resultante
y momento nulos, y sin embargo no estdn en equilibrio.

13.5.2. Principio de los Trabajos Virtuales

Este principio fue enunciado en el apartado 6.4.1 como un principio bési-
co de la mecanica, equivalente a las leyes o principios de Newton-Euler. Sus
caracteristicas esenciales que nos seran de utilidad son dos: por una parte,
establece una condicidn global para el equilibrio de un sistema; por otra,
permite eliminar todas las fuerzas de reaccion correspondientes a enlaces
l1sos, reacciones que por lo general son desconocidas a priori.

Recordemos aqui simplemente el enunciado expuesto en 6.4.1. Se llaman
desplazamientos virtuales {dr;} a cualquier conjunto de desplazamientos
infinitésimos (tan pequenos como se desee) tomados en un instante dado.
En general, no es necesario que los desplazamientos virtuales respeten los
vinculos; sin embargo nos interesa restringir éstos a los denominados des-
plazamientos virtuales compatibles, que si respetan los vinculos lisos.

Se considera un sistema sometido a fuerzas activas { f;} y reacciones de
enlaces lisos {R;}. El trabajo virtual desarrollado por estas reacciones es
nulo para {dr;} compatibles. Por tanto, la condiciéon necesaria y suficiente
para el equilibrio es que el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas sea nulo,
para cualquier conjunto de desplazamientos virtuales compatibles con los
enlaces:

N
oW = Z fi-ori=0  V{or;} compatibles
1=1
En el caso en que existan enlaces no lisos, el principio se aplica igual-
mente pero considerando las fuerzas de rozamiento (que si realizan trabajo
virtual) como fuerzas activas. lo mismo habremos de hacer si existe alguna
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reaccién de un enlace, liso o no, cuyo valor deseemos calcular. Esto altimo
serd necesario realizarlo en cualquier caso si los enlaces son unilaterales, con
objeto de comprobar a posteriori el signo de la reaccién obtenida, para ver
si es compatible con la inecuacién del enlace.

Como ejemplo de aplicacién, consideremos el sistema del muelle de la
figura 6.5. Llamaremos z a la elongacién del resorte medida desde la posicion
natural del mismo, y sea su constante K. Tomaremos el desplazamiento
virtual dzx, obteniendo el trabajo virtual como

W =Féx — Kz dxr =0

donde Kz es la fuerza interna debida al resorte, que actta en sentido con-
trario a z. Al ser dx arbitrario, se llega inmediatamente a la condicién de
equilibrio

F =Kz
Como segundo ejemplo consideremos la aplicacion del principio para calcu-
lar el valor de una reaccién de apoyo. Sea la viga biapoyada de la figura
6.6, de longitud total [, en la que se desea calcular el valor de la reaccion

vertical en A, R 4.
A

Figura 13.6: Para calcular la reac- / b / a

cion en A “liberamos” la coaccion
correspondiente para calcular el tra-
bajo virtual considerando Rj como
fuerza activa

Para ello “liberamos” el apoyo en cuestion y lo sustituimos por una fuerza
incognita R 4. Los desplazamientos virtuales compatibles son los debidos al
giro respecto del apoyo B, que viene caracterizado por el descenso § en A.
Expresando la nulidad del trabajo virtual:

SW =P <?5> ~Ra(8) =0

al ser 0 un valor arbitrario, se elimina para obtener

b
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a

Anélogamente obtendriamos la reaccion en el otro apoyo, Rp = P /

13.6. Equilibrio del Sélido Rigido

13.6.1. Aplicacién del Principio de los Trabajos Virtuales

Es posible obtener las condiciones generales de equilibrio del sélido rigido
en un caso general aplicando el Principio de los trabajos virtuales. Toma-
remos para ello desplazamientos virtuales compatibles con la condicién de
indeformabilidad del soélido. Estos han de cumplir una relacién similar a la
(4.10) que define el campo de velocidades del solido:

v, =vo+ QAT

Las magnitudes v; pueden ser consideradas como “velocidades virtuales”
compatibles. Anadlogamente, los desplazamientos virtuales compatibles son:

or; =0ro+0p A1y

para valores arbitrarios pequenios de drp y d¢p.
Expresamos ahora el trabajo virtual:

denominando
dﬁf ext
FEY
i

f
Modé ZTi/\Ffm,

)

se obtiene

(SW:F'(ST()—F(SQD'Z’T’Z‘/\FZ'

=F -0ro+ Mo dp

Puesto que drp vy d¢p pueden tomar valores arbitrarios, se deduce inme-
diatamente que las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio son
F =0y Mo = 0, que coinciden precisamente con las ecuaciones cardinales
de la estética, (6.23) y (6.24). Al contrario de la observacion realizada en-
tonces para un sistema general, en este caso particular (sélido rigido) hemos
concluido, gracias al principio de los trabajos virtuales, que las ecuaciones no
son s6lo necesarias sino también suficientes. Resumiendo, podemos afirmar:
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En un sélido rigido la condicién necesaria y suficiente para el
equilibrio es que el Sistema de Vectores Deslizantes formado por
las fuerzas externas sobre el sélido sea un sistema nulo:

F=) F"=0

7
Mo =Y rnF =0

(2

Podriamos haber alcanzado esta misma conclusién mediante la particu-
larizacion de las ecuaciones de la dinamica del solido, (9.1) y (9.2) 6 (9.3),
para las condiciones de la estatica. En efecto, en el equilibrio es ag = 0, y
H; = Hp = 0 (constantes), por lo que se deducen de las citadas ecuaciones
F =0y Mo = 0 como condiciones necesarias y suficientes.

Del resultado anterior se pueden deducir diversos corolarios de interés
practico:

COROLARIO 1.- Si sobre un sélido actia un sistema de fuerzas, éste
puede ser sustituido por otro sistema de vectores deslizantes equivalente (es
decir, con igual resultante y momento en cualquer punto, lo que se denomina
también equipolente), sin alterar las condiciones de equilibrio.

En efecto, la diferencia entre los dos sistemas seria un sistema nulo, que
como hemos visto no altera el equilibrio.

COROLARIO 2.- Si sobre un sélido acttian dos fuerzas, estara en equili-
brio si y s6lo si ambas siguen la misma recta de accién, con el mismo médulo
y sentidos opuestos.

En efecto, es la tinica forma de que las dos fuerzas constituyan un sistema
nulo.

COROLARIO 3.- Si sobre un sélido actuan tres fuerzas, para que haya
equilibrio éstas deben ser coplanarias y cortarse en un mismo punto.

La justificacién es evidente, ya que de otra forma es imposible que el
sistema resultante sea nulo.

En el caso en que el sélido tenga el movimiento restringido por enlaces
o ligaduras, vale la pena distinguir varios casos:

Sélido libre: Los valores de los desplazamientos virtuales drp y d¢ son
independientes; por tanto para el equilibrio han de ser nulas tanto la
resultante como el momento de las fuerzas aplicadas

F=Mo=0
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Solido con un punto fijo: En este caso hay un punto O fijo por lo cual
podemos tomar érp = 0; la nulidad del trabajo virtual no impone por
tanto restriccién alguna sobre F', siendo la condicién de equilibrio

Mo =0

Solido con eje fijo: sea el eje fijo (O, e); los desplazamientos compatibles
son por tanto drp || e, Jd¢ || e, por lo que se obtienen las condiciones
de equilibrio

F.e=0, M-e=0

es decir, las proyecciones de F' v M sobre e deben anularse para el
equilibrio.

13.6.2. Sistemas isostaticos e hiperestaticos

En la estatica el objetivo suele ser determinar en primer lugar las confi-
guraciones o cargas exteriores para el equilibrio, para a continuacién calcular
las reacciones en los enlaces o apoyos.

Los casos particulares comentados en el apartado anterior corresponden
a sustentaciones que dejan al sistema con algtn grado de libertad. Al permi-
tir el movimiento, se necesita para el equilibrio que una o méas componentes
de las fuerzas o momentos sea nulo.

Si se aumenta el nimero de coacciones del s6lido, se llega a un punto
en que no se permite ningin grado de libertad de movimiento: el sistema
estard entonces en equilibrio para cualquier conjunto de cargas exteriores
(siempre que no se supere la resistencia de rotura de los enlaces). Es el
caso, por ejemplo, de un sélido con un eje fijo por un cojinete cilindrico,
restringiendo ademaés el movimiento de traslacién en la direccion del eje y
el de rotacién alrededor del mismo. Las reacciones tendrian 6 componentes,
que se determinarian mediante las 6 ecuaciones cardinales de la estatica
(6.23) y (6.24).

Para fijar ideas consideremos un sistema plano, formado por una viga
recta biapoyada, en el que uno de los apoyos es una articulacién y el otro
un apoyo simple que permite el desplazamiento horizontal (figura 6.7,)

En este caso las tres ecuaciones de la estatica (M = 0; F, =0; F, =0)
permiten calcualar las tres reacciones incégnitas, X4, Y e Yp, para cual-
quier conjunto de cargas exteriores. Decimos que la sustentaciéon es isos-
tdtica, ya que el nimero de incoégnitas a determinar, provenientes de las
reacciones de enlace, es igual al nimero de ecuaciones de la estética.
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isostdtica e hiperestdtica de
una viga: en el segundo caso
las ecuaciones de la estdtica no

l ﬂ o o son suficientes para calcular

— T las reacciones en los apoyos;

l
A @) Figura 13.7: Sustentaciones
by

a) isostatica

Yo Yp se dice que existen reacciones

. . “redundantes”.
b) hiperestética

Imaginemos ahora que a la misma viga se le coloca otro apoyo C' in-
termedio, que restrinja tan so6lo el movimiento vertical en ese punto. Para
un conjunto dado de cargas exteriores tenemos ahora 4 reacciones incégni-
tas (X4,Y4,Yn,Yo) vy tan sélo 3 ecuaciones de la estética. Se dice que el
sistema es estdticamente indeterminado o hiperestdtico, debido a que posee
apoyos redundantes, que “sobran” para garantizar el equilibrio.

Desde el punto de vista de la estética de sistemas rigidos no existe ningtin
truco ni procedimiento que permita resolver este problema. Esta correcta-
mente planteado, ocurriendo que no tiene solucion mediante el sélo empleo
de las ecuaciones globales de equilibrio. Fis pues necesario obtener ecuacio-
nes adicionales que proporcionen alguna relacién mas entre las incognitas.
Estas ecuaciones se obtienen a través de considerar la deformabilidad de
la estructura (aplicando las técnicas que se estudian en la resistencia de
materiales o en el calculo de estructuras). A partir del estudio de la defor-
mabilidad de los sé6lidos y las estructuras, asi como de las ecuaciones de
comportamiento de las mismas que ligan las deformaciones internas con las
tensiones, se obtienen las ecuaciones adicionales necesarias. El estudio de
estos aspectos se halla fuera del alcance de este curso.

13.7. Reacciones en los enlaces

Los enlaces, ligaduras o apoyos son dispositivos que restringen de alguna
manera los movimientos del sistema.

Ya se han discutido las caracteristicas generales y la clasificacién de los
mismos en el apartado 6.1 y en este mismo capitulo, en el apartado 6.1.
Vimos entonces que los enlaces de tipo bilateral se pueden definir mediante
ecuaciones bien del tipo (6.2) si son holénomos, o bien del tipo (6.3) si son
anholénomos.

Las restricciones al movimiento estan asociadas a fuerzas de reaccion
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o reacciones de los enlaces, que son las acciones necesarias para impedir
0 coaccionar los movimientos que los enlaces restringen. Estas fuerzas se
denominan de reaccién porque sélo se producen como reaccién o respuesta
a un intento de realizar el movimiento que el enlace prohibe. Su valor por
tanto no es conocido a priori, sino s6lo como consecuencia de la solucién de
las ecuaciones del equilibrio (o de la dindmica en su caso). De ahi que nos
interese en general un procedimiento de solucién que, en primera instancia al
menos, elimine de las ecuaciones las reacciones desconocidas en los enlaces.
Esta es una de las ventajas principales del principio de los trabajos virtuales,
expuesto en el apartado 6.5.2.

El célculo de las reacciones en los enlaces se realiza entonces en una
segunda instancia, una vez que se conocen las posibles configuraciones de
equilibrio. La obtencién de las reacciones puede ser necesaria por diversos
motivos: bien para realizar una comprobacién de la resistencia de los propios
dispositivos de apoyo o ligadura, bien para conocer los esfuerzos que se
transmiten a otros sistemas colindantes, o bien para realizar un calculo
mas detallado de los mecanismos de transmisién de los esfuerzos, como por
ejemplo las roscas de los tornillos, o los cojinetes de los ejes.

En otros casos puede no ser conveniente o practico plantear el problema
mediante trabajos virtuales. Este es el caso, por ejemplo, de los enlaces
rugosos que si realizan trabajo virtual. Es preciso conocer la naturaleza de
los esfuerzos que realizan para plantear las ecuaciones de la estatica.

En lo que sigue hablaremos brevemente de ambos tipos de enlaces: en
primer lugar las ligaduras lisas, y a continuacién las que transmiten fuerzas
de contacto de rozamiento.

13.7.1. Enlaces lisos

Apoyo simple.- La reaccién corresponde a la que se produce entre dos
superficies tangentes que se tocan en un punto, permitiendo el deslizamiento
relativo entre ambas.

Sabemos por lo estudiado en cinematica (apartado 4.5.3) que las velo-
cidades de los puntos en contacto correspondientes a cada uno de los dos
solidos han de estar contenidas en el plano tangente comtin. Estas veloci-
dades, correspondientes a particulas de cada sélido, no tienen porqué ser
iguales; en el caso en que lo sean estaremos en condiciones de rodadura, y
en caso contrario existird deslizamiento.

En cualquier caso, si el enlace es liso, para que la reaccién no realice
trabajo ésta deberd ser normal a las superficies en contacto.

En general, este tipo de apoyo es compatible con una rotacién relativa
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entre ambos sélidos, rotaciéon que puede descomponerse tal como se discutio
en el apartado 4.5.3 en rodadura y pivotamiento.

Figura 13.8: Apoyo simple entre su- P /<\

perficies lisas.

Rotula esférica.- Esta unién entre dos sélidos puede considerarse, de
manera idealizada, como una protuberancia esférica de uno de los sélidos
que se inserta en una oquedad de la misma forma en el otro. Si ambas
superficies son lisas, las fuerzas de contacto entre ambas seradn radiales,
siendo la resultante por tanto un vector que pasari por el centro de la
esfera, en direccién arbitraria.

Figura 13.9: Rdtula esférica mate-
rializada como una esfera solida in-
cluida en una oquedad igualmente
esférica.

En definitiva, este enlace impone tres coacciones (las coordenadas
(z,y,2) del centro de la esfera) y la reaccién tiene consiguientemente tres
incognitas, las tres componentes del vector (R, Ry, R.).
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Articulacién plana.- Constituye el caso correspondiente a la rétula es-
ferica para el movimiento plano. En él las coacciones son dos (coordenadas
(z,y) del centro de la articulaciéon), de igual manera que las componentes
de la reaccion (R, Ry), que pasard por el centro de la articulacion y tendra
una orientacién arbitraria en el plano.

<. @ .. Figura 13.10: Articula-

/’ cion plana

Arbol circular en cojinete cilindrico.- Se trata en este caso de una
superficie cilindrica circular que penetra en una oquedad igualmente cilin-
drica. Al ser las fuerzas normales al cilindro, reduciendo éstas a un punto O
de su eje, se obtiene una reaccion de componentes (R, Ry) (siendo z la di-
reccion del eje) y un momento de componentes (M, M,). Se considera que
el cojinete cilindrico permite el desplazamiento axial del eje (en direccion
z), asi como la rotacion del mismo, por lo que las tnicas componentes nulas
de la reaccion son R, y M,.

Figura 13.11: Enlace materializado me-
diante un drbol circular en un cojinete ci-
lindrico, pudiendo deslizar segin la direc-
cion del eje.

En algunos casos los cojinetes incorporan una coaccién al movimiento
axial, producida por un saliente o tornillo que se aloje en una garganta del
eje. En este caso la reaccién tendria también la componente R, siendo en-
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Figura 13.12: Enlace formado por una jun-
ta de revolucion que no permite desliza-
miento en direccion axial.

tonces equivalente a la articulacién plana mencionada arriba. El movimiento
permitido se reduce a la rotacion alrededor del eje Oz fijo.

Otra variante es el caso en que el alojamiento circular sea muy estrecho
en direccién axial, por lo que permitiria en la practica los giros segtn las
direcciones no axiales x e y. Por lo tanto, las componentes de la reaccién
serfan Gnicamente R, y Iy, normales al eje, sin momentos de ningan tipo.
Este enlace equivaldria a una rétula esférica, en la que se permite ademas
el deslizamiento segin la direccion axial del eje cilindrico.

Empotramiento.- Es el enlace mas rigido, consistiendo en una soldadu-
ra o uniéon perfecta entre los sélidos. No admite movimientos relativos de
traslaciéon ni de rotacién. entre los dos sélidos, por lo que las reacciones
incognitas son seis: las fuerzas (R;, Ry, R.) y los momentos (M, M,, M)
en el punto de empotramiento.

Figura 13.13: Empotramiento: no —

admite desplazamiento ni giros rela- i
tivos. —

En el caso del movimiento plano légicamente las reacciones quedan re-
ducidas a tres, (R, Ry) para las fuerzas y M, para el momento.

Las cuerdas o hilos.- Los hilos son capaces de transmitir esfuerzos tan
solo en su propia direccién y en el sentido de traccién, es decir, en el que



13.28 Capitulo 13. ESTATICA

tiende a estirar al hilo3.

Figura 13.14: Enlace proveniente de
un hilo.

Por tanto, la reaccion tendrd una tnica componente (7'), denominada
tension del hilo. Al tratarse de un enlace de tipo unilateral, serd preciso
comprobar a posteriori el signo de la misma, comprobando que es de tracciéon
(T > 0). En caso que resultase de compresion (7' < 0) volveriamos a resolver
el problema “eliminando” el hilo, ya que obviamente no podria actuar en el
sentido de compresion.

El método habitual para calcular a posteriori la tensién del hilo es “cor-
tar” el hilo, sustituyéndolo por la accién de la tensién T en cada uno de los
dos s6lidos que une, en la direcciéon del mismo.

En el contexto de la mecanica de sélidos rigidos y de sistemas discretos
los hilos que se manejan son por lo general inextensibles. Los hilos reales
tienen siempre una cierta elasticidad, pudiendo estirarse segin la tension
aplicada, aunque en la practica generalmente sea muy poco. En esta asig-
natura consideraremos que este estiramiento es despreciable, salvo que se
diga expresamente lo contrario.

13.7.2. Enlaces con resistencias pasivas; Rozamiento

Rozamiento entre superficies en contacto

En los enlaces reales, materializados mediante superficies sélidas en con-
tacto, no se da nunca de manera exacta el comportamiento ideal descrito
para los enlaces lisos. Los contactos reales no se producen entre superfi-
cies geométricas lisas, sino que existen rugosidades e imperfecciones en las

3Consideramos aqui tan sélo hilos sin peso ni cargas distribuidas que siempre adop-
tan bajo tensiéon una configuracion recta, quedando los hilos curvos sometidos a cargas
distribuidas para el capitulo 7.
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mismas; por otra parte, al ser comprimidos, los sélidos se deforman, con
lo que el contacto no es puntual. La lubricacién de los contactos facilita el
deslizamiento entre las superficies, al hacer que el contacto se realice no de
manera directa sino a través de una pelicula de lubricante interpuesta.

Estos fenémenos contribuyen a hacer que las acciones de contacto reales
sean considerablemente mas complejas que lo descrito en el apartado an-
terior, y que ademds en muchos casos sea necesario condiderar reacciones
de enlace en forma de resistencias pasivas que desarrollan un trabajo. La
naturaleza de estas resistencias es tal que se oponen al deslizamiento rela-
tivo de los puntos en contacto, de forma que el trabajo realizado por ellas
es siempre negativo, detrayéndose de la energia mecénica del sistema. De
aqui el cardcter disipativo de las mismas, que hace que la energia mecanica
disminuya siempre, siguiendo la segunda ley de la termodinamica.

Para la resistencia al deslizamiento de dos superficies en contacto, el
modelo més usual es el denominado rozamiento de Coulomb. Este modelo
postula que si la fuerza normal que comprime a ambas superficies en con-
tacto es IV, el contacto es capaz de desarrollar una fuerza de rozamiento en
direccién tangencial cuyo valor estd limitado por la desigualdad

R < uN

donde p es el denominado coeficiente de rozamiento de Coulomb.

Debe precisarse que esta inecuacién establece el valor maximo del ro-
zamiento que puede movilizarse en el contacto. No debe cometerse el error
de suponer que la fuerza de rozamiento toma siempre el valor ulN; éste
corresponde Gnicamente al valor méximo que puede tomar.

En la practica, el rozamiento se moviliza de forma gradual. Supongamos
un contacto entre dos superficies en equilibrio bajo una fuerza normal a las
mismas de valor N. Si la accién se va inclinando ligeramente, se movili-
za simultaneamente el rozamiento necesario para equilibrar la componente
tangencial de la accion (R < pN). Llega un momento en que se alcanza el
valor maximo del rozamiento (R = uN) y el punto de contacto comienza
a deslizar. Por tanto, el valor maximo puN s6lo se alcanza cuando se estd
produciendo el deslizamiento o cuando el contacto estd en el limite, a punto
de deslizar.

El rozamiento de Coulomb tiene una interpretacién geométrica sencilla,
ya que el angulo entre las componentes normal y tangencial de la reaccién
viene dado por

<u

2=

tga =
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Figura 13.15: En el modelo de rozamien-
to de Coulomb la reaccion tangencial (T)

que se moviliza es menor o igual como md-
zimo a p por la reaccion normal (N), lo L,,N
que permite definir el dngulo de rozamien- B\ o = arctan p
to = arctan p. NS
<_-'
R=T

El deslizamiento se producird por tanto si este dngulo supera el valor ma-
ximo definido por

a < p =arctgpu,

es decir, la fuerza de reaccién esta contenida en un cono de rozamiento de
semidngulo ¢ y vértice en el punto de contacto.

Por lo tanto la condicién de equilibrio, en relacién con las fuerzas aplica-
das en uno de los sélidos, es que éstas se reduzcan a una resultante aplicada
en el punto de contacto, cuyo dngulo con la normal sea menor o igual que
el angulo de rozamiento ¢, es decir, que esté incluida dentro del cono de
rozamiento.

La realidad es algo méas compleja que lo expuesto arriba, ya que se com-
prueba generalmente que al comenzar el deslizamiento el rozamiento tan-
gencial se reduce. Esto da lugar a dos coeficientes de rozamiento distintos:
el coeficiente estatico antes del deslizamiento (u), valido hasta la situacion
limite, y el coeficiente dinamico (¢’ < p), una vez comenzado el desliza-
miento. Asimismo, el coeficiente de rozamiento depende en la realidad de
diversos factores més, como la lubricacién, el estado de las superficies en
contacto, e incluso de la presiéon entre ambas.

El rozamiento, como mecanismo elemental, es responsable de diversas
manifestaciones de resistencias pasivas en mecanismos de enlace, como se
describe a continuacion.

Resistencia al giro en el cojinete de una articulacion.- Sea una
articulacion formada por un cojinete que aloja a un eje cilindrico de radio R
(figura 6.16). Sobre el eje actia una carga P, con una pequena excentricidad
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de forma que tiende a hacer girar el eje en el sentido contrario a las agujas
del reloj.

El rozamiento en el contacto eje-cojinete produce una fuerza de valor
T < puP, y en el limite de deslizamiento T' = uP. Para que el eje comienze
a girar alrededor de si mismo, serd necesario un momento que contrarreste
el momento generado por esta fuerza de rozamiento, es decir M = uRP.
Denominando

Figura 13.16: Resistencia al giro en
cojinetes

se puede interpretar esta resistencia como el efecto de un momento re-
sistente al giro, de valor

M, <rP si no existe giro en el cojinete
M, <rP| & r 1O CXISHe & JHIELE,
M, =rP si existe giro.

Se puede interpretar que el valor del pardametro r, con dimensiones de
longitud, define un circulo de rozamiento. Para que haya equilibrio la carga
exterior P, como vector deslizante resultante de las acciones, debe pasar
por dentro del circulo de rozamiento; si su eje de accién no intersecta el
circulo, se producira giro en el cojinete.

El mecanismo de resistencia al giro en una rétula esférica es similar a
éste, definiéndose un parametro r que define una esfera de rozamiento de
igual manera.

Resistencia al pivotamiento.- Esta resistencia se origina por el hecho
de que el contacto entre dos superficies no es exactamente puntual, sino
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que por la deformacién de las superficies, se produce contacto en una zona
de extension finita. El giro de pivotamiento desencadena un rozamiento,
que produce un momento resistente alrededor del eje de pivotamiento. Este
momento resistente se caracteriza por un pardmetro € con dimensiones de
longitud, de forma que

M, < Ne si no existe pivotamiento,

M, <N & .. . .
p=ve { M, = Ne  si existe pivotamiento.

Resistencia a la rodadura.- Se trata de otro mecanismo de resistencia
pasiva muy comin, aunque en este caso no esti producido por el rozamiento
entre superficies. Distinguiremos dos casos, segun se trate de una rueda
motriz o remolcada.

Rueda motriz.- Consideremos una rueda rodando sobre una superfi-
cie plana, sobre la que actua una carga vertical P (figura 14.14). Se observa
que la reaccion N, considerada como vector deslizante, no esta situada bajo
el eje de la rueda, sino ligeramente adelantada. Esto se debe a que esta
reaccion es en realidad la resultante de las acciones de contacto en un area
finita no puntual, que tiende a deformarse hacia delante por efecto de la
rodadura.

g M
/ A

I//

// P
Figura 13.17: Resistencia o la roda-
dura de una rueda Motriz, sobre la \
que actda un momento M y una car- \\\
ga P. \

. -
T }N:P

Se puede definir por tanto un coeficiente de resistencia a la rodadura 6,
con dimensiones de longitud, de forma que el momento resistente vale
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M, < No si no existe rodadura,

<
M, < No| & { M, = N6 sl existe rodadura.

Conviene recalcar que fisicamente este efecto no esta relacionado con el
rozamiento sino con la deformacién local del drea de contacto. De hecho
en la rodadura se produce una fuerza de rozamiento (7' en la figura 6.17)
que, aunque pudiera resultar chocante a primera vista, lleva el sentido del
movimiento de avance de la rueda. Esto es debido a que el movimiento rela-
tivo que tiende a producir el par M sobre el punto de la rueda en contacto
tiene sentido opuesto al avance (es decir, hacia atras). Por tanto el roza-
miento “empuja”’ a la rueda en sentido opuesto, hacia delante. El valor de
esta fuerza de rozamiento es

T < uP si no existe deslizamiento
T < uP . . . ’
< { T =puP si existe deslizamiento.

Rueda remolcada.- La situaciéon cambia si se trata de una rueda
remolcada, sobre la que actia una carga P vertical y una traccién T en
sentido del avance (figura 6.18).

Figura 13.18: Resistencia a la roda- /
dura de una rueda remolcada, sobre \
lo que actia una traccion T y una \
carga P. \

En este caso la resistencia a la rodadura se produce de manera similar,
manifestandose como un avance del eje de la resultante de las reacciones
normales IV, cuyo méximo valor es §. El momento resistente a la rodadura
valdra

M, < N
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Sin embargo, la reaccién tangencial llevara en este caso el sentido opuesto al
avance. Esto se puede interpretar debido a que la traccién sobre el eje de la
rueda tiende a producir un deslizamiento del punto de contacto en sentido
del avance.

Por ultimo, observemos que en caso de duda respecto al sentido de la
reaccién tangencial en los casos de rodadura, conviene establecer las ecua-
ciones cardinales (6.23) y (6.24) de equilibrio (o de la dinamica en su caso),
cuya solucién proporcionaré el valor adecuado para la reaccién en cada caso
(en sentido algebraico, es decir con signo + 6 —). A menudo es preferible esto
va que las apreciaciones intuitivas respecto a la “tendencia al deslizamiento”
pueden prestarse a confusiones.

13.8. Sistemas de barras articuladas

13.8.1. Clasificacion

Un tipo de sistemas de particular interés en diversas ramas de la ingenie-
rfa, y en concreto en la ingenieria estructural, son los formados por barras
articuladas, con cargas concentradas aplicadas en las articulaciones.

Un conjunto de barras unidas mediante articulaciones puede dar lugar
a distintos tipos de sistemas, segtin el nimero de movimientos permitidos o
de coacciones a los mismos.

En primer lugar, cada una de las barras debe estar en equilibrio. Al
aplicar las ecuaciones cardinales (6.23) y (6.24) se concluye inmediatamente
que los esfuerzos en los extremos de cada barra deben ser iguales y de signo
contrario, dirigidos segiin la propia barra. Este esfuerzo se denomina tension
en la barra. En un sistema de barras existird por tanto una incégnita por

F

Figura 13.19: Esfuerzos en una barra
en equilibrio

barra (su tension) méas 6 reacciones incognitas provenientes de los apoyos
(supuesta una sustentacion isostatica).
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El ntimero de ecuaciones de que se dispone para resolver estas incognitas
son las del equilibrio en cada articulacién: es decir, 3 ecuaciones provenientes
de anular la resultante de las fuerzas sobre la misma. No cabe hablar de
momentos sobre la articulacién ya que éstas se idealizan como puntos y no
pueden transmitir momentos a las barras. Por lo tanto, en un caso general,
suponiendo que el nimero de barras es b y el nimero de nudos n, se tienen
3n ecuaciones para (6 + b) incognitas. En el caso particular de sistemas
planos, estas se reducirdn a 2n ecuaciones del equilibrio en cada nudo, para
(34 b) incognitas.

Las posibles combinaciones, algunas de las cuales se ilustran en la figu-
ra 6.20 para un caso plano, son las siguientes:

Tipo de sistema Sistema Plano | Sistema Espacial
(2D) (3D)
Mecanismo

(existen g.d.l. internos) 2n >34+ 3n>6+0b

Estructura isostatica
(sin g.d.]l. internos) 2n=3+b 3In=6+b

Estructura hiperestatica

(barras redundantes) 2n <3+ 3n<6+0b

En el caso de los mecanismos, las coacciones de las barras rigidas y de
las ecuaciones globales de equilibrio (3+b 6 6+b segtn sea 2D 6 3D) no son
suficientes para restringir el giro en todos los nudos, permitiendo entonces
movimientos o grados de libertad internos. Los mecanismos se emplean en
los casos en que se quiera transmitir movimientos de forma controlada y
eficaz, como en las maquinas de diverso tipo. un ejemplo muy comun es el
mecanismo biela-cigiienal de los motores de los automoviles. Sin embargo,
en las estructuras con fines portantes de ingenieria civil, por lo general se
busca que no se muevan internamente, por lo que procuraremos una coaccion
interna mayor.

Las estructuras isostdticas poseen el nimero adecuado de barras para
que, junto con las ecuaciones del equilibrio global, coaccionen el movimiento
de giro en todas las articulaciones (2n = 3 +b 6 3n = 6 + b segin que sea
2D 6 3D). Se dice que estamos ante una estructura, porque ésta no posee
grados de libertad internos. Ademads esta estructura es isostdtica, puesto
que las ecuaciones de la estatica bastan para obtener todas las tensiones en
las barras incognitas. Este tipo de sistemas si son suceptibles de empleo en
ingenierfa civil con fines estructurales y resistentes.

Por tltimo, las estructuras hiperestdticas, restringen también los giros y
movimientos internos en los nudos, pero mediante un ntimero de coacciones
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mayor que el estrictamente necesario. El nimero de barras es mayor que
en el caso isostatico, de forma que se verifica 2n < 34+ b 6 3n < 6+ b
segin estemos en 2D 6 3D. Las ecuaciones de la estatica no son suficientes
para obtener las tensiones en cada barra, habiendo de recurrirse a técnicas
propias del calculo de estructuras hiperestéticas®, en las que es preciso tener
en cuenta la deformabilidad de cada barra y su relacién con la tensiéon en
la misma. Estos sistemas también son adecuados para fines estructurales.

a) isostatico b) mecanismo c) isostatico d) hiperestatico

Figura 13.20: Ejemplos de sistermnas isostdticos, hiperestdticos y mecanismos

Conviene resaltar que la clasificacion realizada arriba entre mecanismos,
estructuras isostaticas e hiperestaticas, se refiere exclusivamente a los grados
de libertad internos o a las coacciones a los mismos. Hemos supuesto en toda
la discusién que el niimero de reacciones provenientes de los apoyos externos
del sistema eran 3 para el caso plano y 6 para el espacial, correspondientes
a lo que se denominé, en el apartado 6.6.2, sustentacion isostdtica. Cabe
pensar sin embargo en una estructura internamente isostatica, pero con una
sustentacion hiperestatica, o incluso con una sustentacién insuficiente que
permita desplazamientos globales de la misma como sélido rigido. lo mismo
cabe decir de las estructuras hiperestéticas, que pueden tener sustentaciones
isostaticas, hiperestaticas, o incluso insuficientes.

También es necesario precisar que pueden existir casos en los que no
sea valido aplicar las férmulas dadas arriba para clasificar como isostatico
o hiperestatico el sistema en su conjunto, ya que este puede ser heterogé-
neo. En efecto, pudiera ocurrir que una parte del mismo tuviese el caracter
de estructura (isostatica o incluso hiperestatica, con un namero cualquiera
de barras redundantes) mientras que otra parte estuviese insuficientemente
coaccionada, constituyendo el conjunto un mecanismo. Por tanto, es nece-

‘Estas técnicas se estudian en las disciplinas de resistencia de materiales y cdlculo de
estructuras.
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sario realizar un anélisis cuidadoso de cada sistema concreto, diferenciando
si es preciso las distintas partes, antes de aplicar las férmulas de la tabla
anterior.

Restringiéndonos a los casos de estructuras isostdticas sustentadas asi-
mismo de manera isostatica, explicaremos a continuacién a grandes rasgos
dos métodos generales de resolucién para las mismas.

13.8.2. Método de los nudos

El método de los nudos se basa en realizar una separacién de cada uno
de los nudos de la estructura, estableciendo el equilibrio de fuerzas en él
a partir de las tensiones de las barras, las posibles cargas aplicadas en el
nudo, y las posibles reacciones caso de existir un apoyo en el nudo.

En primer lugar se determinan, mediante las ecuaciones cardinales de
la estatica (6.23) y (6.24), las reacciones de apoyo de la estructura para
las cargas dadas, lo que siempre serd posible si la sustentaciéon es isostatica
como se ha supuesto. A continuacién se escoge un nudo en que exista un
niamero de barras (es decir, de incognitas) suficientemente bajo para que se
puedan determinar las tensiones en barras por las ecuaciones de equilibrio
en el nudo: un nudo con 3 barras como maximo en 3D, 6 con 2 barras como
méaximo en 2D. Al plantear el equilibrio del nudo (> F = 0) podremos
calcular las tensiones en barras unidas al nudo. Una vez resuelto este nudo
se procede a otro nudo conexo con éste, en el cual una de las tensiones ya
es conocida (la de la barra que une ambos). Solucionamos este nudo para
el resto de las tensiones incégnitas de igual manera. El procedimiento se
repite sucesivamente, escogiendo siempre nudos con un niimero de incognitas
suficientemente bajo, hasta resolver toda la estructura.

El método se ilustra mejor mediante un ejemplo, como el correspondiente
a la cercha articulada de la figura 6.21. En este ejemplo, una vez calculadas
las reacciones de apoyo (Xp, Yp, Y4), se van calculando las tensiones en
barras, progresando de nudo en nudo como se ha dicho.

El procedimiento del calculo se puede aplicar de forma analitica o de
forma gréafica, siendo este dltimo procedimiento debido a Cremona.

Conviene aclarar que en una estructura isostatica siempre existe un ca-
mino isostatico de soluciéon que permite ir solucionando nudo a nudo. En el
caso en que no exista este camino, se tratara en realidad de una estructura
hiperestatica.
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Figura 13.21: Ejemplo de resolucion de una estructura plana articulada por
el método de los nudos. Se comienza por el nudo A para determinar Ty y
Ty, luego el C (T y Ty), el D (Ts y Tg) y por dltimo el E (Tr).

13.8.3. Meétodo de las secciones

El método de las secciones, que se aplica tan sblo a sistemas planos, se
basa en plantear las ecuaciones de equilibrio a una parte de la estructura, en
la que el resto se ha seccionado y sustituido por las tensiones en las barras
cortadas.

El método comienza, al igual que en el caso anterior, por el célculo de
las reacciones de apoyo isostaticas. A continuacién se basa en el principio de
que, para una seccion ideal (es decir, teorica) de una estructura, el efecto de
un lado de la estructura sobre el otro se reduce a las fuerzas (como vectores
deslizantes) de los elementos cortados aplicados en los puntos donde se han
seccionado. Esto permite considerar el equilibrio de uno sé6lo de los lados de
la estructura, sujeto a las fuerzas (incognitas) de las barras seccionadas.

Puesto que en el caso plano disponemos de 3 ecuaciones cardinales de
equilibrio, buscaremos secciones en las que se corte tan s6lo a tres barras
cuya tensién sea desconocida. De esta forma serd posible mediante la apli-
cacion de las ecuaciones de equilibrio calcular la tensién en las tres barras.
Se procede asi con sucesivas secciones hasta determinar finalmente todas las
tensiones en barras de la estructura.

El mejor modo de explicar el método es, al igual que antes, mediante un
ejemplo, descrito en la figura 6.22.

Al igual que en el caso de los nudos, toda estructura isostatica permite
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Ys Yu

Figura 13.22: Resolucion de una cercha articulada por el método de las sec-
ctones. Una vez calculadas las reacciones de apoyo, el corte por la seccion
PP’ permite determinar las tensiones Ty, T3 y Ty. La seccion QQ' permitird
calcular Ty y Ty, y asi sucesivamente

dar secciones consecutivas de forma que en cada una surjan tan sélo 3
incognitas o menos. En caso de que no se pudiera, la estructura seria en
realidad hiperestéatica.
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