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1. Álgebra vectorial y tensorial

Se resumen aquí algunos conceptos y de�niciones de vectores y tensores,
con pretensión de sencillez y brevedad, que resultan importantes para la
mecánica de medios continuos. En consecuencia, nos limitaremos al espacio
Euclídeo ordinario E3 y a coordenadas cartesianas. Para un tratamiento más
completo se recomienda consultar otros textos1.

1.1. Escalares, puntos y vectores

En lo que sigue trataremos de los escalares (números reales R), de los
puntos (espacio (a�n) geométrico ordinario E3), y de los vectores asociados
(espacio vectorial euclídeo V de dimensión 3).

Los elementos α ∈ R se denominan escalares y pueden considerarse como
tensores de orden cero, denominación que justi�caremos más adelante.

Los elementos A ∈ E3 se denominan puntos. El segmento orientado que
transporta un punto A hacia otro B, o lo que es lo mismo, con origen en A
y �nal en B, se denomina vector :

v

A

B

Figura 1: Vector entre dos puntos A y B

v =
−→
AB = B − A; A+ v = B. (1)

El conjunto de los vectores, junto con las operaciones de suma de vectores
mediante la regla del paralelogramo y producto por un escalar tiene la es-
tructura de espacio vectorial euclídeo, denominándose V , espacio vectorial
asociado a E3.

Esquemáticamente, las propiedades axiomáticas del espacio vectorial, pa-

1J. Rodríguez Piñero: Tensores y geometría diferencial, 1998; D.A. Danielson: vectors
and tensors in engineering, 1991; G.E. Hay: Vector and tensor analysis, 1953.
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u

vu + v

v

u

v + u

Figura 2: Regla del paralelogramo para la suma de vectores: A + (u + v) =
(A+ u) + v; comprobamos la conmutatividad, u + v = v + u

ra vectores a, b, c ∈ V y escalares λ, µ ∈ R, son:

a + b = b + a,

(a + b) + c = a + (b + c),

∃0 | a + 0 = a,

∃(−a) | a + (−a) = 0;

λ(a + b) = λa + λb,

(λ+ µ)a = λa + µa,

λ(µa) = (λµ)a,

1 · a = a.

(2)

Fijado un punto origen o ∈ E3, existe una equivalencia (biyección) entre
puntos y vectores, ya que cada punto x está asociado al vector x = −→ox. Por
este motivo en ocasiones emplearemos la notación x para referirnos a un
punto x (o+ x = x).

1.2. Producto escalar y vectorial

El producto escalar de vectores a, b ∈ V es una operación simétrica,
simbolizada por un punto (·), mediante la cual se obtiene un número real
(a·b ∈ R), con las propiedades siguientes:

a·b = b·a,
(λa + µb)·c = λ(a·c) + µ(b·c),

a·a ≥ 0; a·a = 0 ⇔ a = 0.

(3)

La norma o magnitud de un vector se de�ne como

|a|=
√

a·a,

interpretándose como la distancia entre los puntos origen y �nal del mis-

mo, |a|= |
−→
AB|= dist(A,B). Como consecuencia de los axiomas anteriores se

obtienen diversas propiedades interesantes, como la desigualdad de Cauchy-
Schwartz,

|a·b|≤ |a|·|b|.
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Por otra parte, el producto escalar puede interpretarse geométricamente
como

a

b

θ

Figura 3: Producto escalar de dos vectores

a·b = |a| |b|cos θ, (4)

siendo θ el ángulo formado por a y b. Cuando el producto escalar de dos
vectores es nulo (a · b = 0) se dice que son normales, ortogonales o perpen-

diculares.
El producto vectorial de vectores es una operación hemisimétrica (anti-

simétrica) entre vectores, simbolizada por una cuña (∧), cuyo resultado es
otro vector (a ∧ b ∈ V), con las propiedades:

b ∧ a = −a ∧ b,

(λa + µb) ∧ c = λ(a ∧ c) + µ(b ∧ c),

a·(a ∧ b) = 0,

(a ∧ b)·(a ∧ b) = (a·a)(b·b)− (a·b)2 ≥ 0.

(5)

El producto vectorial se interpreta geométricamente como un vector per-
pendicular al plano formado por los dos vectores que se multiplican, orientado
según la regla de la mano derecha (sentido del pulgar cuando el índice va del
primer vector al segundo), y cuya magnitud es

|a ∧ b|= |a|·|b||sen θ|,

es decir el área del paralelogramo formado por los dos vectores.

θ

a

b

a ∧ b

Figura 4: Producto vectorial de dos vectores a y b.
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Por último, a partir de los productos escalar y vectorial se puede de�nir
el producto mixto de tres vectores:

[a, b, c] = a·(b ∧ c). (6)

El producto mixto es obviamente un escalar. Por las propiedades de los
productos escalar y vectorial puede demostrarse fácilmente (se propone como
ejercicio al lector) que

a·(b ∧ c) = (a ∧ b)·c, (7)

es decir que se pueden intercambiar los productos escalar y vectorial. Como
consecuencia, se obtienen las igualdades

[a, b, c] = [b, c,a] = [c,a, b]

= −[a, c, b] = −[b,a, c] = −[c, b,a],

[λa + µb, c,d] = λ[a, c,d] + µ[b, c,d],

[a, b, c] = 0 ⇔ (a, b, c) linealmente dependientes.

(8)

Vemos por tanto que el signo del resultado se mantiene si se efectúa una
permutación par de los vectores, y se invierte si es impar. La interpretación
geométrica del producto mixto es el volumen del paralelepípedo que forman
los tres vectores.

θ

a

b
c

Figura 5: Producto mixto de tres vectores a, b y c.

1.3. Bases y coordenadas

El espacio vectorial euclídeo V tiene dimensión 3, es decir se puede es-
tablecer una base de 3 vectores linealmente independientes (e1, e2, e3) que
permite expresar un vector cualquiera v ∈ V como combinación lineal,

v =
3∑

p=1

vpep

= vpep

= v1e1 + v2e2 + v3e3.

(9)
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En esta fórmula y en lo que sigue, con objeto de simpli�car la notación, siem-
pre que en un monomio haya un índice repetido dos veces se entenderá que
la expresión se suma sobre el rango del índice, sin que sea necesario escribir
el símbolo del sumatorio, salvo que se indique expresamente lo contrario. Los
coe�cientes (v1, v2, v3) se denominan coordenadas de v en la base (e1, e2, e3).
Se puede escoger esta base de forma que sea ortonormal, es decir formada
por vectores unitarios y mutuamente perpendiculares, veri�cándose

ei · ej = δij. (10)

(Donde los coe�cientes δij ó deltas de Kronecker se de�nen por δij = 0 si
i 6= j y δij = 1 si i = j). Supondremos además que este triedro es a derechas,
es decir e1 ∧ e2 = e3 .

En lo que sigue, salvo indicación expresa en contra, supondremos siempre
bases ortonormales. Se denomina sistema de referencia cartesiano al conjunto
{o; ei} formado por un punto o ∈ E3 y una base {ei} para el espacio vectorial
asociado V . De esta forma, las coordenadas cartesianas de un punto x ∈ E3

se de�nen como las coordenadas del vector x = −→ox =
∑3

p=1 xpep, es decir,
(xi) = (x1, x2, x3).

En función de sus coordenadas en una base ortonormal, el producto es-
calar de dos vectores puede expresarse como

u · v =
3∑

p=1

upvp = upvp. (11)

Este resultado se deduce directamente de la linealidad del producto escalar
y de las relaciones de ortogonalidad de los vectores de la base.

Cambio de base.� A un mismo vector le corresponden distintas coorde-
nadas en distintas bases. Se plantea la cuestión de cómo cambian las coor-
denadas de un vector ante un cambio de base. Supondremos una primera
base {ei} y una nueva base {e′i} a la que se desea cambiar. Para nuestros
propósitos será su�ciente considerar exclusivamente cambios entre bases or-
tonormales, es decir supondremos que tanto la base original como la nueva
son de este tipo.

Puesto que los nuevos vectores admitirán una representación como com-
binación lineal de los vectores de la base antigua, podremos escribir p.ej.
para el primero e′1 = µ1e1 +µ2e2 +µ3e3. Denominaremos a estos coe�cientes
con la notación a11 = µ1, a21 = µ2, a31 = µ3, donde el primer índice (1, 2, 3)
indica la componente y el segundo (1) que se trata del vector primero de la
base nueva. De esta forma, la expresión general de los vectores de la base
nueva en función de la antigua es

e′i = apiep. (12)
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e1

e3

e2

e

′
2

e

′
1

e

′
3

Figura 6: Cambio de base entre {ei} y la nueva base {e′i}, ambas ortonor-
males.

de forma equivalente, podemos expresar la relación de cambio de base me-
diante la ecuación matricial(

e′1 e′2 e′3
)

=
(
e1 e2 e3

)a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ⇔ (e′i) = (ei)[A], (13)

donde (ei), (e′i) indican matrices �la (1 × 3) con los vectores de la base, y
[A] = [aij] es la matriz (3× 3) con los coe�cientes del cambio de base2. Una
forma útil para obtener las componentes de la matriz de cambio en la práctica
es considerar que la columna i-ésima de [A] representa las coordenadas del
vector correspondiente e′i en la base anterior (ei).

Sin más que trasponer (13), la expresión matricial anterior puede escri-
birse también de la forma

e′1
e′2
e′3

 =


a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33




e1

e2

e3

 ⇔ {e′i} = [A]T{ei}, (14)

donde {ei}, {e′i} indican matrices columna (3× 1).
Podemos observar también que se cumplen las siguientes igualdades, cuya

obtención es inmediata a partir de (12) y las relaciones de ortogonalidad:

ei·e′j = aij. (15)

La expresión en coordenadas de un vector v dado en ambas bases será

v = vpep = v′qe
′
q;

multiplicando escalarmente ambos lados de la igualdad anterior por e′j, y
teniendo en cuenta (15),

v·e′j =

vpep·e′j = vpapj,

v′qe
′
q·e′j = v′qδqj = v′j.

2Emplearemos la notación (ai) ó (a) para indicar matrices �la, {bi} = (bi)T ó {b} para
indicar matrices columna, y [cij ] ó [C] para otros tipos de matrices.
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obteniéndose las ecuaciones de cambio de coordenadas en forma indicial

v′j = apjvp . (16)

Esta expresión puede escribirse también de forma matricial,
v′1
v′2
v′3

 =


a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33



v1

v2

v3

 ⇔ {v}′ = [A]T{v}. (17)

En la expresión anterior {v} y {v}′ son respectivamente las matrices columna
de coordenadas en la base antigua y nueva.

Por otra parte, podemos desarrollar la expresión en componentes de v
empleando las relaciones de cambio (12),

v = vpep

= v′qe
′
q

= v′qarqer,

e identi�cando coe�cientes se llega a

vi = aiqv
′
q ⇔ {v} = [A]{v}′. (18)

Comparando las ecuaciones (17) y (18) se deduce la relación

[A]−1 = [A]T ⇔ aipajp = δij . (19)

Las matrices que cumplen esta propiedad (la inversa coincide con la tras-
puesta) se denominan ortogonales. Esta característica surge al obligar a que
ambas bases sean ortonormales.

1.4. Tensores de orden dos

Aplicaciones lineales.� Dentro de los entes que hemos considerado, las
aplicaciones lineales más sencillas son las de R → R, es decir que para un
escalar x ∈ R producen otro escalar y = φ(x). Es fácil comprobar que si
cumple la propiedad de linealidad (φ(λx + µy) = λφ(x) + µφ(y)), la forma
que debe tomar la función es el producto por un determinado escalar, que
�sin que dé lugar a equívoco� llamamos también φ: φ(x) = φ · x. Esta
aplicación, que se asimila por tanto a un escalar φ, puede considerarse como
un tensor de orden cero.

El siguiente tipo de aplicación que consideramos es la que asocia a un
vector cualquiera u ∈ V un escalar, σ(u) ∈ R. La propiedad de linealidad
en este caso es σ(λu + µv) = λσ(u) + µσ(v). Esta propiedad precisamente
la veri�ca el producto escalar (3)3, por lo que un vector cualquiera a de�ne
una aplicación lineal asociada, el producto escalar:

σ(u) = a·u.
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arctan φ

y

x

y = φx

Figura 7: Una aplicación lineal de R en R puede interpretarse geométrica-
mente como una recta por el origen, de�nida por el valor de su pendiente
φ ∈ R (tensor de orden cero)

Esta propiedad permite identi�car los vectores como tensores de orden uno.
La siguiente extensión lógica a las aplicaciones que consideramos es la de

aplicaciones lineales de vectores en vectores, que como veremos a continuación
se denominan

Tensores de orden dos.� Se denomina tensor de orden dos sobre un
espacio vectorial V a una aplicación lineal T : V → V, de forma que

V 3 v 7→ T (v) = T ·v ∈ V , (20)

donde indicamos la notación que emplearemos3 usualmente, mediante un
punto (·). La linealidad se traduce de forma resumida en la propiedad si-
guiente

T ·(λu + µv) = λ(T ·u) + µ(T ·v) ∀u,v ∈ V .
El conjunto de tensores de orden dos sobre V se denota por V2, y tiene la

estructura de espacio vectorial de dimensión 32 = 9. Se de�ne el tensor nulo

O ∈ V2 por O · v = 0 ∀v ∈ V , y el tensor identidad o unidad 1 ∈ V2 por
1 · v = v ∀v ∈ V .

Además, en V2 se de�nen las propiedades y operaciones siguientes.

1. Igualdad. Dos tensores S,T ∈ V2 son iguales si y sólo si

S · v = T · v ∀v ∈ V . (21)

2. Suma. Dados S,T ∈ V2 la suma S + T ∈ V2 se de�ne por

(S + T ) · v = S · v + T · v ∀v ∈ V (22)

3Otros autores suelen omitir el punto para indicar la acción de un tensor sobre un
vector, escribiendo exclusivamente Tv en lugar de T ·v como aquí. Nosotros preferiremos
escribir explícitamente el punto para dejar claro que en la expresión indicial se contrae un
índice, como veremos más adelante (26).
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3. Producto por un escalar. Dado S ∈ V2 y α ∈ R se de�ne el producto
αS ∈ V2 por

(αS) · v = α(S · v) ∀v ∈ V (23)

4. Producto o composición de tensores. Dados S,T ∈ V2 se de�ne el
producto S·T ∈ V2 por4

(S·T ) · v = S·(T ·v) ∀v ∈ V (24)

Con estas de�niciones, es fácil comprobar que la suma de tensores es
conmutativa y asociativa, así como el producto por un escalar. Asimismo, el
producto por un escalar y el producto de tensores son distributivos respecto
de la suma.

Se de�nen las componentes de un tensor S en una base cualquiera {ei}
como los coe�cientes escalares

Sij = ei·(S·ej) (i, j = 1, 2, 3). (25)

Por tanto, la expresión en componentes de la aplicación de un tensor sobre
un vector es

v = S·u ⇒ vi = ei·v = ei·(S·upep) = Sipup. (26)

Las componentes de un tensor se pueden escribir en forma de matriz,

[S] =

S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33

 , (27)

indicando el primer índice �la y el segundo columna de la matriz. Nótese
que para diferenciar la matriz de componentes del tensor respecto del tensor
mismo se emplea la notación [S] en lugar de S. La de�nición de un tensor
es intrínseca, independiente de la base, mientras que sus componentes son
distintas según la base elegida.

La representación anterior puede interpretarse como una extensión de
la representación de un vector v (tensor de orden uno) por medio de sus
componentes en una base como un conjunto de coe�cientes de un índice vi,
ó una matriz columna {v}.

De esta forma, en una base dada, el producto de tensores se expresa
mediante la notación indicial siguiente y el correspondiente producto de ma-
trices:

U = S · T ⇒ Uij = SipTpj ⇔ [U ] = [S][T ]. (28)

4Aquí también la notación que emplean otros autores para el producto de tensores es la
simple yuxtaposición de ambos símbolos, ST , aunque nosotros preferiremos escribir punto
(·) para enfatizar que en la expresión indicial se contrae un índice entre ambos (28), de
forma similar a la aplicación del tensor sobre un vector.
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El producto tensorial (también llamado diádico) de dos vectores a y b se
de�ne como un tensor de orden dos, de acuerdo a

(a⊗ b) · v = a(b · v) ∀v ∈ V . (29)

La expresión en componentes es

u = (a⊗ b) · v ⇒ ui = aibpvp. (30)

Las componentes del tensor a⊗ b son

[a⊗ b]ij = ei · ((a⊗ b) · ej) = ei · (a(b · ej)) = aibj, (31)

lo que en expresión matricial es

[a⊗ b] = {a}{b}T. (32)

Mediante el producto tensorial de los vectores de la base, se puede escribir
el desarrollo de un tensor en función de sus componentes,

T = Tpq ep ⊗ eq. (33)

1.5. Operaciones y clases especiales de tensores

Dado un tensor S de�nimos su traspuesto, ST, como otro tensor que
veri�ca

v·(S·u) = u·(ST·v) ∀u,v ∈ V . (34)

Decimos que un tensor S es simétrico si ST = S, mientras que será hemisi-

métrico si ST = −S.
Un tensor S admite inverso si existe otro tensor S−1 tal que

S·S−1 = S−1·S = 1. (35)

Decimos que un tensor Q es ortogonal si QT = Q−1, es decir,

Q·QT = QT·Q = 1. (36)

La traza es una operación tensorial lineal que asocia a un tensor de orden
dos un escalar. Aplicada al producto tensorial de dos vectores, cumple

tr(a⊗ b) = a·b ∀a, b ∈ V . (37)

Por tanto, para los vectores de la base �ortonormal�,

tr(ei ⊗ ej) = δij, (38)

y aplicando esta expresión en el desarrollo de un tensor T ,

tr T = tr(Tpq ep ⊗ eq) = Tpqδpq = Tpp = T11 + T22 + T33. (39)
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x2

u

x1

P · u

Figura 8: Tensor proyección sobre el eje Ox1

Es decir, la traza de un tensor equivale (en coordenadas ortonormales) a la
suma de componentes de su diagonal principal. Conviene recalcar que, al
tratarse de una operación tensorial intrínseca, el resultado es independiente
del sistema de coordenadas en el que se calcule. Por este motivo se dice que
la traza es un invariante del tensor.

Se de�ne el producto escalar de tensores de orden 2 (V × V → R), o
producto doblemente contraído, de la siguiente forma:

S:T
def
= tr(ST·T ) = tr(S·T T) = SpqTpq. (40)

Esta operación es intrínseca, es decir no depende de las coordenadas en que
se expresen los tensores. Por otra parte, para un tensor S dado, el producto
escalar por sí mismo S:S = tr(S · ST) es un invariante escalar, que puede

considerarse para establecer una norma del tensor: |S|def
=
√

S:S.
Puede de�nirse asimismo el producto contraído por la izquierda de un

vector (a) y un tensor (T ), como la aplicación del traspuesto del tensor T ,
de la siguiente forma:

a·T def
= T T·a, en componentes: (a·T )i = apTpi. (41)

Ejemplos.� Citaremos algunos ejemplos sencillos de tensores, desarrolla-
dos por simplicidad en dimensión 2:

1. Proyección sobre una recta o plano dado. Sea la proyección sobre el
eje Ox1 (de�nido por el vector e1 por el origen de coordenadas) Es
fácil veri�car que la aplicación de proyección cumple los requisitos de
linealidad que de�nen a los tensores. Podemos obtener las componentes
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x2

x1

u

θ

R · u

Figura 9: Tensor rotación de ángulo θ

aplicando la regla al efecto (25):

P11 = e1·(P ·e1) = e1·e1 = 1;P12 = e1·(P ·e2) = 0;

P21 = e2·(P ·e1) = 0;P22 = e2·(P ·e2) = 0.

⇓

[P ] =

(
1 0
0 0

)
2. Rotación de ángulo θ. Es fácil comprobar también la linealidad de esta

aplicación, por lo que constituye un tensor que denominamos R (�gu-
ra 9). Las componentes se hallan de la misma forma que antes:

R11 = e1·(R·e1) = e1·(cos θ e1 + sen θ e2) = cos θ;

R12 = e1·(R·e2) = e1·(− sen θ e1 + cos θ e2) = − sen θ;

R21 = e2·(R·e1) = sen θ;R22 = e2·(R·e2) = cos θ.

⇓

[R] =

(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)

1.6. Cambio de coordenadas de un tensor

Veamos ahora cómo cambian las componentes de un tensor frente a un
cambio de base, como el de�nido en (12). Como ya se ha dicho, nos limita-
remos aquí a considerar bases ortonormales5. En primer lugar, observamos
que el cambio de�nido es equivalente a la actuación de un tensor A que
transforma los vectores de la antigua base en los de la nueva:

e′i = A · ei. (42)

5Esta restricción da lugar a los denominados tensores cartesianos.
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En efecto, desarrollando las componentes de los nuevos vectores e′i en la base
ei,

e′i = (ep·e′i)ep = (ep·(A·ei)) ep = Apiep, (43)

como queríamos demostrar, ya que las componentes de A coinciden con las
antes de�nidas en (12).

Asimismo, puede obtenerse una expresión directa del tensor de cambio
mediante:

A = e′p ⊗ ep (sumatorio implícito en p). (44)

El tensor A que de�ne un cambio entre bases ortonormales, teniendo en
cuenta (19), es un tensor ortogonal:

[A]T[A] = [1] ⇒ AT ·A = 1. (45)

El tensor A asociado a un cambio de bases ortonormales es por tanto orto-
gonal. Si además de un triedro a derechas produce otro triedro igualmente a
derechas, se denomina ortogonal propio o rotación. En caso contrario produ-
ciría una rotación seguida de una re�exión respecto de un plano del triedro.
Más abajo (apartado 1.10) veremos que una condición equivalente para el
tensor ortogonal sea propio es que su determinante valga +1.

Sea un cambio de base de�nido por las expresiones tensoriales (42) o de
forma equivalente, por las expresiones algebraicas (43). Un tensor T de�ne
una aplicación lineal en V ,

v = T ·u, (46)

que expresada en unas u otras coordenadas resulta en las siguientes ecuacio-
nes matriciales:

{v} = [T ]{u}, {v}′ = [T ]′{u}′. (47)

Teniendo en cuenta las relaciones de cambio de coordenadas para los vectores,
(17) y (18):

{v}′ = [A]T{v} = [A]T[T ]{u} = [A]T[T ][A]{u}′; (48)

por lo que
[T ]′ = [A]T[T ][A] ⇔ T ′ij = ApiAqjTpq. (49)

1.7. Coe�cientes de permutación

Se trata de coe�cientes con tres índices, que se pueden de�nir a partir
de los vectores de una base ortonormal a derechas (e1, e2, e3) mediante la
expresión general siguiente:

εijk = (ei ∧ ej)·ek. (50)
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Desarrollando la expresión, comprobamos que su valor es +1, −1 ó 0 según
el caso:

εijk =



+1 si la permutación (i, j, k) es par:

(1, 2, 3), (2, 3, 1) ó (3, 1, 2);

−1 si la permutación (i, j, k) es impar:

(1, 3, 2), (2, 1, 3) ó (3, 2, 1);

0 si en (i, j, k) algún índice está repetido.

(51)

Se comprueba fácilmente la propiedad de hemisimetría para los coe�cientes,

εjik = −εijk; εikj = −εijk. (52)

A partir de (50) se deduce inmediatamente que ei∧ej = εijpep, por lo que el
producto vectorial de dos vectores cualesquiera se podrá escribir usando los
coe�cientes de permutación como

u ∧ v = εpqr upvqer. (53)

Análogamente, el producto mixto de tres vectores vale

[a, b, c] = (a ∧ b) · c = εpqr apbqcr. (54)

Los coe�cientes hemisimétricos εijk corresponden a las coordenadas de un
tensor de orden tres, aunque no entraremos en más detalles sobre este aspecto.

Otras propiedades interesantes de estos coe�cientes, que enunciamos sin
demostración, son las siguientes:

1. εijkεlmn = δil(δjmδkn−δjnδkm)+δim(δjnδkl−δjlδkn)+δin(δjlδkm−δjmδkl),

2. εijpεlmp = δilδjm − δimδjl,

3. εipqεlpq = 2δil,

4. εpqrεpqr = 2δpp = 6,

5. Para cualquier vector a = ap ep, εipqapaq = 0.

1.8. Formas bilineal y cuadrática asociadas a un tensor

Un tensor de orden 2 cualquiera T equivale a una forma bilineal, V×V →
R, de forma que

V × V 3 (u,v) 7→ u · (T · v) ∈ R. (55)

El cali�cativo de bilineal indica que es lineal en cada uno de sus dos argu-
mentos. Asociada a esta forma bilineal hay una forma cuadrática, u·(T ·u).
Decimos que el tensor T es de�nido positivo si la forma cuadrática asociada
lo es, es decir,

u · (T · u) > 0 ∀u ∈ V , u 6= 0. (56)

Análogamente, cabría de�nir los conceptos de tensor de�nido negativo, semi-

de�nido negativo, semide�nido positivo e inde�nido.
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1.9. Vector axial asociado a un tensor hemisimétrico

La forma bilineal asociada a un tensor hemisimétrico es igualmente he-

misimétrica. En efecto, aplicando la de�nición de tensor traspuesto (34) a un
tensor W hemisimétrico, que veri�ca W T = −W :

u·(W ·v) = v·(W T·u) = −v·(W ·u) ∀u,v ∈ V . (57)

Particularizando esta propiedad para los vectores de la base (u = ei, v = ej),
deducimos que la matriz de coordenadas es también hemisimétrica:

Wij = −Wji ∀i, j = 1, 2, 3. (58)

Una propiedad importante de todo tensor hemisimétrico es que existe siempre
un vector axial asociado al mismo, que lo hace equivalente a un producto
vectorial:

W ∈ V2, W = −W T ⇒ ∃w ∈ V , W ·x = w ∧ x ∀x ∈ V . (59)

Desarrollando las componentes de esta expresión,

Wqpxpeq = εrpqwrxpeq, (60)

e igualando éstas,
εrpqwrxp = Wqpxp, (61)

por lo que
Wij = wpεpji. (62)

Asimismo, se puede invertir esta relación para obtener

wi =
1

2
εpiqWpq. (63)

(Ejercicio: demostrar, multiplicando (62) por εkij y aplicando (52).) El tensor
hemisimétrico asociado a un vector w lo denominaremos también ŵ, ó w∧.
La equivalencia es por tanto

W = w∧ = ŵ (64)

m

{w} =


w1

w2

w3

 , [W ] = [ŵ] =

 0 −w3 w2

w3 0 −w1

−w2 w1 0

 . (65)
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1.10. Determinante de un tensor

El determinante de un tensor es un escalar cuyo valor coincide con el
determinante de la matriz de componentes asociada en una base dada.

det T = det[T ]. (66)

En función de los coe�cientes de permutación puede expresarse como

det T = εpqrTp1Tq2Tr3 = εpqrT1pT2qT3r. (67)

Se trata igualmente de una operación tensorial intrínseca, por lo que el re-
sultado es el mismo independientemente de la base empleada para calcular
las coordenadas. Es por tanto otro invariante del tensor.

El determinante tiene las propiedades siguientes.

1. Un tensor cuyo determinante es no nulo posee siempre inverso:

det T 6= 0 ⇒ ∃T−1 | T · T−1 = 1. (68)

2. El determinante de un producto de tensores es el producto de los de-
terminantes,

det(A ·B) = det(A) det(B) (69)

3. El determinante del tensor identidad vale 1, y el del inverso de un tensor
es el inverso del determinante,

det1 = 1, det T−1 =
1

det T
. (70)

4. El determinante del traspuesto de un tensor es igual al determinante
del tensor original,

det
(
T T
)

= det (T ) (71)

5. Otra forma equivalente a (67) de expresar el determinante es

det T =
1

6
εpqrεstuTpsTqtTru. (72)

(Ejercicio: demostrar, a partir del desarrollo de las sumas en los índices
s, t, u y la de�nición de εstu.)

6. Para vectores a, b, c cualesquiera se veri�ca

[T ·a,T ·b,T ·c] = det T [a, b, c] (73)

7. Se veri�ca
T ·a ∧ T ·b = T ∗·(a ∧ b) , (74)

siendo T ∗ = (det T )T−T.
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1.11. Autovalores y descomposición espectral

Dado un tensor S pueden existir ciertas direcciones privilegiadas, de�ni-
das por el correspondiente vector unitario u, en las que la transformada del
vector sea paralela al mismo:

S·u = λu, (75)

en cuyo caso decimos que u es un vector propio o autovector de S y λ el
valor propio o autovalor correspondiente. A las direcciones de�nidas por los
vectores propios se las denomina también direcciones principales del tensor
S. Es inmediato comprobar que si u es vector propio, también lo serán todos
los paralelos a él αu.

Es fácil demostrar que si un tensor es de�nido positivo sus autovalores
son necesariamente estrictamente positivos, bastando para ello sustituir (75)
en (56).

Si un determinado vector ei de una base (ortonormal) es principal de
inercia para un determinado tensor (T ·ei = λei), las componentes de T
cumplen Tji = ej·(T ·ei) = λδji. Es decir, en la matriz de coordenadas la
única componente no nula en la columna correspondiente (i) es la de la
diagonal principal, siendo su valor precisamente λ. Por ejemplo, para el caso
concreto de i = 1, λ T12 T13

0 T22 T23

0 T32 T33


1
0
0

 =


λ
0
0

 .

Descomposición espectral de un tensor simétrico.� Si un tensor
S es simétrico, tiene tres autovalores reales, propiedad que enunciamos
sin demostrar. Los autovectores correspondientes a dos autovalores distin-
tos son mutuamente ortogonales. En efecto, sean dos parejas de autovecto-
res/autovalores (u, λ), (v, µ), con λ 6= µ. Aplicando la propiedad de simetría
de S (ver apartado 1.5):

v·(S·u) = λu·v
u·(S·v) = µv·u

}
, y restando ambas: 0 = (λ− µ)u·v, ⇒ u·v = 0.

En consecuencia, para todo tensor simétrico puede escogerse una base orto-
normal en que todas las direcciones sean principales, denominada base prin-

cipal o triedro principal, (p1,p2,p3).
Para un tensor simétrico, la matriz de componentes en el triedro principal

será por tanto

[S] =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 .
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Equivalentemente, S puede expresarse mediante el desarrollo espectral si-
guiente:

S =
3∑

r=1

λr pr ⊗ pr

= λ1 p1 ⊗ p1 + λ2 p2 ⊗ p2 + λ3 p3 ⊗ p3.

(76)

Es fácil comprobar que el cuadrado de un tensor simétrico tiene los mis-
mos vectores propios, mientras que los valores propios son los cuadrados. En
efecto, para p principal,

S2·p = S·(S·p) = S·(λp) = λ2p,

por lo que su descomposición espectral será

S2 =
3∑

p=1

λ2
r pr ⊗ pr,

y prosiguiendo con este razonamiento, la potencia n-ésima vale

Sn =
3∑

p=1

λn
r pr ⊗ pr.

Por otra parte, podemos expresar la raíz cuadrada de un tensor simétrico
semide�nido positivo como

√
S =

3∑
p=1

√
λr pr ⊗ pr.

De forma análoga se pueden expresar la exponencial de un tensor simétrico,

exp(S) = eS =
3∑

p=1

eλr pr ⊗ pr,

o el logaritmo de un tensor simétrico de�nido positivo,

ln(S) =
3∑

p=1

ln(λr) pr ⊗ pr.

Cálculo de los autovalores.� El cálculo de los autovalores de un ten-
sor S se realiza considerando que el determinante de la denominada matriz

característica debe ser nulo,

S·p = λp ⇔ (S − λ1)·p = 0 ⇒ det(S − λ1) = 0.
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La expresión anterior constituye un polinomio de orden 3, denominado poli-

nomio característico, cuyo desarrollo es

det(S − λ1) = P (λ) = −λ3 + I1(S)λ2 − I2(S)λ+ I3(S), (77)

siendo los tres coe�cientes indicados de dicho polinomio los denominados
invariantes escalares principales de S:

I1(S) = tr(S) = Spp,

I2(S) =
1

2

[
(tr(S))2 − tr(S2)

]
=

1

2

[
(Spp)

2 − SpqSqp

]
,

I3(S) = det(S) = εpqrS1pS2qS3r.

(78)

Todo tensor tiene al menos un autovalor real, propiedad heredada del
polinomio característico (cúbico) que tiene al menos una raíz real por el
teorema fundamental del álgebra6. Sólo en ciertos casos, como son los tensores
simétricos, puede a�rmarse que existen tres autovalores / autovectores reales.

Como los invariantes no dependen del sistema de coordenadas, en caso
que existan tres autovalores reales podremos expresar los invariantes también
en el triedro principal:

I1(S) = λ1 + λ2 + λ3,

I2(S) = λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1,

I3(S) = λ1λ2λ3.

(79)

Invariantes J.� Los invariantes I = (I1, I2, I3) no son los únicos que pue-
den obtenerse de un tensor, aunque cualquier otro invariante puede ponerse
en función de éstos. En particular, para el estudio de las tensiones a veces se
emplean los invariantes J = (J1, J2, J3) de�nidos como sigue:

J1(S) = tr(S) = Spp = λ1 + λ2 + λ3,

J2(S) =
1

2
tr(S2) =

1

2
SpqSqp =

1

2
(λ2

1 + λ2
2 + λ2

3),

J3(S) =
1

3
tr(S3) =

1

3
SpqSqrSrp =

1

3
(λ3

1 + λ3
2 + λ3

3).

Como puede comprobarse, la de�nición general de estos invariantes, genera-
lizable a espacios de dimensión mayor, es Jn(S) = 1

n
tr(Sn).

La equivalencia con los invariantes I es:

J1 = I1,

J2 =
1

2
I2
1 − I2,

J3 =
1

3
I3
1 − I1I2 + I3.

(Ejercicio: demostrar.)

6Habrá un autovalor real o bien tres autovalores reales, ya que las soluciones complejas
vienen en parejas conjugadas.
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Descomposición espectral de un tensor hemisimétrico.� En el apar-

tado 1.9 se vio que un tensor hemisimétrico tiene únicamente tres componentes no

nulos y puede caracterizarse por un vector axial asociado.

Sea un tensor hemisimétrico W . La propiedad de hemisimetría (57) aplicada

para u = v = a obliga a

a·(W ·a) = 0. (80)

Por otra parte, sabemos que W , como todo tensor, tiene al menos un autovalor

real. Sea λ un autovalor de W , y el vector propio asociado (unitario) p. De la

ecuación (80) se deduce que λ = 0, por lo que W tendrá un único autovalor real

nulo, o bien los tres autovalores nulos (en cuyo caso se reduciría al tensor nulo que

carece de interés). Sean q y r dos vectores unitarios que forman junto con p un

triedro ortonormal a derechas:

p = q ∧ r, q = r ∧ p, r = p ∧ q, [p, q, r] = 1.

Teniendo en cuenta que p es un vector propio y las ecuaciones (57) aplicadas a

(q, r), se deduce que la expresión del tensor debe ser

W = ω(r ⊗ q − q ⊗ r), (81)

donde ω = r·(W ·q) es un escalar no nulo. La matriz de componentes en la base

(p, q, r) es por tanto

[W ] =

0 0 0
0 0 −ω
0 ω 0

 .

Podemos comprobar (se deja como ejercicio) que el vector axial es precisamente

w = ωp, de forma que para cualquier vector a

W ·a = ωp ∧ a.

También es inmediato observar que los invariantes son

I1(W ) = 0, I2(W ) = ω2, I3(W ) = 0,

por lo que la ecuación característica resulta λ(λ2 + ω2) = 0 que sólo tiene una raíz

real (λ = 0).

Descomposición espectral de un tensor ortogonal.� Consideramos

un tensor Q ortogonal, que veri�ca por tanto QT·Q = 1. Tomando determinantes

en esta expresión,

det
(
QT·Q

)
= (det QT) · (detQ) = (det Q)2 = det(1) = 1

⇒ det Q = ±1. (82)

El caso en que sea det Q = +1 se denomina tensor ortogonal propio, correspon-

diendo a una rotación rígida (ver apartado 1.5). Este tensor aplicado a un triedro

ortonormal a derechas produce una nueva base rotada que es también ortonormal

a derechas.
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Una propiedad esencial de los tensores ortogonales es que conservan el producto

escalar. En efecto, sean dos vectores (a, b) cualesquiera:

(Q·a)·(Q·b) = a(·(QT·Q)·b) = a·(1·b),= a·b,

(Qpqaq)(Qprbr) = aq(QpqQpr)br = aqδqrbr = aqbq.
(83)

De la condición de ortogonalidad (36) se deduce la relación

QT(Q− 1) = −(Q− 1)T;

tomando determinantes y considerando que el determinante no varía al trasponer

un tensor (71) y que al cambiar de signo el tensor cambia de signo el determinante,

se obtiene que det(Q − 1) = 0, es decir Q tiene siempre un autovalor unidad. En

consecuencia existe un vector unitario p para el que

Q · p = p = QT·p. (84)

Sean q y r vectores unitarios que forman junto con p un triedro ortonormal a

derechas. De (84) y de las relaciones de ortogonalidad sabemos que

q·(Q·p) = r·(Q·p) = p·(Q·q) = p·(Q·r) = 0, p·(Q·p) = 1.

Por otra parte de (83) sabemos que

(Q·q)·(Q·r) = q·r = 0, |Q·q|= |q|= |Q·r|= |r|= 1.

Por consiguiente, las parejas de vectores (q, r) y (Q·p,Q·r) son ortogonales entre

sí y con p. La con�guración de estos vectores admite una interpretación geométrica,

mediante una rotación de un determinado ángulo θ en el plano perpendicular a p,
como se indica en la �gura 10. El resultado anterior permite interpretar un tensor

θ
q

r

Q·q

Q·r

Figura 10: Interpretación geométrica de la aplicación de un tensor ortogonal
a dos vectores unitarios p, q ortogonales al vector del eje p.

ortogonal propio Q como una rotación de ángulo θ alrededor del eje p.
La descomposición de Q referida a la base (p, q, r) será por tanto

Q = p⊗ p + (q ⊗ q + r ⊗ r) cos θ − (q ⊗ r − r ⊗ q) sen θ. (85)
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La matriz de componentes correspondiente es

[Q] =

1 0 0
0 cos θ − sen θ
0 sen θ cos θ

 .

Por último, observamos que los invariantes de Q son

I1(Q) = I2(Q) = 1 + 2 cos θ, I3(Q) = 1,

y desarrollando la ecuación característica se comprueba que sólo hay un autovalor

real (λ = 1).

1.12. Teorema de Cayley-Hamilton

Este teorema a�rma que todo tensor de 2.o orden que posea tres autova-

lores reales satisface su propia ecuación característica, es decir,

S3 − I1(S)S2 + I2(S)S − I3(S)1 = O. (86)

Para demostrarlo basta tener en cuenta que, al tener tres autovalores
reales, podremos emplear la descomposición espectral del tensor y de sus
potencias:

1 =
3∑

r=1

pr ⊗ pr, S =
3∑

r=1

λr pr ⊗ pr,

S2 =
3∑

r=1

λ2
r pr ⊗ pr, S3 =

3∑
r=1

λ3
r pr ⊗ pr.

Sustituyendo en (86) resulta

3∑
r=1

(λ3
r − I1λ

2
r + I2λr − I3︸ ︷︷ ︸
=0

)pr ⊗ pr = O.

Algunas aplicaciones del teorema de Cayley-Hamilton.�

1. Cálculo del inverso de un tensor. Sea un tensor A con tres autovalores, e

invariantes (I1, I2, I3). Aplicando (86) y multiplicando por A−1,

A2 − I1A + I21− I3A
−1 = O,

de donde despejamos:

A−1 =
1
I3

(A2 − I1A + I21).
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2. Raíz cuadrada de un tensor de�nido positivo. Sea un tensor de�nido positivo

C con tres autovalores reales, que al ser positivos podemos denominar sin

pérdida de generalidad (λ2
1, λ

2
2, λ

2
3). Llamemos U al tensor que deseamos

calcular, que cumplirá por tanto U2 = C. Aplicando el teorema de Cayley-

Hamilton (86) a U se obtiene

U3 = I1U
2 − I2U + I31. (87)

Multiplicando esta ecuación por U ,

U4 = I1U
3 + I2U

2 − I3U ,

y eliminando U3 a partir de (87) y despejando,

U =
1

I3 − I1I2

[
C2 − (I2

1 − I2)C − I1I31
]
.

Para evaluar esta expresión se necesitarán los invariantes principales de U ,

que pueden calcularse teniendo en cuenta que los autovalores de U son

(λ1, λ2, λ3), por lo que I1 = λ1 + λ2 + λ3; I2 = λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1; I3 =
λ1λ2λ3.

1.13. Descomposición simétrica - hemisimétrica

Todo tensor T puede descomponerse de forma única como suma de un
tensor simétrico sim(T ) y otro hemisimétrico hem(T ),

T = sim(T ) + hem(T ),

siendo

sim(T ) =
1

2
(T + T T), hem(T ) =

1

2
(T − T T),

sim(T )ij =
1

2
(Tij + Tji), hem(T )ij =

1

2
(Tij − Tij),

como puede comprobarse fácilmente. En ocasiones emplearemos también la
notación siguiente para referirnos a las componentes simétricas o hemisimé-
tricas:

T(ij) =
1

2
(Tij + Tji), T[ij] =

1

2
(Tij − Tji).

Ejercicio: demostrar las siguientes igualdades:

1. Si S es simétrico y H hemisimétrico, S:H = 0;

2. Si S es simétrico y T cualquiera, S:T = S: sim(T ) = SpqT(pq);

3. Para dos tensores U y T cualesquiera, U :T = sim(U ): sim(T ) +
hem(U ): hem(T ) = U(pq)T(pq) + U[pq]T[pq].
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La acción de un tensor simétrico sobre un vector, empleando la descom-
posición espectral del tensor (77), puede interpretarse como una distorsión

ortótropa del vector, en la cual cada coordenada según las direcciones princi-
pales se ve multiplicada por el autovalor (coe�ciente de alargamiento) corres-
pondiente:

S·x =

(∑
r

λrpr ⊗ pr

)
·(xqpq) =

∑
r

λrxrpr. (88)

Si λi > 1 se produce un estiramiento según la coordenada correspondiente,
y cuando λi < 1 se produce un encogimiento. Si se admite que S es de�-
nido positivo, λi > 0 y ninguna coordenada de x puede llegar a colapsarse
(anularse).

1.14. Descomposición Polar

El teorema de la descomposición polar a�rma que, para todo tensor F
con det(F ) > 0, se pueden hacer descomposiciones multiplicativas únicas por
la izquierda y por la derecha:

F = R·U = V ·R, (89)

siendo U =
√

F T·F y V =
√

F ·F T tensores simétricos de�nidos positivos,
y R una rotación (ortogonal con determinante +1).

Para demostrar el teorema, consideramos de entrada que tanto F T·F
como F ·F T son simétricos y de�nidos positivos (de fácil demostración). Por
tanto podrá realizarse la descomposición espectral y obtener las raíces cua-

dradas U =
√

F T·F y V =
√

F ·F T. De�nimos entonces R = F ·U−1,
comprobándose que es ortogonal:

RT·R = U−T·F T·F ·U−1 = U−1·U 2·U−1 = 1.

Por otra parte,
det(R) = det(F ) det(U−1) > 0,

por lo que será entonces det(R) = +1 correspondiendo a una rotación.
La interpretación de esta descomposición permite comprender mejor la

acción de un tensor sobre un vector determinado. La descomposición por la
izquierda (89)1 consiste en efectuar primero una distorsión del mismo (U )
seguida de una rotación (R):

F ·x = R·(U ·x).

La rotación al tratarse de un tensor ortogonal preserva la magnitud de x,

(R·x) · (R · x) = x·(RT·R)·x = x·x,
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mientras que por lo general el tensor simétrico U alarga o acorta x según
cada dirección principal, tal y como se vio en (88).

La descomposición polar por la derecha equivale a las mismas operacio-
nes, pero en orden inverso: primero la rotación R y después la distorsión
producida por V .

Puede comprobarse fácilmente que los autovalores (coe�cientes de alarga-
miento) de U y de V son iguales, correspondiendo las direcciones principales
de V a las de U rotadas mediante R:

U =
∑

r

λrpr ⊗ pr; V =
∑

r

λrp
′
r ⊗ p′r, con p′i = R·pi.

1.15. Tensores de orden cuatro

Para nuestros propósitos podemos de�nir un tensor de orden cuatro C
como una aplicación lineal que a un tensor de orden dos hace corresponder
otro tensor de orden dos:

C : V2 → V2;

C(λS + µT ) = λC(S) + µC(T )

Emplearemos la notación
C(S) = C:S.

El tensor nulo es O, siendo O:S = O para cualquier tensor de segundo orden
S, y el tensor identidad I , con I:S = S.

Como ejemplo podemos considerar el tensor de cuarto orden que para
cualquier tensor de segundo orden S hace corresponder A·S. Denominándolo
como CA,

CA:S = A · S.

Por su de�nición se comprueba inmediatamente la linealidad, lo que lo ca-
racteriza como tensor.

Los tensores de cuarto orden forman un espacio vectorial V4, con la suma
de�nida como (C + D)(S) = C(S) + D(S). Las componentes de un tensor
de cuarto orden son un conjunto con cuatro índices, y se pueden obtener en
una base (ei) mediante:

Cijkl = ei ⊗ ej:C:ek ⊗ el.

Con esta notación, la aplicación a un tensor de segundo orden resulta en
componentes

T = C:S = SpqC:ep ⊗ eq;

Tij = ei·(T ·ej) = ei ⊗ ej:T

= Spqei ⊗ ej:C:ep ⊗ eq

= CijpqSpq.
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Para el ejemplo anterior, puede comprobarse como ejercicio que las com-
ponentes son

(CA)ijkl = Aikδjl,

pudiéndose escribir también como

CA = Aprδqs ep ⊗ eq ⊗ er ⊗ es.

Algunos tensores importantes de 4.o orden.�

1. El tensor identidad tiene por componentes

Iijkl = ei ⊗ ej:I:ek ⊗ el = ei ⊗ ej:ek ⊗ el = δikδjl

2. El tensor de trasposición, de�nido mediante J (S) = ST, tiene por
componentes

Jijkl = ei ⊗ ej:J :ek ⊗ el = ei ⊗ ej:el ⊗ ek = δilδjk

3. El tensor de proyección desviadora, que se de�ne mediante

D = I − 1

3
1⊗ 1,

Dijkl = δikδjl −
1

3
δijδkl,

y opera de la manera siguiente:

T ′ = D:T = T − 1

3
tr(T )1,

T ′ij = Tij −
1

3
Tppδij.

2. Cálculo vectorial y tensorial

En la mecánica de medios continuos el interés primordial no reside úni-
camente en el estudio de las relaciones algebraicas entre escalares, vectores
y tensores, sino también en el estudio de los campos que de�nen su distribu-
ción. Estos campos son aplicaciones que a un punto x ∈ D, siendo D ⊂ E3 un
dominio (subconjunto abierto y conexo del espacio geométrico ordinario), le
hacen corresponder respectivamente un escalar (D → R), un vector (D → V)
o un tensor de orden 2 (D → V2). Por otra parte, elegido un origen o ∈ E3,
puede identi�carse cada punto con un vector, x = −→ox ≡ x, por lo que en ade-
lante no distinguiremos entre ambos. Los tipos de campos que estudiaremos
son por tanto:

φ : E3 ⊃ D → R, x 7→ φ(x), campo escalar;

v : E3 ⊃ D → V , x 7→ v(x), campo vectorial;

S : E3 ⊃ D → V2, x 7→ S(x), campo tensorial.



2.1 Derivada de un campo escalar 28

También son de importancia central en la mecánica de medios continuos
las aplicaciones o mapas puntuales, que hacen corresponder a un punto x ∈
E3 otro punto χ(x) ∈ E3, ya que estas aplicaciones de�nen directamente
el movimiento o deformación del medio continuo. Estas aplicaciones pueden
tratarse como campos vectoriales por la equivalencia existente entre puntos
y vectores una vez que se haya elegido un origen o.

En todos los casos supondremos que las funciones son suaves, es decir
poseen las condiciones de continuidad y derivabilidad necesarias.

2.1. Derivada de un campo escalar

Sea un campo escalar que denominaremos φ(x), que a cada punto x de
un determinado dominio D le hace corresponder un escalar φ ∈ R. Eligiendo
un sistema de referencia ortonormal en E3, este campo puede interpretarse
como una función real de tres variables, las coordenadas de x:

φ(x) = φ(x1, x2, x3).

La derivada o gradiente del campo escalar en el punto x es una aplicación
∇φ(x) tal que su valor para una dirección cualquiera, de�nida por el vector
u, es el escalar siguiente:

ĺım
h→0

φ(x + hu)− φ(x)

h
= ∇φ(x)·u. (90)

En ocasiones se denomina al escalar ∇φ(x)·u derivada direccional del
campo φ en la dirección u (evaluada en el punto x).

La derivada ∇φ(x) constituye un vector, para el que se emplean en oca-
siones también las siguientes notaciones alternativas:

∇φ(x) = gradφ(x) =
∂φ

∂x
(x).

En las expresiones anteriores se ha mantenido la indicación expresa del punto
en que se evalúa la derivada (x), para enfatizar que a su vez constituye un
campo que ofrece un valor distinto en cada punto. En ocasiones por simpli-
�car la escritura se prescindirá de esta indicación expresa, escribiéndose de
forma abreviada como ∇φ, gradφ ó ∂φ/∂x, sin que esta simpli�cación de
la escritura deba dar lugar a confusión.

La notación en componentes la escribiremos empleando los símbolos de
derivadas parciales, o de forma más sintética mediante las comas delante de
los subíndices respecto de los que se deriva:

{∇φ} =

{
∂φ

∂xi

}
=


∂φ/∂x1

∂φ/∂x2

∂φ/∂x3


= {φ,i} =


φ,1

φ,2

φ,3


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Con esta notación la derivada direccional queda

∇φ·u =
∂φ

∂xp

up =
∂φ

∂x1

u1 +
∂φ

∂x2

u2 +
∂φ

∂x3

u3

= φ,pup = φ,1u1 + φ,2u2 + φ,3u3.

Por último, a efectos de recordatorio para la notación, puede pensarse en
el símbolo ∇ como un vector cuyas componentes sean

∇ =

{
∂

∂xi

}
=


∂/∂x1

∂/∂x2

∂/∂x3

 =


∂1

∂2

∂3

 ,

de forma que en la notación funciona como un operador,

∇φ =


∂/∂x1

∂/∂x2

∂/∂x3

φ =


∂φ/∂x1

∂φ/∂x2

∂φ/∂x3

 .

2.2. Derivada de un campo vectorial

Sea un campo vectorial que denominaremos v(x), que a cada punto x de
un determinado dominio D le hace corresponder un vector v ∈ V . Eligiendo
un sistema de referencia ortonormal en E3, el campo puede interpretarse
como una función vectorial de tres variables; la función a su vez quedará
caracterizada por las tres coordenadas del vector:

v1(x) = v1(x1, x2, x3), v2(x) = v2(x1, x2, x3), v3(x) = v3(x1, x2, x3).

La derivada o gradiente del campo vectorial en un punto x es una apli-
cación ∇v(x) tal que su valor para una dirección cualquiera, de�nida por el
vector u, es el vector

ĺım
h→0

v(x + hu)− v(x)

h
= ∇v(x)·u. (91)

En ocasiones se denomina al vector ∇v(x)·u derivada direccional del
campo v en la dirección u (evaluada en el punto x).

La derivada ∇v(x) constituye un tensor de orden 2, para el que se em-
plean en ocasiones también las siguientes notaciones alternativas:

∇v(x) = gradv(x) =
∂v

∂x
(x).

Al igual que en el apartado anterior, se omitirá la indicación expresa del
punto en el que se evalúa la derivada (x), sin que deba inducir a error.
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La notación en componentes de la derivada podrá hacerse de varias for-
mas:

(∇v)ij =
∂vi

∂xj

= vi,j,

[∇v] = [∇⊗ v]T =


v1

v2

v3

(∂1 ∂2 ∂3

)
=

v1,1 v1,2 v1,3

v2,1 v2,2 v2,3

v3,1 v3,2 v3,3

 .

La derivada de un campo tensorial de segundo orden S puede de�nirse a
partir de la derivada del campo vectorial S·a, para un vector a cualquiera7.
De esta forma se obtendría, aplicando (91), la derivada direccional ∇(S·a)·u
(que constituye un vector), y la derivada ∇(S·a) (que constituye un tensor
de orden 2). La derivada del campo tensorial ∇S sería entonces un operador8

tal que para un vector a arbitrario y cualquier dirección u satisfaga

[(∇S)·u]·a = [∇(S·a)]·u

En cuanto a notación, escribiremos de forma equivalente ∇S = ∂S/∂x,
y en componentes

(∇S)ijk =
∂Sij

∂xk

= Sij,k.

Por último consideramos una transformación puntual χ : E3 ⊃ D → E3,
que a un punto dado x ∈ D le hace corresponder otro punto y = χ(x) ∈
E3. Elegidos orígenes de coordenadas para ambos o, o′ (no necesariamente
el mismo), hay una equivalencia entre el punto de la imagen y un vector,
por lo que podremos expresar de manera análoga a (91) la derivada de esta
transformación:

ĺım
h→0

χ(x + hu)− χ(x)

h
= ∇χ(x)·u. (92)

Al término ∇χ(x) se le denomina derivada o gradiente de la transformación
en x, y equivale a un tensor de orden 2.

2.3. Divergencia, rotacional y Laplaciano

La divergencia de un campo vectorial v se de�ne a partir de la derivada
del campo, constituyendo un campo escalar:

div v = ∇·v = tr(∇v) = vp,p. (93)

Hacemos notar que el operador divergencia está asociado a la parte simé-
trica del gradiente ∇v, ya que ∇·v = tr(∇v) = tr(∇vT).

7Aquí a es un vector cualquiera pero �jo, es decir, no se trata de un campo vectorial
8En realidad este operador sería un tensor de orden 3, que a un vector u hace corres-

ponder un tensor de orden 2, (∇S)·u
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La divergencia de un campo tensorial se de�ne a partir de la divergencia
del campo vectorial ST·a, siendo a un vector �jo pero arbitrario. De esta
forma,

(∇·S)·a = ∇·(ST·a) ∀a. (94)

Puesto que ∇·(ST·a) es un escalar, la divergencia del campo tensorial ∇·S
es un vector, para el que emplearemos también la notación div S. En com-
ponentes la expresión es

(∇·S)i = (div S)i = Sip,p.

Podemos comprobar la consistencia de esta expresión con lo que se deriva de
la de�nición (94):

∇·(ST·a) = ∇·(Sqpaq ep)

= (Sqpaq),p = Sqp,paq.

Algunos ejemplos de gradientes y divergencias de campos compuestos (se
dejan al lector como ejercicio las demostraciones) son:

1. ∇(φv) = v ⊗∇φ+ φ∇v,

2. ∇·(φv) = ∇φ·v + φ∇·v,

3. ∇·(φS) = φ∇·S + S·∇φ.

Como se dijo antes, la divergencia está asociada a la parte simétrica del
gradiente de un campo vectorial, ∇v. Introducimos ahora un operador di-
ferencial asociado a la parte hemisimétrica del gradiente, que denominamos
rotacional. Lo denotaremos por rot v = ∇ ∧ v, de�niéndolo como un campo
vectorial que para cualquier vector a veri�ca

(∇ ∧ v) ∧ a = (∇v −∇vT)·a. (95)

Es decir, se trata del vector axial asociado al tensor hemisimétrico (∇v −
∇vT). Por tanto, la expresión en componentes será, denominando w al ro-
tacional,

2wi = εiqpv[p,q] = εiqp(vp,q − vq,p),

y teniendo en cuenta εiqp = −εipq,

wi = εiqpvp,q

Como regla nemotécnica puede asociarse el rotacional con el producto vec-
torial de los vectores ∇ y v,

rot v = ∇ ∧ v = εrqpvp,q er

=

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

∂1 ∂2 ∂3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣
= (v3,2 − v2,3)e1 + (v1,3 − v3,1)e2 + (v2,1 − v1,2)e3.
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El Laplaciano de un campo escalar φ es otro campo escalar de�nido como
la divergencia del gradiente:

∆φ = ∇·(∇φ) = φ,pp. (96)

Por otra parte, la misma de�nición podemos aplicarla para el Laplaciano
de un campo vectorial, sólo que en esta ocasión obtendremos un campo vec-
torial:

∆v = ∇·(∇v) = vp,qq ep. (97)

Como ejemplo de aplicación, puede comprobarse que si la divergencia y
el rotacional de un campo vectorial son nulos también lo será el Laplaciano.
En efecto, veamos en primer lugar que ∇·(∇vT) = ∇(∇·v):

∇·(∇vT) = vp,qp eq = vp,pq eq = ∇(∇·v);

Por otra parte, al ser ∇ ∧ v = 0, será ∇v = ∇vT, y por tanto

∆v = ∇·(∇v) = ∇·(∇vT) = ∇(∇·v) = 0.

2.4. Teorema de la divergencia

En primer lugar suponemos una región B ⊂ E3 a la que aplicaremos el
teorema, que debe cumplir ciertas condiciones de regularidad : 1) puede estar
compuesta por una o más partes acotadas, cada una con volumen no nulo;
2) el contorno ∂B es suave a tramos y consiste de un número �nito de partes
disjuntas; 3) cada parte del contorno ∂B es una super�cie orientable, es decir
posee dos caras claramente distintas.

Dada esta región B, el teorema (que no demostraremos) a�rma que

∫
∂B

v·n dA =

∫
B

∇·v dV,∫
∂B

vpnp dA =

∫
B

vp,p dV.

(98)

x2

x3

x1

n

B

El primer término de la igualdad anterior se denomina �ujo del campo
vectorial v a través de la super�cie ∂B. El teorema de la divergencia permite
transformar una integral de volumen en una integral de super�cie, es decir
en una región de una dimensión menos.
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El teorema puede generalizarse fácilmente para un campo tensorial S, sin
más que aplicarlo para ST·a, siendo a un vector cualquiera. El resultado es∫

∂B

S·n dA =

∫
B

∇·S dV,∫
∂B

Sipnp dA =

∫
B

Sip,p dV.

(99)

En efecto, si a es un vector dado,

a·
∫

∂B

S·n dA =

∫
∂B

a·(S·n) dA =

∫
∂B

n·(ST·a) dA;

aplicando el teorema de la divergencia a ST·a y teniendo en cuenta que
∇·(ST·a) = a·(∇·S), resulta:

a·
∫

∂B

S·n dA = a·
∫

B

∇·S dV,

por lo que al ser a arbitrario queda demostrada la expresión (99).

2.5. Teorema de Stokes

Consideramos ahora una super�cie no cerrada Ω, con borde Γ. Supondre-
mos que la curva Γ no se corta a sí misma, es suave y acotada. Por su parte,
Ω es suave a tramos, acotada y orientable.

El teorema de Stokes a�rma que: dado un campo vectorial v suave, de�-
nido en un dominio que contenga a Ω,∫

Ω

(∇ ∧ v)·n dA =

∫
Γ

v·t ds. (100)

En la expresión anterior, t es el sentido de avance según la curva Γ, y s es
el arco recorrido. El sentido de n es tal que si se avanza según la curva en el
sentido de t, con la parte superior según n, la super�cie queda a la izquierda.

En la ecuación del teorema de Stokes (100), la primera igualdad es el �ujo
del rotacional a través de Ω, y la segunda se denomina circulación del campo
vectorial en Γ.

Interpretación geométrica del rotacional.� El teorema de Stokes per-
mite una interpretación geométrica del rotacional que se describe a continua-
ción. Consideramos un punto y ∈ E3, y tomamos una super�cie Ωδ, consis-
tente en un disco circular centrado en y de radio pequeño δ, cuya normal
unitaria lleve la dirección y sentido del rotacional ∇∧v. El �ujo del rotacional
por esta super�cie puede aproximarse como∫

Ωδ

∇ ∧ v(x)·n(x) dA = area(Ωδ) [(∇ ∧ v)(y)·n(y) +O(δ)] .
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x2

x3

x1

n

t

Γ

Ω

Figura 11: Super�cie Ω y borde Γ en el teorema de Stokes.

Tomando el límite al tender δ a cero y aplicando el teorema de Stokes (100)
resulta

ĺım
δ→0

1

area(Ωδ)

∫
∂Ωδ

v·t ds = (∇ ∧ v)(y)·n(y) = |∇ ∧ v(y)|.

Por tanto la circulación alrededor de este disco de radio in�nitesimal, orien-

x3

x1

x2

y

t

n

∇ ∧ v

Figura 12: Interpretación del rotacional como la circulación en un disco

tado normalmente al rotacional y normalizada al dividir por el área del disco,
es igual a la magnitud (norma) del rotacional. Si el campo v correspondiera
a las velocidades de un �uido, y pusiéramos un pequeño molinillo en el seno
del mismo, el giro del mismo nos mediría la circulación del campo y por lo
tanto el rotacional. Si el molinillo no gira para ninguna orientación del eje
del mismo, el campo de velocidades (�ujo del �uido) tiene rotacional nulo,
se denomina por tanto irrotacional.

2.6. Funciones de tensores de orden dos

Consideraremos en este apartado funciones de valor escalar cuya variable
sea un tensor de orden dos, ψ : V2 → R, es decir que a un tensor cualquiera



2.6 Funciones de tensores de orden dos 35

A ∈ V2 le haga corresponder un escalar ψ(A) ∈ R. Teniendo en cuenta
que en un sistema de coordenadas dadas el tensor queda identi�cado por sus
nueve componentes Aij (i, j = 1, 2, 3), la función de variable tensorial puede
interpretarse como una función de nueve variables ψ(A11, A12, . . . , A33).

La derivada es una aproximación (lineal) a la variación del valor de la
función ψ(A) cuando se produce una variación pequeña del argumento, A +
B, en el sentido de que la magnitud |B|=

√
B:B sea pequeña. Sin pérdida

de generalidad, podemos suponer esta variación de la forma B = hU , donde
U es un tensor arbitrario y h es un escalar.

Desarrollando ψ(A + hU ) en serie de Taylor en función de las distintas
componentes Uij,

ψ(A + hU ) = ψ(A11 + hU11, A12 + hU12, . . . , A33 + hU33)

= ψ(A) + h
∂ψ

∂A11

U11 + h
∂ψ

∂A12

U12

+ . . .+ h
∂ψ

∂A33

U33 +O(h2)

= ψ(A) + hDψA:U +O(h2),

donde

Dψ(A) =
∂ψ

∂A
(A)

def
=

∂ψ

∂Apq

(A)ep ⊗ eq.

El resultado anterior justi�ca la siguiente de�nición para la derivada direc-
cional en la dirección de U :

ĺım
h→0

ψ(A + hU )− ψ(A)

h
= Dψ(A):U , (101)

siendo Dψ(A) = ∂ψ/∂A (A) la derivada de ψ(A) en el punto A, que cons-
tituye un tensor de segundo orden.

ejemplo 1: Consideremos una función ψ de la forma

ψ(A) =
1

2
A:A =

1

2
ApqApq.

Las componentes de la derivada son

∂ψ

∂Aij

(A) =
1

2

Apq

Aij

Apq +
1

2
Apq

Apq

Aij

,

y observando que ∂Apq/∂Aij = δpiδqj, es decir,

∂A11

∂A11

= 1,
∂A11

∂A12

= 0,
∂A11

∂A13

= 0, etc.,

se tiene entonces
∂ψ

∂Aij

(A) =
1

2
δpiδqjApq +

1

2
Apqδpiδqj = Aij,

por lo que
Dψ(A) = A.
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Ejemplo 2: Nos proponemos ahora obtener la derivada del determinante
de un tensor, es decir D(det(A)). Para ello, considerando un tensor arbitrario
U , empezamos por desarrollar la expresión

det(A + hU ) = det[hA·(A−1·U +
1

h
1)]

= det(hA) · det(A−1·U +
1

h
1).

De los dos factores que se obtienen, el primero vale h3 det(A), y el segundo
puede considerarse como el polinomio característico (77) de A−1·U con λ =
−1/h, que en función de los invariantes resulta:

det(A + hU ) = h3 det(A) ·
(

1

h3
+

1

h2
I1(A

−1·U ) +
1

h
I2(A

−1·U ) + I3(A
−1·U )

)
= det(A)(1 + hI1(A

−1·U ) + h2I2(A
−1·U ) + h3I3(A

−1·U )),

aplicando la de�nición de derivada (101),

1

h
(det(A + hU )− det(A))

= det(A)(I1(A
−1·U ) + hI2(A

−1·U ) + h2I3(A
−1·U )),

y tomando el límite,

D det(A):U = ĺım
h→0

1

h
(det(A + hU )− det(A)) = det(A)I1(A

−1·U ).

Por último, teniendo en cuenta I1(C·D) = tr(C·D) = CT :D, se llega a

D det(A):U = det(A)A−T:U ⇒ D det(A) = det(A)A−T. (102)


