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1. Algebra vectorial y tensorial

Se resumen aqui algunos conceptos y definiciones de vectores y tensores,
con pretension de sencillez y brevedad, que resultan importantes para la
mecanica de medios continuos. En consecuencia, nos limitaremos al espacio
Euclideo ordinario E? y a coordenadas cartesianas. Para un tratamiento méas
completo se recomienda consultar otros textos'.

1.1. Escalares, puntos y vectores

En lo que sigue trataremos de los escalares (ntiimeros reales R), de los
puntos (espacio (afin) geométrico ordinario E?), y de los vectores asociados
(espacio vectorial euclideo V de dimension 3).

Los elementos a € R se denominan escalares y pueden considerarse como
tensores de orden cero, denominacion que justificaremos mas adelante.

Los elementos A € E? se denominan puntos. El segmento orientado que
transporta un punto A hacia otro B, o lo que es lo mismo, con origen en A
y final en B, se denomina vector:

B

A

Figura 1: Vector entre dos puntos Ay B

v=AB=B-A A+v=D0. (1)

El conjunto de los vectores, junto con las operaciones de suma de vectores
mediante la regla del paralelogramo y producto por un escalar tiene la es-
tructura de espacio vectorial euclideo, denominandose V, espacio vectorial
asociado a [E®.

Esquematicamente, las propiedades axiomaticas del espacio vectorial, pa-

1J. Rodriguez Pifiero: Tensores y geometria diferencial, 1998; D.A. Danielson: vectors
and tensors in engineering, 1991; G.E. Hay: Vector and tensor analysis, 1953.
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Figura 2: Regla del paralelogramo para la suma de vectores: A + (u + v) =
(A + u) 4+ v; comprobamos la conmutatividad, u + v = v + u

ra vectores a,b,c € V y escalares A\, u € R, son:

at+b=b+a,
(a+b)+c=a+ (b+ec),
30 | a +0 = a,
I(—a) | a+ (—a) =0; @)
Aa +b) = A\a + \b,
A+ p)a = Aa + pa,
Aua) = (\)a,
1.-a=a.
Fijado un punto origen o € E?, existe una equivalencia (biyeccion) entre
puntos y vectores, va que cada punto x esta asociado al vector = oz. Por

este motivo en ocasiones emplearemos la notaciéon x para referirnos a un
punto z (0 + x = x).

1.2. Producto escalar y vectorial

El producto escalar de vectores a,b € V es una operacién simétrica,
simbolizada por un punto (+), mediante la cual se obtiene un ntumero real
(a-b € R), con las propiedades siguientes:

a-b = b-a,
(Aa + pb)-c = N a-c) + u(b-c), (3)
aa>0; aa=0&a=0.

La norma o magnitud de un vector se define como

la|= Va-a,

interpretandose como la distancia entre los puntos origen y final del mis-
mo, |a|= |A_B>|: dist(A, B). Como consecuencia de los axiomas anteriores se
obtienen diversas propiedades interesantes, como la desigualdad de Cauchy-
Schwartz,

a-b|< |a-[b].
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Por otra parte, el producto escalar puede interpretarse geométricamente
como

Figura 3: Producto escalar de dos vectores

a-b = |a||b|cos¥, (4)

siendo € el dngulo formado por a y b. Cuando el producto escalar de dos
vectores es nulo (a - b = 0) se dice que son normales, ortogonales o perpen-
diculares.

El producto vectorial de vectores es una operacion hemisimétrica (anti-
simétrica) entre vectores, simbolizada por una cuna (A), cuyo resultado es
otro vector (a A b € V), con las propiedades:

bANa=—-aANb,

(Aa+pb) Ae=MNaAe)+ ubAce),
a-(aNb)=0,

(a Ab)-(aAb) = (a-a)(b-b) — (a-b)* > 0.

(5)

El producto vectorial se interpreta geométricamente como un vector per-
pendicular al plano formado por los dos vectores que se multiplican, orientado
segin la regla de la mano derecha (sentido del pulgar cuando el indice va del
primer vector al segundo), y cuya magnitud es

la A b= |al-[bsen ],

es decir el area del paralelogramo formado por los dos vectores.

A

alNb

a

Figura 4: Producto vectorial de dos vectores a y b.



1.3 Bases y coordenadas 5)

Por ultimo, a partir de los productos escalar y vectorial se puede definir
el producto mixto de tres vectores:

la,b,c] =a:(bAc). (6)

El producto mixto es obviamente un escalar. Por las propiedades de los
productos escalar y vectorial puede demostrarse facilmente (se propone como
ejercicio al lector) que

a:(bAc)=(aAnb)c, (7)

es decir que se pueden intercambiar los productos escalar y vectorial. Como
consecuencia, se obtienen las igualdades

[a,b,c] = |b,c,a] = [c,a,b]
= —la,c,b] = —[b,a,c] = —[c,b, al,
Da+ b, c,d] = Ala, ¢, d] + fb, e, d]

[a,b,c] =0 < (a,b,c) linealmente dependientes.

(8)

Vemos por tanto que el signo del resultado se mantiene si se efectiia una
permutacion par de los vectores, y se invierte si es impar. La interpretacion
geométrica del producto mixto es el volumen del paralelepipedo que forman
los tres vectores.

Figura 5: Producto mixto de tres vectores a, by c.

1.3. Bases y coordenadas

El espacio vectorial euclideo V tiene dimensiéon 3, es decir se puede es-
tablecer una base de 3 vectores linealmente independientes (eq, ez, e3) que
permite expresar un vector cualquiera v € V como combinacién lineal,

3
v = E Up€y
p=1

= Up€p

= vi1eq + vaey + v3es.
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En esta formula y en lo que sigue, con objeto de simplificar la notacion, siem-
pre que en un monomio haya un indice repetido dos veces se entendera que
la expresion se suma sobre el rango del indice, sin que sea necesario escribir
el simbolo del sumatorio, salvo que se indique expresamente lo contrario. Los
coeficientes (v, v, v3) se denominan coordenadas de v en la base (e, ey, e3).
Se puede escoger esta base de forma que sea ortonormal, es decir formada
por vectores unitarios y mutuamente perpendiculares, verificAndose

€;-€; = 61] (10)

(Donde los coeficientes d;; 6 deltas de Kronecker se definen por §;; = 0 si
i #jyd;; =1sii=7j). Supondremos ademés que este triedro es a derechas,
es decir e; Aey = e3.

En lo que sigue, salvo indicaciéon expresa en contra, supondremos siempre
bases ortonormales. Se denomina sistema de referencia cartesiano al conjunto
{0; e;} formado por un punto o € E® y una base {e;} para el espacio vectorial
asociado V. De esta forma, las coordenadas cartesianas de un punto z € E3
se definen como las coordenadas del vector = 07 = 22:1 Tpe,, es decir,
(ZEZ) = (ZEl, T, [L‘g).

En funcién de sus coordenadas en una base ortonormal, el producto es-
calar de dos vectores puede expresarse como

3
u-v= Zupvp = UpUp. (11)

p=1

Este resultado se deduce directamente de la linealidad del producto escalar
y de las relaciones de ortogonalidad de los vectores de la base.

Cambio de base.— A un mismo vector le corresponden distintas coorde-
nadas en distintas bases. Se plantea la cuestion de como cambian las coor-
denadas de un vector ante un cambio de base. Supondremos una primera
base {e;} y una nueva base {e.} a la que se desea cambiar. Para nuestros
propositos sera suficiente considerar exclusivamente cambios entre bases or-
tonormales, es decir supondremos que tanto la base original como la nueva
son de este tipo.

Puesto que los nuevos vectores admitiran una representacién como com-
binacion lineal de los vectores de la base antigua, podremos escribir p.ej.
para el primero €| = pie; + poes + pses. Denominaremos a estos coeficientes
con la notacion aj; = py, as; = 2, agy = uz, donde el primer indice (1,2, 3)
indica la componente y el segundo (1) que se trata del vector primero de la
base nueva. De esta forma, la expresion general de los vectores de la base
nueva en funciéon de la antigua es

e; = aye,. (12)
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-

€3

€2

€1

Figura 6: Cambio de base entre {e;} y la nueva base {e}, ambas ortonor-
males.

de forma equivalente, podemos expresar la relaciéon de cambio de base me-
diante la ecuacion matricial

@11 aiz2 i3
(ef e ei)=(e1 e es)|an amn ax & (€)= (e)[A], (13)
a31 dazz G33

donde (e;), (e}) indican matrices fila (1 x 3) con los vectores de la base, y
[A] = [a;;] es la matriz (3 x 3) con los coeficientes del cambio de base?. Una
forma 1til para obtener las componentes de la matriz de cambio en la practica
es considerar que la columna i-ésima de [A] representa las coordenadas del
vector correspondiente €] en la base anterior (e;).

Sin mas que trasponer (13), la expresion matricial anterior puede escri-

birse también de la forma

e il a1 asi €1
6/2 = 4 Q12 Q92 asz2 (D) ~ {8;} = [A]T{ei}, (14)
eé aiz Q23 @33 €3

donde {e;}, {€;} indican matrices columna (3 x 1).
Podemos observar también que se cumplen las siguientes igualdades, cuya
obtencion es inmediata a partir de (12) y las relaciones de ortogonalidad:

ei-e; = Qy4j. (15)
La expresion en coordenadas de un vector v dado en ambas bases sera
v =v,e, = ve;
multiplicando escalarmente ambos lados de la igualdad anterior por e;, y
teniendo en cuenta (15),

2Emplearemos la notacién (a;) 6 (a) para indicar matrices fila, {b;} = (b;)T 6 {b} para
indicar matrices columna, y [¢;;] 6 [C] para otros tipos de matrices.



1.4 Tensores de orden dos 8

obteniéndose las ecuaciones de cambio de coordenadas en forma indicial
/ — .
V) = ap;vy . (16)

Esta expresion puede escribirse también de forma matricial,

Uy 11 A2 G31 U1
Ué = 12 Qo QA32 Vo = {’U}, = [A]T{’U} (17)
vg ai3 Gz asz) \Us

En la expresion anterior {v} y {v}’ son respectivamente las matrices columna
de coordenadas en la base antigua y nueva.

Por otra parte, podemos desarrollar la expresién en componentes de v
empleando las relaciones de cambio (12),

v = u,e,
= v,e,
= v, (rq€r,
e identificando coeficientes se llega a
v = aqv, & {v} = [A]{v} (18)
Comparando las ecuaciones (17) y (18) se deduce la relacion
AT =[A]" & apag =0;. (19)

Las matrices que cumplen esta propiedad (la inversa coincide con la tras-
puesta) se denominan ortogonales. Esta caracteristica surge al obligar a que
ambas bases sean ortonormales.

1.4. Tensores de orden dos

Aplicaciones lineales.— Dentro de los entes que hemos considerado, las
aplicaciones lineales mas sencillas son las de R — R, es decir que para un
escalar x € R producen otro escalar y = ¢(x). Es facil comprobar que si
cumple la propiedad de linealidad (¢p(Ax + py) = Aé(x) + pé(y)), la forma
que debe tomar la funcion es el producto por un determinado escalar, que
—sin que dé lugar a equivoco— llamamos también ¢: ¢(x) = ¢ - x. Esta
aplicacion, que se asimila por tanto a un escalar ¢, puede considerarse como
un tensor de orden cero.

El siguiente tipo de aplicacion que consideramos es la que asocia a un
vector cualquiera u € V un escalar, o(u) € R. La propiedad de linealidad
en este caso es o(A\u + uv) = Ao(u) + po(v). Esta propiedad precisamente
la verifica el producto escalar (3)3, por lo que un vector cualquiera a define
una aplicacion lineal asociada, el producto escalar:

o(u) = a-u.
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X

Figura 7: Una aplicaciéon lineal de R en R puede interpretarse geométrica-
mente como una recta por el origen, definida por el valor de su pendiente
¢ € R (tensor de orden cero)

Esta propiedad permite identificar los vectores como tensores de orden uno.

La siguiente extension logica a las aplicaciones que consideramos es la de
aplicaciones lineales de vectores en vectores, que como veremos a continuacion
se denominan

Tensores de orden dos.— Se denomina tensor de orden dos sobre un
espacio vectorial V a una aplicacion lineal T : V — V), de forma que

Vov—T(w)=Twve, (20)

donde indicamos la notacién que emplearemos® usualmente, mediante un
punto (-). La linealidad se traduce de forma resumida en la propiedad si-
guiente

T-(Au+ pv) = ANT-u) + pu(T-v) Vu,v € V.

El conjunto de tensores de orden dos sobre V se denota por V2, y tiene la
estructura de espacio vectorial de dimension 32 = 9. Se define el tensor nulo
OcV’porO-v=0V%Yvc€V,y el tensor identidad o unidad 1 € V? por
l-v=vVYve.

Ademaés, en V? se definen las propiedades y operaciones siguientes.

1. Igualdad. Dos tensores S, T € V? son iguales si y solo si

S-v=T-v Yv e V. (21)

2. Suma. Dados S, T € V? lasuma S + T € V? se define por

(S+T) v=S-v+T- v Yv eV (22)

30tros autores suelen omitir el punto para indicar la accién de un tensor sobre un
vector, escribiendo exclusivamente Tv en lugar de T-v como aqui. Nosotros preferiremos
escribir explicitamente el punto para dejar claro que en la expresién indicial se contrae un
indice, como veremos més adelante (26).
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3. Producto por un escalar. Dado S € V? y a € R se define el producto
aS € V? por
(S)-v=0a(S - v) Vv eV (23)

4. Producto o composicion de tensores. Dados S, T € V? se define el
producto S-T € V? por?

(S:T) v=S8:(T-wv) Vv eV (24)

Con estas definiciones, es facil comprobar que la suma de tensores es
conmutativa y asociativa, asi como el producto por un escalar. Asimismo, el
producto por un escalar y el producto de tensores son distributivos respecto
de la suma.

Se definen las componentes de un tensor S en una base cualquiera {e;}
como los coeficientes escalares

Sij = 82"(5"8]') (Z,j = 1,2,3) (25)

Por tanto, la expresién en componentes de la aplicacién de un tensor sobre
un vector es

v=Su = v =e-v=e-(Sue,)=5S,u,. (26)

Las componentes de un tensor se pueden escribir en forma de matriz,

Sll 512 Sl3
[S]= | Sa S22 Sas |, (27)
S3l 532 SSS

indicando el primer indice fila y el segundo columna de la matriz. Notese
que para diferenciar la matriz de componentes del tensor respecto del tensor
mismo se emplea la notacion [S] en lugar de S. La definicion de un tensor
es intrinseca, independiente de la base, mientras que sus componentes son
distintas segtn la base elegida.

La representacion anterior puede interpretarse como una extension de
la representacion de un vector v (tensor de orden uno) por medio de sus
componentes en una base como un conjunto de coeficientes de un indice v;,
6 una matriz columna {v}.

De esta forma, en una base dada, el producto de tensores se expresa
mediante la notaciéon indicial siguiente y el correspondiente producto de ma-
trices:

4 Aqui también la notacién que emplean otros autores para el producto de tensores es la
simple yuxtaposicion de ambos simbolos, ST, aunque nosotros preferiremos escribir punto
(+) para enfatizar que en la expresion indicial se contrae un indice entre ambos (28), de
forma similar a la aplicacién del tensor sobre un vector.
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El producto tensorial (también llamado diddico) de dos vectores a y b se
define como un tensor de orden dos, de acuerdo a

(a®b)-v=a(b-v) Yv e V. (29)
La expresion en componentes es
u=(a®b)-v = u =aby,. (30)
Las componentes del tensor a ® b son
[a®bl;=e;-(a®b) e)=ce;(a(b-e;)) = a;b,, (31)
lo que en expresion matricial es
[a ®b] = {a}{b}". (32)

Mediante el producto tensorial de los vectores de la base, se puede escribir
el desarrollo de un tensor en funcién de sus componentes,

T="T,e,Re,. (33)

1.5. Operaciones y clases especiales de tensores

Dado un tensor S definimos su traspuesto, S, como otro tensor que
verifica

v-(S-u) = u-(S"v) Yu,v € V. (34)

Decimos que un tensor S es simétrico si ST = S, mientras que sera hemisi-
métrico si ST = —8.
Un tensor S admite inverso si existe otro tensor S~ tal que

S.8'=8"18=1. (35)
Decimos que un tensor Q es ortogonal si QT = Q™! es decir,
Q' =Q"Q=1 (36)

La traza es una operacion tensorial lineal que asocia a un tensor de orden
dos un escalar. Aplicada al producto tensorial de dos vectores, cumple

tr(a®b) =a-b Va,beV. (37)
Por tanto, para los vectores de la base —ortonormal—,
tr(e; @ e;) = dij, (38)
y aplicando esta expresion en el desarrollo de un tensor T,

tr T = tI‘(qu €p & eq) = quapq = Tpp = T11 + T22 + T33. (39)
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X2

\

T

Figura 8: Tensor proyeccion sobre el eje Oxy

Es decir, la traza de un tensor equivale (en coordenadas ortonormales) a la
suma de componentes de su diagonal principal. Conviene recalcar que, al
tratarse de una operaciéon tensorial intrinseca, el resultado es independiente
del sistema de coordenadas en el que se calcule. Por este motivo se dice que
la traza es un inwvariante del tensor.

Se define el producto escalar de tensores de orden 2 (V x V — R), o
producto doblemente contraido, de la siguiente forma:

S:T X tr(ST-T) = tr(S-T") = S, Ty (40)
Esta operacion es intrinseca, es decir no depende de las coordenadas en que

se expresen los tensores. Por otra parte, para un tensor S dado, el producto
escalar por si mismo S:8 = tr(S - S") es un invariante escalar, que puede

considerarse para establecer una norma del tensor: |.S |d:ef Vv S:S.

Puede definirse asimismo el producto contraido por la izquierda de un
vector (a) y un tensor (T'), como la aplicacion del traspuesto del tensor T,
de la siguiente forma:

a-T ¥ TT.a, en componentes: (a-T); = a,Ty. (41)

Ejemplos.— Citaremos algunos ejemplos sencillos de tensores, desarrolla-
dos por simplicidad en dimensién 2:

1. Proyeccion sobre una recta o plano dado. Sea la proyeccion sobre el
eje Oz (definido por el vector e; por el origen de coordenadas) Es
facil verificar que la aplicaciéon de proyecciéon cumple los requisitos de
linealidad que definen a los tensores. Podemos obtener las componentes
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X2

T

Figura 9: Tensor rotacién de dngulo 6

aplicando la regla al efecto (25):
Pll = 61'<P'€1) = e€e1-e = 1;P12 = 61'(P°62) = 0,
P21 = 62'(P'€1) = 0; PQQ = 62'(P'82) = 0.
N2

n-(3)

2. Rotacion de dangulo 6. Es facil comprobar también la linealidad de esta
aplicacion, por lo que constituye un tensor que denominamos R (figu-
ra 9). Las componentes se hallan de la misma forma que antes:

Ri1 = e1+(R-e1) = ej+(cosf ey + senf es) = cos b;

Ris = e;-(R-e3) = e;+(—senf e + cosbey) = —senb;
Ry = ey+(R-e1) = senf; Ryy = ey+(R-e5) = cos .
I

cosf@ —senf
[R] = (sen@ cos )

1.6. Cambio de coordenadas de un tensor

Veamos ahora como cambian las componentes de un tensor frente a un
cambio de base, como el definido en (12). Como ya se ha dicho, nos limita-
remos aqui a considerar bases ortonormales®. En primer lugar, observamos
que el cambio definido es equivalente a la actuacién de un tensor A que
transforma los vectores de la antigua base en los de la nueva:

e; =A- €;. (42)

SEsta restriccion da lugar a los denominados tensores cartesianos.
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En efecto, desarrollando las componentes de los nuevos vectores e} en la base
€;,
!/ /

e; = (ey€)e, = (ey(A-e))e, = Apey, (43)
como queriamos demostrar, ya que las componentes de A coinciden con las
antes definidas en (12).

Asimismo, puede obtenerse una expresion directa del tensor de cambio
mediante:

A=e,®e, (sumatorioimplicito en p). (44)

El tensor A que define un cambio entre bases ortonormales, teniendo en
cuenta (19), es un tensor ortogonal:

AT[A]=[1] = AT-A=1. (45)

El tensor A asociado a un cambio de bases ortonormales es por tanto orto-
gonal. Si ademas de un triedro a derechas produce otro triedro igualmente a
derechas, se denomina ortogonal propio o rotacion. En caso contrario produ-
cirfa una rotacion seguida de una reflexion respecto de un plano del triedro.
Mas abajo (apartado 1.10) veremos que una condicion equivalente para el
tensor ortogonal sea propio es que su determinante valga +1.

Sea un cambio de base definido por las expresiones tensoriales (42) o de
forma equivalente, por las expresiones algebraicas (43). Un tensor T define
una aplicaciéon lineal en V,

v="Tu, (46)

que expresada en unas u otras coordenadas resulta en las siguientes ecuacio-
nes matriciales:

{v}=[THu}l, {v} =[T]{u}" (47)
Teniendo en cuenta las relaciones de cambio de coordenadas para los vectores,
(17) y (18):

{v} = [A]"{v} = [A]"[T{u} = [A]"[T][A{u}"; (48)
por lo que

[T]/ = [A]T[T] [A] < Tz,] = Apiququ- (49)

1.7. Coeficientes de permutacion

Se trata de coeficientes con tres indices, que se pueden definir a partir
de los vectores de una base ortonormal a derechas (ej, ey, e3) mediante la
expresion general siguiente:

€ijk = (62' A 6j>'€k. (50)
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Desarrollando la expresion, comprobamos que su valor es +1, —1 6 0 segin

el caso:

(11 sila permutacion (1,7,k) es par:

(1,2,3), (2,3,1) 6 (3,1,2);

€5k = 4 —1 sila permutacion (i, 7, k) es impar: (51)
(1,3,2), (2,1,3) 6 (3,2, 1);

(0 sien (i,7,k) algtn indice estd repetido.

Se comprueba facilmente la propiedad de hemisimetria para los coeficientes,
€jik = —€ijky  Cikj = —Eijk- (52)
A partir de (50) se deduce inmediatamente que e; A e; = €;;,€,, por lo que el

producto vectorial de dos vectores cualesquiera se podra escribir usando los
coeficientes de permutacion como

UNV = €pgr UpVyes. (53)
Analogamente, el producto mixto de tres vectores vale
[a,b,c] = (aADb)-c= €y aybyc,. (54)

Los coeficientes hemisimétricos €;;, corresponden a las coordenadas de un
tensor de orden lres, aunque no entraremos en mas detalles sobre este aspecto.

Otras propiedades interesantes de estos coeficientes, que enunciamos sin
demostracion, son las siguientes:

1. €ijk€lmn = 5zl<5jm5kn _6]n5km) +5'Lm<5jn5kl _6j15kn) +6zn(5]l5km _5jm6kl)7
€ijp€imp = 5il6jm - 5im5jl7
€ipqg€lpg = 262’17

€pgrpgr = 20pp = 6,

ol W

Para cualquier vector a = a, e, €pqa,aq = 0.

1.8. Formas bilineal y cuadratica asociadas a un tensor

Un tensor de orden 2 cualquiera T equivale a una forma bilineal, V x)V —

R, de forma que

VXxV3(uv)—u- (T -v)eR. (55)
El calificativo de bilineal indica que es lineal en cada uno de sus dos argu-
mentos. Asociada a esta forma bilineal hay una forma cuadratica, u-(T-u).
Decimos que el tensor T es definido positivo si la forma cuadratica asociada
lo es, es decir,

u- (T -u)>0 YueV, u#0. (56)
Anéalogamente, cabria definir los conceptos de tensor definido negativo, semi-
definido negativo, semidefinido positivo e indefinido.
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1.9. Vector axial asociado a un tensor hemisimétrico

La forma bilineal asociada a un tensor hemisimétrico es igualmente he-
misimétrica. En efecto, aplicando la definicion de tensor traspuesto (34) a un
tensor W hemisimétrico, que verifica W' = —W:

u- (W) =v(Wha) = —v-(W-u) Vu,ve V. (57)

Particularizando esta propiedad para los vectores de la base (u = e;, v = e;),
deducimos que la matriz de coordenadas es también hemisimétrica:

Wy =-W;;  Vij=1,2,3. (58)

Una propiedad importante de todo tensor hemisimétrico es que existe siempre
un vector arial asociado al mismo, que lo hace equivalente a un producto
vectorial:

WeVi W=-W' = 3JwecV, Wax=wAz VzxecV. (59

Desarrollando las componentes de esta expresion,

Woptpeq = €rpqrpeq, (60)
e igualando éstas,
€rpqWrTp = Wopp, (61)
por lo que
Wij - wpepji. (62)
Asimismo, se puede invertir esta relacion para obtener
1
Wi = §€pqupq- (63)

(Ejercicio: demostrar, multiplicando (62) por €;; y aplicando (52).) El tensor
hemisimétrico asociado a un vector w lo denominaremos también w, 6 wA.
La equivalencia es por tanto

W =wA=w (64)
)
w1 0 —Ws W2
{w}=qwy p, [W]=[w]=| ws 0 —w |. (65)

W3 —W3a w1 0
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1.10. Determinante de un tensor

El determinante de un tensor es un escalar cuyo valor coincide con el
determinante de la matriz de componentes asociada en una base dada.

det T' = det[T. (66)
En funcién de los coeficientes de permutacion puede expresarse como
detT = querquQTT3 = qurTlpTQngr. (67)

Se trata igualmente de una operaciéon tensorial intrinseca, por lo que el re-
sultado es el mismo independientemente de la base empleada para calcular
las coordenadas. Es por tanto otro inwvariante del tensor.

El determinante tiene las propiedades siguientes.

1. Un tensor cuyo determinante es no nulo posee siempre inverso:

detT#0 = 3IT'|T-T'=1. (68)

2. El determinante de un producto de tensores es el producto de los de-
terminantes,

det(A - B) = det(A) det(B) (69)

3. El determinante del tensor identidad vale 1, y el del inverso de un tensor
es el inverso del determinante,

1
detl=1, detT =

~ G T (70)

4. El determinante del traspuesto de un tensor es igual al determinante

del tensor original,
det (T") = det (T) (71)

5. Otra forma equivalente a (67) de expresar el determinante es
1
detT = EepqrestququtTm. (72)

(Ejercicio: demostrar, a partir del desarrollo de las sumas en los indices
s,t,u y la definicion de egy,.)

6. Para vectores a, b, c cualesquiera se verifica

[T-a,T-b,T-c|] =detT[a,b, ] (73)

7. Se verifica
T-aNT-b=T"(aNb), (74)

siendo T* = (det T)T~".
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1.11. Awutovalores y descomposicién espectral

Dado un tensor S pueden existir ciertas direcciones privilegiadas, defini-
das por el correspondiente vector unitario u, en las que la transformada del
vector sea paralela al mismo:

S-u = \u, (75)

en cuyo caso decimos que u es un vector propio o autovector de S y A el
valor propio o autovalor correspondiente. A las direcciones definidas por los
vectores propios se las denomina también direcciones principales del tensor
S. Es inmediato comprobar que si u es vector propio, también lo seran todos
los paralelos a él o w.

Es facil demostrar que si un tensor es definido positivo sus autovalores
son necesariamente estrictamente positivos, bastando para ello sustituir (75)
en (56).

Si un determinado vector e; de una base (ortonormal) es principal de
inercia para un determinado tensor (T-e; = \e;), las componentes de T
cumplen Tj; = e;+(T-e;) = Aj;;. Es decir, en la matriz de coordenadas la
tinica componente no nula en la columna correspondiente (i) es la de la
diagonal principal, siendo su valor precisamente \. Por ejemplo, para el caso
concreto de 1 = 1,

A T12 T13 1 A
0 T22 T23 O = 0
0 T3 T3s 0 0
Descomposicién espectral de un tensor simétrico.— Si un tensor

S es simétrico, tiene tres autovalores reales, propiedad que enunciamos
sin demostrar. Los autovectores correspondientes a dos autovalores distin-
tos son mutuamente ortogonales. En efecto, sean dos parejas de autovecto-
res/autovalores (u, \), (v, p), con A # u. Aplicando la propiedad de simetria
de S (ver apartado 1.5):

v+(S-u) = Au-v

we(S+v) = v } , v restando ambas: 0= (A — p)u-v, = u-v=0.

En consecuencia, para todo tensor simétrico puede escogerse una base orto-
normal en que todas las direcciones sean principales, denominada base prin-
cipal o triedro principal, (py, Py, P3)-
Para un tensor simétrico, la matriz de componentes en el triedro principal
sera por tanto
A 000
S]=10 X 0
0 0 X;
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Equivalentemente, S puede expresarse mediante el desarrollo espectral si-
guiente:

3
S=Y ApOp,

r=1
=M P @D+ APy @ Py + A3 D3 @ Ps.

(76)

Es facil comprobar que el cuadrado de un tensor simétrico tiene los mis-
mos vectores propios, mientras que los valores propios son los cuadrados. En
efecto, para p principal,

S%p = §-(S-p) = S-(\p) = X°p,
por lo que su descomposicion espectral serd

3
§*=) Npop,

p=1

y prosiguiendo con este razonamiento, la potencia n-ésima vale
3
n n
S"=> \'p,®p,.
p=1

Por otra parte, podemos expresar la raiz cuadrada de un tensor simétrico
semidefinido positivo como

3
V§=> " V\p ®p,
p=1

De forma analoga se pueden expresar la exponencial de un tensor simétrico,
s 3
exp(S) =e” = Ze’\” p, @D,,
p=1

o el logaritmo de un tensor simétrico definido positivo,
3
In(S) = Zln()@pr ® P, .-
p=1

Calculo de los autovalores.— El célculo de los autovalores de un ten-
sor S se realiza considerando que el determinante de la denominada matriz
caracteristica debe ser nulo,

Sp=Xp & (S—A)p=0 = det(S—A1)=0.
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La expresion anterior constituye un polinomio de orden 3, denominado poli-
nomio caracteristico, cuyo desarrollo es

det(S — A1) = P(\) = = \3 + [(8)\? — L,(S)\ + I3(S), (77)

siendo los tres coeficientes indicados de dicho polinomio los denominados
invariantes escalares principales de S:

]1(5) = tI‘(S) = Spp,
1(8) = 5 [(1x(8))" — n(87)] =
]3(5) = det(S) = equSlpquSgr.

Todo tensor tiene al menos un autovalor real, propiedad heredada del
polinomio caracteristico (ctibico) que tiene al menos una raiz real por el
teorema fundamental del algebra®. Solo en ciertos casos, como son los tensores
simétricos, puede afirmarse que existen tres autovalores / autovectores reales.

Como los invariantes no dependen del sistema de coordenadas, en caso
que existan tres autovalores reales podremos expresar los invariantes también
en el triedro principal:

[(Spp)z - Spqup] ) (78)

DO | —

Li(S) = M + Ao+ As,
IQ(S) - /\1)\2 + )\2)\3 + )\3/\1, (79)
Ig(S) == )\1)\2)\3.

Invariantes J.— Los invariantes Z = (11, I, I3) no son los tnicos que pue-
den obtenerse de un tensor, aunque cualquier otro invariante puede ponerse
en funcion de éstos. En particular, para el estudio de las tensiones a veces se
emplean los invariantes J = (Ji, Jo, J3) definidos como sigue:

Jl(S) = tI’(S) = Spp = )\1 + )\2 + /\3,

1 1 1
J2(S) = §tr(52> = iqusqp = 5()‘% =+ )‘3 + >\§>7

1 1 1 ‘
J3(8) = 3 tr(8%) = gqusqrsrp = g()\i” + A3+ 3.

Como puede comprobarse, la definiciéon general de estos invariantes, genera-
lizable a espacios de dimensién mayor, es J,(S) = = tr(S").

n
La equivalencia con los invariantes 7 es:

Jl = [17
1
J2 - 5 12 - -[27
1
Jg - 51213 - 11[2 + [3.

(Ejercicio: demostrar.)

5Habra un autovalor real o bien tres autovalores reales, ya que las soluciones complejas
vienen en parejas conjugadas.
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Descomposicién espectral de un tensor hemisimétrico.— En el apar-
tado 1.9 se vio que un tensor hemisimétrico tiene tinicamente tres componentes no
nulos y puede caracterizarse por un vector axial asociado.
Sea un tensor hemisimétrico W. La propiedad de hemisimetria (57) aplicada
para u = v = a obliga a
a-(W-a) = 0. (80)

Por otra parte, sabemos que W, como todo tensor, tiene al menos un autovalor
real. Sea A un autovalor de W, y el vector propio asociado (unitario) p. De la
ecuacion (80) se deduce que A = 0, por lo que W tendra un tnico autovalor real
nulo, o bien los tres autovalores nulos (en cuyo caso se reduciria al tensor nulo que
carece de interés). Sean q y r dos vectores unitarios que forman junto con p un
triedro ortonormal a derechas:

p=qAr, gq=rAp, r=pAq, [p,qr]=1

Teniendo en cuenta que p es un vector propio y las ecuaciones (57) aplicadas a
(q,7), se deduce que la expresion del tensor debe ser

W=wroq—qer), (81)

donde w = 7r+(W-q) es un escalar no nulo. La matriz de componentes en la base
(p,q,r) es por tanto

0 0 O
W]=[0 0 —w
0 w O

Podemos comprobar (se deja como ejercicio) que el vector axial es precisamente
w = wp, de forma que para cualquier vector a

W.a =wpAa.
También es inmediato observar que los invariantes son
L(W)=0, L(W)=w’ LW)=0,
por lo que la ecuacién caracteristica resulta A(A? +w?) = 0 que sélo tiene una raiz

real (A =0).

Descomposicion espectral de un tensor ortogonal.— Consideramos
un tensor Q ortogonal, que verifica por tanto QT-Q = 1. Tomando determinantes
en esta expresion,

det (Q"-Q) = (det Q™) - (det Q) = (det Q)* = det(1) =1
= det@Q ==+1. (82)

El caso en que sea det @ = +1 se denomina tensor ortogonal propio, correspon-
diendo a una rotacion rigida (ver apartado 1.5). Este tensor aplicado a un triedro
ortonormal a derechas produce una nueva base rotada que es también ortonormal
a derechas.
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Una propiedad esencial de los tensores ortogonales es que conservan el producto
escalar. En efecto, sean dos vectores (a,b) cualesquiera:

(Q-a)-(Q-b) = a(-(Q"-Q)-b) = a-(1-b), = a-b,
(Qpgq)(Qprbr) = aq(QpgQpr)br = agderby = agby.

De la condicién de ortogonalidad (36) se deduce la relacién

Q'Q-1)=-(@Q-1%

(83)

tomando determinantes y considerando que el determinante no varia al trasponer
un tensor (71) y que al cambiar de signo el tensor cambia de signo el determinante,
se obtiene que det(Q — 1) = 0, es decir @ tiene siempre un autovalor unidad. En
consecuencia existe un vector unitario p para el que

Q-p=p=Q"p (84)

Sean g y r vectores unitarios que forman junto con p un triedro ortonormal a
derechas. De (84) y de las relaciones de ortogonalidad sabemos que

q-(Q-p) =r(Q-p) =p(Q-q) =p:(Qr) =0, p:(Qp) =1
Por otra parte de (83) sabemos que
(Q-9)-(Q1) =¢qr =0, |Qq|=|ql=[Q-r|=|r|=1.

Por consiguiente, las parejas de vectores (g, 7) v (Q-p, Q-7) son ortogonales entre
s y con p. La configuracién de estos vectores admite una interpretacién geométrica,
mediante una rotacién de un determinado dngulo 6 en el plano perpendicular a p,
como se indica en la figura 10. El resultado anterior permite interpretar un tensor

A,

Q-r

9.

Figura 10: Interpretacion geométrica de la aplicacion de un tensor ortogonal
a dos vectores unitarios p, g ortogonales al vector del eje p.

ortogonal propio @ como una rotacién de dngulo 6 alrededor del eje p.
La descomposicion de Q referida a la base (p, g, ) sera por tanto

Q=pRp+(qRq+rer)cosfd —(qger—rxq)senb. (85)
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La matriz de componentes correspondiente es

1 0 0
Q=0 cosf —send
0 senf cosb

Por ultimo, observamos que los invariantes de @ son
L(Q) = L(Q) =1+2cost, I3(Q)=1,
y desarrollando la ecuacién caracterfstica se comprueba que sélo hay un autovalor

real (A =1).

1.12. Teorema de Cayley-Hamilton

Este teorema afirma que todo tensor de 2.° orden que posea tres autova-
lores reales satisface su propia ecuacion caracteristica, es decir,

S% — I,(8)S* + I,(S)S — I;(S)1 = O. (86)

Para demostrarlo basta tener en cuenta que, al tener tres autovalores
reales, podremos emplear la descomposicion espectral del tensor y de sus
potencias:

3 3
1= p.®p, S=) \p,®p,
r=1 r=1
3 3
s2=Y Np op, $*=> Xp @p,
r=1 r=1

Sustituyendo en (86) resulta

3
>N - LN+ D) — L)p,@p,=0. O

. vV
r=1 -0

Algunas aplicaciones del teorema de Cayley-Hamilton.—

1. Cdlculo del inverso de un tensor. Sea un tensor A con tres autovalores, e
invariantes (I, I, I3). Aplicando (86) y multiplicando por A™!,

A’— LA+ L1-13A7' =0,

de donde despejamos:
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2. Raiz cuadrada de un tensor definido positivo. Sea un tensor definido positivo
C con tres autovalores reales, que al ser positivos podemos denominar sin
pérdida de generalidad (A?,A3,)2). Llamemos U al tensor que deseamos
calcular, que cumplira por tanto U? = C'. Aplicando el teorema de Cayley-
Hamilton (86) a U se obtiene

U3 =1LU? - LU + 1. (87)
Multiplicando esta ecuacion por U,
U*=1LU>+ LU? - LU,

y eliminando U? a partir de (87) y despejando,

1

U=—
Is — I

[C? — (I} - I,)C — I1131] .

Para evaluar esta expresion se necesitaran los invariantes principales de U,
que pueden calcularse teniendo en cuenta que los autovalores de U son
()\1,)\2,/\3), por lo que It = A1 + Ao+ Az; Io = A A + Xods + A3Ap; I3 =
A1 A2 s,

1.13. Descomposiciéon simétrica - hemisimétrica

Todo tensor T puede descomponerse de forma tnica como suma de un
tensor simétrico sim(7") y otro hemisimétrico hem(T'),

T = sim(T') 4+ hem(T),

siendo
sim(T) = §(T+T ), hem(T) = é(T -T"),
. 1 1
sim(T);; = §(Tij +Tj), hem(T); = §(Ti' —Ty),

como puede comprobarse facilmente. En ocasiones emplearemos también la
notacion siguiente para referirnos a las componentes simétricas o hemisimé-
tricas: ] ]

Ty = 5Ty + i), Thigy = 5(Tig — Tya)-

Ejercicio: demostrar las siguientes igualdades:
1. Si S es simétrico y H hemisimétrico, S:H = 0;
2. Si § es simétrico y T cualquiera, S:T = S:sim(T') = Sy (pq);

3. Para dos tensores U y T cualesquiera, U:T = sim(U):sim(T) +
hem(U): hem(T') = Ugpg) Tipg) + Utpa) Tpa)-
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La accion de un tensor simétrico sobre un vector, empleando la descom-
posicion espectral del tensor (77), puede interpretarse como una distorsion
ortotropa del vector, en la cual cada coordenada segiin las direcciones princi-
pales se ve multiplicada por el autovalor (coeficiente de alargamiento) corres-

pondiente:
S.x = (Z AP, @ pr> (2P = Y Ay, (88)

Si A\; > 1 se produce un estiramiento segtin la coordenada correspondiente,
y cuando )\; < 1 se produce un encogimiento. Si se admite que S es defi-
nido positivo, A\; > 0 y ninguna coordenada de x puede llegar a colapsarse
(anularse).

1.14. Descomposiciéon Polar

El teorema de la descomposicion polar afirma que, para todo tensor F'
con det(F') > 0, se pueden hacer descomposiciones multiplicativas tinicas por
la izquierda y por la derecha:

F=RU=V-R, (89)

siendo U = VF'.F y V = VF-F7 tensores simétricos definidos positivos,
y R una rotaciéon (ortogonal con determinante +1).

Para demostrar el teorema, consideramos de entrada que tanto F'-F
como F-F" son simétricos y definidos positivos (de facil demostracion). Por
tanto podré realizarse la descomposicion espectral y obtener las raices cua-
dradas U = VF".F y V = VF.F'. Definimos entonces R = F-U™!,
comprobandose que es ortogonal:

R'"R=U"TF.FU'=UU?U"'=1.

Por otra parte,
det(R) = det(F)det(U ™) > 0,

por lo que sera entonces det(R) = +1 correspondiendo a una rotacion. [

La interpretacion de esta descomposicion permite comprender mejor la
accion de un tensor sobre un vector determinado. La descomposiciéon por la
izquierda (89); consiste en efectuar primero una distorsion del mismo (U)
seguida de una rotacion (R):

F-x=R-(U-x).
La rotacion al tratarse de un tensor ortogonal preserva la magnitud de @,

(Rzx)- (R-x)=x(R"R)-x = x-x,
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mientras que por lo general el tensor simétrico U alarga o acorta x segin
cada direccion principal, tal y como se vio en (88).

La descomposiciéon polar por la derecha equivale a las mismas operacio-
nes, pero en orden inverso: primero la rotacion R y después la distorsion
producida por V.

Puede comprobarse facilmente que los autovalores (coeficientes de alarga-
miento) de U y de V son iguales, correspondiendo las direcciones principales
de V a las de U rotadas mediante R:

U=> \p,®p,; V=) \p.®p., conp,=Rp,

1.15. Tensores de orden cuatro

Para nuestros propoésitos podemos definir un tensor de orden cuatro C
como una aplicacion lineal que a un tensor de orden dos hace corresponder
otro tensor de orden dos:

C: VsV
C(AS + uT) = AC(S) + uC(T)

Emplearemos la notacion
C(S)=2¢C:S.
El tensor nulo es O, siendo O:S = O para cualquier tensor de segundo orden
S, y el tensor identidad Z, con Z:S = S.
Como ejemplo podemos considerar el tensor de cuarto orden que para

cualquier tensor de segundo orden S hace corresponder A-S. Denominandolo
como C 4,

Cy:S=A-8.

Por su definicion se comprueba inmediatamente la linealidad, lo que lo ca-
racteriza como tensor.

Los tensores de cuarto orden forman un espacio vectorial V4, con la suma
definida como (C + D)(S) = C(S) + D(S). Las componentes de un tensor
de cuarto orden son un conjunto con cuatro indices, y se pueden obtener en
una base (e;) mediante:

Cijr = e; ® ej:C:e;, ® €.

Con esta notacion, la aplicacién a un tensor de segundo orden resulta en
componentes

T =C:5=5,,C:e, R ey

T, =e+(T-e;) =e; @e;:T
= Spei ®e;:Cie, ® e,
= ClijpgSpq-
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Para el ejemplo anterior, puede comprobarse como ejercicio que las com-
ponentes son

(Ca)ijrr = Airdji,

pudiéndose escribir también como

Ca=Apdpse,Re, Qe @ e,

Algunos tensores importantes de 4.° orden.—

1. El tensor identidad tiene por componentes
Tiim=e®ej;l:e, Qe =€ RQeje,®e =00

2. El tensor de trasposicion, definido mediante J(S) = ST tiene por
componentes

Tijm = e ®eiJie, Qe =e; Qeje e, =0y
3. El tensor de proyeccion desviadora, que se define mediante
1
D=T- 51 ®1,
1
Dijrr = Oindji — §5ij5kl,
y opera de la manera siguiente:

1
T =D:T=T — gtr(T)l,

1
T;; = Tij — ngp(Sij-

2. Calculo vectorial y tensorial

En la mecanica de medios continuos el interés primordial no reside Gni-
camente en el estudio de las relaciones algebraicas entre escalares, vectores
y tensores, sino también en el estudio de los campos que definen su distribu-
cion. Estos campos son aplicaciones que a un punto € D, siendo D C E? un
dominio (subconjunto abierto y conexo del espacio geométrico ordinario), le
hacen corresponder respectivamente un escalar (D — R), un vector (D — V)
o un tensor de orden 2 (D — V?). Por otra parte, elegido un origen o € E?,
puede identificarse cada punto con un vector, € = oz = x, por lo que en ade-
lante no distinguiremos entre ambos. Los tipos de campos que estudiaremos
son por tanto:

$:E2D>2D—-R, zw o=
v:E2D>D—-V, z—ov(x
S:E*>D—V? x+— S(x), campo tensorial.

),  campo escalar;
)

,  campo vectorial;
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También son de importancia central en la mecénica de medios continuos
las aplicaciones o mapas puntuales, que hacen corresponder a un punto x €
E? otro punto x(z) € E3, ya que estas aplicaciones definen directamente
el movimiento o deformacién del medio continuo. Estas aplicaciones pueden
tratarse como campos vectoriales por la equivalencia existente entre puntos
y vectores una vez que se haya elegido un origen o.

En todos los casos supondremos que las funciones son suaves, es decir
poseen las condiciones de continuidad y derivabilidad necesarias.

2.1. Derivada de un campo escalar

Sea un campo escalar que denominaremos ¢(x), que a cada punto x de
un determinado dominio D le hace corresponder un escalar ¢ € R. Eligiendo
un sistema de referencia ortonormal en E2, este campo puede interpretarse
como una funcién real de tres variables, las coordenadas de @:

¢(x) = d(x1, 22, 3).

La derivada o gradiente del campo escalar en el punto @ es una aplicacion
Vé(x) tal que su valor para una direccion cualquiera, definida por el vector
u, es el escalar siguiente:

hu) —
Lo+ ) — o)
h—0 h

= Vo(x)-u. (90)

En ocasiones se denomina al escalar Vo(x)-u derivada direccional del
campo ¢ en la direccion u (evaluada en el punto x).

La derivada V¢(x) constituye un vector, para el que se emplean en oca-
siones también las siguientes notaciones alternativas:

V(@) = grad o(x) = 00 (a)
ox

En las expresiones anteriores se ha mantenido la indicaciéon expresa del punto
en que se evalia la derivada (x), para enfatizar que a su vez constituye un
campo que ofrece un valor distinto en cada punto. En ocasiones por simpli-
ficar la escritura se prescindird de esta indicacién expresa, escribiéndose de
forma abreviada como V¢, grad ¢ 6 0¢/0x, sin que esta simplificacion de
la escritura deba dar lugar a confusion.

La notacion en componentes la escribiremos empleando los simbolos de
derivadas parciales, o de forma mas sintética mediante las comas delante de

los subindices respecto de los que se deriva:

(Vo ={ 52} = { awou
! 8¢/8.’L’3

D1

= {¢z} = ¢2

93
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Con esta notacion la derivada direccional queda

I TR PR

= Qb,pup = ¢,lu1 + ¢,2u2 + ¢,3U3-

Vo-u

Por dltimo, a efectos de recordatorio para la notacion, puede pensarse en
el simbolo V como un vector cuyas componentes sean

o 6/6331 01
V = {8 } = 8/81‘2 = 82 s
i d/0xs 05

de forma que en la notacién funciona como un operador,

a/axl a¢/3$1

2.2. Derivada de un campo vectorial

Sea un campo vectorial que denominaremos v(x), que a cada punto x de
un determinado dominio D le hace corresponder un vector v € V. Eligiendo
un sistema de referencia ortonormal en E3, el campo puede interpretarse
como una funcién vectorial de tres variables; la funcion a su vez quedaré
caracterizada por las tres coordenadas del vector:

Ul(w) = ’01(96’1,9527353), 02(33) = U2($1,1’2,$3), U3(CU) = 03(96’1,90275153)-

La deriwada o gradiente del campo vectorial en un punto & es una apli-
cacion Vo(x) tal que su valor para una direccion cualquiera, definida por el
vector u, es el vector

lim v(x + hu) — v(x)
h—0 h

= Vo(x)-u. (91)

En ocasiones se denomina al vector Vu(x)-u derivada direccional del
campo v en la direccién u (evaluada en el punto x).

La derivada Vv(x) constituye un tensor de orden 2, para el que se em-
plean en ocasiones también las siguientes notaciones alternativas:

ov

Vou(z) =gradv(xz) = 8_:c(w)

Al igual que en el apartado anterior, se omitira la indicaciéon expresa del
punto en el que se evalia la derivada (x), sin que deba inducir a error.
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La notacién en componentes de la derivada podra hacerse de varias for-
mas:

ov;
(V)i = 8_351 = Vjj,
J
(%1 V1,1 V12 V13
(Vo] = [Veu]" =1 (81 0y (93): U1 Ugo U3
U3 V3,1 U2 V33

La derivada de un campo tensorial de segundo orden S puede definirse a
partir de la derivada del campo vectorial S-a, para un vector a cualquiera’.
De esta forma se obtendria, aplicando (91), la derivada direccional V(S-a)-u
(que constituye un vector), y la derivada V(S-a) (que constituye un tensor
de orden 2). La derivada del campo tensorial VS seria entonces un operador®

tal que para un vector a arbitrario y cualquier direccion u satisfaga
(VS)-u]-a=[V(S-a)]-u

En cuanto a notacion, escribiremos de forma equivalente V.S = 0S5 /0x,

y en componentes e
(VS)ijr = 87: = Sij k-

Por tltimo consideramos una transformacion puntual y : E3 D> D — E3,
que a un punto dado & € D le hace corresponder otro punto y = y(x) €
E3. Elegidos origenes de coordenadas para ambos 0,0 (no necesariamente
el mismo), hay una equivalencia entre el punto de la imagen y un vector,
por lo que podremos expresar de manera anéaloga a (91) la derivada de esta
transformacion:

[ x(@ ) — (@)

lim : = Vx(z)-u. (92)

Al término Vx(z) se le denomina derivada o gradiente de la transformacion
en x, y equivale a un tensor de orden 2.

2.3. Divergencia, rotacional y Laplaciano

La divergencia de un campo vectorial v se define a partir de la derivada
del campo, constituyendo un campo escalar:

divo = Vv = tr(Vv) = v,,,. (93)

Hacemos notar que el operador divergencia esta asociado a la parte simé-
trica del gradiente Vv, ya que V-v = tr(Vv) = tr(VoT).

TAqui a es un vector cualquiera pero fijo, es decir, no se trata de un campo vectorial
8En realidad este operador seria un tensor de orden 3, que a un vector u hace corres-
ponder un tensor de orden 2, (V.S)-u
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La divergencia de un campo tensorial se define a partir de la divergencia
del campo vectorial ST-a, siendo a un vector fijo pero arbitrario. De esta
forma,

(V-8)-a=V-(S"a) Va. (94)

Puesto que V+(S"-a) es un escalar, la divergencia del campo tensorial V-8
es un vector, para el que emplearemos también la notaciéon div S. En com-
ponentes la expresiéon es

(V:S); = (div S); = Sipp-
Podemos comprobar la consistencia de esta expresiéon con lo que se deriva de
la definicion (94):
V.(S'a)= V- (Sgpaq €p)
= (Sgpaq) p = Seppty-

Algunos ejemplos de gradientes y divergencias de campos compuestos (se
dejan al lector como ejercicio las demostraciones) son:

1. V(pv) =v @ Vo + ¢V,
2. V:(pv) = Vv + ¢V v,
3. V-(¢S) = $V-S + §-V¢.

Como se dijo antes, la divergencia esta asociada a la parte simétrica del
gradiente de un campo vectorial, Vv. Introducimos ahora un operador di-
ferencial asociado a la parte hemisimétrica del gradiente, que denominamos
rotactonal. Lo denotaremos por rot v = V A v, definiéndolo como un campo
vectorial que para cualquier vector a verifica

(VAv)Aa = (Vv—Vov)a. (95)

Es decir, se trata del vector axial asociado al tensor hemisimétrico (Vv —
VoT). Por tanto, la expresion en componentes serd, denominando w al ro-
tacional,

2Ww; = €igpUip.q) = €igp(Vp,g — Vgyp)s
y teniendo en cuenta €4, = —€pq,
Wi = €igpUp,q

Como regla nemotécnica puede asociarse el rotacional con el producto vec-
torial de los vectores V y v,

rotv = VAU = €U, 4 €

€ €3 €3
=101 0y 03
U1 V2 U3

= (v32 —va3)er + (V13 —vs1)es + (V21 — v12)es.
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El Laplaciano de un campo escalar ¢ es otro campo escalar definido como
la divergencia del gradiente:

Ap=V-(V¢) = D pp- (96)

Por otra parte, la misma definicion podemos aplicarla para el Laplaciano
de un campo vectorial, s6lo que en esta ocasion obtendremos un campo vec-
torial:

Av = V-(Vv) =1, 46€,. (97)

Como ejemplo de aplicacion, puede comprobarse que si la divergencia y
el rotacional de un campo vectorial son nulos también lo serd el Laplaciano.
En efecto, veamos en primer lugar que V-(Vov?) = V(V-v):

T )
V(Vv') =vpgp€q = tppg € = V(V-0);
Por otra parte, al ser VA v = 0, serd Vv = Vo?, y por tanto

Av = V+(Vv) =V-(Vv!) =V(Vww)=0. O

2.4. Teorema de la divergencia

En primer lugar suponemos una region B C E? a la que aplicaremos el
teorema, que debe cumplir ciertas condiciones de reqularidad: 1) puede estar
compuesta por una o mas partes acotadas, cada una con volumen no nulo;
2) el contorno 0B es suave a tramos y consiste de un namero finito de partes
disjuntas; 3) cada parte del contorno OB es una superficie orientable, es decir
posee dos caras claramente distintas.

Dada esta region B, el teorema (que no demostraremos) afirma que

n

/ v-ndA:/V-vdV,
OB B
/ vpnpdA:/vp,pdV.
OB B

(98)

xy
El primer término de la igualdad anterior se denomina flujo del campo
vectorial v a través de la superficie B. El teorema de la divergencia permite
transformar una integral de volumen en una integral de superficie, es decir
en una region de una dimension menos.
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El teorema puede generalizarse facilmente para un campo tensorial S, sin
més que aplicarlo para ST-a, siendo a un vector cualquiera. El resultado es

/ S-ndA:/V-SdV,
0B B

/ Sipny dA = / SippdV.
0B B

En efecto, si a es un vector dado,

a-/ S-ndA:/ a-(S-n)dA:/ n-(ST-a) dA;
oB oB oB

aplicando el teorema de la divergencia a ST-a y teniendo en cuenta que
V-(S§'-a) = a-(V-8S), resulta:

a-/ S-ndA:a-/V-SdV,
oB B

por lo que al ser a arbitrario queda demostrada la expresion (99). O

(99)

2.5. Teorema de Stokes

Consideramos ahora una superficie no cerrada €2, con borde I'. Supondre-
mos que la curva ' no se corta a si misma, es suave y acotada. Por su parte,
() es suave a tramos, acotada y orientable.

El teorema de Stokes afirma que: dado un campo vectorial v suave, defi-
nido en un dominio que contenga a 2,

(V Av)ndAd= [ vtds. (100)
J /.

r

En la expresion anterior, ¢ es el sentido de avance segun la curva I', y s es
el arco recorrido. El sentido de n es tal que si se avanza segin la curva en el
sentido de t, con la parte superior segiin n, la superficie queda a la izquierda.

En la ecuacion del teorema de Stokes (100), la primera igualdad es el flujo
del rotacional a través de €2, y la segunda se denomina circulacion del campo
vectorial en I.

Interpretaciéon geométrica del rotacional.— El teorema de Stokes per-
mite una interpretacion geométrica del rotacional que se describe a continua-
cion. Consideramos un punto y € E3, y tomamos una superficie {25, consis-
tente en un disco circular centrado en y de radio pequeno J, cuya normal
unitaria lleve la direccion y sentido del rotacional V Av. El flujo del rotacional
por esta superficie puede aproximarse como

; V Av(x)-n(x)dA = area(Qs) [(V Av)(y)n(y) + O(5)].
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xs3

T

Figura 11: Superficie 2 y borde I' en el teorema de Stokes.

Tomando el limite al tender ¢ a cero y aplicando el teorema de Stokes (100)
resulta

, 1
iy /d vt = (Y Av))n(y) = |V Av(y)l

Por tanto la circulacion alrededor de este disco de radio infinitesimal, orien-

Figura 12: Interpretacion del rotacional como la circulaciéon en un disco

tado normalmente al rotacional y normalizada al dividir por el area del disco,
es igual a la magnitud (norma) del rotacional. Si el campo v correspondiera
a las velocidades de un fluido, y pusiéramos un pequeno molinillo en el seno
del mismo, el giro del mismo nos mediria la circulacion del campo y por lo
tanto el rotacional. Si el molinillo no gira para ninguna orientacion del eje
del mismo, el campo de velocidades (flujo del fluido) tiene rotacional nulo,
se denomina por tanto irrotacional.

2.6. Funciones de tensores de orden dos

Consideraremos en este apartado funciones de valor escalar cuya variable
sea un tensor de orden dos, 1 : V2 — R, es decir que a un tensor cualquiera
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A € V? le haga corresponder un escalar ¢)(A) € R. Teniendo en cuenta
que en un sistema de coordenadas dadas el tensor queda identificado por sus
nueve componentes A;; (¢, j = 1,2, 3), la funcioén de variable tensorial puede
interpretarse como una funcion de nueve variables ¥(Ajq, Aqa, ..., As3).

La derivada es una aproximacion (lineal) a la variacion del valor de la
funcion ¥ (A) cuando se produce una variacion pequena del argumento, A +
B, en el sentido de que la magnitud |B|= v B:B sea pequena. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer esta variacion de la forma B = hU, donde
U es un tensor arbitrario y h es un escalar.

Desarrollando (A + hU) en serie de Taylor en funcion de las distintas
componentes Uj;,

1/J<A + hU) - 1/J(A11 + hUH,Alz + hUlg, N ,A33 + hUgg)

=yY(A)+h oY U + h3—¢U12

0A1 Ao
+...+h
— (A) + hDY AU + O(h?),

oy

2
g, s+ O

donde
. aw def 877/}

T oAV T 94,
El resultado anterior justifica la siguiente definicién para la derivada direc-
cional en la direccion de U:

I V(A + h(:;) —¥(A)
siendo Di(A) = 0¥ /0A (A) la derivada de ¥(A) en el punto A, que cons-
tituye un tensor de segundo orden.

Dy (A) (A)

(A)e, ® e,.

= Di(A):U, (101)

ejemplo 1: Consideremos una funciéon ¢ de la forma
1 1
w(A) = §A:A = iququ.

Las componentes de la derivada son

o 1 Ay 1. A

=-——"A S —
aA”( ) 2 Azg Pq + 2 Pq Az] )
y observando que 0A,;/0A;; = 6,04, es decir,

0A11 _ 0A 1 _ 0A; _ 0. ete

0A11 T 0A5 T 0A ’ N
se tiene entonces

oY

1 1
oA, (A) = 50100 Apg + 5 Apadpidy; = A,

por lo que
Dy(A) = A.
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Ejemplo 2: Nos proponemos ahora obtener la derivada del determinante
de un tensor, es decir D(det(A)). Para ello, considerando un tensor arbitrario
U, empezamos por desarrollar la expresion

det(A + hU) = det[hA-(A™"-U + %1)}

1
= det(hA) - det(A U + E”

De los dos factores que se obtienen, el primero vale h® det(A), y el segundo
puede considerarse como el polinomio caracteristico (77) de A™'-U con \ =
—1/h, que en funcion de los invariantes resulta:

11 1
det(A + hU) = h® det(A) - (ﬁ + 5 h(ATNU) + S L(ATU) + 13(A—1-U)>
= det(A)(1 + hI,(A"U) + i’ L(A"U) + B I, (A1),

aplicando la definicion de derivada (101),
%(det(A + AU — det(A))
=det(A)([,(A"U) + hIL,(A™"U) + h*I3(A7'-U)),

y tomando el limite,

D det(A):U = 1fm %(det(A + AU — det(A)) = det(A)], (A~".07).

—0

Por tltimo, teniendo en cuenta I;(C-D) = tr(C-D) = C':D, se llega a

Ddet(A):U = det(A)A"":U = Ddet(A) =det(A)A™ .  (102)



