Ecuaciones de los hilos
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> restart;

Parabola

Planteamiento de las ecuaciones
> assume(T0>0,q>0);
Ecuacidn diferencial:
> ed_par:=T.0*diff(z(x),x$2)-q;
32

ed par =T0~ | ——zix) | — g~
2
dx

llamamos zp(x) a la derivada para efectuar una primera integracion

> ed_parl:=subs(diff(z(x),x)=zp(x),ed_par);
&
ed pard = T0- {—zp{x}J — g~
&

> par.d:=int(ed_parl,x=0..X);
pard = T0- zp(X) — g~ & — TU- zp(0)
Condicién de borde: origen de abscisas en el vértice
> par.d:=subs(zp(0)=0,par.d);
pard =T egp(X)— g~ X
Cambio de notacion para una segunda integracion

> par.d:=subs(X=x,zp(x)=diff(z(x),x),par.d);
&
pard = 70~ {—z{x}] — g~ X
&
> par:=int(par.d,x=0..X);

1
par = T0-2(X) - Egrw}fz — T~z



Condicién de borde: origen de ordenadas en el vértice

> par:=subs(z(0)=0,par);
1
par = T0~z( &) — 5q~X2
Volvemos a cambiar la notacién y eliminamos z{x )

> par:=subs(X=x,par);

> ec_par:=z(x)=solve(par,z(x));

ec_par =z(x)= 5
Asignamos el valor de la funcién pardbola a z(x)
> zpar:=subs(ec_par,z(x));

1q~x2

T o

Ahora podemos calcular, por ejemplo, la longitud de la pardbola:

> long_par:=int(sqrt(1+diff(zpar,x)*2),x);
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-

1

1
—x\/’i"ﬂ~2+g~2x2 +
2 2 g~

long par =
gF O~

que admite alguna simplificacién

> long_par:=expand(long_par);
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> potencial:=q*int(1/sqrt(1+(1/diff(zpar,x))*2),x);



Tﬂ~+g~x

potencial =
\/ Tﬂ~ + g~ 2 x 2

Simplificando esta expresion,

> potencial:=simplify(potencial,assume=positive);

pofencial = \/Tﬂru 2 + q~2 x 2

Catenaria

Catenaria: carga cte. por ud. de longitud

Ecuacion diferencial:

> ed_cat:=T.0*diff(z(x),x$2)/sqrt(1+diff(z(x),x)"2)-q;
,312
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ed cat = — g~
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llamamos zp(x) a la derivada para efectuar una primera integracién

> ed_catl:=subs(diff(z(x),x)=zp(x),ed_cat);

- 5 00)
o Zp(x)

ed_catl = o
N 1+ 2p(x)°

> cat.d:=int(ed_catl,x);
catd = 70~ arcamhi{zp(x)) — g~ x
Lo que sigue se emplearia para hacer la integral definida
> #cat.d:=int(ed_catl,x=0..X);
Condicién de borde: origen de abscisas en el vértice
> #cat.d:=subs(zp(0)=0,cat.d);

Cambio de notacion para una segunda integracion



> #cat.d:=subs(X=x,zp(x)=diff(z(x),x),cat.d);
> readlib(isolate):

> catd:=isolate(cat.d,zp(x));

_ . {u]
catd = gp(x) = sinh p—

> catd1:=subs(zp(x)=diff(z(x),x),catd);

d g~ x
catdl =—z(x )= sinh| ——
ox T~

> ec_cat:=map(int,catd1,x);

g~ X
T~ cosh( ]
T~

gc_cal =z(x)=
> ec_cat:=subs(T0=q*a,ec_cat);
x
ec_cal =z(x)=a cosh| —
@

> zcat:=subs(ec_cat,z(x));

x
zoal =g cosh| —
a

Ejemplo
Enunciado
Cable de peso por ud. de longitud ¢ ,Luz . yflecha # . Calcular la configuracién de

equilibrio asi como las tensiones minima y maxima ( Tmz’ . Tm ax - Obtener la solucién general y

particularizar para los valores g =2 , L =200 | #=40
> datos:={q=2,1.=200,f=40};
datos = {L =200, =40, g~=2}

Aproximacion mediante la parabola

Particularizando en la ecuacion de la parédbola,



> parn:=subs(z(x)=f,x=L/2,ec_par);

RS ol :
R =7r="
E 2 TO-
de donde la Tension minima es
> T.min:=isolate(parn,T0);

| g~ L°

Teoginn = T = —
8 f

La ecuacion de la pardbola, en funcion de los datos del problema resulta
> ec_parn:=subs(T.min,ec_par);

xzf
gc_parn —zixi=4——
LE

La tension maxima es, en un extremo,

> T.max:=sqrt(subs(T.min,T0)"2+(q*L/2)"2);

2 .4
1 g~ L 2.2
Tmax =— + 16 g~ L
A

> T.max:=simplify(T.max,assume=positive);

g Lal L2416

Twmax =—

& I

> long_par.n:=2*subs(T.min,x=L/2,long_par);

2 .4
1 g~" 1L 1
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&4 f2 4 . L7 arcsinh| 4 7
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Resultados numéricos:
> ec_parn:=subs(datos,ec_parn);
2
gc_parn =Ex)=___"xX

250



> T.min.p:=subs(datos,T.min);
Trinp = T = 250
> T.max.p:=T[max]=evalf(subs(datos,T.max));

Twmaxp = Tmax = 3201262118

> long_par.n:=evalf(subs(datos,Jong_par.n));

long parn = 219 6460165

Aproximacion mediante la catenaria
Al sustituir los datos resulta una ecacion trascendente:

> catn:=subs(z(x)=a+f,x=L/2,ec_cat);

15
cain =a+f=a cosh(g —J

ot

que debe resolverse por métodos numéricos, por lo cual debemos sustituir los valores de los datos:

> catn:=subs(datos,catn);

1
catn =a+d40=2n cosh[lﬂl[:l —J
]

Valor del pardmetro @ , para el caso de la pardbola ( a.p ):

> a.p:=subs(T.min.p,T0)/subs(datos,q);
ap =125

Resolvemos numéricamente apra la catenaria ( a.c ), tomando como valor inicial para la iteracién
numérica el de la pardbola ( a.p )

> a.c:=fsolve(catn,a=ap);

ac = 1311725174
de donde la Tension minima es
> T.min.c:=T0=subs(datos,q*a.c);

Timine = T0- = 2623450348

La ecuacion de la catenaria, en funcion de los datos del problema resulta



> ec_catn:=subs(a=a.c,ec_cat);

ge_eatn =z(x )= 1311725174 cosh{ 007623548152 1)
La tensién maxima es, en un extremo,
> T.max.c:=T[max]=q*(a+f);

Tmaxe = Tm.:zx =g~ {a+f)

> T.max.c:=subs(datos,a=a.c,T.max.c);

Tmaze = Tmax = 342 3450345

y la longitud de la misma
> L.cat:=2*a*sinh((L/2)/a);

14
feat =2a sinh(— —]

ot

> L.cat.n:=evalf(subs(a=a.c,datos,L.cat));

Loatn = 2199436417

Dibujo de resultados
Rango del dibujo
> rango:=subs(datos,-L/2..1./2);

Fango = -100 .. 100

> plot(subs(ec_parn,z(x)),x=rango,
scaling=constrained,color=red,title="parabola’',thickness=2);

parabola

IS

-100 ¥ 100

> plot(subs(ec_catn,z(x)),x=rango,
scaling=constrained,color=green,title='Catenaria',thickness=2);



Catenaria

s}

-100 o o« 100

> plot([subs(ec_catn,z(x))-a.c,subs(ec_parn,z(x))],x=rango,
scaling=constrained,color=[red,green],
title='comparacion_parabola_catenaria',thickness=2);

comparacion_parabola_catenaria




