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PROBLEMAS DE MOVIMIENTOS EN EL ESPACIO

42. Clasificar la transformacion del espacio dada por la ecuacion matricial,
obteniendo sus elementos caracteristicos.

Mediante

marcadores puede
escoger el tipo de

problema.

o o r o
oOpr OO
r O O O
N < x B

Solucion

43. Obtener la ecuacion matricial de la traslacion del espacio de vector v=(1,0,0).

Solucion

44. Demostrar que el producto de dos traslaciones en el espacio es conmutativo.

Solucion

45. Clasificar la siguiente transformacion del espacio obteniendo sus elementos
caracteristicos

1 0 0 0
1 01 0 0 |1
x' X

N=lo 0 L B

y 2 2 ||Y
z' z

00 B3 1

2 2

Solucion

46. Clasificar la siguiente transformacion del espacio dada por la ecuacién matricial:

1 1+3 1-43
X 0 3 3 3 X
-3 1 1+3
Y0+ — 3 y
) 3 3 3 -
Z p—
1+\/§ 1—\/5 l
3 3 3

Solucion

47. Clasificar la siguiente transformacion del espacio dada por la ecuacion matricial:
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Mediante marcadores puede escoger el tipo de problema.
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R Problemas de movimientos en el espacio.

EQ;-
[ 2

B
(B%
g

1 0 0 0
0N |[-m-3o1 -3 1-3n g
¥ 11 11 11 11 .
S o I A TS I TR Tk
. 11 11 11 11 §
J11-3  1+3J11 J11-3 1
11 11 11

11
Solucion
48. En el espacio euclideo se busca obtener la ecuacién matricial correspondiente al

giro de angulo o :

a) alrededor del eje X.
b) alrededor del eje Y.
¢) alrededor del eje Z.

Solucion
49. Se pide obtener los elementos caracteristicos de la transformacion geométrica
correspondiente a los siguientes productos de dos giros:

a) Giro de 30° alrededor del eje X y giro de 60° alrededor del eje Y.
b) Giro de 60° alrededor del eje Y y giro de 30° alrededor del eje X.
Solucion
50. Se pide obtener los elementos caracteristicos de la transformacion geométrica
correspondiente a los siguientes productos de dos giros:

y=1
z=1

a) giro de 30° alrededor del eje X y giro de 60° alrededor del eje e= {

=1
b) giro de 60° alrededor del eje e = {y L y giro de 30° alrededor del eje X
7=

Solucion
51. Se pide obtener la ecuacion matricial del giro del espacio de 240° alrededor del
x=1-A
eje: e=q y=—-A
Z=A

Sollicion

52. Se pide obtener la ecuacion matricial del giro del espacio de 301° 15’ alrededor del

. {3x—4y+2=0
eje: e=
z=2

Sollicion

53. Clasificar la transformacion geométrica del espacio dada por la ecuacion
matricial:
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1 .2 2
X' 3 3 3 X
o2 12
v 3 03 3
2 21 |V
3 3 3

Obteniendo ademas sus elementos caracteristicos

Solucion

54. Clasificar la transformacion geométrica del espacio dada por la ecuacion
matricial:

1 1 0 0 0
x'| 1|-132 -23 -24 -36
v'| 49| -44 24 41 -12
z' 66 -36 -12 31

N <€ =

Obteniendo ademas sus elementos caracteristicos.

Solucion

55. Clasificar la transformacion geométrica del espacio dada por la ecuacion
matricial:

1 0 0 0

1 10 2 2 1|,

ol 3 3 3 3,

=l 20 2 1 2

y, 3 T3 3 3|7

z 0 1 2 2|\
"3 3 3 3

Obteniendo ademas sus elementos caracteristicos

Solucion

56. Obtener la ecuacion matricial de la simetria especular respecto del plano z=0

Solucion

57. Obtener la ecuacion matricial de la simetria especular respecto del plano

x-2y=17
Solucion

58. Obtener la ecuacion matricial de la simetria especular respecto del plano
40x— 60y — 403z =1

Solucion

59. Obtener la ecuacion matricial del producto de las simetrias especulares de planos
x =0y z = 0. Clasificar la transformacion resultante y obtener sus elementos caracteristicos.
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Solucion
60. Obtener la ecuacion matricial del producto de las simetrias especulares de planos

3y-4z+6=0 y3y—-4z-4 =0. Clasificar la transformacion resultante y obtener sus
elementos caracteristicos.

Solucion
61. Obtener la ecuacion matricial del producto de la simetria especular de plano 3 x -

47+5=0 por la traslacién de vector t= (15,0,-20) . Clasificar la transformacién resultante

y obtener sus elementos caracteristicos.

Sollcion
62. Clasificar la siguiente transformacion del espacio dada por la ecuacién matricial y
calcular los elementos principales:

x (1) (1 0 0) x
y'l=|ol+/0 1 o
z') (1) 0 0 -1){z-1

Solucion
63. Dada la transformacion geométrica del espacio euclideo E;:
0

X' =N X, siendo N= , clasificarla y hallar sus elementos

oo o

0

S ek
o = O

caracteristicos.

Solucion

64. Dada la transformacion geométrica de ecuacion:

1 1 0 01
x' _ -6 0 0 -1 «x
y'l |1 0 1 ofy
z' -7 -1 0 0 )\z

a) Clasificarla.

b) Hallar sus elementos caracteristicos.

Solucion
65. Clasificar la siguiente transformacion geométrica y obtener sus elementos
caracteristicos:
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Solucion

66. Sea T la transformacién geométrica de R’ de ecuacién:

0 0
1 1 0 o0 |1
x' X
,=10k£
y 2 |Y
z' z
00 V3 1
2 2

a) Obtener los valores de k para los cuales T es un movimiento

b) Clasificar T para aquellos valores de k para los que sea un movimiento

Solucion

67. Hallar las ecuaciones de la composicion del giro de angulo & con respecto a la
recta r: (0,0,1) + t (0,1,1) con la traslacion de vector (1,1,0) y determinar de qué tipo de

movimiento se trata.
Solugcion

68. ;Qué condicion se debe cumplir para que el producto de una rotacion y una
traslacién del espacio R® sea otra rotacién y no un movimiento helicoidal?

Solucion

69. Sean las simetrias especulares S;, S,, S;, S, de planos:

2 X-y+z=0, T x-y+2z-3=0, 13:-2x-y+z=0, 74: 2y+7z=0 respectivamente.
Clasificar las trasformaciones:

a) S;05,0S;

b) S:05,0S;0S,4

Solucion

70. Identificar la transformacion T, tal que los puntos A=(1,2,3), B=(1,1,1), C=(-1,2,3)
y D=(1,0,2) se transforman en A’=(2,-3,0), B’=(1,-1,0), C’=(2,-3,2), y D’=(0,-2,0)

respectivamente.
Solucion
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a) Escoger una base ortonormal B del espacio vectorial V; adecuada.
b) Escribir la matriz My asociada al movimiento respecto de la base B.
¢) Hallar la matriz Mg, asociada al movimiento respecto de la base candnica.

d) Escribir las ecuaciones del movimiento respecto de la base canénica.

Solucion
72. Estudiar el movimiento resultante de aplicar la simetria respecto del plano
n=y-1=0 y la traslacion tal que: T(0)=(1,0,1). ;| Es conmutativo este producto?

Solucion
73. Escribir las ecuaciones del movimiento resultante de aplicar la rotacion respecto

=0
del eje e= {X 5 y de dngulo o =-90° y la traslacién de vector (1,0,1).
7=

Solucion
74. Determinar la transformacion que resulta de aplicar el movimiento helicoidal T, y
a continuacion la simetria deslizante T;:

1 2 2
Y (1) |3 3 3« x") (0} (0 0 -1)(x
2 1 2 '
TIEy'=1+_§ g _gy;Tzsy =(1]{+[0 1 0|y
' '
z 0 _E__l z z 0 1 0 0 /{z
3 3 3

Solucion

75. Sea la transformacion T dada por las ecuaciones:
1
x' =§(x—2y+21)+1

1
y'=§(—2x+y+22)+1

z'=§(2x+2y+z)+2

a) Demostrar que T no tiene puntos dobles.

b) Demostrar que T es el producto de una simetria S respecto de un plano © por una
traslacion de vector i paralelo al plano 7.

¢) Hallar la ecuacién de 7 y el vector ii.
oz
Solucion
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76. ;Qué condicion se debe cumplir para que el producto de una simetria especular y
una traslacion del espacio R’ sea otra simetria especular y no una simetria deslizante?

Sollcion

. - - . pasa por A(1,1,1)
77. Hallar las ecuaciones del movimiento helicoidal de eje e =

vector (0,1,0)
angulo o =-45" y vector ; =(1,1,1)de E;.

i) Escoger una base ortonormal B del espacio vectorial V; adecuada.

ii) Escribir la matriz My asociada al movimiento respecto de la base B.

iii) Hallar la matriz Mg, asociada al movimiento respecto de la base canénica.

iv) Escribir las ecuaciones del movimiento respecto de la base canénica.
Solucion

78. Encontrar las ecuaciones del producto de una rotacion de amplitud g con

respecto a la recta que tiene como vector director a v=(1,1,0) y pasa por el punto (1,1,1) con la
. . 2
traslacion de vector i = (0,%,—1]
Solucion
3

79. Una superficie en R tiene de ecuacion
2x? +«/EX+2y2 +\/Ey+212 —-2z=1.

Determinar la ecuacion de esta superficie, respecto del nuevo sistema de referencia:

R'= {A= [_Q,_ﬁ,l}ﬁ = [LL_QJ,V = [%,%,g],w= [ﬁ,_g,o]} e indicar el tipo de

4 2 2

transformacion realizada.

oz
Solucion
80. Sea la transformacion T dada por las ecuaciones:

. V3. 313 Vi3
X'=——X+—y4+—7z

X
2 26 013

. 313 8-93  —6-3\3
- X+ + z

1Y =7 2 % 13
.13 —6-3V3 9-23
z'=— X+ y+ z+1
13 13 13

a) Demostrar que T no tiene puntos dobles.

b) Demostrar que T es el producto de una rotacion G respecto de un eje e de amplitud
o por una traslacion de vector i paralelo al eje e.
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¢) Hallar la ecuacion de e, el angulo a y el vector u.

Solucion

3
81. Una curva en R tiene de ecuacién 4x’-4xy+8xz-11x+y*-dyz +10y +4z>-2z+7.
Determinar la ecuacion de esta superficie, respecto del nuevo sistema de referencia:

- 1 2 2) . 21 2) . 2 21
RE{A:("“’“); i-(5-3-3) = (553) “(‘5"3’5)}

indicar el tipo de transformacion realizada.

Solucion
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42. Clasificar la transformacion del espacio dada por la ecuacion matricial
obteniendo sus elementos caracteristicos.

1 1 © @ @i

X' . i il @ O] %

T2 @l o

72" g 0 © iz
Solucion

Segun el procedimiento descrito, en este problema se aprecia inmediatamente que la matriz M es la
identidad, que, naturalmente es ortogonal y cuyo determinante es 1. Se trata de un movimiento
directo, sin puntos invariantes puesto que:

000
rgM-D)=1rg|0 0 0(|=0
000
mientras que
0 00O
(N-1) 1 0 00 !
I, -D=r =
£ %2 0 0 0
3000

es decir, es una traslacion.

Elementos caracteristicos:

El vector de la traslacion es el vector OO' y dado que en la primera columna de la ecuacion
1

matricial tenemos el transformado del origen T(O) =| 2 | , el vector de la traslacion es: v =(1,2,3).
3

Otras formas de expresar las ecuaciones de esta transformacion son:

x' 1 0 0)\x 1 x'=x+1
y'|=|0 1 Ofy|+|2]| otambién: Jy'=y+2
z' 0 0 1/\z 3 z'=z+3

Inicio
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43. Obtener la ecuacion matricial de la traslacion del espacio de vector V= (1,0,0).

Solucion

La ecuacion general de una traslacion es X'=T(A)+M XA siendo A un punto cualquiera del

espacio y M la matriz identidad. En concreto, si se toma como punto A el origen del sistema de

1
referencia, cuyo transformado es T(O)=| 0 |se tiene que la ecuacion pedida es:

0
' 1 1 0 0)(x
y'[={0(+]0 1 Oy
z' 0 0 0 1)lz

que se puede expresar también mediante las ecuaciones

x'=x+1
y'=y
z'=2z

se trata, como puede verse, de una traslacion de una unidad en direccion del eje X

Inicio

44. Demostrar que el producto de dos traslaciones en el espacio es conmutativo.

Solucion

La ecuacion matricial de una traslacion T, de vector v=(v,,v,,v,) es de la forma

1 1 0 0 0)1
x' v. 1 0 0fx
y' - v, 01 0jy
z' v, 00 1)z

Si se tiene otra traslacion T de vector w = (w,,w,,w,) su ecuacion matricial serd

S O = O
S = O O
- o O O

N < ™
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1 1 0 0 0)1 I 0 0 O0)y1 0 0 0)1 1 0 0 0)1
x"| fwe 10O Offx"| |w, 1 0 O0ffv, 1 0 Ojjx| jw+v, 1 0 0}x
y'| [w, 01 Offy'| |w, 0 1 Ofv, 0 1 Offy| [w,+v, 0 1 0|y
z" w, 0 0 1)z w, 00 1){v, 0 0 1){z w. +v, 0 0 1)\z
Si se aplican en el orden inverso, primero T_ y al resultado, T,
1 1 0 0 0)1 1 0 0 01 0 0 0)1 1 0 0 0)1
x"| v, 10 0fx"| |v, 100w, 1 00[x| |[v+w, 1 0 0|x
y'l [v, 01 0ffy'| [v, 01 0ffw, 0 1 Ofy| |[v,+w, 0 1 0|y
z" v, 00 1){z' v, 00 I)iw, 0 0 1){z v.+tw, 0 0 1){z

z z z

siendo la transformacién resultante igual en ambos casos.

Graficamente puede verse en el siguiente dibujo, en el que se ha representado un punto cualquiera
del espacio P y su transformado por el producto de ambas traslaciones P*’.

>

Inicio
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45. Clasificar la siguiente transformacion del espacio obteniendo sus elementos
caracteristicos
1 0 0
1 0 0 0 1
X¢ 1 \/3 X
e 0 oy b e
y' ?) o ||
Ul s
7 2
Solucion
0 0
. .y . . 1 3
La matriz M de la transformacion vectorial asociadaes M =| 0 5 T
Bl
2 2

1. Comprobar que M es una matriz ortogonal, es decir: MM ‘=L

Se calcula M.M' = 1 lo cual indica que por ser M ortogonal, la transformacion dada es un

movimiento.

2. Calcular el determinante de M.

M| = 1 por lo que se trata de un movimiento directo en el espacio.

3.  Estudiar el tipo de movimiento:

Calculo de los puntos invariantes por la transformacion.

Estos puntos se obtienen de la ecuacion matricial NX=X=(N-1)X=0

(N-)X =

Se calcula el rango de N-I (matriz ampliada del sistema)

1-1
0

0
1-1

0
0

0
0

N < X

I\)|§‘N;H o o

0

0 1 0
\/g x_O
2 |[y] [0
1 \z 0
2
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00 O 0
00 0 NG
rg(N-D=|0o o0 1 _ﬁ =2 puesto que 2 2 =120
2 2 N
2 2
00 B 1
2 2
La matriz de coeficientes es
0 0 0
1 B
re(M-I)=rg|0 —— — (=2
g( ) & 2 2
o 31
2 2

Como rg(N-I) = rg(N-I) = 2 el sistema es compatible indeterminado, por lo que se trata de una
rotacion.

Elementos caracteristicos: eje e y angulo de giro « :

Calculo del eje del giro:

« Eje de giro: El conjunto de puntos invariantes forma una recta (el eje de giro). El eje de giro
se obtiene de resolver el sistema NX =X = (N-1)X =0

1 B3
—y=2=0
27 2 {y—O
-
V3o z=0
27 2

ecuaciones del eje X, por tanto se trata de un giro alrededor del eje X del sistema de referencia.

v
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AL Problemas de movimientos en el espacio.

NOTA:

Obsérvese que la matriz M, matriz de la transformacion vectorial asociada al giro tiene en su
primera columna el vector (1,0,0).

h o o
g L B
M_@z 2
N
o5 3

Dado que en la primera columna de la matriz M aparece el vector transformado del primer vector
del sistema de referencia (el vector del eje X), se observa que este vector es un vector invariante.
Como conclusion, de la observacion de la matriz M se podia saber que se trata bien de un giro bien
de un movimiento helicoidal, donde el eje es paralelo al eje X.

Célculo del angulo:
Para calcular el angulo, se toma un vector perpendicular al eje. Como en este caso el eje de giro es
el eje X, se puede tomar el vector del eje Y, j= (0,1,0) se calcula su transformado por la

transformacion vectorial de matriz M

1 0 0 0 0
- 1 B 1
i=lo - “X|1]=] =
2 2 0 2
o V31 V3
2 2 2
Abhora se calcula el angulo que forman jyj’
L 1
cosazg.{— 2 l:> o= £60°
i 2

Rt

para ver el signo del giro se calcula el producto vectorial jA j' si el producto vectorial tiene el

sentido del vector director del eje, Tz(l,0,0) el angulo es el positivo y en caso contrario, el

negativo.

i k
inj'=lo 0 =§Y
NELERE]

2 2

por lo que el angulo de giro es a = 60°

Inicio
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46. Clasificar la siguiente transformacion del espacio dada por la ecuacién matricial:
1 1443 1-43
. 0 3 3 3 .
=5 1 B
Y= 0lal eses y
] 3 3 3 1
z 7=
v R 1
3 3 3

Solucion

Se comienza estudiando la matriz M de la transformacion vectorial.

1. Comprobar que M es una matriz ortogonal, es decir: MM '=1.

1 1+3 1-BY) 1 1-43 1+
3 3 3 | 3 3 3 Lo o
M-M!' = ﬂ l 1+\/§ 1+\/§ l ﬂ =0 1 O
3 3 3 3 3 3
1+3 1-v3 1 ||1=-43 1+43 1 001
3 3 3 )l 3 3 3

por ser M ortogonal, se trata de un movimiento.

2. Calcular el determinante de M.

1 1+3 1-3
3 3 3
Mzﬂ 11443 ~1
3 3 3
1+4/3 1-43 1
3 3 3

se trata, por tanto de un movimiento directo.

3. Estudiar el tipo de movimiento:

Se estudian ahora los puntos invariantes.
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Para ello, primero se ordena la ecuacion matricial de la siguiente forma:

1 1443 1-43
3 3 3
x' 0 X 0
-3 1 1+43
y' =0 |+| —— — y |+ 0
J1 3 3 3 1
V4 z —
1443 1-43 1
3 3 3
1 1443 143 1 1+43 143
A (o 3 3 3 s 3 3 3 |
, 1-3 1 1+43 -3 1 1+
y'|=|0|+ - + - 0
e 3 3 3 3 3 N
1443 1-43 1 1443 1-43 1
3 3 3 3 3 3
1 143 1-43 ~1443
o\ (0 3 3 3 3
, 1-3 1 1+ -1-3
y'[=|0 |+ — — y [+
, 3 3 3 3
z z
1443 1-43 1 1
3 3 3 3
~1+3 1 1+3 1-3
" 3 3 3 3
N IR N R CYER . CAVE)
Y 3 3 3 3
z z
2 1443 1-43 1
3 3 3 3
para calcular los puntos invariantes se impone que X’ = X
~1+3 1 1+/3 1-43
X 3 3 3 3
I I C I I B S R W RAVE)
Y 3 3 3 3
V4 V4
2 1+4/3 1-3 1
3 3 3 3
-1+3 I 1 1+/3 1-43 |
3 3 3 3
0 1 00
=B [|1=43 1 1443
0|= + - -lo 1 olly
0 3 3 3 3 00 1
V4
2 1+43 1-4/3 1
3 3 3 3
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2 1443 1-4B —1+43
3 3 3 3
X 0
1-3 2 1443 —1-4/3
-2 _= y |+ =0
3 3 3 3
z 0
1443 1-43 2 2
3 3 3 3

se calcula el determinante de la matriz de coeficientes obteniéndose |[M-I|=0 se calculan los
menores de orden dos, obteniéndose para el primero de ellos.

2 1+V3
3 3 1
=—=0
-3 2] 3
3 3

por tanto, rg (M-1)=2

Ahora se calcula el rango de la matriz ampliada del sistema, rg(I - M|O') :

2 1443 1-43|-1+43
3 3 3 3
I=v3 _3\/3 —% 1+3\/§ _1_3\5 se calculan los menores de 3x3, combinando con la Gltima
1+4/3 1-3 2 2
3 3 3 3
columna:
“1+3 1443 1-43
3 3 3
! _3\/5 —% 1+3\/§ =0 pues la Glltima columna es -1 por la 1
2 13 2
3 3 3
2 -1+3 1-43
3 3 3
1-v3 -1-43 1+3 . . .
3 3 3 |- 0 por igual motivo que el menor anterior
1+/3 2 2
3 3 3
2 1443 -1+43
3 3 3
—1_\/5 2 “1-43 =0, calculado
3 3 3
1+43 1-3 2
3 3 3
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Obteniéndose, por tanto, rg (N-I) = rg(I—M|O') =2, el sistema es compatible indeterminado,

luego la transformacion dada es un giro.
Elementos caracteristicos: eje e y angulo de giro « :
Célculo del eje del giro:

El eje de giro es la solucion del sistema que da los puntos invariantes:

2 1443 143 ~1++3
3 3 3 3
X 0
1-V3 2 1443 ~1-+3 : : : :
3 3 y |+ 3 =| 0| las dos primeras ecuaciones son independientes,
0
1443 1-43 2 “ 2
3 3 3 3

como se comprob¢ al calcular el menor (3,3) de M-I, quedando
2x+(1+3)y+(1=3)z+(-1+:/3) =0

{ (1=v3)x -2y +(1+B)z+(-1-3)=0

resolviendo el sistema queda:

e= {i z Eii , ecuaciones del eje de giro

expresando esta recta en forma paramétrica, con parametro A queda:

x=1+A X 1 1
y=1+A << |y|=|1[+A]l
z=X\ z 0 1

recta que pasa por el punto (1,1,0) y cuyo vector director es v = (1,1,1)

Calculo del angulo:
Se toma un vector perpendicular al vector director de la recta. Se elige, por ejemplo, w = (1,0,-1)

Se calcula el transformado de este vector por la transformacion vectorial de matriz M:

1 1+4/3 1-3 1
3 3 3, NS
ToMmo| 2B L B 2
3 3 302 3
1+43 1-43 1 1
3 3 3 B

se calcula ahora el angulo formado por w y w' a partir de su producto escalar

1 2 1
cosa = gi’ =(L0’_1)(ﬁ,_f’$) =0
o A L

de donde se obtiene que a =+ 90°
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p__ %
T

Para ver el sentido del giro se calcula el producto vectorial de w y w' y se ve si tiene igual sentido
que v= (1,1,1) o el contrario.

i Kk

waw=| 1 0 -l|=-2i- 25 2%k
1 ) ) 1 3 3 3
BB B

como el vector obtenido tiene signo contrario a v , el dngulo de giro es o. = - 90° (6 o = 270°)

Inicio
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47. Clasificar la siguiente transformacion del espacio dada por la ecuaciéon matricial:
1 0 0 0
o RS i S
. 11 11 11 11 .
Sl 2 g o Y
i 11 11 11 11 4
MRl T T a
11 11 11 11
Solucion

1. Comprobar que M es una matriz ortogonal, es decir: M M' =1,

1 0 0 0
~J11-3 1 11-3 1-3J11
11 11 11 11
Sise denomina N=| _» J11-3 9 ~J11-31|Y
11 11 11 11
VI1-3 1+3J11 J11-3 1
11 11 11 11

1 J11-3 1-3J11

M=t| Vi1-3 9
11

—J11-3| se comienza estudiando la matriz M. Dado que M.M'= |

1+3V11  11-3 1

2. Calcular el determinante de M.

1 ~J11-3 1-3/11
M| = 1—11 J11-3 9 —J11-3 | =1 se trata de un movimiento directo.

1+3J11 J11-3 1

3. Estudiar el tipo de movimiento:

Se estudian ahora los puntos invariantes de la transformacion, que los da la ecuacion
NX =X= (N-1)X =0, es decir,
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1-1 0 0 0
~fii-3 1 Afi1-3 1-3
11 11 11 11
2 V-39 A3
11 11 11 11
VIT-3 13Vit Vi-3 1
11 11 11 11
0 0 0 0
~11-3 10 —11-3 1-3J11
11 11 11 11

2 Ji1-3 2 11-3
11 11 11 11
JIT-3  1+3J11 J11-3 10

11 11 11 BT

—_—

N < X

S O o O

para calcular el rango de la matriz N-I, se

|
S O o O

puede apreciar que la primera y la tercera columna son iguales, por tanto, se calcula el determinante
que se obtiene eliminando la primera fila y la primera columna. Este menor daré el rango de N-I,
pero también el de M-I de manera que se puede asegurar que rango(N-I) = rango (M-I), es decir,
que el sistema es compatible.

10 1-3 1-341
11 11 11
Como |[M-I|= \/?1_ 3 —% # =0 y, sin embargo, tomando el primer menor,
1+3J11 V11-3 10
11 11 11
10 i1-3
1 .2 # 0 = rango(N-I) = rango (M-I) = 2 = se trata de una rotacion.
Jit-3 2 1
11 11

Elementos caracteristicos: eje e y angulo de giro « :

Calculo del eje del giro:
El eje de rotacion es la solucion del sistema.

~J11-3 10 V11+3  1-3J11

- X = :O — —_2_ — — =
T TR T A TR JI1-3-10x (\/1l+3)y+(l 3WiT)z=0
2 J1-3 2 l1+3 2+ (VIT-3)x -2y ~(VI1+3)z=0

-—+ X——y— z=0

11 11 11 11

Esta es la ecuacion de la recta en el espacio. Para pasarla a paramétricas, se hace despejando x en la

Vite3 1311 143
0 7710 10

funcion de z queda y =-3z—1y colocados en la ecuacion en x queda x = z. Con lo cual, utilizando

primera ecuacion x = —

sustituyendo en la segunda y despejando y en

z como parametro de la recta y llaméandolo t queda
Xx=t
gje=qy=-1-3t

z=t
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g £

Célculo del angulo:
Para calcular el angulo de giro, se elige un vector perpendicular al eje y se ve en qué vector se
transforma mediante la matriz M. Un vector paralelo al eje es (1,-3,1) por lo que uno perpendicular

a éste puede ser v = (-1,0,1) su transformado es:

1 =11-3 1-3J11 )

3':M§:% Ji1-3 9 1-30 | = \7'2( 3 2 3 ] el angulo formado por
1

NTRNITRNT]
14311 Ji1-3 1
. v.v' 0 . :
ambos vectores viene de cosa =~ =———=0 = =1+ 90°, para ver cudl es el signo correcto,
RIGREE
se calcula el producto vectorial
ik
e T S IO S U
B N TN
NN

dado que este vector es paralelo al eje de giro, el angulo es o = 90°.

Inicio

48. En el espacio euclideo se busca obtener la ecuacion matricial correspondient:
al giro de angulo a :

a) alrededor del eje X.
b) alrededor del eje Y.
¢) alrededor del eje Z.

Solucion

La ecuacion de un giro en el espacio viene dada por X’ = A + M (X-A) siendo A un punto del eje
de giro, por tanto, un punto invariante de la transformacion.
Como es conocido, la ecuacion del giro vectorial en una base ortonormal, B, en la que el primer
vector tiene la direccion del eje de giro es:

1 0 0
M, =|0 cosa -sena | siendo a el angulo del giro.

0 sena coso

a) alrededor del eje X

Esta es la matriz de la transformacidén vectorial en una base cuyo primer vector es el eje X,

u= (1,0,0) y los otros dos vectores tales que formen con ¢l una referencia ortonormal. Por tanto, en

este caso, se pueden tomar v=(0,1,0) y w=(0,0,1). Es decir, la propia base canénica del espacio.
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Por tanto, tomando un punto cualquiera del eje como punto invariante para la ecuacion, por
ejemplo A = (0,0,0) quedando:

X' 0 1 0 0 x—0 X' 1 0 0 X
y'|=|0]+|0 cosa -sena || y—0| o, simplemente | y'|=|0 cosa -sena |y
z' 0 0 sena cosa J\z—0 z' 0 seno cosa )\ z

1 1 0 0 0 1

., X' 01 0 0 X

y también puede expresarse en la forma = o,
y' 0 0 cosa —sena ||y
z' 0 0 seno cosa )\z

en forma de ecuaciones
X'=x
y'=ycoso —zseno

z'=ysena+zcosa

b) alrededor del eje Y

En este caso, el vector del eje de giro es v=(0,1,0) pudiendo tomar, para completar una base
ortonormal, los vectores u = (0,0, Dy W= (1,0,0) , comprobandose que uA v=w. Se esta base la
base B = {i,V, W}

Entonces, la matriz del cambio de base a la base candnica es:

0 0 1
P=|1 0 0| matriz que tiene en columnas los vectores de la base B respecto de la canonica. La
010

matriz del giro en la base candnica sera, por tanto,
1

0 0 1)1 0 0 0 0 1Y)
M, =PM_,P"' porloque M=[1 0 0|0 cosa. -sena |1 O 0| =
0 1 0/A0 sena cosa /IO 1 O
0 0 1)1 0 0 010 cosa. 0 sena
=>M=|1 0 0|0 cosa -sena. |0 O 1 |=>M= 0 1 0
01 0/{0 senaa cosa /{1 O O —senaa 0 cosa

y, tomando nuevamente el origen como punto invariante queda la ecuacion:

x' cosaa 0 sena \(x x'=Xxcoso + zsena
y'[=| 0 1 0 y | o también y'=y
z' —senat 0 cosa )\ z z'=—Xseno +zcosa

) alrededor del eje Z

En este caso, el vector del eje de giro es v=(0,0,1) pudiendo tomar, para completar una base
ortonormal, los vectores u=(1,0,0) y w=(0,1,0), comprobandose que uA v=w. Por el mismo

razonamiento anterior, la matriz de cambio de base es:
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B g
i
-ﬂ!*f

-1

1 0 0 1 0)1 0 0 010
P= 0 1{yM=[0 0 1{0 cosa -sena. |0 O 1| quedando
00 1 0 0){0 senaa cosa /{1 O O
0 1 0)\1 0 0 0 0 1 cosaa —sena 0
M=|0 0 1|0 cosaa —-senoa. ||l 0 0| = M=|senaa cosa O
1 0 0OAO senaa cosa /O 1 O 0 0 1

y la ecuacion matricial de la transformacién, tomando otra vez el origen como punto invariante por
pertenecer al eje:

x' cosaa —sena 0)(x x'=xcosa — yseno
y'|=|senaa cosa O y| otambién {y'=xseno+ycosa
z' 0 0 1)z z'=z

Inicio

49. Se pide obtener los elementos caracteristicos de la transformacion geométric:
correspondiente a los siguientes productos de dos giros:

a) Giro de 30° alrededor del eje X y giro de 60° alrededor del eje Y.
b) Giro de 60° alrededor del eje Y y giro de 30° alrededor del eje X.

Solucion

a) En el problema anterior se obtuvieron las ecuaciones correspondientes a los giros alrededor
de los ejes coordenados.

Si se llama Gx 30+ al primero de los giros, su ecuaciéon matricial es
1 1 0 0 0 1
x' 0 1 0 0 X
y' 0 0 cos30° —sen30°||y
z' 0 0 sen30° cos30° )\z
Si se llama Ggy 60 al segundo de los giros, su ecuacion matricial es
1 1 0 0 0 1

x' _ 0 cos60° 0 sen60° || x
y'| |o 0 1 0 |y
z' 0 —sen60° 0 cos60°)\z

El giro buscado tiene como ecuacion, aplicando el giro alrededor del eje X, y al resultado, el giro
alrededor del eje Y.
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1 0 0 0
1 0 0 0 0 O
1 | Blo1 o o N le L M3 30
x' 0 b 0 B3 3 X x' 2 44
= 0 0 v3 1 quedando = B
yp |0 0 10 2 2y y'[ [0 0 - 37
z' 3 1 1 3z z' z
0O — 0 =400 — — 3 1 3
2 2 2 2 0 —£ — £
2 4 4
1 0 0 0
o L B3
2 4 4
Si se llama N = Y3 1|y M ala matriz de la transformacion vectorial asociada
0o 0 X ——
2 2
o B 1
2 4 4
103
2 4 4
N . 3 .
M=| 0 5 se comprueba que MM =1y que [M|=1 por lo que se trata de un movimiento
INER )
2 4 4
directo.

Estudiar el tipo de movimiento:

Se calculan ahora los puntos invariantes de la ecuacion matricial

1 0 0 0 0 0 0 0
N le 1 B 3 n o L B33y o
x ’ j— e = ’ 3 ) ! x 0 para estudiar el sistema se
= _ = U
vyl o o X _Liy o o ¥=2 L yITlo
s 2 2 , 2 2 , 0
o W 1B o W31 a4
2 4 4 2 4 4
Lo
2 4 4
B-2 1 : .
calcula |M—I|= 0 S =0 como el primer menor de 2x2 es distinto de cero, se
31 34
2 4 4

tiene que rango(N-I) = rango(M-I) = 2 por tanto, hay una recta de puntos invariantes y el
movimiento resultante de la composicion de ambos giros es un giro.

Elementos caracteristicos: eje e y angulo de giro « :
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Calculo del eje del giro:

El eje de giro se obtiene de resolver el sistema que da los puntos invariantes. Tomando las dos
primeras ecuaciones (visto que son independientes) queda

1 3 3
——X+—y+-2z=0 x =37
2 4 4 & e= es la ecuacion del eje. El vector director del eje puede
3-2 1 o y=—(3+2)z
2

ser u=(~/3,4/3+2,—1) y un punto del eje es el origen de coordenadas (lo cual es logico pues el

origen es la interseccion de los ejes de los giros iniciales, por tanto, punto invariante de cada uno de
los giros).

Calculo del angulo:

Se obtiene un vector perpendicular al eje, por ejemplo, v = (1,0,+/3) y se calcula el transformado de

v por la transformacion vectorial asociada v'=M v <
133 W3+2
2 4 4, 4
vi=| 0 g —% 0 |= —%
R A
2 4 4 4 2
- (1903\/5) 3\/§+2$_£a§_£ &_1
v' 4 24 2 2 3J3-2
cosa = = =

= oa=166°27 06"

k

i j
iavel B0 -l %}{@%}3_%
3V3i 1 33 43

4= —— ———

4 2 2 4 2
como este vector es paralelo a u = (+/3,4/3+2,-1) el angulo es el positivo:

a= 66°27 06"

b)
1 0 0 0 )1 0 0 O
1 01 0 0 1 NERIR
X' \/_ 0 < 0 = X
Ahora, =10 0 N3 1 2 2 =
y' 2 2110 0 1 0 |y
z' z
00 L By B, 1
2 2 2 2
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1, B
2 2
M| 3BT
4 2 4
31 4B
4 2 4

Estudiar el tipo de movimiento:

Se calculan ahora los puntos invariantes.

(=]

Rango (M-I) =2 pues [M-1| =

| |
Alw ">|$| | —

—_—

1 0
0 L
2
=y V3
4
0 3
4

0O 0
0£1
2
ﬁlx
—= — |y
24Z
13
2 4

1 0 O
1010
MR
vIlo 3 3
4 2
Z
0 31
4 2
o 0 0
LI By (o
2 2
x_O
REREEEY B W | B b
4 2 420
31 B34
4 2 4
NEE]
2
V3-2 1
2 4
13-4
2 4

lo tanto, rango(M-I) = rango(N-I) = 2 = se trata de una rotacion

Elementos caracteristicos: eje e y angulo de giro « :

Célculo del eje del giro:

b'ﬁ#i»—‘ N|§‘ o

también MM'= 1y que [M[=1 por lo que se trata de un movimiento directo.

N < ™

=0 siendo el primer menor distinto de cero por

Para calcular el eje se resuelve el sistema NX=X= (N-1)X=0. Para ello se toman las dos

primeras ecuaciones resultantes de la ecuacién matricial (pues el menor antes dicho es no nulo)

quedando:
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1B
—Ex—l—?Z:O d d x:\/gz . dl . d .
quedando €= ecuacion ael ¢je € rotacion.
V3ooB-2 1 y=(\/§+2)z
TX+Ty__Z=0

Calculo del angulo:

Para calcular el angulo se puede usar ahora la propiedad de que la traza de la matriz M no varia
respecto de los cambios de base y vale traza(M) = 142 cosa.

Loy B
2 2

traza(M) = ﬁ ﬁ 1 =l+£ = cosoczl l+£ -1 =£—l
4 2 41 2 4 22 4 8 4
31
4 2 4

= o = £ 66° 27’ 06”’. Para calcular el signo, se toma un vector perpendicular al eje. Como el
vector director del eje puede ser u= (\/3,\/3 +2,1) un vector perpendicular a éste es v=(-1, O,x/g)

su transformado viene dado por:

1, B

2 20 1
o3 BB
4 2 4 2
31 B
4 2 4 2

siendo VA V'= [%, \/5 +%,§] = ?(\B ,2+ \/g , 1) vector paralelo al vector director del eje

=a= 66°27 06"

NOTA
La conclusién que puede sacarse es que, en general, el producto de dos giros no es conmutativo
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50. Se pide obtener los elementos caracteristicos de la transformacion geométric:
correspondiente a los siguientes productos de dos giros:

y=1
z=1

a) giro de 30° alrededor del eje X y giro de 60° alrededor del eje e s{

= 1l
b) giro de 60° alrededor del eje e = {y . y giro de 30° alrededor del eje X
7=

Solucién

En este caso se trata del producto de dos giros de ejes paralelos.

El primero de los giros es el del problema anterior y su ecuacidon es:
1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 1 01 0 0|1
x' 0 1 0 0 X x' X
= o o < L 1F10 0 ﬁ _l
y 0 0 cos30° —sen30°||ly y 2 211y
z' 0 0 sen30° cos30° )\ z z' 0 0 1 B3l\z
2 2
El segundo tiene por ecuacion:
! 0 1 0 0 0 ' 0 bo 0 0
X X — X X
: 1B
y'[=| 1|+ 0 cos60° —sen60°| y—1 = y'[=[1[+]0 3 T y [+] -1 =
z' 1 0 sen60° cos60° )| z—1 z' 1 z -1
N
0o X2 =
2 2
1 0 0 0
' 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1
X X
yl — 1+\/§ + 0 l _ﬁ y < X' = 1+\/§ O l _ﬁ x
. 2 2 2] Y 2 2 2|y
1-3 0 NE) 1 z' 1-3 B 1 z
— — pe— = O - —
2 2 2 ) 2 2
a) El producto de ambos giros es:
1 0 0 0 1 0 O 0 1 00 O
1 0 1 0 0 01 0 0 |1 1 0 1 0 o0}l
x' X x' X
N=[1B o L B o B LM e X2 B o
y 2 2 2 201y y 2 y
z' — zZ z' — z
=3 V3 0 ﬁ ! 00 1 ﬁ 1=V3 V3 01 0
2 2 2 2 2 2
para clasificar esta transformacion, se comienza estudiando la matriz M, que es
1 0 0
M=[0 0 -1|cumpliéndose que MM'=1y [M|=1 = movimiento directo.
01 0

02 U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



gl £ 8

Problemas de movimientos en el espacio.

&
5
»

Estudiar el tipo de movimiento:

Para obtener los elementos caracteristicos se comienza estudiando los puntos invariantes,

resultado de la ecuacion matricial NX =X = (N-1)X =0 que en este caso queda:

1 00 0 0 0 0 0
1 0 1 0 01 0 0 0 o/} (0
0
X=1J”/500—1X<f>1+‘/50—1—1x=
y 2 y 2 y 0
Z _ z _ z/) \0

%010 %01—1

Estudiando el sistema, se observa directamente que rango(M-I) = rango(N-I) = 2 por lo que se
puede asegurar que se trata de un giro.

Elementos caracteristicos: eje e y angulo de giro « :

Calculo del eje del giro:

Para obtener el eje se resuelve el sistema, que es equivalente a:

1+/3 3
> -y—-z=0 y= £
e = B e = 12 este eje es paralelo a los ejes de los giros originales.
— +vV—zZ= 0 Z=—
2 7 2

Calculo del angulo:

Para calcular el angulo se usa esta vez la propiedad de la traza de la matriz M
TrazaM) =1+2 cos(at) < 1 =1+2cos(a)) = a=%x90°.

Para comprobar el signo, se toma un vector perpendicular al eje, por ejemplo, el v=(0,0,1)y se
1 0 0)O0 0

calcula su transformado v'={0 0 —-1{0[=|-1 comprobandose facilmente que vAv'=(1,0,0)

0 1 0)ll1 0

por lo que el angulo de giro es oo = 90 °.

b) El producto de ambos giros es:

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
1 01 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1
x' 111 1 X x' 1 X
I PRTNCAE | CVE R RCR (o N o E RS R
y 2 2 2 2.0y y 2 y
z' _ z z' _ z
0 0 l ﬁ _1 ﬁ 0 ﬁ l _\/5 1 01 0
2 2 2 2 2 2

La matriz M es la misma del apartado anterior, por lo que también se trata de un giro.
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Elementos caracteristicos: eje e y angulo de giro « :

Calculo del eje del giro:
El eje de giro se obtiene igual que en el apartado anterior resolviendo el sistema

NX=X=(N-1)X=0

0 0 0 O
0 0 0 0(1 0 1
«/§+1_y_Z:O y=—
\/§+1 X| 0 B 2 _ 2
0 -1 -1 = = &= < &= :
2 y| [0 J3-1 3
a1 , 0 5 +y-z=0 2—7
5 0 1 -1

Calculo del angulo:
El angulo de giro es el mismo que en el apartado anterior puesto que la matriz M es la misma que
en ese caso luego angulo de giro es a. = 90 °.

La conclusion gque puede sacarse es que el producto de dos giros cuyos ejes son paralelos es otro
giro con un nuevo eje paralelo a ambos ejes y con un angulo de giro igual a la suma de ambos

angulos de giro.

51. Se pide obtener la ecuacion matricial del giro del espacio de 240° alrededor del eje:
x=1-A
e=q y=-A
z=X
Solucion

Como se vio anteriormente, la ecuacion de un giro en el espacio viene dada por X’ = A + M (X-A)
siendo A un punto del eje de giro, por tanto, un punto invariante de la transformacién. Como un
punto del eje puede ser A=(1,0,0), queda por obtener la matriz M.

o . - (-1-11 .
En este caso, un vector unitario director del eje es u :u = [—i,—i,ij . Se elige una
(-1-11)] { V38" 3’3
referencia ortonormal del espacio que tenga a este vector como primer vector de la base. Los otros
- (1,0, 1 1 : -

dos vectores pueden ser v = (w0, :(—,0,—] ue es perpendicular a u y el vector

P Loy (V2" V2 B S PEIP Y
— - - 1 6 1
W=UAV=(—F,—,—).

J6' 36

La ecuacion del giro vectorial en la base B = {G,\?,W} es:
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0 0
1 0 0 L
M, =|0 cos240° —sen240° |=|0 IS para pasar de esta matriz en la base B a la matriz
0 sen240° cos240°
Bl
2 2
en la base canodnica se utiliza la matriz del cambio de base de la base B a la canonica del espacio
L
32 e
1 J6 : .
P= 5 0 =k matriz que tiene en columnas las coordenadas de los vectores de la base B
L
NI
respecto de la canonica.
L Lo 1y
V32 et 0 0 32 Ve 0 1 o
M=PM_,P"' = Loy ﬁ 0o -+ ﬁ L ﬁ =>M=[0 0 -1
B 3 2 2 3 3 Lo o
NS U U | PSRV 0 S U
3oz e 2 203 2 e
x' | 0 I 0)x-1
La ecuacion pedida es, por tanto, X'=A+M(X-A)<|y'|=|0|+| 0 0 —-1| vy | otambién
z' 0 -1 0 0 z
1 I 0 0 0)1
x'=y+1
x' 1 0 1 0]x ,
"7lo 0 0 -1 sy
Y Y z'=—x+1
z' 1 -1 0 0){z
52. Se pide obtener la ecuacion matricial del giro del espacio de 301° 15’ alrededo!
3x—4y+2=0
del eje: es{ >
ZA=%)
Solucién

La ecuacion de un giro en el espacio toma la forma X’ = A + M (X-A) siendo A un punto del eje de

giro y M la matriz del giro vectorial en la referencia candnica del espacio.

La matriz My del giro vectorial es conocida cuando B = {ﬁ,?,@} es una base ortonormal tal que u
1 0 0

es de la direccion del eje de giro. Entonces, M, =| 0 cosa —sena
0 seno cosa
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El primer paso sera obtener el vector u. De las ecuaciones implicitas del eje se puede pasar a las

paramétricas, utilizando como parametro la variable y.

2 4

2.4 [l2.4 x=-2:ds
e=1"""3"3"<e=1"""373" 0 llamando X al pardmetro = 2
z=0 z=0 v
z=0

De aqui se obtiene que el vector director de la recta es (4,3,0) y normalizado,

- (43,0 (43

4= (4.3,0] \5's’

. . 4 o
0] ; un vector perpendicular a éste puede ser @,—g,oj, vector unitario que es,

por tanto, V= @,—?,Oj : siendo el tercer vector de B, w =uav = (0,0,-1).

La matriz de cambio de base de la base B a la candnica es aquella que tiene por columnas los

43 43
5 5 5 5
34 . L3 4
vectores de la base B es, por tanto, P = 5 s 0 | cuya matriz inversa P~ = 5 s 0
0o 0 -1 0 0 -1
1 0 0 1 0 0
La matriz M, =| 0 005(301"15‘) —sen(301°15') =M, =|0 051877326 0,85491187 | ahora se
0 sen(301°15") cos(301°15") 0 -0,85491187 0,51877326
aplica el cambio de base
43, 43,
55 ) 0 0 55
-1 3 4 3 4
M=PM,P" = 3 3 00 051877326 0,85491187 3 3 0=
0 0 -1 0 -0,85491187 0,51877326 0 0 -1

0,8267583735 0,2309888352 -0,5129471220
M =|0,2309888352 0,6920148864 0,6839294959
0,5129471220 -0,6839294959 0,5187732600

Para obtener la ecuacion de la transformacion, se elige un punto de la recta, por ejemplo, A =
(2,3,2) quedando X’ =A+M (X - A) <

x' 2 0,8267583735 0,2309888352 -0,5129471220 ) x -2

y'|=| 3 [+]| 0,2309888352 0,6920148864 0,6839294959 || y-3

z' 2 0,5129471220 -0,6839294959 0,5187732600 )\ z—2

Inicio
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matricial:

N

<
|

Obteniendo ademas sus elementos caracteristicos

53. Clasificar la transformacion geométrica del espacio dada por la ecuacion

Solucion
12 2
3 3 3
Sea la matriz M = —g l
3 3
2221
3 3 3

espacio.

Estudiar el tipo de movimiento:

—_

La ecuacion matricial puede expresarse como

N < X

10 0 o
0o L 2 2
3003 3

N:
0o -2 L 2
303 3
221
303 3

= |; se comprueba que MM'= 1 y [M|= -1 = movimiento inverso en el

1

x llamando N a la matriz
Yy
Z

los elementos invariantes de la transformacion se obtienen de la ecuacion

matricial NX =X = (N-I)X =0 que, desarrollado queda un sistema homogéneo de 3 ecuaciones

con 3 incognitas siendo M-I la matriz de coeficientes y N-I la ampliada:

I-1 0 0 0

o L. 22 21y (o
3 3030« o

o -2 Ly 204170
303 32 Lo

o -2 21,
303 3

0

0

0

0

0

—_
S O O O
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claramente se observa que rango (N-I) = rango (M-I), por lo que el sistema es compatible y que
rango (M-I) = 1 con lo que es compatible indeterminado. Se trata, por tanto de una simetria
especular.

Elemento caracteristico: plano de simetria.

Calculo del plano de simetria:
El plano de simetria, que es la solucion del sistema se obtiene tomando la Unica ecuacion

2

2 2
0-2x-2y_2, 0 xty+z=0
373773 y

54. Clasificar la transformacion geométrica del espacio dada por la ecuacidl
matricial:

1 0 0 0
(B[ =132 28 524 e 30

1 1
X X
Viimgol g g iy
z' 66 3o 1o 31 (7

Obteniendo ademas sus elementos caracteristicos.

Solucion
1 0 0 0
-23 24 36
. . 1|-132 23 24 -36 1
Si se denomina N =— yM=—|-24 41 -12|.
49| —44 24 41 -12 9
=36 -12 31
-66 -36 -12 31
1 00
Se calcula MM'=| 0 1 0|y |M|=-1. Se trata, por tanto, de un movimiento inverso del espacio.
0 0 1

Estudiar el tipo de movimiento:

Para calcular los puntos invariantes de la transformacion se resuelve el sistema
NX=X=(N-D)X=0
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10 0 0Y) (100 0)1) (0
1[-132 23 24 36| [0 1 0 of[[x]| |0
49| —44 24 41 12| (oo 1 ollly|l |o ©
66 36 -12 31) (o 0 0 1))lz) lo

S
S
(e
(e
—

0
0

0 0 0 0
11-132 =72 24 -36|x X
49| 44 24 -8 _12 y S| a4 o4 -8 _12 y = o | se trata de un

—-66 -36 —-12 -18)\z 0 —-66 -36 —-12 -18)\z 0

sistema (no homogéneo de 3 ecuaciones con 3 incognitas). Como se aprecia, la segunda fila es

—_
S O O o o =~ O

igual a la tercera multiplicada por 3 y también es igual a la cuarta multiplicada por 2. Por tanto,
solo hay una ecuacion linealmente independiente = rango(N-I) = rango(M-I) = 1= se trata de una
simetria especular.

El plano de simetria es la solucion del sistema y se puede obtener, por ejemplo, a partir de la

Inicio

tercera ecuacion del sistema. —44 —24x —8y—12z=0 < -6x-2y-3z=11.

55. Clasificar la transformacion geométrica del espacio dada por la ecuacidl
matricial:
1 0 0 0
iy (102 2 L
X' 3 3 3 3 -
w20zl 1
, 33 5 3
e
3 3 3 3
Obteniendo ademas sus elementos caracteristicos

Solucion

Comprobemos primero si se trata de un movimiento. La matriz M es

2 2 1
303 3

M= —% —% 2 como M.M'=I, se trata de un movimiento. Como |M|=-1 se trata de un
1 2 2
3 3 3

movimiento inverso.

Estudiar el tipo de movimiento:

Se busca ahora el subespacio de puntos invariantes, que lo da la ecuacion
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0O 0 0 0
1001 2 1

3 3 3 3
20 2 4 2

3 3 3 3
10 1 2 1

3 3 3 3
tercera es dos veces la segunda por lo que rango(N-1) = rango(M-I) = 1 y el sistema es compatible
indeterminado y se trata de una simetria especular, cuyo plano de simetria es la solucion del

, como puede observarse, las segunda y cuarta fila son iguales y la

|

|

|

|

|

|
N < X
o o o o

sistema(tomando una cualquiera de las ecuaciones):
Elemento caracteristico: plano de simetria.
Calculo del plano de simetria:

El plano de simetria, que es la solucion del sistema se obtiene tomando la tnica ecuacion
10 1 2

————x——y—lZ =0 xH2y+z+10=0
33 373

Inicio

56. Obtener la ecuacion matricial de la simetria especular respecto del plano z =0

Solucion

La ecuacion matricial de una simetria especular tiene como expresion X’ = A + M (X-A) siendo A
un punto del plano de simetria, por tanto, un punto invariante de la transformacion.

Como se sabe, eligiendo un sistema de referencia ortonormal del espacio en el cual los ejes
coordenados cumplan que el primero es perpendicular al plano de simetria y los otros dos
pertenecen a dicho plano, en este sistema, la ecuacion matricial de la transformacion es:

Una base adecuada para dicho sistema de referencia puede ser Bz{u,v,w} siendo

u=(0,0,1); v=(1,0,0) y w =(0,1,0), (comprobando que w=unv)

En este sistema de referencia la matriz de la
transformacion ortogonal es

A
-1 0 0

M,=| 0 1 0| pues el primer vector de la base se
vad 0 0 1

transforma en su simétrico (primera columna) y los otros
dos (segunda y tercera columna) permanecen invariantes

por ser del plano de simetria.
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La matriz del cambio de la base B a la base candnica es:
010

P=[0 0 1| matriz que tiene en columnas los vectores de la base B respecto de la canonica. La
1 00

matriz del giro en la base candnica serd, por tanto, M,6=PM,P"' por lo que

1

0 1 0)-1 0 0)0 1 0) 0 0 1)-1 0 0)0 0 1 1 0 0
M=|0 0 1|0 1 0{jO0 O 1| =>M=|1 0 0|0 1 Ofj1 0 O|=M=|0 1 O
1 0 0JLO 0 1)1 0 O 01 0){o 0 1){0 1 0 00 -1

Obsérvese que, aunque se ha aplicado un método general, la matriz M se podia haber obtenido
directamente pues M contiene en columnas los transformados de los vectores de la base canonica y,
como se observa en el grafico los vectores directores de los ejes X e Y son invariantes por ser del
plano de simetria y el vector director del eje Z se transforma en su opuesto por ser perpendicular a
dicho plano.

Para escribir la ecuaciéon matricial se toma un punto del plano de simetria, el cual puede ser el
origen 0=(0,0,0) quedando

X' 0 1 0 0)x-0 x' 1 0 0
X'=A+MX-A)<|y'|=|0[|+|0 1 0 y |y =01 0|y
z' 0 0 0 -1 z z' 00 -1)\z
X'=x

o también puede expresarse como {y'=y

z'=-z

Inicio

57. Obtener la ecuacion matricial de la simetria especular respecto del plano
x-2y=17

Solucion

La ecuacion de la simetria especular en la base canodnica del espacio es X* = A + M (X-A) siendo A
un punto del plano de simetria.

Si se toma una referencia tal que el eje X sea perpendicular al plano de simetria se conoce la forma
que toma la matriz de la transformacion vectorial pues si se llama B a dicha base, entonces,

-1 00
M,=/0 1 0
0 0 1
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Se puede definir la base B = {ﬁ,;fﬁ} tomando el primer vector unitario y perpendicular al plano,

por ejemplo, u = (,=20) _(1,=20) & :(L _2 Oj
T a0 Vs NN

El segundo vector es un vector cualquiera perpendicular a éste, por ejemplo: v = (0,0,1) y el tercero

. — - - = 21
es el producto vectorial de ambos w=uAv=w=| ——=,———,0| (comprobandose que |w|=1).
P ) o aue vj=1)

La matriz de cambio de base de la base B a la candnica es aquella que tiene por columnas los

1oy 2
J5 NG
vectores de la base B es, por tanto, P= _2 0 L y la matriz M en la base canodnica,
NG NG
0 1 0
M, =PM,P"'
1o, 2 RN A
N N BN
2 1 2 1
M=|-—— 0 —| 0 1 0||-—— 0 ——(—| =
NN O I
0 1 0 0 1 0
1 2 3 4
— 0 -= 1 2 A
— —= 0
T EE NI
M=|-—— 0 —|| 0 1 0} O 0 1|=>M=—-— — 0
NG NG 5 5
0 1 0 0 01 —i —L 0 0o 0 1
NN

se puede comprobar que se cumple que M.M= = -1 por ser la simetria especular un
pued probar q ple que MM=1 y M= -1 p la si ia especul

movimiento inverso del espacio y que la matriz M es simétrica)

Para completar la ecuacion se elige un punto invariante, es decir, un punto cualquiera del plano de
simetria, por ejemplo, el punto (7,0,0) quedando

34 B3 4,
X'=A+MX-A)e|y'|=|0+|- —— 0 Sly'|=|-=|+|= -= 0|ly|e
dole) 1203 . 5 5 5
‘ 0 0 1|\ 7 z 0| lo o 1|\*
1 0 0 0
1 14340l
vl |28 4 3y
z' 5 5 5 z
0 0 0 1
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58. Obtener la ecuacion matricial de la simetria especular respecto del planc

40x— 60y — 403z =1

Solucion

La ecuacion de la simetria especular en la base canonica del espacio viene dada por X’ =A +M
(X-A) siendo A un punto del plano de simetria.
Tomando referencia afin cuyo eje X sea perpendicular al plano de simetria la matriz de la

-1 0 0
transformacion en dicha base, es My, =| 0 1 0
0 01

Se puede definir la base B = {ﬁ,;fﬁ} tomando el primer vector unitario y perpendicular al plano,

(z 3 &]

. - (40,-60,—40+/3)  (40,-60,-403) -
por ejemplo, u = = —u=
|(40,-60,-4043)| 100

> >

55 5

Tomando un vector cualquiera del plano de simetria (por tanto, perpendicular a u):
220
55 - ( 302

Ve 32
[+30)
‘5 5

© 5

:_70
13713

j y el ltimo, el producto vectorial de ambos

W=UAV>W= ,

o o ] (comprobandose que ‘@‘ =1 ). La matriz de cambio de base

de la base B a la candnica es aquella que tiene por columnas los vectores de la base B es, por tanto,

23 4 2 3 23
VRS s s
P= EEA —@ cuya matriz inversa es P~ = EEE 0 (obsérvese que
5 N3 65 Jizo i3 ’
23, B 439 639 13
5 5 65 65 5
P'=P'= P es ortogonal).
La matriz M en la base canonica, M, =PM_P"' =
20 3 4 2 3 23 1712 83
5 13 65 3 s 5 25 25 25
-1 0 0
Mo| 2 8 2 Ly T g
5 J13 65 o o0 1 J13 13 25 25 25
W, B S EC N ) 8B 1293 1L
5 5 65 65 5 25 25 25

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia 103




{m¥

R Problemas de movimientos en el espacio.

comprueba ahora que esta es la matriz de una simetria especular, pues se cumple que es simétrica y
es ortogonal (M.M'=M'M =1) y que [M|=-1

Para completar la ecuacion matricial s6lo queda elegir un punto perteneciente al plano de simetria,

por ejemplo, el punto A = (4%,0,0) quedando la ecuacion matricial:

1712 8
N % 25 25 25 x—%
X'=A+M(X-A) |y |=| o [« 12 L 123 -
Jlol12 2 25
V4 z
83 1243 1
25 25 25
10 0 0
T P VAN A YCR
ol | 1525 25 25 |,
J=l 3 12 7 123
yT|-2 2 1 123,
a0 25 2s 25 |,
383 123 1
125 25 25 25

Inicio

59. Obtener la ecuacion matricial del producto de las simetrias especulares d
planos x = 0 y z = 0. Clasificar la transformacion resultante y obtener sus elemento

caracteristicos.
Solucion
x' 1 0 0)(x
La simetria de plano z = 0 tiene como ecuacion S,=|y'|=|0 1 0 || y|como se vio en un
z' 0 0 —-1){z
problema anterior.
x' -1 0 0)(x
La simetria de plano x = 0 tiene como ecuacion S;=|y'|=| 0 1 0] y| en la que el vector del

z') {0 0 1){z

eje X, perpendicular al plano de simetria se transforma en su inverso y los otros dos vectores de la
referencia candnica permanecen constantes.

Antes de seguir con el problema se razonara del siguiente modo. Si S; es una transformacion
inversa (simetria), la matriz de la transformacion asociada cumplira que [M,| = -1 y dado que S, es
también inversa, su correspondiente matriz M, cumplira también que |M,| = -1. El producto de
ambas transformaciones tendra como matriz M;.M,. Si ambas matrices son ortogonales su producto
M,. M, cumplira que (M;. My)( M;. My)=M; M, M,' M\'=M,.. M|'=M, M,' =1, por lo que el
producto de dos transformaciones ortogonales es una transformacion ortogonal. El determinante
sera [M.Mp|=|M,|.[My| = (-1).(-1) = 1 por las propiedades de los determinantes. Por lo tanto, se trata
de una transformacién directa. En general, el producto de un numero par de transformaciones
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g £

inversas es una transformacion directa. Siguiendo el razonamiento, si una de las simetrias deja
invariante un plano, y la segunda deja invariante otro plano. Si ambos planos tienen interseccion,
quedara una recta invariante y el movimiento (directo y con una recta invariante) sera una rotacion.
Si ambos planos son paralelos, no habra elementos invariantes y el movimiento serd una traslacion
como se verd mas adelante.

Se procede ahora con el ejercicio en la forma general.
Las transformaciones pueden escribirse también como:

1 1 0 0 0)1 1 1 0 0 01
x' 0 -1 0 0flx x' 01 0 0]x
SIE y: ySZE ':

y 0 0 I Oy y 001 0}y

z' 0 0 0 1)\z z' 00 0 —-1){z
1 0 0 0)1 0 0 O 1 0 0 O
. .. 0 -1 0 0|0 1 0 O 0 -1 0 O

La matriz N del movimiento esN=N; . N, = =

0 0 1 00 0 1 O 0 0 1 O
0O 0 0 1){o0 0 0 -1 0O 0 0 -1

Estudiar el tipo de movimiento:

Se calculan los puntos invariantes a partir del sistema NX =X = (N-1)X=0.

1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0O 0 0 0)1 0
0 -1 0 O 01 00 X 0 0 -2 0 0] x 0 . .
- = = = estudiando el sistema se
0O 0 1 O 0 01 0 y 0 0 0 0 O]y 0
0 0 0 -1 0 0 0 1 z 0 0 0 0 2)\z 0

observa que rango (M-I) =rango (N-I) =2 por lo que se trata de un giro.

Elementos caracteristicos: eje e y angulo de giro « :
Célculo del eje del giro:

El eje se obtiene como solucion del sistema y es e E{ 0 es decir, el eje Y (evidentemente, la
z

interseccion de los planos de simetria).

Calculo del angulo:
Para calcular el angulo de la rotacion, se elige un vector perpendicular al eje de giro, por ejemplo,
-1 0 0)1 -1
v=(1,0,0) y se calcula su transformado v'=Mv = v'=[ 0 1 0|/ 0|=| 0 | puesto que se
0 0 —-1)A0 0

obtiene que v'=—v, el angulo que forman v y v' es claramente a= 180°

NOTA:
El producto de dos simetrias especulares cualesquiera del espacio no es conmutativo, aunque en
este caso concreto si lo es.
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60. Obtener la ecuacion matricial del producto de las simetrias especulares de planos 3y - 4 z + 6
=0 y3y-4z-4 =0. Clasificar la transformacién resultante y obtener sus elementos
caracteristicos.

Solucion

Como es conocido, la ecuacién matricial de una simetria especular viene dada por X’=A+M(X-A)
siendo A un punto cualquiera del plano de simetria y M la matriz de la transformacion vectorial
asociada.

Si se llama S; a la primera simetria y S, a la segunda, y las matrices de las transformaciones
vectoriales respectivas son M1y My, el producto de ambas transformaciones tendrad como matriz
M1.M; cuyo determinante vale [M1.M5|=1 por lo que se trata de un movimiento directo.
Para obtener la ecuacién de Si, se busca un vector normal al plano de simetria. Tomando los
coeficientes del plano se obtiene el vector (0, 3, -4), del que se obtiene el vector unitario

(03-4) _ (034 _ - :(0’3_5)
0,3 -4)| 37 +42 5 5
Como se puede comprobar, el segundo plano es paralelo al primero, por lo que tienen el mismo
vector normal.
Dado que S: deja invariantes los puntos del primer plano y S, deja invariantes los puntos del
segundo y dado que los dos planos no tienen interseccion, la transformacién resultante no tendra
puntos invariantes.

a:

Se puede calcular ahora la ecuacion matricial de Sq:

Un vector perpendicular a u puede ser el vector unitario \7:(0,%%} y el tercer vector, producto
vectorial de ambos es w =uAv=w=(10,0)

-1 00
En labase B={u,v,w}, lamatriz de la transformacién Sies My =| 0 1 0

0 01

El cambio de base de la base B a la candnica viene dado por Xc=PXg siendo P la matriz que tiene
por columnas las coordenadas de los vectores de B.
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0 0 1
3 4 . . .
P= 53 0 |.y la matriz M en la base canonica, M, =PM,P™ =
43
55
-1
0 2 1 10 0 0 Zl 1 0 2O4
M=| 2 2 olo 102 2ol M=o L 2
5 5 0 0 1 5 5 25 25
A3 A3 0o 4 _T
55 55 25 25

Tomando un punto cualquiera que cumpla la ecuacion del plano, por ejemplo, A;=(0,-2,0), se
puede escribir la ecuacion matricial de la simetria S;:

, 1 0 0 , 0 1 0 0
* 0 7 24 * * 36 7 24
X'=A/+MX-A)<e|y'|=|2|+]0 — — +2 | "=l -—|+|0 — —
M A) S 1Y . 5 25 || Y17 725 25 25
’ A IR I PR
25 25 25 25 25
1 0 0 0
1 o 1.0 o |!
x' X
Si= = _ﬁ 0 l ﬁ
y 25 25 25 ||y
2) |48 o1 7
25 25 25
0
. 36 e .
(Obsérvese que el punto O'= s es el simétrico del origen por S))
i
25

Realizando los mismos pasos para la simetria S, se llegara a la misma matriz de la transformacion
vectorial puesto que los planos son paralelos, y se puede elegir la misma base B.

Igual que se hizo para la transformacion anterior, se elige un punto del plano, en este caso, puede
ser A,=(0,0,-1), quedando

, 1 0 0 , 0 10 0
1 (° 7 24 || ) 24 7 24
X'=A, +MX-A)&|y'|=[ 0 [+ 0 == = o ly'|=| = |+0 = = =N
M A S Y : EEETH ARE: 25 25 ||
z - . % 7 zZ+ z 3 . % 7 z
25 25 25 25 25
1 0 0 0
1 o 1 0 o |!
x' X
S=| = 24 0 7oA
y 25 25 25 ||y
z') |32 24 T \z
25 25 25
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Ahora, el producto de ambas transformaciones vendra dado por el producto de sus matrices
quedando la nueva transformacion:

1 0 0 0 1 0 0 0 1 000

1 0 1 0 0 o 1 0 o |! 1 0 10 of!

x' X x' X

'=_ﬁolﬁ 24 724 == 12000

y 25 25 25 || 25 25 25 ||y y 5 y

z a8 024 T332 24 _T\z z 16 4546 1\7
25 25 25)0 25 25 25 5

La clasificacion de esta transformacion es inmediata pues dado que la matriz M de su
transformacion vectorial asociada es la identidad, se trata de una traslacion de vector

Z:(o,—z,ﬁ).
575

Este vector es perpendicular a los dos planos de simetria y su médulo es H =4 que es la distancia

de la traslacion. Se puede comprobar que la distancia entre ambos planos es 2.

NOTA:

El producto de dos simetrias especulares del espacio cuyos planos son paralelos es una traslacion
cuya distancia es el doble de la distancia entre ambos planos y cuya direccion es perpendicular a
ellos. El sentido es el del primer plano de simetria al segundo plano.

El producto no es conmutativo pues el orden de las simetrias cambia el sentido de la traslacion.

61. Obtener la ecuacion matricial del producto de la simetria especular de plano !

X-42z+5=0 por la traslacién de vector t= (15,0,-20) . Clasificar la transformacio

resultante y obtener sus elementos caracteristicos.

Solucion

Antes que nada, conviene observar que un vector perpendicular al plano de simetria es n = (3,0,—4)
por lo que el vector de la traslacion es paralelo a €1, por tanto, perpendicular al plano de simetria.

La magnitud de la traslacion es H = |(15, 0, -20)| =25

Se comienza obteniendo la ecuacién matricial de la simetria. Se construye para ello una base B
cuyo primer vector sea perpendicular al plano de simetria y los otros dos, perpendiculares entre si,

contenidos en dicho plano. Los tres formando una base ortonormal del espacio. Sea B = {ﬁ,@,v?} tal

que u= (3,074 _ 30,4 u= E,O,—i vector normal al plano y unitario, se puede tomar
0,3,-4) 32 +42 55705
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5
i kK
— - - 13 4 :
w=uAv=|— 0 ——=-5=(0,-1,0).
5 5 ! ( )
40 3
5 5

34
5 5
P=| 0 0 -1|ylamatrizM en la base canénica, M =PM_ P =
A3y
55
3 4 304 Y 7 24
2 200 2 200 — 0 =
5 5 -1 0 0} 5 5 25 25
M= 0 0 -1}0 1 0fJj 0 0 -1| =M=0 1 0
A3 N0 043y, 24, T
5 5 5 5 25 25

y tomando un punto cualquiera del plano de simetria, por ejemplo, el (-3,0,-1) se tiene la ecuacion

de la simetria

T 0 2 1
x' -3 25 25 |[x+3 ,
X
y'[=l0|+ 0 1 O y || (=
2') \-1) |24 7 \z+1) |7
0 —— VA
25 25

1 1 0 0 0)1
x' I5 1 0 0f«x
vyl lo o1 oy
z' 20 0 0 1)z
El producto de ambas transformaciones vendra dado por:
1 0 0 O
e 7, 24| 1 0001 1
x' 5 25 25 I5 1 0 0 x x'
y1 o o1 oo o1 ofylT]y
z' 8 24 0 7 =20 0 0 1)z z'
5 25 25

wmloo ©

25

24
25

0 0
24 1
25 || X
1 0 y
_T\z
25
0 0 O
1
T 2
25 25 || X
0 1 0 ||y
24, T |\z
25 25

Para clasificar esta nueva transformacion se empieza estudiando su matriz M, pero como ésta es la

misma que la de la simetria inicial se puede concluir que se trata de un movimiento inverso del

espacio.
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B g
fme.
5l ggf

Estudiar el tipo de movimiento:

Para clasificarla se estudian sus puntos invariantes, solucion del sistema: NX=X=(N-DX=0

-1 0 0 0 0 0 0 0
A S Rt
5 25 25 Ix|_|0| o] 5 25 25 || x|_|0

0 1-1 0 |y| |0 0 0 0 0 |[y| o
s 24 7 Nz o) |18 24 0 32(z) (o
5 25 25 5 25 25

como se puede ver, la ultima fila es la primera multiplicada por —gpor lo que

0 0 0 O

—E 0 ﬁ 81 18 24
25 25 22 2
rangogM —T)=rango| 0 0 0 |=1Yy rango(N-1I) =rango 05 55 0 205 =1 por ello se
E 0 —2 108 24 32
25 25 — — 0 ——
5 25 25

trata de un sistema compatible indeterminado, que tiene una sola ecuacion independiente. Es, por
tanto, una simetria especular.

Elemento caracteristico: plano de simetria.

Calculo del plano de simetria:

El plano de simetria se obtiene de resolver el sistema. Tomando, por ejemplo, la tltima ecuacion:

1 24 2
%+EX—;—SZ =0=540+24x-32z=0 = 3x—4z+1%5 =0 como puede observarse es un plano

paralelo al plano de la primera simetria. Se puede comprobar que la distancia entre ambos planos es
25, la misma magnitud que la traslacion.

NOTA:
El producto de una simetria especular del espacio por una traslacion de direccidon perpendicular a
dicho plano es una nueva simetria especular. El nuevo plano de simetria es paralelo al original y la

distancia es la magnitud de la traslacion, en el sentido del vector de traslacion.
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62. Clasificar la siguiente transformacion del espacio dada por la ecuacio
matricial y calcular los elementos principales:

x¢ 1 i O @ X

y'|=|0]+[{0 1 0 y

77 1 0 0 -1){lz-1
Solucion

Podemos escribir la ecuacion matricial de la siguiente forma:
x' 1 1 0 0 X 1 1 0 0)(x
y'l=lo[+/0 1 o vy |=|ol+|0 1 oy
z' 1 0 0 —-1){z-1 2 0 0 -1){\z

donde O’=(1,0,2) son las coordenadas del punto transformado del origen. Y la ecuaciéon matricial es

X 1 0 0
de la forma X’=0’+MX con X=y|; M=|0 1 0
z 0 0 -1

Clasificacion:
1. Comprobar que M es una matriz ortogonal, es decir: M M'=1.

MM'=], luego M es ortogonal, y por tanto nuestra transformacion es un movimiento.

2. Calcular el determinante de M.

1 0 O
[M|=/0 1 0|=-1<0, se trata de un movimiento inverso.
0 0 -1

3. Estudiar el tipo de movimiento:

Puntos invariantes:
Del sistema X=0’+MX se pasa al siguiente (M-1)X=-O’, es decir,

1-1 0 0 X -1 0 0 0)\x -1
0 1-1 0 |yl=l0 |=|0 0 0fyl|=l0
0 0 -1-1){z -2 0 0 2)\z -2
que por el teorema de Rouché-Frobenius:
0 0 O
g(M-I)=(0 0 0 |=1
0 0 2
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|
5

00 01
rg(M-10")=/0 0 0]0 (=2
0 0 -2|-2

Sistema incompatible, no hay puntos invariantes es una simetria deslizante.
Elementos caracteristicos: plano de simetria © y vector de traslacion:

Célculo del plano y el vector:
Producto de una simetria especular y una traslacion de vector paralelo.

0]
AR p P La simetria deslizante tieﬂe por
/‘C : \-\—P elementos el vector i =PP' y el
: \ plano n paralelo y que contiene a P
- N el punto medio del segmento OO’.
O’=T(0)

1° El punto medio entre el origen O y su transformado T(O)=0’ pertenece al plano de simetria.

P =%(O+O’) = . Como el punto P es del plano de simetria, su transformado P’

1
2

—_— O[\)'»—a

0 1
0[+|0|]|=
0 2

también lo sera, y el vector PP' es el vector de la traslacion.

1 1 0 0)1/2 3/2 1
P'=T(P)={0|+|0 1 0| 0 [=|0 resultando PP'=P'-P =| 0 |. Vector de traslacion (1,0,0).
1 0 0 -1 1 1 0

2° Para calcular el plano de simetria, buscaremos los vectores invariantes por la transformacion
ortogonal asociada, es decir, el sistema homogéneo, X=MX que se pasa al siguiente (M-1)X=0, es

decir,
1-1 0 0 X 0 0 0 0)(x 0
0 1-1 0 |yl=lole|0 0 0ofy|=|0|=z=0
0 0 -1-1)\z 0 0 0 2)\z 0

que corresponde al plano vectorial que junto con cualquier punto invariante por la simetria, por
ejemplo, P=(1/2,0,1) resulta z-1=0 como plano de simetria. Siendo la simetria deslizante el producto

Inicio

de la simetria especular de plano z=1 por la traslacion de vector (1,0,0).
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63. Dada la transformacion geométrica del espacio euclideo E;:
1 0 0 0
i i i i@ il (0 .
X'=NX , siendo N= b h clasificarla y hallar sus elemento
0 -1 0 O
caracteristicos.

Solucion

1. Comprobar que M es una matriz ortogonal, es decir: M M' = L.

1 0 0 O
1 0 1 O 0 10
De la matriz | 0 1 consideramos la submatriz cuadrada M=| 0 0 -1 | ortogonal
-1 0 0
0 -1 0 O
2. Calcular el determinante de M.
Determinante de M igual a 1, asi es un movimiento directo.
3. Estudiar el tipo de movimiento:
Puntos invariantes:
1 1 0 0 0)1
= = — . . . X 1 0 1 0 (x
NX=X=(N-DX=0 y el sistema incompatible =1 o0 o 1 , puesto que rango(N-I)
y —Yy
z 0 -1 0 0)lz

es distinto del rango(M-I), indica un movimiento helicoidal.
Elementos caracteristicos: eje de giro, angulo de giro y vector de traslacion:

El movimiento helicoidal se puede descomponer en el producto de una rotacidén y una traslacion
cuyo vector es paralelo a la direccion del eje.

Célculo del eje del giro:
De la transformacion ortogonal X = MX < (M —1I) X =0 que es un giro vectorial, obtenemos el
eje de rotacion como conjunto de vectores invariantes.
X 0 1 0)x I -1 0)(x 0
yi={0 0 -1|ly|[=]0 1 1|y|=|0|=x=y=-2.
Z -1 0 0 )\z 1 0 1){z 0

La traslacion de vector paralelo al eje sera proporcional al (1,1,-1).

Céalculo del vector de la traslacion:
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Si aplicamos la traslacion de vector (-t, -t, t) después del movimiento helicoidal resulta un giro. En
x' 1 0 1 0})x —t

efecto, | y'|=[1 [+] O O -1y |+]-t
z' 0 -1 0 0 )\z t

y si queremos que sea una rotacion el sistema de los

puntos invariantes debe ser compatible para ello, el rango de la matriz de los coeficientes debe ser

igual al rango de la matriz ampliada.

1 -1 0 1 -1 0 1-t 10 1-t ,
g0 1 1|=rgl0 1 1 1-t|=22/0 1 1-f=0=t=1.
1 0 1 1 0 1 t 11t

Por consiguiente, la traslacion es de vector (2/3,2/3,-2/3) y el eje de rotacion se obtiene de los

puntos invariantes por el giro,

1
x) (1=t} (0 1 0)(x 1—10xf x—y=t
y=|1-t|s{ 0 0 —tffyl=lo 1 oafyl=| Sl f
z t -1 0 0 /\z 1 0 1)z > y+Z=§
3

Calculo del angulo:

La traza es invariante 1+2cosa =0+0+0 = o = arccos [—%) =+120° amplitud del giro o rotacion.

Fijada una direccién del eje, por ejemplo, (1,1,-1) podemos determinar el angulo adecuado (120° 6
240°) mediante el producto escalar de los vectores PO y PO', siendo P el punto de interseccion del
eje e con el plano perpendicular que pasa por O 'y O’=(1/3,1/3,2/3) el transformado por O mediante

la rotacion.

\%
A
V(a
+—
1
1 X=—+t
X—-y= 3 3
Eje | =iy= interseccion con el plano x+y-z=0 resulta t=0 y por consiguiente el
+z=—
Y 3 z= 1 t
3

punto P(1/3,0,1/3) que da lugar a los vectores PO = (—%,O,—é) y PO'= (0,%,%) .
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i J k
— — 1 1 11 1 . .
Calculamos el producto escalar PO APO'= -3 0 3= [a,g—gj cuyo sentido coincide con el
o L 1
3 3

del vector de traslacion (2/3,2/3,-2/3), siendo el angulo el menor (el positivo) a=120°, pues

Inicio

corresponde al camino mas corto para que la orientacion coincida.

64. Dada la transformacion geométrica de ecuacion:

) [f1 0 0 0y
sililg g 0 il
v iBld 0 1 ly
2 7 1 0ol

a) Clasificarla.

b) Hallar sus elementos caracteristicos.

Solucion

a) Podemos escribir la ecuacion matricial de la siguiente forma:
' -6 0 0 -1)x
=l 140 1 0|y

-7 -1 0 0)\z

N <

donde O’=(-6,1,-7) son las coordenadas del punto transformado del origen. Y la ecuacion matricial

X 0 0 -1
es de la forma X’=0’+MX con X=|y[; M=/ 0 1 0
z -1 0 0

Clasificacion:
1. Comprobar que M es una matriz ortogonal, es decir: M M' = L.

MM'=], luego M es ortogonal, y por tanto nuestra transformacién es un movimiento.

2. Calcular el determinante de M.

0 0 -1
[M|=[0 1 0]|=-1<0, se trata de un movimiento inverso.
-1 0 O

3. Estudiar el tipo de movimiento:
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&
5

Puntos invariantes:

Del sistema NX=X=(N-DX=0, que por el teorema de Rouché-Frobenius:

-1 0 -1
rg(M-I)=| 0 0 0 |=1
-1 0 -1
0 0 0 0
-6 -1 0 -1
N-1)= =2
e(N-D= g g
7 -1 0 -1

Sistema incompatible, no hay puntos invariantes es una simetria deslizante.
b) Calculo de los elementos de la simetria deslizante:
Elementos caracteristicos: plano de simetria = y vector de traslacion:
Calculo del plano y el vector:

Producto de una simetria especular y una traslacion de vector paralelo.

0)
N p P La simetria deslizante tiilf por
/ : b 2 elementos el vector i =PP' y el
T ; h \ plano = paralelo y que contiene a P
— * el punto medio del segmento OO’.
O’=T(O)

1° El punto medio entre el origen O y su transformado T(O)=0’ pertenece al plano de simetria.

1 0] [ _13

P =E(O+O') =3 0+ 11||= 5 | Como el punto P es del plano de simetria, su transformado
0 -7 7
2

P’ también lo sera, y el vector PP" es el vector de la traslacion.

3

-6) (0 0 -1\ -5/2 1/2
P'=T(P)=| 1[+|]0 1 0 % =| 3/2| resultando PP'=P'-P=| 1
-7) -1 o o)) | (4 ~1/2

2

Vector de traslacion (1/2,1,-1/2).
2° Para calcular el plano de simetria, buscaremos los vectores invariantes por la transformacion

ortogonal asociada, es decir, el sistema homogéneo, X=MX que se pasa al siguiente (M-[)X=0, es
decir,
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-1 0 -1)\(x 0
0 0 O0fy|=|0|=x+z=0
-1 0 -1)\z 0
que corresponde al plano vectorial que junto con cualquier punto invariante por la simetria, por
ejemplo, P=(-3,1/2,-7/2) resulta x+z+13/2=0 como plano de simetria.
Siendo la simetria deslizante el producto de la simetria especular de plano x+z+13/2=0 por la

traslacion de vector (1/2,1,-1/2).

65. Clasificar la siguiente transformacion geométrica y obtener sus elementos
caracteristicos:
1
—= 1 1
; 2 i 1
X'=[{1|[-——-| 1 — 1 |X
i 3
1 1 —l
2
Solucion
1y 1.2 2 1.2 2
1 2 1 3 3 3 3 3 3
X'=[1 2 1 1 1 (X=[1]|+ 212 X, de aqui la matriz M = 212 es
0 3 2 0 3 3 3 3 3
L 221 2 21
2 3 3 3 3 3 3

ortogonal y simétrica con determinante -1, corresponde a un movimiento inverso (simetria).

Estudiar el tipo de movimiento:

Puntos invariantes:

1 .2 2 2122
3 3 3 3 3 3 n
x=|1]+]-2 L _2ix5) 2 1 20y |y
3 3 3 3 3 3
2 2 1 2 2 1 0
3 3 3 3 3 73

sistema incompatible, rg(1-M) = rg(l - M|O')entonces simetria deslizante, es decir, el producto de

una simetria especular por una traslacion de vector paralelo al plano de simetria.

Elementos caracteristicos: plano de simetria = y vector de traslacion:
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Célculo del plano y el vector:
Dado un punto cualquiera y su transformado; el punto medio del segmento que determinan
pertenece al plano de simetria, por ejemplo, el punto O(0,0,0) y homdélogo O’(1,1,0) nos indican un
punto (O+07)/2=(1/2,1/2,0) que al aplicarle la simetria deslizante se transforma en el punto:

12 _2)1 3
N33 32 6
o a0 TN I U D S | N N
2 0 3 3 312 6
A | U I 2
3 3 3 3
formando el vector de traslacion v = 0+0 T 0+0' = ll_%
2 2 33 3
Vectores invariantes:
1 2 2 1z 2
3003 03 303 3 0
X= 2 L2 X= 2 1-= 2 X=|0|=x+y+z=0, que con el punto
3 3 3 3 3 3 0
22 .21 2 2 1
3 3 3 3 3 3

(0+0%)/2=(1/2,1/2,0) da el plano de simetria x+y+z=1

Inicio

66. Sea T la transformacion geométrica de R’ de ecuacion:

1 0
1 72 0 |1
x' X
,=10k£
Yy 2 Il &7
7" z
g 8
2D

a) Obtener los valores de k para los cuales T es un movimiento

b) Clasificar T para aquellos valores de k para los que sea un movimiento

Solucion

a) Condicion necesaria para que T sea un movimiento es que el determinante sea 1 6 -1,

10 0
21 0
10k

2

0

| = t\)|$‘ o
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1 0 0
) : V3
Ademaés lamatriz |0 k - debe ser ortogonal.
o V31
2 2
1 0 0
L . 7 3 .
Si k=7/2, tenemos la matriz M=| 0 5 5 que no es ortogonal, puesto que MM" = 1.
o V31
2 2
1 0 0
. : 1 43 ‘
Si k=-1/2, resulta la matriz M=| 0 5 5 gue es ortogonal, pues se cumple que MM' =1, y por
o V31
2 2

consiguiente T es un movimiento.

T es un movimiento inverso para k=-1/2. Buscamos los puntos invariantes por T,

10 0 O
1 21 0 0|1
X X
I O )
y 2 21y
Z Z

0o VB 1

2 2

sistema incompatible rg(M—1)=rg(N—1). No hay puntos invariantes por T, luego es una simetria

deslizante.

67. Hallar las ecuaciones de la composicion del giro de dngulo © con respecto a la recta r: (0,0,1) -
t (0,1,1) con la traslacion de vector (1,1,0) y determinar de qué tipo de movimiento se trata.

Solucion

En el sistema de referencia R'={Q,U,,U,,d,} definido por:

1Yy

Q(0,0,1) r, i, =%(0,1,1)//r,02 =(1,0,0) L @i,,0, =0, A, =%(o,1,—1)

la ecuacion del giro, con el primer vector invariante es:
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P
i

g

X X 1 0 0 X 1 0 O0)x
y'|=G|y|=|0 cosm -senm||y|=|/0 -1 O |y
z Z 0 sent cosm )|z 0 0 -1){z

Se pasa al sistema de referencia R definido por:

R={0,§,5,,8} siendo 0(0,0,0), & = (1,0,0),&, = (0,1,0),&, = (0,0,1)

La matriz del cambio de base es

01 0 o L 1
) . V2 2
B=|— 0 —— |cuyainversaes B'=[1 0 0
Z o 2| .
1 1 0 = ——=
- 0 — 2 A2
7 7 V2. 2
X -1 0
y'|=BGB*|y|=|0 0 1|ly| enR
z' z 1 z
La ecuacion con el punto A (0,0,1) invariante sera:
X' 0 -1 0 0) x 0 -1 0 0
X'=A+MAX < |y'|=|0]+| 0 0 1| y |=|-1]+ 1y
z' 1 0 1 0)lz-1 1 0 0)\z
Ahora se compone con la traslacion T de vector (1,1,0) quedando
X 0 -1 0 0)\(x 1 X 1 -1 0 0
y'i[=|-1/+| 0 0 1ljjy|+1l|<|y'|=(0]+]0 0 1|y
z 1 0 1 0O)lz 0 z 1 0 1 0)\lz

Se trata de un movimiento helicoidal

Inicio
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68. ;Qué condicion se debe cumplir para que el producto de una rotacion y un:
traslacién del espacio R’ sea otra rotacién y no un movimiento helicoidal?

Solucion
Dada la ecuacion de la rotacion X'=A+MAX < X'=0'+MX ,
sabemos que X=0+MX< (I-M)X=0' es un sistema

/Vv compatible indeterminado cuya solucion es el eje de rotacion.
Si a continuacion, aplicamos una traslacion de vector v = (m,n,p) ,

resulta el sistema (I-M)X=0“+vV que debe cumplir
r(I-M)=r(I-M|0')=r(I-M|0"+¥) =2, por tanto, r(I-M[v)=2
y geométricamente los tres planos se cortan en una recta y el
vector de traslacion V serd perpendicular al vector

director del eje de rotacion, puesto que todo determinante de orden tres de la matriz ampliada debe

Ser cero.
69. Sean las simetrias especulares S;, S, S;,S4 de planos:
e X-y+z=0, m,: x-y+2z-3=0, 13:-2x-y+z=0, 14: 2y+z=0 respectivamente.
Clasificar las trasformaciones:
a) S10S20S3
b) S]OSzos30S4
Solucion

a) Los puntos invariantes por cada simetria son los de los respectivos planos de simetria, luego los
puntos invariantes mediante la transformacion producto sera la interseccion de dichos planos:

Xx-y+z=0 1 -11 1 -1 1/0
x—-y+z=3 org|l -1 1|=2#3=rg|1 -1 13
2x—y+z=0 2 -11 2 -1 1/0

Sistema incompatible, no hay puntos invariantes y S;0S,0S; es el producto de un nimero impar de
movimientos inversos que da un movimiento inverso sin puntos invariantes, resulta una simetria
deslizante.

b) En este caso, S;05,0S3;0S; es un nimero par, por consiguiente un movimiento directo, sin

Inicio

puntos invariantes tenemos un movimiento helicoidal.
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70. Identificar la transformacion T, tal que los puntos A=(1,2,3), B=(1,1,1), C=(-1,2,3),
D=(1,0,2) se transforman en A’=(2,-3,0), B’=(1,-1,0), C’=(2,-3,2), y D’=(0,-2,0) respectivamente.

Solucion
Se cumple que: T(A)=A’, T(B)=B’, T(C)=C’ y T(D)=D’ y en forma matricial, escribiendo
1 1

. X X'
conjuntamente T =| | para los cuatro puntos:
y

7'

N <

111 1 1 1 1 1 1 1 1 13(1 1 1 1 1 0 0 O

11 -11 2 1 2 0 2 1 2 01|11 -11 0 01 O
T- = =>T= . =

21 2 0 -3 -1 -3 2 -3 -1 -3 -2||21 2 O 0 0 0 -1

31 3 2 0 0 2 o0 0 0 2 0)(31 2 1 10 0

Las ecuaciones de la transformacion geométrica T, son:

1 1 0 0 0)1 ,
X 0 0 1 0)(x
X 0 0 1 0|x
= S|y =0+ 0 0 -1}y
y' 0 0 0 -1y ,
z 1 -1 0 0/\z
z 1 -1 0 0)iz
0 1 0
e fiene que = a matriz —1| esortogonal, T es un movimiento directo.
Set TI=1lyl t 0 0 -1 t I, T imi di
-1 0 O

Estudiar el tipo de movimiento:

Los puntos invariantes o dobles se obtienen resolviendo el sistema:
1 1 0 0 0)1

X 0 0 1 0}x

Y 0 0 0 -1j|y

z 1 -1 0 0)\z

0 0 0 O
-1 1 0
0 -1 1 0
rgqf 0 -1 -1{=2%#3=rg
0 0 -1 -1
-1 0 -1
1 -1 0 -1

Sistema incompatible, no hay puntos invariantes y T es un movimiento helicoidal.

Inicio
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71. Hallar las ecuaciones de la simetria deslizante de plano n=x+y+z=1

= il 2
y vector u=| —,—,—— |de E;:
323 3
a) Escoger una base ortonormal B del espacio vectorial V; adecuada.
b) Escribir la matriz My asociada al movimiento respecto de la base B.

¢) Hallar la matriz My, asociada al movimiento respecto de la base candnica.

d) Escribir las ecuaciones del movimiento respecto de la base candnica.

Solucion

a) En el sistema de referencia R’ ={Q,1,,l,,t,} definido por:

Q(0,0,1) e 7, 1, :%(1,1,1) LG, :%(0,—1,1) 10,0, =0, AT, :%(1,—1,1)

siendo la base B ortonormal {Ul = %(1,1,1), U, :%(0, -11),4, :%(1, —1,1)}

b) La ecuacién de la simetria especular, con el primer vector ortogonal al plano es:
X -1 0 0)\(x
y'[=Mg|y|=| 0 1 0|y
z' z 0 0 1)z

¢) Se pasa al sistema de referencia:
R ={0,§,§,,8,} siendo 0(0,0,0), & =(1,0,0),8, = (0,1,0),8, = (0,0,1)

1, 2
3 J6
. . ) 1 1 1
La matriz del cambio de base ortonormal es: B=| — —— —-—
V3 V2 e
1011
V3 V2 e
12 2

X' X X 32 13 ; X

y: =MBc y :'\/lBGl\/lE;l V= _g 5 _g y en R

z z z 2 2 1 z

3 3 3

d) La ecuacion de la simetria especular con el punto A (0,0,1) invariante sera:
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12z 2 2y (L 2 2
X 0 32 13 g X g 2 13 g
X'=A+M AX |y =0+ -= = -= =|Z+-= = -=
B y, L 3 3 3 yl 3 3 3 3|’
‘ 22 LMY 22 2 |
3 3 3 3 3 3 3
. . . ., - (11 2
A continuacién aplicamos la traslacion de vector u = 3373
2y (L 2 2 1 12 2
«N 13113 3 3|, |3 3 3 3
O 2 S I 2 S 1
. 3 3 3 3 3 3 3 3
2z 2 1) 2 22 1|
3 3 3 3 3 3 3 3

Inicio

72. Estudiar el movimiento resultante de aplicar la simetria respecto del plano n=y-1=0y

la traslacion tal que: T(0)=(1,0,1). ;Es conmutativo este producto?

Solucion

Primeramente calculamos las ecuaciones de la simetria especular en el sistema de referencia
R’={Q,u,,u,,0,} definido por:

Q(0,1,0)emn, u, =(0,1,0) L «, U, =(0,0,1) L0, U,=0, Al,=(10,0)
siendo la base B ortonormal {i, = (0,10),u, = (0,0,1),u, = (10,0)}

La ecuacion de la simetria especular, con el primer vector ortogonal al plano es:
X' X -1 0 0)\(x
y' | =Mgly|=| 0 1 0]y
z' z 0 0 1)z

Se pasa al sistema de referencia:

R={0,§,6,,8,} siendo 0(0,0,0), & = (1,0,0), & =(0,1,0), & = (0,0,1)

La matriz del cambio de base ortonormal es: B =

o O
= O O
o O -
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B g
FImes
--}15%

x' X X 1 0 0)\x
Y'[=Mg |y |=MGM |y |=]0 -1 O|y| enR
z' z z 0 0 1)z

La ecuacion de la simetria especular con el punto A (0,1,0) invariante sera:

x\ (0) (1 0 0) x 0) (1 0 0)(x
X'=A+M, AX < |y'|=[1]+|0 =1 0||y-1]|=|2]+[0 -1 0|y
z7) o) o o 1) 2 o) lo 0o 1)lz

A continuacion aplicamos la traslacion de vector u= OT(0)=(1,0,1)
x' 0 1 0 0)x 1 1 1 0 0)x
y'l=[2]+l0 =1 ofly|+|o|=][2]+|0 -1 oy
z' 0 0 0 1)\z 1 1 0 0 1)z

Estudiar el tipo de movimiento:

Movimiento inverso, del que necesitamos buscar los puntos invariantes
X 1 1 0 0)x 0 0 0)\x 1
yl=l2]+/0 -1 0| y|e|0 2 0| y|=|2|=0=1 ;IMPOSIBLE!
z 1 0 0 1)z 0 0 O)\z 1

No tiene puntos invariantes, es una simetria deslizante.
Elementos caracteristicos: plano de la simetria y vector de traslacion:

Célculo del vector:
Dado un punto cualquiera y su transformado; el punto medio del segmento que determinan
pertenece al plano de simetria, por ejemplo, el punto O(0,0,0) y homologo O’(1,2,1) nos permite
obtener un punto (O+0’)/2=(1/2,1,1/2) que al aplicarle la simetria deslizante se transforma en el
punto:

(1) (1 0 0
T(ozoj:2+0 10
1) lo o 1

I
N[ TN Ww

formando el vector de traslacion v = o J;O T(%) = (1,0,1)

Célculo del plano:
Vectores invariantes:

1 0 O I-1 0 0 0
X=|/0 -1 0|X=| 0 I1+1 0 [X=|0|=2y=0,
0 0 1 0 0 1-1 0
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.;

i

que con el punto (O+0’)/2=(1/2,1,1/2) da el plano de simetria y=1 y el vector (1,0,1) del
enunciado. El plano de simetria es paralelo al vector de traslacion, luego el producto es

conmutativo.

73. Escribir las ecuaciones del movimiento resultante de aplicar la rotacion respecto del

=0
eje e= {X | y de angulo o =-90° y la traslacién de vector (1,0,1).
7z=

Solucion

Primeramente calculamos la ecuacion de la rotacion en el sistema de referencia ={Q,U,,,,U,}

definido por:
Q(0,0,2) er, G, = (0,-1,0)//r, U, = (1,0,0) L G,, U, =T, AT, = (0,0,1)

la ecuacién del giro, con el primer vector invariante es:

X' X 1 0 0 X 1 0 0)\x

y'|=G|y|=|0 cos(—g) —sen[—gj yl={0 0 1|y

z z z 0 -1 0)\z
T

Se pasa al sistema de referencia R definido por:
R={0,§,§,,§ siendo 0(0,0,0), & =(1,0,0), € =(0,1,0), & =(0,0,)

0 1 0
La matriz del cambio de basees: B=|-1 0 0
0 0 1

X X 1)\(x

y'|=BGB™|y|=|0 1 0|ly|enR

La ecuacion con el punto A (0,0,2) invariante sera:

x") (0) (0 0 1 —2) (0 0 1)(x
X'=A+MAX < |y [=[0]+]| 0 1 0| v |=|0|+]0 1 Ofy
z') (2) |-1 0 0)lz-2) | 2) (-1 0 o)z

Ahora se compone con la traslacion T de vector (1,0,1) quedando
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x' -2 0 0 1)\x -1 0 0 1)\x
y'|= + 0 1 y|+HO0|=0|+/ 0 1 Ofy
z' -1 0 z 3 -1 0 O)\z

En este caso, es una rotacion, pues el vector de traslacion (1,0,1) es perpendicular al eje de

rotacion. (Véase el ejercicio 68).

Inicio

1

X 1 32
T=ly'|=|1|+]| -
1 y' i 3
4 )

3

2

2

T, y a continuacion la simetria deslizante T;:

0 0 0 -1
1|+(0 1 0
0 1 0 0

74. Determinar la transformacion que resulta de aplicar el movimiento helicoidal

Y
z

Solucion

Previamente, colocamos el sistema de cada transformacion con una matriz 4x4:

x' 0
T,=ly'|=1
z' 0
Efectuamos el producto:

1 0

1 ;L

X' 3

ToT, = y' mE _2
z' 3

0o _2

3
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S = O

oS O

S = O =

- o O O

—_—

X
< L=
y
Zl
1
X’
< =
y
Z’
0 01
0 -1} x
1 0|y
0 0Nz

1

1

S = O =

0

- o o O

o Wl wi—m —

S = O O

0 0
22
303
1 2
303
2 1
3 3
011
-1 x
01y
0 )\z
0 0
2 2
33
2 1
3 3
1 2
303

|
WIN W[ W=

—_—

N < >

—_

N < >




lg,l{_,: Problemas de movimientos en el espacio.

Estudiar el tipo de movimiento:

Resultando un movimiento inverso, por ser |T,oT,|=|T)||T,|=(-1)(+1)=-1, veamos los puntos

invariantes:
1 0 0 0 0 0 0 0
1 2 2 1in 5 2 _1iny (o
X 3 3 3 3 X 3 3 3 3 X 0
=4 2 1 2 Sl4 02 202 =
Yl s % 5 S IIY - = == Z |yl |0
3 3 3 3 3 3 3 3 0
Yol 2 221 2 1Y
3 3 3 3 3 3 3 3

cuya solucion es: x=1/2, y=0, z=-3/2, lo que determina una simetria rotacional.

Inicio

75. Sea la transformacion T dada por las ecuaciones:

x'=§(x—2y+22)+1

AL

1
y'=§(—2x+y+21)+1

z'=§(2x+2y+z)+2

a) Demostrar que T no tiene puntos dobles.

b) Demostrar que T es el producto de una simetria S respecto de un plano © por
una traslacion de vector i paralelo al plano w.

c¢) Hallar la ecuacién de 7t y el vector ii.

Solucion

Escribimos el sistema en forma matricial:

x'z%(x—2y+2z)+l

: x' . 1 -2 2)\(x 1
y'z;(—2x+y+22)+1<:> y' 25 -2 20 y|+|1
z' 2 2 1)z 2

z'=é(2x+2y+z)+2

X I -2 2)\x 1 2 2 2)\(x 3
a) Puntos dobles: | y :l 2 1 2|yl|+|l]|e]2 2 2|y|=|3
3 2 2 1)z 2 -2 -2 2 )z 6
2 2 2 2 23
conrg| 2 2 2|=1#2=rg 2 2|3 | sistema incompatible.
-2 -2 2 -2 216
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22
(2 32 13 ;
b) La matriz M =3 -2 1 2= 3 3 3 es una matriz ortogonal, ya que MM'=I y con
2 2 1 2 2 1
3 3 3
122
3 3 3
2 1 2 - . . ; .
M| = 3 3 3| -1 corresponde a un movimiento inverso si ademas por el apartado anterior
2 21
3 3 3

no tiene puntos dobles es una simetria deslizante, es decir el producto de una simetria especular

por una traslacion de vector paralelo al plano de simetria.

¢) No hay puntos invariantes por T, entonces buscamos vectores invariantes por la transformacion

ortogonal definida por M:

X 1 -2 2)\(x 2 2 2)\(x 0
Mv=v&|y :l -2 1 2|ly|lel 2 2 2y|=|0|=x+y-2=0
z 3 2 2 1)z -2 2 2 )z 0
O
\\ p p La simetria deslizante tiilf por
/ Nl elementos el vector i =PP' y el
T \\ plano = paralelo y que contiene a P

I el punto medio del segmento OO’.
O’=T(0O)

En nuestro caso O’=(1,1,2) y P=(0+0’)/2=(1/2,1/2,1) debe pertenecer al plano T, luego x+y-
z=1/2+1/2-1=0. Y por consiguiente, el vector buscado es el (1,1,2), puesto que el origen O(0,0,0)

esta en el plano de simetria x+y-z=0.

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Problemas de movimientos en el espacio.

76. (Qué condicion se debe cumplir para que el producto de una simetria
especular y una traslacién del espacio R’ sea otra simetria especular y no una simetria
deslizante?

Solucion

v Dada la ecuacion de la simetria X’=MX, sabemos que

X=MX < (I-M)X =0 es un sistema compatible indeterminado

cuya solucion es el plano de la simetria. Si a continuacion,
aplicamos una traslacion de vector v =00", resulta el sistema
T X'=0"+MX que corresponde al producto de una simetria por una

traslacion, para que sea efectivamente una simetria especular debe
cumplir que (I-M)X =0' que r(I-M)=r(I-M|0")=1, por tanto,
geométricamente los tres planos son coincidentes y el vector de

traslacion Vv sera perpendicular al plano de simetria.

Inicio

pasa por A(1,1,1)

77. Hallar las ecuaciones del movimiento helicoidal de eje e=
vector (0,1,0)

angulo o =—-45" y vector u= (1,1,1) de Es.
i) Escoger una base ortonormal B del espacio vectorial V; adecuada.
ii) Escribir la matriz My asociada al movimiento respecto de la base B.
iii) Hallar la matriz Mg, asociada al movimiento respecto de la base canonica.

iv) Escribir las ecuaciones del movimiento respecto de la base canoénica.

Solucion

i) En el sistema de referencia R'={A,1,,1,,1,} definido por:

AL ee, @, =(0,1,0)//e, T, =(0,0,1) L, i, =i, Ali, = (1,0,0)

ii) La ecuacion del giro, con el primer vector invariante es:
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1 0 0 1 0 0
x' X X X
"1=G =0 cos|-Z| sen|-= =0 ﬁ —Q
y' Y 4 4 Y 2 2 Y
z z z zZ
m m V2 V2
0 -sen| ——| cos|—— 0o — —
4 4 2 2

iii) Se pasa al sistema de referencia R definido por:

R ={0,8,8,.8 siendo 0(0,0,0), § = (1,0,0), &, =(0,1,0), & = (0,0,1)

0 0 1
La matriz del cambio de base es B={1 0 0
010
o,
x' x) | 2 2
y'|=BGB'|y|=| 0 1 0 |[y| enR
A Ue el
2 2
La ecuacion con el punto A (1,1,1) invariante sera:
Z o\ Z
, =0 =% =0 -==
X 1 ) 2 |[x-1 1 2 2 |(x
X'=A+MAX < |y'|=|1]+| 0 1 0 |[y-1]|=] 0 [+ 0 1 0 |y
AW e ) lea) e e
2 2 2 2
iv) Ahora se compone con la traslacion T de vector (1,1,1) quedando
V2 2 2 2
: - 0 -— . -— 0 —
X 1 2 2 |(x 1 X 2 2 2
yii=| o [+ 0o 1 o |y|+1]|elyl=] 1 |+ 0 1 0
Al el W) ) | e e
2 2 2 2
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78. Encontrar las ecuaciones del producto de una rotacion de amplitud T con

respecto a la recta que tiene como vector director a v=(1,1,0) y pasa por el punto (1,1,1)

oz 5 2
con la traslacion de vector i = (0,%,—1]

Solucion

En el sistema de referencia R'={A,4,,1,,1,} definido por:

1

A(LLD)ee, i, = ﬁ(1,1,0)//e, i,=(0,0,1) L, i, =1, Al, :%(1,—1,0)
La ecuacion del giro, con el primer vector invariante es:
1 0 0

x' X X 1 0 0)x
T T

y'|=G|y|=|0 COS(EJ sen(zj yi=l0 0 1|y

z' z z 0 -1 0)\z
Y Y
0 —sen|—| cos|—
5 =)

Se pasa al sistema de referencia R definido por:

R= {O, 61,62,53} siendo 0(0,0,0), €, =(1,0,0), €, =(0,1,0), &, =(0,0,1)

1 0 1
La matriz del cambio de basees B=|1 0 -1
01 0
L )
" < 2 2 2 <
| 1 2
'|=BGB™ = = — — en R
y yI=l 3 3 > Y
Z Z Z
V2o
2 2

La ecuacion con el punto A (1,1,1) invariante sera:

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Jh_!,m Problemas de movimientos en el espacio.

11 2
x' 1 2 2 2 x—1
X'=A+MAX < |y'|=|1]+ 11 ﬁ y-1|e
z' 1 2 2 2 z—1
V22
2 2
2 11 2
o 2 2 2 2 .
olylo| 21 L 2
, 2 2 2 2
z | ﬂ _ﬂ . z
2 2

[\

Ahora se compone con la traslacion T de vector u = (0,%,—1} quedando

RET0 I T B V2] (11 2
o 2 2 2 2| 0 o E3 2 2 2

V2 1 1 2 V2 1 1 2
y'|=|— 1|+ — — — +H— ||y =] 0|+ = - — ||y
, 2 2 2 2 2 , 2 2 2
V4 V4 V4 V4

-1
1 ﬁ _ﬁ 0 0 ﬁ _Q 0
2 2 2 2

Inicio

3
79. Una superficie en R tiene de ecuacion

2x2+\/5x+2y2+\/5y+222—21=1.

Determinar la ecuacién de esta superficie, respecto del nuevo sistema de

referencia: R'= {A = [—ﬁ,—ﬁ,l}ﬁ = [1,1,—£],V = [l,l,ﬁj,v’v = [ﬁ,—ﬂ,oj}
29" 2 2 2

indicar el tipo de transformacion realizada.

Solucion

Las ecuaciones del cambio de sistema de referencia son:
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1
2
4
2
4
1

2

| — N-= o
© | &

0 0
1 2
2 2
1 2
2 2
% 0

Despejando y sustituyendo en la ecuacion de la superficie, resulta: x’*+y’*+z’>=1 una esfera de
centro el nuevo origen y radio 1.

Todo cambio de sistema de referencia es una transformacion afin que se puede descomponer en el

producto de una traslacion de ejes por un cambio de base

en este caso podemos observar que la matriz M =

luego se trata de un movimiento.

Buscamos puntos invariantes:

1
2

| —

rg| —

N|§‘l\)

1
2

1
2
2

2

N < X

V2

N2 1
4 2
2 1
=| —— |+ —
4 2
L]
2 2
V2
2
ﬁ =2#3=rg
2
1

Estudiar el tipo de movimiento:

- N|§‘N|»— N | —

| —

N|§H\)

se trata de un movimiento helicoidal
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>|

N | =

0o | —
N|§

1
2

1

2

2

2
1
2
y| o=+
2
’ V2
2

V2| V2
2| 4
V2 | V2
2| 4
1
L2

sl

N|§| |~ N~

N | —

N | —
SIS

&g,

N < X

|~ N
N|§

1 2

2 2 |,

1J§X,
E_TZ,Y
2,

2

es ortogonal, ya que MM'=I,

V2

4

V2

—
1
2

es un sistema incompatible con [M|=1,

Inicio
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80. Sea la transformacion T dada por las ecuaciones:

A 3B B
=X+ ——y+—1z

P 26 13

. B 5ol ol
- X+ + z

|t ey T LT
B t68 B oEh R
z2'=— X+ y+ z+1
13 13 13

a) Demostrar que T no tiene puntos dobles.

b) Demostrar que T es el producto de una rotacion G respecto de un eje e de

amplitud o por una traslacién de vector i paralelo al eje e.

c¢) Hallar la ecuacion de e, el angulo a y el vector i.

Solucion
a) Escribiremos el sistema en forma matricial de la forma X’=0’+MX:
N (o 2 26 13 .
, W13 8-9Y3  —6-33
y'[=|0|+| -
e 26 26 13
V4
VI3 6-33 9-243
13 13 13
« 2 26 13 0
W13 8-93 —6-33
con X=|y|; M=|- y O'=|0
26 26 13 ]
z
V13 6-33 9-243
13 13 13

1.

2. Calcular el determinante de M.

Comprobar que M es una matriz ortogonal, es decir: M M' =1,

Consideramos la matriz cuadrada M que es ortogonal, puesto que MM'=I, con determinante 1, asi

es un movimiento directo.

3. Estudiar el tipo de movimiento:

Elsistema X=0+MX & (M-1)X=-0'<

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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Con rango(M-1)=2 y rango(M-1/-O")=3 por el teorema de Rouché-Frobenius es incompatible indica

que T no tiene puntos dobles y es un movimiento helicoidal.

b) El movimiento helicoidal se puede descomponer en el producto de una rotacion y una traslacion

cuyo vector es paralelo a la direccion del eje.

Elementos caracteristicos: eje e, angulo de giro a y vector de traslacion:

Calculo del eje del giro:
De la transformacion ortogonal, X’=MX

V333 V13
o 2 26 13 .
o] 313 8-9v3  —6-33
g 26 26 3|7
z z
V13 6-3V3 9-243
13 13 13
que es un giro vectorial, obtenemos el eje de rotacidn como conjunto de vectores invariantes,
N V13
2 26 13 < 0
X=MX& (M-1)X=0s IENE 8_9\/5—1 =633 y|=|0
26 26 13 0
V4
13 6-33 9-23
13 13 13

cuya solucion es la recta vectorial x=03; y=24; z=-3.

Célculo del vector:
La traslacion de vector paralelo al eje serd proporcional al (0, 2, -3).

Si aplicamos la traslacion de vector (0, -2t, 3t) después del movimiento helicoidal resulta un giro.

0 0 0
En efecto, X'=| 0 |+ MX+| -2t |=| -2t |+MX y si queremos que sea una rotacion el sistema,
1 3t 1+3t
0
X =| -2t |+MX, de los puntos invariantes debe ser compatible para ello, el rango de la matriz de
1+3t

los coeficientes debe ser igual al rango de la matriz ampliada. r(M—1I) = r(M -1]-0'+ ﬁ) =2.

2 26 13
W13 8-93 —6-33
rg| — -1 2t =2
26 26 13
3623 9o
13 13 13
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0 313 NE
26 13
=| 2t 8_9\/5—1 6-3V3 S0t
26 13 13
—1-3t ~6-33 9_2‘6—1
13 13
| 6
Por consiguiente, la traslacion es de vector i =| 2t |= BT y el eje de rotacion se obtiene de los
-3t 9
13
puntos invariantes por el giro,
° ;
X=| 2t [+MX= B +MX
1+3t 4
13
3 B J13
2 26 13 0
X
W13 8-93 -6-33 6 x=—2*/ﬁ——*@
- -1 Y= -3 |= 13 13 -
26 26 13 13 vt 2721
VA 7=
V13 6-338 9-23 _4 Y
13 13 13 13

Calculo del angulo:

La traza es invariante 1+2coso=1-+/3 = a = arccos(—gj =+150° amplitud del giro o rotacion.

Fijada una direccion del eje, por ejemplo, (0, 2, -3) podemos determinar el angulo adecuado (150° ¢
-150°) mediante el producto escalar de los vectores PO y PO', siendo P el punto de interseccion

del eje e con el plano perpendicular que pasa por O=(0,0,0) y O’=(0, 6/13, 4/13) el transformado
por O mediante la rotacion.
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213 39
2413 V39 13 13
Eje: =<7 13 13 = y =2t interseccion con el plano 2y-3z=0 resulta t=3/26 y por
2z=1
3y+2z zZ= 1 3t
. 213 39 3 2
consiguiente el punto P ETEEETIIERE] que da lugar a los vectores

m:[_@+@ 3 2]yp—@:[_£+@iz

T ,—,— |. Calculamos el producto escalar
13 13 13 13 13 13 1313

i ik
— . | 23-39 3 2 8134439 63/39 -12413
POAPO'=[-2—N2 2 _ 2|y, ,
13 13 13 169 169
2339 3 2
13 13 13

cuyo sentido coincide con el del vector de traslacion (0,2,-3), siendo el angulo el menor (el

positivo), pues corresponde al camino mas corto para que la orientacioén coincida.
Inicio

3
81. Una curva en R tiene de ecuacién 4x’-4xy+8xz-11x+y’-4yz +10y +4z>-2z+7
Determinar la ecuacion de esta superficie, respecto del nuevo sistema de referencia:

R e e P B
3° 37 3 33 3 37 33

indicar el tipo de transformacion realizada.

Solucion

Las ecuaciones del cambio de sistema de referencia son:

1 0 0 0
1 12 2in 1
3003 3 Iy
2 1 2 =
0 P _ P 1
3 3 3 Z Z
0o -2 2 1
3 3 3

Despejando y sustituyendo en la ecuacion de la curva, resulta: x’=y’* una parabola.
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Problemas de movimientos en el espacio.

r2 2
ik 32 13 ; x
producto de una traslacion de ejes por un cambio de base |y |=|0 |+ 3 3 3 y'| yen
z 0 2 21 z
3 3 3
r2z 2
3 3 3
. 2 1 2 C
este caso podemos observar que la matriz M =| -= 3 3 es ortogonal y simétrica, ya que
221
3 3 3

MM'=I, luego se trata de un movimiento.

Estudiar el tipo de movimiento:

Buscamos puntos invariantes:

1 2 2 2 2 2

O L33 3y 303 30

y =0+ 22 y|e 222 y|=| 0| esunsistema incompatible con [M|=-1,
3 3 3 3 3 3

z) \0 2 2 1 |\ 2 2 o f\#) 0
3 3 3 333

se trata de una simetria deslizante.

Inicio
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