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Un disco de radio R y masa M rueda sin deslizar
sobre un plano rugoso horizontal. Existe una res-
tricciéon en el punto de contacto de forma que a lo
largo de su movimiento el disco permanece siem-
pre vertical. Inicialmente posee una velocidad de
pivotamiento ¢, = w; y una velocidad de rodadu-
ra 0, = wsy. Sea (x,y, R) la posicion del centro del
disco C' en un instante genérico. Se pide:

1. Determinar el nimero de grados de libertad del sistema a partir de las coordenadas
que se definen en la figura.

2. Obtener las ecuaciones diferenciales del movimiento.

3. Integrar completamente las ecuaciones y obtener la trayectoria del centro del disco a
partir de las condiciones iniciales.

4. Calcular la reaccion del plano sobre el disco. (NOTA: exclusivamente las componentes
de la fuerza de reaccion en el punto de contacto, sin tener en cuenta el momento que
se debe ejercer en la ligadura para mantener la verticalidad del disco.)

1.- El disco posee dos grados de libertad como consecuencia de la existencia de dos restric-
ciones holéonomas y dos anholénomas. Las restricciones holénomas se deducen de imponer
que el plano del disco sea vertical a lo largo de su movimiento (rotacion nula alrededor de un
eje horizontal en el plano del disco), asi como a la condicion de permanencia del centro C' en
un plano horizontal, 2 = R. Las dos restricciones anholénomas se obtienen de la condiciéon de
rodadura sin deslizamiento entre el disco y el plano horizontal, estableciéndose las ecuaciones
expresadas mas adelante (3) y (4). Las coordenadas independientes adoptadas son ¢ y 6.

2.- La funcién lagrangiana del sistema se puede identificar con la energia cinética dado que
la funcién potencial es una constante:

1 1
L:T:EM%+§Q(hpm. (1)

Se define el triedro intermedio {C, 41, j,,k1} de manera que j, se orienta segun la vertical
ascendente y kq es ortogonal al plano del disco. La velocidad angular del disco expresada en
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dicho triedro resulta Q = —0k; + ©71, v el tensor central de inercia:

1/4 0 0
Ic]=MR*| 0 1/4 0
0 0 1/2

La condicion de rodadura sin deslizamiento del punto P de contacto entre el disco y el plano
se impone a través de la ecuacion vectorial siguiente:

vo = QA PC = Rbiy, (2)
que expresada en los ejes fijos resulta:
i = R cos %) (3)
i = Rfsen (4)
A partir de estas ecuaciones se desarrolla la expresion de la funcion lagrangiana (1), teniendo

en cuenta que v = i + 9> = R?6?, de lo que resulta

1 .
L= gMR2(692 + ).

Al no depender L ni de ¢ ni de 6, se deduce que ambas son coordenadas ciclicas, dando
lugar a las siguientes integrales primeras:

3 . )

Po = 5J\Mf?e =0 = 0 =uwscte.)
1 ) .

Py = Z]\/[Rzgp =Cy = ¢ =w(cte.)

Integrando para unas condiciones iniciales genéricas y sustituyendo en las ecuaciones (3), (4)
resulta:
0 = wot +0o; = wit + Po;

ng
T = - sen(wit + @o) + To;
1

(,UQR
y = ——— cos(wit + ©o) + Yo;
w1
de modo que el centro del disco describe una circunferencia de radio wyR/wy.

3.- Lareaccion R del plano sobre el disco se puede obtener directamente de la ecuacion de

la cantidad de movimiento
R— Mgy, = Mac

La aceleracion del centro del disco C' se puede obtener derivando la ecuacion (2) teniendo
en cuenta que la velocidad estd expresada en un triedro movil:

ac = ROi, + ROpj, Ny = RO, — ROpk,
resultando la reaccion finalmente:

R = Mgj, — M Rwywsk,



