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Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto para cada una. Las respuestas
habran de ser breves y directas, escritas con letra clara y a tinta. Si se pide obtener o deducir un resultado,
deberan justificarse razonadamente todos los pasos partiendo de las ecuaciones o hipdtesis previas, mientras
que si se pide expresar o definir debera responderse con la necesaria precision, sin que sea necesario demos-
tracién. Se puede emplear como borrador la hoja adicional que se les repartird, no permitiéndose tener sobre

la mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no se recogera.

Sea un sistema dinamico con coordenadas generalizadas libres {¢;, j = 1,...,n} y Lagran-
giana L(qj, g;,t). Definir la funcion Hamiltoniana H, estableciendo su expresién. Escribir en
funcién de H las ecuaciones candnicas de Hamilton (no hace falta demostracién). Aplicar lo
anterior al caso de un oscilador arménico simple en vibraciones libres (masa m, elongacién
x y resorte de constante k).

Se definen en primer lugar los momentos generalizados, p; o g—é, t=1,...,n. La Ha-
miltoniana es la funciéon '
n
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Debe quedar claro que, en la expresion de la Hamiltoniana, deben eliminarse las velocidades
generalizadas (¢;) en favor de las coordenadas y momentos generalizados (g;, p;).

Derivando la Hamiltoniana por una parte a partir de su expresion y por otra de
manera genérica mediante su dependencia funcional (H (g;, p;,t)),
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(Se sobreentiende el sumatorio para los indices repetidos.) Identificando los coeficientes de
dg; y de dp; en las anteriores expresiones, y considerando las ecuaciones de Lagrange, se llega

a las ecuaciones candnicas de Hamilton:

OH OH
=i = o 2
p o o, (2)
Para el oscilador arménico simple que se propone la Lagrangiana vale, en funcion de la
elongacion x del muelle, L = %mx’z — %kxz. El momento generalizado correspondiente es p, =
ma, por lo que la Hamiltoniana vale H = p,& — %mx'Q + %km2; sin embargo para completar
la respuesta es necesario eliminar de la anterior expresién 2 en favor de p,, resultando
H(r.p) = 51+ 5he? Q
T,py) = —p, + —ka®.
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Aplicando las expresiones se obtienen las ecuaciones canoénicas:
OH OH p,
e = —— = —kr;, T=—="—. 4
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La primera de estas ecuaciones constituye la segunda ley de newton, mientras que la segunda
se puede interpretar como la expresion del cambio de variables a los momentos generalizados.

O71exam.tex



Sea un cable homogéneo sometido a su propio peso. Definir el concepto de tension en
un punto del cable y obtener de forma justificada las expresiones de dicha tensién y sus
componentes horizontal y vertical en un punto genérico. A partir de las expresiones anteriores
obtener una relacién entre la longitud de arco sobre la curva s y la coordenada vertical z.

En un punto de la curva directriz del cable, suponiendo una sec-
ci6n ideal normal a la misma, se denomina tension (T') a la accién
del trozo de cable que queda en la parte frontal de la seccién sobre
lo que queda en la parte dorsal. La cara frontal se define conven- T
cionalmente segun el sentido de avance elegido para la directriz.
(Es importante observar que la tension en el cable asi definida tie-
ne dimensiones de fuerza, y no de fuerza por unidad de superficie,
al contrario de la definicién convencional en un medio continuo.)

Consideremos un tramo de cable BOA, en-
tre dos puntos genéricos B y A. Supondre-
mos el cable homogéneo, con peso por uni-
dad de longitud ¢, y calcularemos la tension
en A. Estableciendo las ecuaciones de equili-
brio del trozo O A, desde el vértice O (punto
de tangente horizontal) de la curva de equili-
brio —denominada catenaria—, y llamando
s a la longitud del cable entre ambos puntos,

Tz =dgs (5)

T, = Tylp < Ty (cte.) (6)

La tensién es un vector tangente al cable en cada punto, y la ecuacién diferencial del
equilibrio expresa
dT = —qds = gk ds. (7)

Proyectando segin la tangente ¢ = dr/ds e integrando:
dT' -t =d7T' =qk-dr =qdz = T = qz + cte.

Consideraremos, sin pérdida de generalidad, el origen de z situado convenientemente, a una
determinada distancia a por debajo del vértice O, de forma que la constante en la expresién
anterior se anule; esto permite expresar también el valor de la tensién en el vértice T:

’T:qz; Tozqa.‘ (8)

Teniendo en cuenta la relacion que liga las componentes de la tensién con su modulo,
dadas por , @ y , se obtiene la expresion pedida, que debe cumplir la catenaria:

T2=T24+T2 = (g2)%=(qa)’+(gs)® = |2=a>+5> 9)




