ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO (11 de septiembre de 2000)
Apellidos Nombre N.o Grupo
Ejercicio 1.° Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto para cada una. Las respuestas
habran de ser breves y directas, escritas con letra clara y a tinta. Si se pide obtener o deducir un resultado,
deberén justificarse razonadamente todos los pasos partiendo de las ecuaciones o hipétesis previas, mientras
que si se pide expresar o definir debera responderse con la necesaria precision, sin que sea necesario demos-
tracién. Se puede emplear como borrador la hoja adicional que se les repartira, no permitiéndose tener sobre

la mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no se recogera.

Sea un sistema dindmico lineal, sin amortiguamiento, con dos grados de libertad descritos
por las coordenadas generalizadas (g1, o). 1) Definir el concepto de coordenadas normales
y establecer su relacion con las coordenadas generalizadas. 2) Demostrar la propiedad de
ortogonalidad de los modos normales de vibracion. 3) Fscribir la solucion general del movi-
miento para vibraciones libres, en funcion de las constantes que sean necesarias. 4) Calcular
estas constantes para unas condiciones iniciales genéricas {q°} = (1%, ¢2°), {a°} = (¢?, ¢9).
(5 ptos.)

La ecuacion dinamica del sistema serd del tipo [M]{q} + [K|{q} = {f}, siendo {q} =
(q1,¢2)" , [M], [K] las matrices de masa y rigidez del sistema respectivamente, y {f} el vector
de fuerzas aplicadas. Los modos normales de vibracién son vectores de coordenadas {a}y,
solucion del problema de autovalores [K|{a}; = A\ [M|{a}; para k = 1,2. Las componentes
de los modos las denominaremos {a}; = (a1, a12)" v {a}s = (a1, as)T.

1) En funcion de los modos normales de vibracion la solucion del movimiento para un
caso general puede expresarse como {q(t)} = u1(t){a}; + uz(t){a}s, es decir

i
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Las componentes (ug,uz) se denominan coordenadas normales, y pueden interpretarse como
las amplitudes variables con el tiempo de los modos normales de vibracién, o bien como el

resultado de un cambio de coordenadas definido por la matriz modal traspuesta [A]™.
2) Cada uno de los modos normales cumple la ecuacion de autovalores:

[K[{a} = M[M[{a}i, [K[{a}> = Aa[M]{a};

premultiplicando la primera expresion por ||a||s, la segunda por ||al|; y restando ambas,
teniendo en cuenta la simetria de [K] y [M] y admitiendo que A\; # Ay, resulta:

0= (A = Mo)llali[Ml{a}s; = [laf.[M]{a}, =0

3) La solucion general de las vibraciones libres es {q(t)} = {a}1 (A1 coswit+ By senwit) +
{a}a( Az coswat + By senwst), en funcion de las 4 constantes (Aj, A, By, By). Aplicando las
condiciones iniciales dadas, resultan las expresiones A;{a}; + Ax{a}, = {q°} vy Biwi{a}, +
Bows{a}y = {q"}. Premultiplicando estas expresiones sucesivamente por ||a; [|[M] y ||as||[M],
y admitiendo que los modos estan normalizados, podemos despejar:

Ar = Jlar[|[M{q"}; Az = [lax[[M[{q"};  B: = wilHalH[M]{flO}; By = u%HazH[l\/I]{élo}-
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Deducir, a partir del principio del momento cinético, las ecuaciones de Euler de la di-
namica para un s6lido con un punto O fijo, expresdindolas tanto en forma vectorial como
en componentes segiin ejes principales. Se supondra conocido el tensor de inercia Io y sus
componentes principales (A, B, C). (2,5 ptos.)

El momento cinético se expresa como Hp = I - 2. El principio del momento cinético
indica que la derivada (absoluta) respecto al tiempo de esta magnitud es igual al momento de
las fuerzas, My = %H o. La derivada absoluta se puede calcular derivando primero relativo
al triedro del solido, en el cual el tensor de inercia es constante, y anadiendo el término
complementario correspondiente a la rotacion:

d .
Mo=—Ho=TIo-Q+92A (o Q).

Esta es la expresion vectorial de la ecuaciéon de Euler de la dindmica. Empleando como

triedro del cuerpo el principal de inercia, en el cual el tensor de inercia tiene las componentes
A0 0 : . .
Io] = <8 B g) v la velocidad de rotacion {2} = (p,q,7)", las componentes de la ecuacion

anterior resultan en las siguientes ecuaciones escalares:
M, = Ap — (B — O)qr,
M, = Bq— (C — A)rp,
M, = Cr — (A— B)pg.

Un sistema mecénico tiene un potencial V'(¢;), i = 1,...n. 1) Definir los conceptos de
equilibrio y estabilidad. 2) Establecer y justificar las condiciones de equilibrio y estabilidad
en una posicion determinada. (2,5 ptos.)

1) El equilibrio se define como la ausencia de movimiento, es decir para una posicion
determinada ¢ se ha de verificar la condicion inicial ¢;(0) = 0 y la ecuacion de evolucion
¢ = 0.

La estabilidad del equilibrio se define como la condicién por la que, ante una pequena
perturbacion respecto de la posicion de equilibrio, el movimiento resultante se mantiene
pequenio (acotado). Formalmente, Ve 3§ tal que ||¢;(0) — ¢?|,|¢:(0)]] < 6 = |q(t) —
@I @) < e.

2) Admitiendo que el sistema es holonomo y las coordenadas libres, es facil demostrar que
la condicion necesaria y suficiente para el equilibrio es que se anulen las fuerzas generalizadas
para cada coordenada, lo que en funcion del potencial equivale a la condicién de extremo
del mismo (minimo o maximo): Q;|, = dV/dqg;|, = 0.

Para justificar la estabilidad, supongamos una perturbacion inicial pequena, tal que Ty +
Vo = ¢, donde consideramos sin pérdida de generalidad que en la posicion de equilibrio es
V0o = 0. Al ser conservativo el sistema la energia se debe mantener, por lo que 7'+ V = ¢
(cte.). Por otra parte, la energia cinética es esencialmente positiva (7' > 0). Supongamos que
V' es un minimo local, lo que implica que en cualquier posiciéon préxima es también V' > 0;
esta condicién conduce necesariamente a que ambas componentes se mantienen acotadas:
T,V < e. Laregularidad de las funciones respectivas en un entorno de la posicién de equilibrio
conduce a deducir igualmente que las posiciones y velocidades se mantendran acotadas. En
consecuencia, la condicién para la estabilidad es que el potencial tenga un minimo local en
la posicién de equilibrio, lo que puede expresarse matematicamente indicando que la matriz
Hessiana de las derivadas segundas de V' ha de ser definida positiva:

{ 0?V ] =0
aqian 0 ‘




