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Mecanica
EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO (11 de septiembre de 2000)
Apellidos Nombre N.o Grupo
Ejercicio 5.° Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto para cada una. Las respuestas
habran de ser breves y directas, escritas con letra clara y a tinta. Si se pide obtener o deducir un resultado,
deberén justificarse razonadamente todos los pasos partiendo de las ecuaciones o hipétesis previas, mientras
que si se pide expresar o definir debera responderse con la necesaria precision, sin que sea necesario demos-
tracién. Se puede emplear como borrador la hoja adicional que se les repartira, no permitiéndose tener sobre

la mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no se recogera.

Sea una particula ligada a una superficie lisa. 1) establecer g
de forma general las ecuaciones generales de la dinamica. 2)

Discutir si la normal principal a la trayectoria coincide o no

con la normal a la superficie. 3) Aplicar lo anterior al caso

de la figura adjunta, con una particula de masa m sobre una

esfera lisa, sometida a un campo gravitatorio uniforme g.

(5 ptos.)

Suponemos una superficie definida por su ecuacion (implicita) f(r) = 0, la reaccion
es normal a la misma N = Adf/dN. Llamamos F a las fuerzas aplicadas. La ecuacién
dindmica es

df .

F + )\E = mr. (1)

Esta ecuacion vectorial, junto con f(r) = 0, define cuatro ecuaciones escalares para las
cuatro incognitas en (7, \).

La trayectoria de la particula sobre la superficie es una curva en la que se define un triedro

intrinseco (t,mn,b) en cada punto. Proyectando (1)) sobre las direcciones de este triedro, y

teniendo en cuenta las componentes de la aceleraciéon seglin el mismo, resultan las ecuaciones:
dv
dt’
siendo k = 1/p la curvatura y (N,, Ny) las componentes de la normal a la superficie segiin
las normales a la curva. Si la normal a la superficie coincide con la normal principal a la
trayectoria serd N, = 0, es decir F}, = 0. Esto ocurre si la fuerza aplicada es nula. Estricta-
mente, solo seria necesario exigir que la componente segiin la binormal sea constantemente
nula, pero esta tltima condicion es dificil garantizarla en un caso general, ya que a priori
la trayectoria sobre la superficie es desconocida, y la binormal varia a lo largo de la mis-
ma. Las trayectorias en las que la normal principal coincide con la normal a la superficie se
denominan geodésicas.

En el ejemplo propuesto, considerando coordenadas en un triedro con origen en el centro
de la esfera, las ecuaciones serian

F,=m F,+ N, = mrv®;, F,+ N, =0, (2)

2 \x = mI; 2 \y = mij; 2Az — mg = mz
? +y*+ 2" = R
Los tinicos casos en los que se cumple la condicion 2) respecto a la normal serian las trayecto-
rias geodésicas, que en el caso de la esfera son los circulos maximos (meridianos y ecuador).
En ningiin caso es posible una trayectoria segin el ecuador, como es facil comprobar. Las

trayectorias segin meridianos se obtienen siempre que el punto se lance desde uno de los
polos N 6 S. En cualquier otro caso no se verifica la condicion. 129exam.tex



Sea un sistema holonomo formado por N masas puntuales, definido por coordenadas
generalizadas ¢;, j = 1,...n, que permiten expresar los vectores posicién como 7;(g;), ¢
1...N,siendo dr;/0t = 0. 1) Obtener la expresion general de la energia cinética en funcion
de las velocidades generalizadas. 2) Suponiendo un potencial estacionario V' (g;), discutir la
existencia de la integral primera de Jacobi y su interpretacion fisica. (5 ptos.)

. . . dr
La expresién de las velocidades es r; = Zj 1 i —(;, por lo que la energfa cinética es

or; .
P mit=Ym (z i)
Desarrollando el cuadrado en la expresion anterior,

or; O Sl R Ik VIR S
T = Zmz Zaq 9 = > Zmiaqj-aqk Gidk = Y ard;di.

Gk=1 Jok=1_

Al no depender la definicién de las coordenadas generalizadas del tiempo de forma explicita,
T resulta una expresion homogénea de grado 2 en las velocidades generalizadas.
Derivando L = T — V', y empleando la convenciéon implicita de sumatorio para indices
repetidos,
dL 8L,,+8L,+8L
dt aq] 4; aq] 4d; \aﬁ/

=0
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Donde se ha tenido en cuenta las ecuaciones de Lagrange (% g—;) = qu
J

potencial estacionario. Teniendo en cuenta que 0L/0q; = 01/0q¢; = 2a,qy, resulta

d
S(T+V). )

) y la condicién de

d /0L d d
L) = S Qanend — L) = < (2T — T _
T dt (a 4 = ) 7 (2eawdnd; = L) = 3 ( +V)

La ecuacién anterior indica que existe la integral primera de Jacobi <§—(fq'j — L) = h (cte.)
J
y esta coincide con la energia total £ =T 4+ V que se conserva por tanto.



