ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO, REC. 4.° PARCIAL 6 de septiembre
Apellidos Nombre
Ejercicio 2.° (puntuacién: 10/30) 0 60 min.

Una particula de masa m esta unida al extremo de un hilo elasti-
co, de longitud natural b y constante k = 3mg/b, cuyo otro extremo
va unido al extremo B de una barra homogénea AB, de masa ?!n

e

y longitud 2b, cuyo extremo A esta fijo. El conjunto puede mov 2m, 2b
en un plano vertical.
Se pide:
1. Ecuaciones generales de la dindmica del sistema y su li B
zacién para pequenas oscilaciones alrededor de la posici K
equilibrio estable. m
2. Frecuencias propias del sistema y modos normales
cién.
3. Expresion de las coordenadas normales.
1.— El sistema tiene 3 g.d.l. para los que toflaremos el angulo 6 que forma la barra AB con
la vertical descendente, el angulo ¢ que for ilogelastico con la vertical descendente, y la
longitud del hilo s. El sistema es conservativ ergia potencial vale
V(0,¢,s) = —2mgbcos r’ ) cos 0 + s cos @) + k(s —b)?, (1)
de donde se deduce directamente la pOSlClO ¢ equilibrio:
ov ov
0= = 4dmgbsenb, 0 gbseng, 0 = — = —mgcos ¢ + k(s —b),
90 0s
0=¢=0,s==b (2)
Se comprueba que el equil es estable mediante la matriz de derivadas segundas en dicho
punto:
dmgb 0O 0
K] 4 = 0 3mgb 0] >0 (def. positiva). (3)

La energia cuw
‘ 1m [(s¢ + 260 cos(¢ — 0))2 + (s + 206 sen(¢ — 9))2} ; (4)

con lo c‘e Lagrangiana es
4

s2° + 4b0 scb cos(¢p — 0) + $sen(¢ — 9)) + 4b%0% + 52}
‘ ’ + 4mgbcos O + mgs cos ¢ — %k(s —-b)?. (5)
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Derivando ésta se obtienen las ecuaciones de Lagrange,
20
0= gmeH + 2mbsg cos(¢ — 0) — 2mbsg? sen(¢p — 0) + 2mbsis sen(p — 0) Q
—|—4mbs¢cos ¢ —0) + 4ndgbsen 0

0 = ms?¢ + 2mss¢ + 2mbsh cos(¢p — 0) + 2mbs6> sen(¢ — 0) + mgs se ¢,
0 = 2mb sen(¢ — 0) +ms — 2mbb> cos(¢p — 0) — msd? — mgcos ¢ + k

Linealizando alrededor de la posicion de equilibrio, para valores pequenos de e =s—4b / 3
20
0= 226 + 22+ amgre, 4 E

3 3
8 gy 16 -
=3 b9+9mb¢+ mgqu, (9)
0=me—+ 3—ge ‘ '
Estas ecuaciones podrian haberse obtenldo también d cta sin necesitar obtener

las ecuaciones generales (@), (@) y (§). Para ello bastarl arglas matrices de coeficientes
mediante las derivadas segundas particularizadas en la po equilibrio g,. La matriz [K]
ya ha sido obtenida en (3), mientras que la matriz de

82T me
[M]: L{)',ah] -
q’L QJ qO
En funcién de estas matrices la ecuacién difergncial correspondiente a () se expresa como

M]{q} (11)

2.— Las frecuencias propias se obtien soluciones de la ecuacion caracteristica:
128 16 2
0 = det([K] — w?[M]) = wt — gw2+ 3 (%) ) , (12)
Wy = A / = A / - (13)

Los modos normales asociados a cadéfrecuencia se obtienen mediante las expresiones
| —w*M]){a} =0, (14)
= {a}=(0 - {a)y=(-1/2 1 0)'; {a}=(2/3 1 0)' . (15)

(Los vectores propios M0 normalizado respecto a la matriz de masa, sino que se han

seleccionado con el m@Rin ento igual a la unidad.)
ales son las amplitudes de los modos, por lo que

3.— Las coordwn
¢ ) = wi{ai} +up{az} + uz{as} (16)

; (10)

= w

Las relacion efinen las coordenadas normales son por tanto
. 2 Uy =€
= ——Ug -+ —Us
2 3 6 4
:Z U = —=0+ -
¢IUQ+U3 ’ 2 7 7¢ ) (17)
6 3
E=1u ——f+ =
‘ ' 1 Uz = - + 7¢



