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Sélido deformable (III). Tensor de tensiones.

A través de una superficie, real o imaginada, los s6-
lidos pueden ejercer presiones en cualquier direccion.
Asi, el roce entre dos sélidos requiere una tensién nor-
mal o, de la que depende la tensién tangencial: 7 < uo.
La combinaciéon de ambas, t, es oblicua respecto a la
superficie de contacto.

Un corte oblicuo en un cable traccionado requiere
también una tensién oblicua respecto a la superficie
del corte, una tensién que sigue alineada con el eje del
cable y con la traccién exterior y que consta de dos
componentes: normal, o, = ts cos a;y tangencial, T, =
to sin . El corte perpendicular al eje es especial y la
tensién es normal a la superficie, og = tg, 79 = 0: esta
libre de tensiones tangenciales, y por ello se dice que el
eje del cable es una direccion principal.

Debido a que la informacién sobre los materiales
se obtiene referida a direcciones principales de tensién
(ensayos de traccién o compresion), resulta necesario
relacionar las tensiones en cortes con diferentes orien-
taciones. En lo que se sigue se considera un mundo de
dos dimensiones: las superficies son lineas y los voli-
menes, superficies. Los resultados pueden generalizarse

a un mundo ‘normal’, de tres dimensiones.

Técnicamente, un liquido se caracteriza por no resistir
tensiones tangenciales. Por el contrario, en el estado soli-
do tal resistencia es imprescindible. Sin ella, los sélidos se
lician: acaba pasando al aumentar la temperatura.

Equilibrio local alrededor de un punto

El equilibrio local, alrededor de un punto (z,y), se
estudia considerando un diferencial de volumen, dxdy.
Hay cuatro funciones de tension, con valores para ca-
da punto: dos tensiones normales, o, y 0y; y dos tan-
genciales, 7,y v Tyz. Las acciones sobre el elemento se
representan por una fuerza por unidad de volumen,

P ={pz,py}-
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Tras algo de trabajo algebraico (y despreciando di-
ferenciales de ‘orden superior’), las tres ecuaciones de
equilibrio estatico resultan ser:

do o,
E F, = z ye =
0 = % + Dy +p 0

or, do
F, = Yo, 7Y =
> F,=0 e Ty T 0

ZM(O,O) =0 = Toy =Ty

La ecuacién de momentos revela que las dos tensiones
tangenciales son sistemdticamente iguales: T = 7,y =
Tye- Con tres funciones independientes y sélo dos ecua-
ciones diferenciales, el ‘problema’ de determinar las
funciones de tensién de un sélido sustentado y someti-
do a acciones s6lo puede resolverse hiperestdticamente,
adoptando como incégnitas los dos grados de liber-
tad del punto, sus desplazamientos u y v en la direc-
cion de los ejes zy. Lo que requiere a su vez utilizar
modelos tensién/deformacién que permitan relacionar
las funciones de tensién con u y v.

Variacién de la tensién con la orientacion

Planteando el equilibrio
del diferencial ‘triangular’
se obtienen las componen-
tes de t, en coordenadas

TY:

tme = 0z COsSQ + Ty sina

tiny = Tay COSQ + 0y SIDQ

y en forma matricial:

. Or T
{tmaz tmy} = {cosa sina} | ~* "
Tyz Oy

El vector t, se ‘genera’ me- tadm —m
diante el producto del vector n
unitario de la direccién a por Tmnd a
la matriz [o]. Esta es la defi- < lam
nicién técnica de tensor: [o] %
es el tensor de tensiones en dy
coordenadas zy. dz

Las componentes de t, en coordenadas mn, definidas
por «, se obtienen mediante una transformacién de
coordenadas:

Om = Og cos® o + oy sin’ a + 27y sina cos o

Or — Oy .
Tmn = —Tysm%z—i—rmycosQa

(1)
Oms On Y Tmn son las componentes de [o] en coordena-
das mn. Vector y tensor son independientes de los ejes
coordenados empleados.

Direcciones principales de tension

Las direcciones principales definen superficies en las
que la tensién tangencial se anula y el tensor de tensio-
nes queda diagonalizado. Su orientacién o= g respecto
a los ejes xy se determina con la condicién 7, =0:

27,
tan 23 = — U (2)

Oz — Oy
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La orientacién § define los ejes principales ab, para los
cuales 745, =0. Las tensiones principales valen:

_ Og + oy Ox — Oy
_ O0g + oy Ox — Oy
7 2 \/( 7 T

04 ¥ 0p son los valores maximo y minimo de oy, ().

Circunferencia de Mohr

Las ecuaciones (1), (2) y (3) describen las trans-
formaciones del tensor [o] sobre el vector tensién, t.
Todas estas transformaciones pueden resumirse en una
‘sencilla’ figura debida a Mohr. Se traza en unos ejes
oT, intrinsecos de cada corte, en donde se representan
las componentes del tensor en coordenadas xy, puntos
X e Y. La interseccion de XY con el eje ¢ determina
el centro de la circunferencia de Mohr, C. La intersec-
cién de la circunferencia con el eje o define un diame-
tro que determina las tensiones principales —ecuacién
(3)— y la unién de sus extremos con Y —polo P de
la construccién— da su orientacién —ecuacién (2). Los
ejes zy vienen definidos por YX’, siendo X’ el simétrico

de X respecto al eje o.
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Las tensiones en una orientacién « cualquiera se
obtienen de la construccién inversa: trazando por Y
una paralela a m se determina M’, simétrico de M;
finalmente el didmetro que pasa por M determina N, el
polo de la circunferencia para los ejes mn. Los vectores
OM y ON determinan el vector t en las caras m y n.
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Debe notarse que los ejes geométricos (zy o mn) ro-
tan al pasar de un polo a otro: los que corresponden a las
coordenadas utilizadas para la determinacion del polo son
paralelos a los ejes intrinsecos o7. También que los dngulos
‘dobles’ (los que forman los didmetros entre si) corren a la

contra de los dngulos que forman entre si los ejes en cada
polo.

En el caso de un cable, los ejes xy
habituales son ya ejes principales. Si
la tensién de traccién simple es o,
un corte a 45° mostrard una trac-
cién menor, o /2, pero acompaiiada de
una tensién tangencial de igual valor,
T=0/2, que es la mixima.

En la cizalladura sélo hay tensiones
tangenciales, o, =0y =0, 7y = 7. La
circunferencia se centra en el origen y
las direcciones principales estan a 45°,
con traccién y compresién de idéntico
valor, abs (0) = 7. Aproximadamente
es lo que hacen las tijeras al cortar
papel.

En la traccién o compresién biaxial,
por el contrario, sélo hay tensiones
normales iguales, 0z =0y = 0, Ty =
0. La circunferencia se reduce a un
punto, mostrando que las tensiones
son iguales en cualquier orientacién,
siendo todas principales; como en un
liquido, de ahi la denominacién de
presion hidrostdtica.

Criterios de proporcionalidad

Los limites del estado proporcional han de definir-
se para cualquier estado de tensién, no sélo para la
traccién simple. En materiales isdtropos, se define una
regién en el plano o,04; fuera de ella el material plas-
tifica si es ductil, o se rompe, si es fragil. La diago-
nal o, =0, define tracciones o compresiones biaxiales,
mientras que o, = —oy, cizalladuras en planos a 45°.
La referencia comun es el limite eldstico en traccién
simple, o.. La regién sombreada representa estados de
tension que son seguros con los requisitos habituales
para cada material.

Criterio Huber/Mises. Se
emplea para el acero y otros
metales.
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o, t oy —oq0p <0

La tension tangencial no puede
superar el valor o, /v/3.

Criterio de Tresca. Se em-
plea como primera aproxima-
cién para materiales complica-
dos o de comportamiento poco !
estudiado. Combina dos condi-
ciones simultdneas: :

Oec
2
Criterios empiricos. En ma-
teriales como el hormigén, con
distinta resistencia a traccién
que a compresion, se emplean
criterios empiricos, mezcla de
los anteriores y otros. Aunque
diminuta, hay resistencia a la
traccién y, por tanto, al corte:
jel hormigén es sélido!

abs (Tmax) < abs (0,) < o,




