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REGRESION SIMPLE



Objetivo

Sean x, X, ...X,, nvalores de la variable numérica X. Sea Y=(y,,
Y,,..., ¥5,) UN vector aleatorio de n variables aleatorias
independientes, el modelo de regresion estudia la
dependencia lineal del vector Y, respecto a la variable X.

Cuando el conocimiento de una variable determina totalmente el
valor de otra habra una relacion funcional entre ambas
variables.

Si el conocimiento de una variable no aporta informacion sobre
el valor de otra, ambas variables son independientes.

En general el conocimiento de una variable predice en mayor o
menor grado el conocimiento de otra. Se dice que entre ellas hay
una relacion estocastica.



Metodologia

Representacion grafica de los datos.
Planteamiento del modelo.

Estimacion de los parametros.
Contraste de simplificacion del modelo.

Comprobacion de las hipotesis basicas por
analisis de residuos.

Analisis del Coeficiente de Correlacion
Validacion del modelo
Aplicacion del modelo



Representacion grafica de los datos.

Ej. En una planta de produccion de oxigeno, se cree que la
pureza del oxigeno producido con un proceso de
fraccionamiento esta relacionada con el porcentaje de
hidrocarburos en el condensador principal de la unidad de

procesamiento.
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‘ Planteamiento del modelo.

Las variables del vector e=(g,,¢,,...€,,) representan la
perturbacion aleatoria, y se asume que cumplen que:

= Son independientes
= Siguen un distribucion normal

= Jodas tienen la misma varianza homocedasticidad,
2
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Planteamiento del modelo.

De forma matricial el modelo quedaria de la siguiente

forma :




Planteamiento del modelo.

En el egiemplo, para
una muestra concreta
seria:




Estimacion de los parametros.

La funcion de verosimilitud para los parametros a,,
a,, 02, es la siguiente:

Ji I X 2
f(Y)QO) i O'Z)ZWQ'MZ]:(J/Z"OKO'OUM)
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Se calculan los valores de q,, a,, que hacen maxima
la funcion de verosimilitud:
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Estimacion de los parametros.

El valor de 6% que hace maxima la funcién de
verosimilitud es:

I < 1

2 _ 2 )
= E = Q- ) =—>¢€.
¢) 2 (yl 0o ﬁtlx) > ;

El estimador resultante de |la varianza o varianza
residual es:
Los residuos tienen que cumplir dos

restricciones que proceden del calculo de
los estimadores de maxima verosimilitud:




Estimacion de los parametros

Yariable dependiente: * Oxigeno
WYariable independiente: ¥ HCarburos

Error E=stadistico
Farametro E=stimacion ge=tandar T P-Valor
Ordenada 77 .8633 4 19889 15 . 5438 0.0000
Fendiente 11.801 3.4851°2 3.38612 0.0033
Estimacion q, Estimacion q,
Andli=i=s de la Varianza
Fuente Suma de cuadrados L. Cuadrado medio Cociente-F F-Valor
Modelo 148 313 1 148 313 11 .47 0.0033
Fe=ziduo 232,834 18 12. 9352
Total (Corr.) 381 .147 19
_oeficiente de Correlacicon = 0.623797

H—cuadrado = 38 .9127 porcentaje

F-cuadrado (ajustado para g.l.) = 35.518%5 porcentaje

Error estandar de est. = 3 .L596L56 Estimacion o
Error abzoluto medio = 2.84593

Eztadi=stico de Durbin—-Wat=son = 1.91084 (P=0.3683)

Autocorrelacicn residual en Lag 1 = 00226275



Estimacion de los parametros
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Simplificacion del Modelo

Los contrastes de simplificacion del modelo
son los siguientes:

El modelo no es lineal: H,: o,=0

El termino independiente es cero: H,:
ay,=0



Simplificacion del Modelo

El modelo no es lineal: H,: a,=0

Bajo la hipotesis nula, los estimadores de los
parametros son:

F = (Y _Bo X')(Y_Bo X')' _(Y _B X')(Y _B X')'
(Y- XNY-PBX)

Syi-y)=Dy-ytax-aix)
F = i=1 i=1

Z(yi'y+d1x'@1xi)2 Z(yi'y_l'&zx'&zxi)z
i=1 i=1

El estadistico (n-2)/1 F sigue una distribucion F-snedecor con (1, n-2) grados de libertad



Simplificacion del Modelo

El termino independiente es 0: H,: ;=0

@Ozlfli(xi-)C)Z/Z:)Ci2
_ i=1 =1

F

Z(yi'y_l'@lx'ébxl')z
i=1

El estadistico (n-2)/1 F sigue una distribucién F-snedecor con (7, n-2) grados de
libertad



Simplificacion del Modelo

Yariable dependiente: * Oxigeno
WYariable independiente: ¥ HCarburos

Error E=stadistico
Farametro E=stimacion ge=tandar T P-Valor
Ordenada 77 .8633 4 19889 15 . 5438 0.0000
Fendiente 11.801 3.4851°2 3.38612 0.0033
Test a,=0 Test a,=
Andli=i=s de la Varianza
Fuente Suma de cuadrados L. Cuadrado medio Cociente-F F-Valor
Modelo 148 313 1 148 313 11 .47 0.0033
Fe=ziduo 232,834 18 12. 9352
Total (Corr.) 381 .147 19
_oeficiente de Correlacicon = 0.623797

H—cuadrado = 38 .9127 porcentaje

F-cuadrado (ajustado para g.l.) = 35.518%5 porcentaje
Error estandar de e=t. = 3.59656

Error ab=zoluto medioc = 2.84593

Eztadi=stico de Durbin—-Wat=son = 1.91084 (P=0.3683)
Autocorrelacicn residual en Lag 1 = 00226275



Comprobacion Hipotesis Basicas de

los Residuos

Est adi sti co de Dur bi n- WAt son
Aut ocorr el aci 6n resi dual

en Lao

1.91084 (P=0. 3683)
= 0. 0226275

Residuo estudentizado
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Este grafico es muestra la
heteroscedasticidad de los
residuos. Su variabilidad

1 cambia
1 al aumentar los valores de
1 lavariable dependiente.



Comprobacion Hipotesis Basicas de
los Residuos

Grafico de Probabilidad Normal
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Comprobacion Hipotesis Basicas de

los Residuos
Tests de Bondad de Ajuste para RESI DUALS

Contraste Chi-cuadrado

Limte Limte Frecuenci a Frecuenci a
| nf eri or Superi or (bser vada Esperada
menor o igual - 3. 3866 5 3.33
- 3. 3866 -1.50783 2 3.33
-1.50783 -4. 4E- 7 4 3. 33
-4. 4E-7 1.50783 2 3. 33
1.50783 3. 3866 4 3. 33
may or 3. 3866 3 3. 33
Chi - cuadrado = 2. 20003 con 3 g.1I. P-Val or = 0.531938

Est adi sti co DMAS de Kol nogorov = 0. 115795
Est adi sti co DMENOS de Kol nbgorov = 0.0909808

Est adi stico DN gl obal de Kol nobgorov = 0. 115795 Se acepta

P-Val or aproxi nado = 0. 951365 normalidad




Analisis del Coeficiente de Correlacion

El coeficiente de correlacion mide la relacion
lineal existente entre dos variables.

Su valor varia entre -1 y 1.

Si p=0, no existe relacion lineal. Si las variables
son normales, ademas son independientes.

La dependencia entre las variables es
completa cuando p==1



Analisis del Coeficiente de Correlacion

Contrastes de hipotesis sobre el coeficiente de
correlacion:

Hy: p=0 frente a H,: p=0

Estadistico: m—vtn_z

HO: P=Po #0 frente a H1: P7#Pg

Estadistico: m—» Normal




Analisis del Coeficiente de Correlacion

Ej.

orr el aci ones

% HCar bur os % Oxi geno




Validacion del modelo

Analisis de la Varianza

Test de Falta de Ajuste

Deteccion de Residuos Atipicos
Determinacion de Puntos Influyentes



Validacion del modelo- Analisis de la

Varianza

Anadli=i=s de la Varianza

La hipétesis nula es que el modelo no es valido.

La descomposicion de la variabilidad es la siguiente:




Validacion del modelo- Test de Falta
de Ajuste

Este test comprueba el ajuste de los datos al modelo de
regresion lineal.

H,: La regresion es lineal
Requisitos:

-Normalidad

-Independencia

-Varianza constante.
Observaciones reales duplicadas.

Ej. % HCarb =1'02 aparece 2 veces.



Validacion del modelo- Test de Falta
de Ajuste

Anali=is de Varianza con Falta de ajuste

Fuente 5L Cuadrado medio Cociente-F F-Valor

Modelo 148313 148313 11.47 0.0033
Fesiduo 232 . 834 12,9352

Falta de ajuste 194 581 19. 4581 4.07 0.0292
Error puro 38,2538 4 78173

otal (Corr.) 281 .14/,

| error residual los separa™e




Validacion del modelo- Deteccion de
Residuos Atipicos

*Valor atipico es una observacion extrema.
* No son representativos del resto de datos.

« Método de Stefansky (1971) para detectarlos:




Validacion del modelo- Deteccion de
Residuos Atipicos

Los residuos atipicos se pueden deber a:

\
1. Medicion incorrecta
2. Analisis incorrecto > Se eliminan
3. Registro incorrecto de datos

i

\
Permanecen.

. s . : : Puede controlar
4.Observacion extraordinaria factible 4 sropiedades

clave del modelo




Validacion del modelo- Deteccion de
Residuos Atipicos

Ee=zi1duo
Ee=zi1duo E=studentizado

Grafico del Modelo Ajustado
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Validacion del modelo - Puntos

Influyentes

El punto influyente (Outlier) es aquél que tiene influencia
sobre los coeficientes de regresion y/o las propiedades del
modelo como R?, y los errores estandar de los coeficientes de
regresion...

Pto. de balanceo Pto. influyente



Validacion del modelo - Puntos

Influyentes
Balanceo o Leverage (Apalancamiento)

Mide la influencia de cada observacion en la
determinacion de los coeficientes de regresion.

e v = X = X(X'X) ' X'y =Hy

La diagonal de H es una medida de la distancia de la i-ésima
observacion al centro del espacio X. Hay apalancamiento si

este valor es mayor que n
ZZ h./n
=1



Validacion del modelo - Puntos
Influyentes
DFFITS

Este método estudia la influencia de la eliminacion de
la I-ésima observacion sobre la prediccion.

_ Yi— Yo .

1=1...n

DFFITS . =
\/ S (2i) h 11

es el valor ajustado de y; sin utilizar la i-esima observacion

Un punto se analiza si: [ 2m



Validacion del modelo - Puntos

Influyentes
DISTANCIA DE MAHALANOBIS

Distancia no euclidea que considera la correlacion
entre variables.

D2 (y) = (y — X)S (y — X)’

D es la distancia al cuadrado desde cada punto y al

conjunto de variables X
S representa la matriz de covarianzas de X.
X es el vector que contiene los valores medios de las

variables independientes.



Transformacion de una variable aleatoria

Los modelos de regresion suponen:

1. Los errores tienen media 0, varianza
constante y no estan correlacionados.

2. Los errores tienen distribucion normal.
3. La forma del modelo es correcta.

Si no se cumple alguna de estas suposicione:
se pueden TRANSFORMAR LOS DATOS. L
transformacion se realiza de forma empirica.




Transformacion de una variable
aleatoria. Estabilizacion de la varianza.

Relacion entre o2 y E[y] |Transformacion

o2~ Constante y'=y

o~ Ely] y’= y¥2 (Raiz cuadrada,
datos de Poisson)

o2~ E[y] [1-E[y]] y’=1/sen(y"?),(proporciones
binomiales)

o’ ~ E[y)? Y’=In(y) (logaritmica)

o’ ~ E[y]? Y’= y12 (raiz cuadrdada
reciproca)

o?~ E[y]* Y’=y! (reciproca)




Transformacion de una variable
aleatoria. LLinealizacion del Modelo

La no linealidad del modelo se detecta:
1.Con el test de falta de ajuste
2.Con el grafico de dispersion

3.De forma empirica



Transformacion de una variable
aleatoria. Método Box-Cox.

v Se transforma la variable y para corregir la
no normalidad y/o la varianza no
constante.

v Es una transformacién de potencia y*

v' Se determinan los parametros de la recta
0y, 04y A por el metodo de maxima
verosimilitud.



Transformacion de una variable
aleatoria. Método Box-Cox.

Problema cuando A=0.

Solucion realizando el siguiente cambio:

}\'_
yl,xio

0 k(ln{(l/n)iznl:lnyiD

(lnl{(l/n)zn:lnyiDlny, A=0

Se ajusta el modelo yM=FX +¢



ransformaciones Box—Cox — Poder = 1.5123 Cambio = 0.0

ariable dependiente: % _Oxigeno
ariable independiente: ¥ HCarburos

Error Eztadi=stico
Farametro E=timacian E=tandar T P-Valor
Drdenada 47 . 6995 4.19789 11.3627 o.oo000
Fendiente 11.58%709 3.4858429 3.40899 0.0031

Anali=i=s de la Varianza

Fuente Suma de Cuadrados 5] Cuadrado Medio F-Ratio P-Valor

Modelo 150.075 1 150.075 11 61 0.0031
Feziduo 232.723 18 12. 9291
otal [(Corr.] J82. 799 19
oeficiente de Correlacicon = 0.626137
F—cuadrado = 39 . 2048 porcentaje
Error Estiandar de la Est. = 3.5957

Fl StatAdvi=sor

E=zte procedimiento e=tad disefiado para permitirle comparar =1 efecto
de wariazs transformaciones de poder de X _Oxigeno en la regresicn
lineal entre &l v % HCarburos. La ecuacion del modelo aju=stado.
mo=trado como una linea continua, es

BoxCox(¥% Oxigeno) = 47 .6995 + 11 . 3709%% HCarburos
donde

BoxCox(x Oxigeno) = 1 +
(% Ogigeno™1 . 5123-1)-(1.5123=91 714570.512304)




Aplicacion del Modelo

Prediccion de nuevas observaciones

Yo =0, +0X,

Intervalos de confianza:
o De la respuesta media E(y)
o De nuevas predicciones



Aplicacion del Modelo

Intervalos de confianza de la respuesta
media, E(y).

Se fija un valor de interes x,, y se trata de
encontrar int. de confianza de E(y/Xx,).

Estimador de E(y/Xo): S e EE N

Su varianza es:

var(E(y/x,)) = var(d, + 6,x,) = var(y + 0, (x, — X)) =

o (xx)
n S

XX




Aplicacion del Modelo

Intervalos de confianza de la respuesta
media, E(y), para un nivel de confianza 1-a
es:

E(y/x,) € [Flyxo *tyona



Intervalos de Confianza

Grafico del Modelo Ajustado
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Aplicacion del Modelo

Intervalos de confianza de nuevas
predicciones

Si el valor de interés de la variable

independiente es x, entonces ,
es el valor estimado de y,,.




Aplicacion del Modelo

Intervalos de confianza de nuevas
predicciones

Y por tanto el intervalo de confianza, para un
nivel de confianza 1-q, es




Regresion
Multiple



m El objetivo de la regresion multiple es
construir un modelo probabilistico que
relacione un variable dependiente Y con
dos 0 mas variables matematicas
independientes x;, X,, ... X,,. La
expresion de dicho modelo es la
siguiente:

Y= + px + bx, + -+ fix + &

Donde:

m (3;, es el coeficiente que representa el efecto
sobre la variable dependiente al aumentar en
una unidad el valor de la variable
independiente x:.

m g, representa la perturbacion aleatoria.



m g, verifica las siguientes hipotesis:
m Su media es 0.
m Su varianza es constante, o2.

m Las perturbaciones son independientes
entre si.

m Siguen una distribucion Normal.



m Estimacion de los parametros.

m Aplicando el método de minimos cuadrados,
(numero de observaciones es n,) la funcion a
minimizar es:

M= Z (yz‘ _(:BO T ﬂxli T ﬁ2x2i T o T /gkxki))z
m Derivando respecto a B, se verifica, si se llama
e=y-"\y, la siguiente ecuacion:

Zel.z()

m Derivando respecto a i, se verifica:

Dex,=0 j=l-k



m El sistema de ecuaciones definido por las
expresiones anteriores se puede escribir
de la siguiente manera:

Syo= ok + BYn + BY % 4o+ A,
Z%—xu — :Agolei + /Aglthz + :Agzz)%xlﬁ' et :Ag‘kzxki

:Agozxki + :Aglzxuxki + :Agzzle'xki'l' e /Agkzxkiz

Q0%



m Las ecuaciones anteriores se pueden

expresar de forma matricial:

Xt Xk 0 KX

De la expresion anterior se puede despejar

4
Vo

Y |

| X1

Xk

. ‘xk

1 ][1 x,

|

_1 X,

n—

el valor de los parametros buscados:

é: (X ,X)—l

XY




m Si la matriz de covarianzas es la siguiente:

Syy Syxl o Syxk

S

S _ X1y X1 X XXk

\)

S e o o S
Xy Xk X1 XXk _

m La expresion de cada parametro B/con /
de 1 a k es la siguiente:

- ‘Syxi
N

IB/\i:

yy‘



m Donde:

m |S,i| es el determinante del minimo
complementario correspondiente a los
ordenes de las variables yy x. En este
caso, estos ordenes seran 1 para la
variable y e i+1 para la variable x.

m El término independiente sera:

1%0:)/_2:%1' Xi



m La varianza de la perturbacion aleatoria,
c?. se estima a partir de la varianza
residual, estimador maximo-verosimil en la
hipotesis de normalidad. El numero de
grados de libertad de los residuos es n-k-
1, por haber k+1 restricciones:

2.
> €

S
Y on—k—1




= Descomposicion de la variabilidad

m La variabilidad de la respuesta puede
descomponerse de la siguiente manera:

2 2

Sv-v| =5 by +Z(nn )

que expresa la variacion total V7 como suma de la
variacion explicada por el modelo VEYy la
residual o no explicada VNE.

= El contraste de regresion comprobara que el
modelo es valido. La hipotesis nula sera la mas
sencilla y es que el vector de parametros de
regresion sea nulo.




m La tabla ADEVA es la siguiente:

Fuente Suma de | Grados |Varianza | Contrast
de cuadrado | de e
variacio |s libertad
n
“\?2 A A
VE Z(%—yj k A - §2/
e
4 N 2 —~
VNE ' - -k-1 2
ZLy y,J n S e
/ N2 _
— - 2
VT Zle yJ n-1 S,




mCorrelacion en Regresion Multiple

Coeficiente de determinacion o de
correlacion multiple

Este coeficiente mide la correlacion entre la
variable dependiente y el conjunto de las
variables independientes:

_VE
VT

R2



m Inconvenientes:

m Al aumentar el nUmero de variables que
intervienen en el modelo, su valor
aumenta, aunque el efecto de esta nueva
variable no sea significativo.

m Es muy sensible a la eleccion de variable
dependiente. Dos modelos formalmente
iguales, pueden tener diferente valor del
coeficiente de determinacion.

m Se utiliza el coeficiente de determinacion

corregido, ) S
R_zzl— Varianza residual R* = \/1_ 5 2lg
Varianza de y Y Yy



m Coeficiente de correlacion parcial

Dado un conjunto de variables, x;, x5, ... x,, €l
coeficiente de correlacion parcial entre dos
cualesquiera de ellas, es una medida de su
relacion lineal, cuando se elimina de ambas el
efecto debido al resto de las variables.

Por ef'emplo Si se quiere calcular el coeficiente de
correlacion parcial entre x; y X, se calculara
primero los hiperplanos de regresion de x,
respecto a x; X, ... X, Y de x; respecto a x3 X, ...
X, , S llamamos €; 345 Y €345 4 l0S residuos de
los dos ajustes anteriores, el coeficiente de
regresion parcial sera:

— S
E[el.34...k 62.34..k] x| X,

Jv(€1.34..k)v(€2.34..k) ) Jlexl S,

Mo 3o =




m Supongamos que se estan estudiando solamente
3 variables x;, x, y x;., se pueden relacionar los
coeficientes de correlacion simple y parcial a
través de la siguiente expresion:

VFashy — FH3 )y

712.3 — \/(l—r'éXl—rzé)

= Donde 7; es el coeficiente de correlacion simple
entre las variables x; x.




