Capitulo 1: Aplicaciones Lineales.

Capitulo 1
APLICACIONES LINEALES

Introduccion

El concepto de linealidad es muy intuitivo y aparece en mudltiples situaciones de la vida
cotidiana. Asi, si una persona, efectuando un trabajo “x” percibe un salario f(x), trabajando el
doble, por ejemplo, cabe esperar que su salario también se duplique, es decir:

f(2x) = 2 f(x)

Si realiza un trabajo extra “y” , sus ingresos serdn la suma de los salarios percibidos por
ambas ocupaciones:

f(x+y) = (x) + f(y)

Las dos propiedades anteriores que van a caracterizar las aplicaciones lineales entre espacios
vectoriales, se llaman condiciones de linealidad.

Nos centraremos en el estudio de las aplicaciones lineales de un espacio vectorial en si
mismo, son las llamadas transformaciones lineales o endomorfismos.

Una vez fijada una base en el espacio vectorial, a cada endomorfismo le asociaremos una
matriz cuadrada de forma univoca. Hablaremos indistintamente de un endomorfismo o de su
matriz asociada.

Analizaremos bajo qué condiciones existe una base del espacio vectorial tal que la matriz
asociada al endomorfismo respecto de dicha base sea una matriz diagonal, con la que es
mucho maés sencillo operar.

A lo largo del tema, V y V’ seran dos espacios vectoriales de tipo finito sobre el mismo
cuerpo conmutativo K.

Definicion

Una aplicacion f :V — V' es una aplicacion lineal u homomorfismo de V en
V/’ cuando verifica las dos condiciones de linealidad siguientes:

1, f(§+ §j =f(;j+f(§j, VX, yeV

2. f()&j - kf(;j, Vi eK VX eV
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Nota

Ambas condiciones anteriores son equivalentes a la siguiente condicion uUnica:
f(XX+ uyj = }»f(xj+ pf(yj, ViueK\VX,yeV
Nota

Empleando el método de induccion, se demuestra que si f es una aplicacion lineal, entonces:

f(xlx}---mp ij - xlf(i}---mpf({,j, VA e K, VX € V,i=1,2,..,p

Ejemplos

1.3.1 SeanV =V’ = K =R, siendo R el conjunto de nimeros reales con su estructura
correspondiente en cada caso (de espacio vectorial o de cuerpo). La aplicacion

f:-R—>R i
es lineal.

X — 3X

En efecto, para cualesquiera X,y € V y A € K, se verifican las dos condiciones:

f(x+y)=3(x+y)=3x+3y =f(x)+f(y)
f(Ax) = 3(Ax) = A(3x) = AF(x)

.., T:R->R :
1.3.2 Seande nuevo, V=V’ =K =R. La aplicacion ,noes lineal.
X = X

De hecho no cumple ninguna de las dos condiciones de linealidad:
f(x+y)=(x+y) =x?+y?+2xy
f(x)+f(y)=x?+y?

Luego, en general, f(x +y)=f(x)+f(y).

{f(kx): (hx)? = 22x?

AF(x)=Ax?

Por tanto, f(Ax)=Af(x), salvopara A =0, L =+1 6 x=0.
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f:R? > R?

X=(X,y) = (2x,0,y —Xx)

1.3.3 Sean V=R? V'=R® y K=R. La aplicacion es

lineal.

En efecto, si ; =(X,Y), ; =(x',y"), se verifica:

f(k X+ M;j = (A +px', Ay + py') = (200 + pux'),0, Ay + py'—(Ax + px')) =

AM2x,0,y —x)+pu(2x',0,y'—x') = Af (;] + pf (;)

1.3.4 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean F y G subespacios
suplementarios de V, es decir, F&@G =V.

> o5 o

5
Cada vector x de V se descompone de forma UGnica X=X,+X, con

- -
X, eF, Xx,eG.
Veamos que la aplicacion
p:V->V

> o o -

X =X+ X, > X,

Ilamada proyeccion vectorial de V sobre F segln la direccion de G, es lineal.

x|

Fig. 1.1 Proyeccion vectorial

- - - -

Supongamos que tambiénes y=y,+y, con y, e F,y, € G; entonces:
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p(x+ yj = p[(x1+ Y1j + (Xz"‘ yzj) =Xty = p(Xj + p(yj

p[k;j - p[k;ﬁ 7\,)(2] Z X, = Kp(;]

1.3.5 Bajo las mismas hipotesis del ejemplo anterior, la aplicacién
s:V-o>V

> o5 o > o

X =X+ X, = X,— X,

Ilamada simetria vectorial respecto de F segun la direccion de G, es lineal.

G
A SR
X, ‘\\I )—(>
g
SN RS
SN
<o AN
o\
\_* R
¥

Fig. 1.2 Simetria vectorial
Probémoslo:

s[x;w;):s(x(;ﬁxzjw(;ﬁ@jj=s((x;1+u;1j+[xxz+w:jj=
(%Xﬁuyl)—[“ﬁwzj = %(erzjﬁw(yl—}’zj = xS(XJ+HS(YJ

Tipos de homomorfismos

Definicion

Sea f una aplicacion lineal de V en V’.

SiV =V’, fesunatransformacion lineal o endomorfismo de V
f es un monomorfismo cuando es inyectiva

f es un epimorfismo cuando es suprayectiva.

f es un isomorfismo cuando es biyectiva.

Si f es biyectivay V = V’, f es un automorfismo.
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Ejemplo
Sea V un K-espacio vectorial de dimension n. Sea B una base de V. La aplicacion
f:V->K"

N
v:(xl,xz,---,xn)B — (X X504 X))

5
es un isomorfismo, siendo (x,,X,,--X, ), las coordenadas de v respecto de la base B.

La demostracion se deja como ejercicio.
Debido a este isomorfismo, se “identifican” con frecuencia los espacios vectoriales de

N
dimension n con K" y se hace equivaler cada vector v con sus coordenadas respecto de una
determinada base B.

Consecuencias de la definicion de aplicacion lineal
1. f(oi) 0.,
2 f(— Zj - —f(;j, VXeV

Demostracion
1. Por ser f lineal, se verifica

ORCRGNG

Restando f(oj,j en ambos miembros, se obtiene por fin que f(oj,j = OT,, :

2. Para demostrar que los vectores f(— xj y f(x} son opuestos, comprobemos que al

sumarlos se obtiene el vector OT,. ;
f(— QJ ; f@ - f(— X+ Qj - f(oﬁj 0.,

aplicando que f es lineal y la consecuencia 1 recién demostrada.

— - —
A partir de este momento, escribiremos 0 para referirnos tanto a 0,, como a 0,,. .
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Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Podemos asociar a cada aplicacion lineal f sendos subespacios vectoriales de V y V’
respectivamente, que juegan un papel importante en el estudio de la aplicacion; son los
[lamados nucleo e imagen de f.

Definicion

Llamamos nucleo de la aplicacion lineal f:V — V', y lo representamos por

N(f), al sistema de vectores de V cuya imagen es el 0.Es decir,
N(f) = {Z e V/f(;) - 6}

La imagen de f, en cambio, es el sistema de vectores de V’ que son imagen de
algun vector de V. Lo representamos por Im(f):

|m(f)={§eV'/E|;chonf(;j =§}

Ejemplos:
Busquemos el nucleo y la imagen de algunas de las aplicaciones lineales expuestas
anteriormente como ejemplos tras la definicion de homomorfismo.

Nucleo e imagen de la aplicacion del ejemplo 1.3.1:
f:R->R
X — 3X

Por definicion de ndcleo, x e N(f) siy sélo si f(x)=3x =0; es decir, si y solosi x =0.
Luego, N(f)={0}.

Para todo ye R, se verifica que y = f (%) , luego, Im(f)=R

Otra formar para hallar la imagen de f es usar el siguiente resultado (proposiciéon 1.11) que
demostraremos mas adelante:

dimV = dim N(f )+ dim Im(f)
Asi, aplicandolo a este ejemplo concreto, se obtiene:

dimR =dim N(f )+ dim Im(f ) < 1= 0+ dim Im(f)
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Por tanto, dimIm(f)=1 e Im(f)=R.

Nucleo e imagen de la aplicacion del ejemplo 1.3.4 (proyeccion de V sobre F segln la
direccion de G):
p:V-V

- -

- -
X =X+ X, = X;

Un vector X =X,+X, € V=F@®G pertenece a N(p) si y solo si p(xj =X, =0. Ha de ser
entonces X = 0+ X, =X, € G . Luego, N(p)=G.

En cambio, Im(p)=F ya que:
Im(p)< F por la propia definicion de p, v, si x € F, entonces X = p(;+ 6) e Im(p), luego,

también F < Im(p).

Consideremos ahora el ejemplo 1.3.5 de la simetria vectorial s respecto de F segun la
direccion de G:
s:V->V

> o > > o

X =X+ X, = X,— X,
Se verifica que
s(;j:s(;lﬂaj:;l—x: :6<:>xﬁl :x%2 <:>x91 :x: -0 , yaque al ser Fy G subespacios
suplementarios, F~G = 0 . Por tanto, ha de ser x =0 y N(s)= {6}
Para todo )_():)?1—!-)(_)2 eV, es L{x}ﬁj, luego, Im(s)=V,

Propiedades de las aplicaciones lineales
Sea f :V — V' una aplicacion lineal. Se verifican las siguientes propiedades:

Si F es un subespacio vectorial de V, entonces f(F)es un subespacio vectorial de
V.
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Demostracion

Sean X', y' vectores de f(F). Existen entonces vectores x, y de F tales que f(x)z X"y

f(y) =Yy'. Sean A, escalares de K. Por ser f lineal se verifica:
AX+puy' = kf(xj + pf(y] = f(x X+ pyj
Como F es un subespacio vectorial de V, el vector A x+ Yy pertenece a F, luego, su imagen

DX+ H;' pertenece a f(F). Esta probado pues que f(F) es un subespacio vectorial de V°.

Si G es un subespacio vectorial de V’ , entonces f*(G)es un subespacio
vectorial de V.

Demostracion

-

Sean ;; vectores de f‘l(G). Sus iméagenes f(;j f(yj son vectores de G. Sean A, u

escalares de K. Por ser G un subespacio vectorial de V’, se verifica que
kf(;j+uf(;j eG.
Como f es lineal, lo anterior es equivalente a escribir f(kx+pyjeG. Luego,

Ax+py ef*(G). Por tanto, f*(G) es un subespacio vectorial de V.

El nticleo de f es un subespacio vectorial de V.

Demostracion

—

Por definicion, es N(f)= f‘l[{a}]. Como {O} es un subespacio vectorial de V’, aplicando

la propiedad 1.7.2, se obtiene que N(f) es un subespacio vectorial de V.

[1.7.4] La imagen de f es un subespacio vectorial de VV’.

Demostracion
Por definicion, es Im(f)=f(V). Como V es un subespacio vectorial de V, aplicando la

propiedad 1.7.1, se obtiene que Im(f) es un subespacio vectorial de V’.
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Si S es un sistema generador de V, entonces, f(S) es un sistema generador de
Im(f).

Demostracion

> -

Sea S= {xl,x2 xp} un sistema generador de V. Sea y e Im(f). Existe un vector x € V tal

f(j . Como S engendra V, existen escalares A,A,,..,A, tales que

- -

5
X=X X;+ A,

o fionsneon )y o)

R
Luego, cualquier vector y de Im(f) es combinacion lineal de los vectores

;. + A, X, . Asi, aplicando que f es lineal, se tiene que

f(xﬁ] f(xij f()&j y, consecuentemente f(S) es un sistema generador de Im(f).

Si S es un sistema ligado de V, entonces, f(S) es un sistema ligado de V’.

Demostracion

- - -

Sea S:{xl,xz,...,xp} un sistema ligado de V. Existen entonces escalares A,,A,,...,A, NO

- - - -
todos nulos tales que A, X,+ 4, X,+...+ 4, X, = 0. Usando que f es lineal, se obtiene:

f(k1>?1+7b2x_>2+...+kpx_;j kf( j+kf(_))+...+7»pf(x_;j:f(6j:6
Luego f(S)= {f[xﬁjf(ijf(ij} es ligado.

Si S’ es un sistema libre de V’, entonces, f *(S') es un sistema libre de V.

Demostracion

Sea S’ un sistema libre de V. Si f (S'") fuera ligado, existiria un vector xef 7(S') que seria

; ., ) N d g d 1
combinacion lineal de ciertos vectores X,,X,,...,x, de f™(S).

- - — -
Es decir, existirian escalares A,,%,,...,A, de K tales que X =%, X;+4, X,+...+ A, X, . Asi,

f(;j:f(kli+kz>?2+...+kp)z;j kf( j+xf( j+ A f( j
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—

Luego, f(;j seria combinacién lineal de f(xi)f(xéj ...,f(xpj, perteneciendo estos p +1

vectores a S’ que era un sistema libre.
Hemos llegado al absurdo suponiendo que f(S') era ligado. En consecuencia, f™(S') es
libre.

Corolario

Si B= {xl,xz,...,x

n

} es una base de V, puede obtenerse una base de Im(f) a partir del

sistema de vectores de V’, f(B)Z{f(ijf(ijf(ij} eliminando del mismo los

vectores gque sean combinacion lineal de los demas.

Este resultado es una consecuencia inmediata de la propiedad 1.8.5, ya que cualquier base de
V es por definicion un sistema generador de V.

A partir de la siguiente proposicion, observemos como las imagenes de los vectores de una
base de V determinan de forma Unica la aplicacion lineal.

Proposicion

Una aplicacion lineal queda determinada si se conocen las imagenes de los
vectores de una base. Es mas:

- - -

Sea B= {xl,xz,...,xn} una base del espacio vectorial V. Sea
S= {yl,yz,...,yn} un sistema cualquiera de vectores del espacio vectorial V’.

Existe una Unica aplicacion lineal f:V — V' tal que f(xij =y, i=1..,n.

Demostracion

—

— — —
Para cada vector X=A,X;+A,X,+..+A, X, de V, con A, eK,i=1,..n,
definimos:

f(;j =N )71+ A, yZ+...+kn Y,

Se verifica:
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1. f[)?,j = ﬁ, i=1,...,n,por lapropia definicion de f.

2. fes lineal:

Sean x,zeV y A,ueK. Por ser B una base de V, existen escalares

—

RS

Aou €K, i=1,..,n, tales que ;:ZXi Ly 7=

n
i=1 i=1

Asi, hX+pz = D +pp )xﬁI , Y, por definicion de f se tiene que

i=1

f(k;+ HZj=i(7\, A +;,L;,ti))7i =Kiki )7i+;,tzn:ui )7, =Kf()_()j+uf(;j

i=1 i=1 i=1

Luego, fes lineal.

3. fes Unica:

N

Sea ¢g:V — V' otra aplicacion lineal tal que g(xijzyi, i=1,..,n. Para cualquier

- - - -
vector X =A; X;+ A, X,+...+A, X, de V,con A, eK, i=1,..,n, por ser g lineal, se
verifica que

g(;j = klg(;lj+ kzg(x:j+ ...+kng(x?) =N\ )71+ A, yt+...+ A, 37,1 = f(;j

por la propia definicién de f.

Probemos ahora un par de resultados relativos a los subespacios nucleo e imagen de f,
al segundo de los cuales nos hemos referido ya anteriormente.

Proposicion

Una aplicacion lineal f de V en V’ es inyectiva si y solo si N(f): {6} :

Demostracion
[=] Condicion necesaria:
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Supongamos que f es inyectiva. Si existiera un vector x e N(f) tal que x = 0, tendriamos dos

vectores diferentes con la misma imagen, f(;j = f(6j :6, lo cual es absurdo ya que, por

hipétesis, f es inyectiva. Por tanto, N(f)= {6} .

[«<] Condicion suficiente:

—

Supongamos ahora que N(f): {0} Sean ;§ e V tales que f(;j = f(;) Por ser f lineal,

f(;— ;) = f(;j - f(;j 0. Luego ;—§ e N(f). Consecuentemente, por hipotesis,

N

x—y =0, esdecir x=y.Y esta probado que f es inyectiva.

Proposicion

Sea f:V-oV una  aplicacion  lineal.  Se  verifica  que
dim V = dim N(f )+ dim Im(f).

Demostracion

-> - -

Supongamos que dimV =n y que dim N(f):p. Sea B :{xl,xz, X } una base de

o Ry

N(f). Completamos B,, hasta obtener una base B de V, B:{xl,xz,...,xp,xm,...,xn}.

Demostremos que B, = {f(x;j,...,f[x: j} es una base de Im(f). En efecto:

—

Sea y e Im(f). Sea X €V tal que f(;j =y.

Por ser B una base de V, existen escalares Ai,,A,,.,A, €K tales que

-

5
X=A X+ A, X+ +A, X

n-

Como f es lineal, se tiene que f(;j = xlf(ij+k2f(><2j +..+ kpf(x:j+...+ xnf(xij.

- o

- -
Pero, por ser X,,X,,.., X, vectores de N(f), sus imagenes mediante f son el vector 0, luego

y= f@ - Xp+1f(x:+1j+ ...+xnf(>§j.

Queda asi demostrado que B, engendra Im(f).
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VVeamos ahora que B, es libre.

Si ocpﬂf(xpﬂj +..+ anf(xnj =0, como f es lineal, se tendra que

- - -
flog, Xp,t+ta, X, |=0.

- -

Luego, el vector o, X, ,+...+a, X, € N(f) y se puede escribir como combinacion lineal de

los vectores de B :

- -

. - - -
es decir, By X;+..+B, X, =0, Xy =m0, X, =0,

Asi, B, =..=B, =a,,, =..=a, =0, por ser B una base de V'y, por tanto, un sistema libre.
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Capitulo 2
TRANSFORMACIONES LINEALES

2.1/ Introduccidén

De ahora en adelante, a lo largo del tema consideraremos V = V', con dim V = n. Es decir,
vamos a estudiar las transformaciones lineales 6 endomorfismos de un espacio vectorial V.
Empecemos por su expresion analitica.

Expresion analitica de una transformacion lineal

- - — -
Sea B = {ul, Uy ey un} una base del espacio vectorial V. Si un vector X tiene de coordenadas

(X,,X,,-+ X, ) respecto de la base B, ;cuales son las coordenadas (y,,y,,--Yy,) de f(;j

respecto de la base B?

f(;) =f(x1 LT1+ X, u:+...+xn u:) = xlf(ij+x2f(lﬁj+...+xnf(ij , por ser f lineal.

-

- - - - - - -
Supongamos que f| u, [=a,u;+a, u,+...+a,,u,, flu, |=a,u,+a, u,+..+a,, u,, ..,

- - - - i . .
flu, [=a,u+a,u,+..+a,u,,paraciertos a; e K, i=1...,n, j=1..,n.
Se tiene entonces que:

— — - - — - -
fl X |=X|a u+a,U,+..+a, U, [+X,|ayU+a,U,+..+a, U, |+..+

- - -
XplapU+a U+ +a,, u,

—

.
(X,8,5 + X80 + .ot X, 8, Uy + (Xy8p + X8y oot X, 8, Uy + o+

.
(X,a,, +X,8,, +..+X,a,,)U,
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Y, =Xa; + X8+ + X a,

Y, = X85 + X8, +..+ X8

Por tanto, "2 - éstas son las ecuaciones 6 la expresion analitica

yn = Xlaln +X2a2n +"'+Xnann

de f respecto de la base B.

N

Conociendo X =(X,,X,,-+X,)s, las ecuaciones anteriores permiten calcular

f(;):(yl,yz,...,yn)B.

Estas ecuaciones pueden escribirse en forma matricial:

Y. ay Ay e Ay Xy
Yo | | @ A e Anp | | X
yn a1n aZn ann Xn
T T T T b
- - - - -
fix| flu | flu, flu, Xg
B B B B
ay ay !
. - - ) a a a
es decir, f(x) =A-xg,siendo A=| ¥ 2 " 1eM,(K)
B
a1n aZn ann

A la matriz A se la llama matriz asociada a f respecto de la base B; se escribe A =M(f,B) y

tiene por columnas a las imagenes de los vectores de la base B expresadas en la misma base
B.

Ejemplo

2.3. Consideremos el espacio vectorial V =R?* sobre el cuerpo K = R.
f:R* >R’

Sea () _)f(;(’jz (2x,y=3x)=(x"y")

La matriz A asociada a f respecto de la base canonica tendra por vectores columna:

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



-
(B

Capitulo 2: Transformaciones Lineales.

) 2 0
Es decir, A = )
-3 1

Y dado, por ejemplo, el vector X = (L,2) , ¢quién sera f(;j ?

(8]t (1) S

Luego f(;j =(2,-1).

Cabe observar que cuando la base que manejamos es la canonica , se puede proceder de otra
forma muy sencilla para el célculo de A :

X'=2X

Es claro que { . por definicion de f; lo que es equivalente a escribir:
X

i)

3 - - 2 0
Asi, f(xj:Ax para A:( J

-3 1

Una vez escrita la aplicacion f en esta forma, podriamos haber demostrado que f era lineal de
una manera muy sencilla:

Si x=(x,y) y xX=(x',y") son vectores cualesquiera de R? y A,ueR, aplicando las
propiedades de las operaciones con matrices, se tiene que:

f(mieny |- Ay | <Ak e Ay | < ax e Ay | <1 %ty

Proposicion

Siguiendo con la misma notacién que en la expresion analitica de una
transformacion lineal f, se verifica:

1. Los vectores columna de A son un sistema generador de Im(f)

2. Ladimension de Im(f) coincide con el rango de A.

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



llﬂl Capitulo 2: Transformaciones Lineales.

Demostracion

1. Por la quinta propiedad de las aplicaciones lineales, la imagen de un sistema generador de
V es un sistema generador de Im(f). Pero, los vectores columna de A son precisamente las
imagenes de los vectores de la base B, que por definicion es un sistema generador de V.

2. La dimension de Im(f) es, por el apartado anterior, el nimero de vectores columna
linealmente independientes de A, es decir, coincide con el rango de A por el teorema del
rango.

Ejemplo
Hallar el nucleo y la imagen de la transformacion lineal del ejemplo 2.3,
f:R* > R®

;:(x,y)—>(2x,y—3x)

N(f):{;e R? /f()?)zB}; pero, f@:G si 'y solo si Ax=0,

Luego, para hallar el ndcleo de f hay que resolver el sistema homogéneo:

[—23 SJ@ i @

0 >
Por ser 1‘ =2 %0, el sistema anterior solo admite la solucion trivial y N(f)= {O} .

Im(f ) = (vectores columna de A) = ((2,-3), (0,1))

Como

0 . . . :
ks 0, dichos vectores columna son linealmente independientes e Im(f)=R?.

También podriamos haber obtenido este ultimo resultado teniendo en cuenta que
dimR? = dim N(f)+ dim Im(f).

Relacion entre transformaciones lineales y matrices

Dada una transformacion lineal f :V — V, una vez fijada una base B de V, podemos asociar
af, unamatriz A € M, (K) que determina f de forma dnica, A = M(f,B).
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Reciprocamente, dada una matriz A e M, (K), podemos construir el endomorfismo
f:K" - K" tal que A =M(f,B,), siendo B, la base canonica de K" .

Dicho endomorfismo es unico ya que queda determinado por las imagenes de los vectores de
la base canonica, es decir, por los vectores columna de A.
Por tanto, una vez fijada una base B de V, referirnos a f 6 a A = M(f,B), es equivalente. Si

no se dice lo contrario la base B sera la canonica.

Operaciones entre transformaciones lineales

Sea L(V)={f:V > V/feslineal} . Sean f,geL(V) y AeK . Sea B una

base de V.
1. Definimos la suma de f y g como la aplicacion f+g:V — V tal que

(F + g)(;] = f(;] + g(;j Vx eV . Se verifica:
a. f+gesunatransformacion lineal de V
b. M(f +g,B)=M(f,B)+M(g,B)
c¢. (L(V)+) es un grupo conmutativo.

Demostracion
a.

el ()3 o)
()42 A G)45) (55 v

Hemos aplicado la definicion de suma en L(V) y que fy g son lineales.

b. Sean M, = M(f,B), M, = M(g,B)y M,,, = M(f +g,B). Se verifica que

f+g

(f+g{;j:f(;j+g(;j:Mf X+ Mg;:(Mf +Mg);

Luego M;,, =M, +M,.

f+g

c. Por ser (M, (K)+) un grupo conmutativo y teniendo en cuenta la relacion entre
transformaciones lineales y matrices, se verifica que (L(V)+) es también un grupo
conmutativo.

2. Definimos el producto de un escalar A por un endomorfismo f como la

aplicacion Af VoV tal que (Af )(;j = kf(;j, VX eV . Se verifica:
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a. Af esuna transformacion lineal de V
b. M(Af,B)=AM(f,B)
c¢. (L(V)+,) es un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Demostracion
Se deja como ejercicio por ser andloga a la del apartado anterior.

3. El producto 6 composicion de los endomorfismos fy g es la aplicacion:

f S N N
V—>V—g>V tal que (g ° f)(x) = g(f(xn, Vx eV . Se verifica:

gef
a. gof esunatransformacion lineal de V
b. M(g-f,B)=M(g,B)-M(f,B)
c. (L(V)+,) esun anillo no conmutativo.

Demostracion

a. Por la propia definicion de gof y por ser fy g lineales, VZ? eVyVvVipekK,se
verifica que:

w5595 ) ) o )
(g of)@+ u(g ofm

Luego, gof esuna transformacion lineal de V.

b. Para cada ; e V, se verifica que:
(g of)(xj = g(f(xD = Mgf(x] = MQ(Mf x] = (MM, )x

Luego, M, =M, - M,

9
c. (L(V)+,0) es un anillo no conmutativo por serlo (M, (K)+,).

Caracterizacion de las transformaciones lineales biyectivas

Sea f:V — V una transformacion lineal del espacio vectorial V de dimensién
n. Sea B una base de Vy A = M(f,B).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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-
(B

1. fes biyectiva
2. fesinyectiva

3. N(f)={5}

f es sobreyectiva
r(A) =n
|A| =0

La imagen de un sistema libre de V es también un sistema libre de V.

N gk

Demostracion
1=2
Por la propia definicion de aplicacién biyectiva (inyectiva y sobreyectiva).

2=3
Esté probado anteriormente en 1.10 (pag 11) para aplicaciones lineales en general.

3=4

Por hipdtesis, dim N(f) =0 y dim V =n, luego dim Im(f) = n por verificarse que
dim V =dim N(f) + dim Im(f).

Por tanto, Im (f) =V, es decir f es sobreyectiva.

4=5

Por ser f sobreyectiva, Im(f) = V. En consecuencia, los vectores columna de A son una
base de V y por tanto son linealmente independientes. Aplicando el teorema del rango
se colige que r(A) =n.

5=6
Por definicion de rango de una matriz.

6=7

- - -

Sea S= {xl,xz,...,xp} un sistema libre de V.

Si klf(;lj + xzf(ij+ ot kpf(xz) -0 , entonces, por ser f lineal:

-

f(xl)?l+k2>?2+...+kpxpjzacA-(kli+k2x:+...+kpx7,):6

Por ser |A| =0, A es inversible y multiplicando por A™ por la izquierda en los dos

- -

- -
miembros de la igualdad anterior, se obtiene: A, X, + A, X,+...+A X, =0
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}:;i E e

Y como S es un sistema libre, se colige que A, =X,=..=4, =0, luego
%(ZJJ(QJWHAJ({J}esnme
7T=1

Para demostrar que f es biyectiva, probemos que es sobre e inyectiva.

Por hipotesis, los vectores columna de A = M(f,B) son linealmente independientes
por ser las imagenes de los vectores de la base B. Asi pues, r(A)=dimIm(f)=n. Por
tanto, Im(f) =V, es decir, f es sobreyectiva.

Se verifica que dim N(f) = dim V - dim Im(f) = n -n = 0. Luego, N(f)= {6} y fes
inyectiva.

Cambio de base en una transformacion lineal

Sea f una transformacion lineal de un espacio vectorial V. Sean B y B’ dos
bases distintas de V. Sean las matrices A = M(f,B)y A'= M(f,B').
Buscamos la relacion existente entre Ay A’ . Sea P la matriz de cambio de

base de B’ a B.
En esquema, la situacion que tenemos es la siguiente:

-

Xg —2 f(;)
"

Pl Tpt

Xg —5> f(;)
B

Por la propia definicion de las matrices que intervienen en el esquema anterior,
se verifica:

f@@ =P4%;)=P4Ai;=P4APi;
B' B
Luego, la relacion buscada es:

A'=PAP
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Ejemplo
Demostramos en el ejemplo 2.3 que la transformacién lineal
f:R* > R?

;:(x,y) —>f(§jz(2x,y—3x)

) . ) , . . 2 0
tiene como matriz asociada respecto de la base canonica a la matriz A =[ 3 J .

Si consideramos ahora la base de R?, B:{ul =(11),u, :(2,0)}, ¢Cuél es la matriz A’

asociada a f respecto de esta nueva base B?
A'=PAP
siendo P la matriz de cambio de base de B a la base candnica.

1 2 0 1
Es, por tanto, P = [1 0] , que tiene por matriz inversaa P =| 1 1],
2 2

De esta forma, se tiene que:

2 e G

Obsérvese que la matriz A’podria haberse hallado directamente buscando sus vectores

columna;
- - - -
c,=flu, | ,c,=flu,
B B

f(uij = (2,-2) = ~22)+ 2(2,0) = —2u, + 2u,, = (- 2,2),

f(u:) — (4,-6)=—6(L1)+5(2,0)= —6u,+5u, = (~6,5),

Vectores y subespacios invariantes por una transformacion lineal
Sea f una transformacion lineal de V.
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Definicion

Un vector x de V es un vector invariante por (6 de) f cuando f(xj =X.

Proposicion

El sistema F de vectores invariantes por f es un subespacio vectorial de V,
Ilamado subespacio vectorial de vectores invariantes de f.

Demostracion

Sean X,y e Fy A,ueK.Porserflineal y ser x ey vectores invariantes por f, se tiene:
f(k;+ ugl)j = Xf(;) + uf(y) = 7»)?+ ;,&
Luego A x+puy e F y estd probado que F es un subespacio vectorial de V.

Definicion

Un subespacio cualquiera F de V decimos que es un subespacio invariante por

(6 de) f cuando f(F) < F; es decir, si x e F, entonces también f(;j eF

Observaciones

1. Si f es biyectiva, F es un subespacio invariante cuando f(F)=F.
2. El subespacio de vectores invariantes de f es un subespacio invariante de f.

Proposicion

Si Fy G son subespacios invariantes de f, entonces:
1. Fn G es un subespacio invariante de f.
2. F + G es también un subespacio invariante de f.
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Demostracion

1. Sea x e FNG. Se verifica entonces que x€F y xeG. Asi, por ser Fy G

subespacios invariantes, también f(xj eFy f(xj € G. Luego, f(xj eFNnG.

> o >

2. Sea x e F+G. Es entonces, x =u+v con u eFy V € G. Por ser f lineal se
f(;j - f(ﬁ+ 3) - f(ﬁj N f(;j

Como F y G son subespacios invariantes de f, se tiene que f [uj eFyf (VJ € G. Luego,

verifica:

teniendo en cuenta la igualdad anterior, esta probado que f (xj eF+G.

Ejemplos:
{0}, V, Im(f) y N(f) son subespacios vectoriales invariantes de cualquier transformacion

lineal f.

2.11.6| Consideremos el endomorfismo de R?® dado por:
f(x,y,z) = (—x +3y+6z,-6x +8y +16z,2x —2y—4z)

-1 3 6
La matriz asociada a f respecto de la base canénicaes A=| -6 8 16
2 -2 -4

Consideremos los vectores u, = (0,—2,1), u, = (3,—2,2), u, = (1,1,0). Calculemos sus imagenes:

( j:ooo 0-u,
U (-2.2)=1-u,
(J:zzo 2-u,
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-

Los subespacios F = <u1, u2> yG= <u3> son invariantes (verlo).

> o o

{ul,uz} y {ug} son bases de F y G respectivamente y B'= {ul,uz,ug} es una base de R®

(luego, R* =F@®G).

La matriz asociada a f respecto de la base B’ es A'=

o O O
o+~ O
N O O

Respecto de esta base (formada por vectores cuyas imagenes son proporcionales
respectivamente a dichos vectores), f viene pues representada por una matriz diagonal.

La matriz A’ permite estudiar ciertos aspectos de f de una forma mucho mas sencilla que con
la matriz A. Por ejemplo:
r(A")=2, luego dim Im(f) = 2; de hecho, Im(f) = <Jzu:> y N(f)= <Jl>

No todos los endomorfismos f de un espacio vectorial V pueden representarse mediante una
matriz diagonal. En el siguiente capitulo analizaremos bajo qué condiciones existe una base
de V tal que la matriz asociada a f respecto de dicha base sea una matriz diagonal.
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Capitulo 3

REDUCCION DE MATRICES
[B.1] Definicion

Dos matrices cuadradas A y A’e M, (K) son semejantes cuando existe una
matriz cuadrada inversible Pe M (K) tal que A'=PAP.

Ejemplo
Matrices asociadas a la misma transformacién lineal f, respecto a diferentes bases, son
semejantes.

Reciprocamente, si A 'y A’ son semejantes, puede construirse un endomorfismo f : K" — K"
tal que Ay A’ representen a f respecto a dos bases diferentes By B’ de K", respectivamente.

Planteamiento del problema

Dado un endomorfismo f de V, ¢existe una base B’ de V tal que la matriz asociada a f
respecto de dicha base B’ sea una matriz diagonal D = M(f,B')?

O bien, dada una matriz Ae M, (K), ¢existe una matriz diagonal D semejante a A?
Ejemplo

: 10 : : . ] :
La matriz A= 11 no es semejante a ninguna matriz diagonal. Para que asi ocurriera,

a b A 0
habria de ser D =P AP, para alguna matriz P :(c d] inversible y D =(01 2 ] Es
2

decir, PD = AP. Pero:

a bya, O 1 0)a b an, b, a b
PD=AP < = = =
c d\0 A, 1 1fc d ca, da, a+c b+d

Igualando los elementos de estas dos matrices, se obtendria que:

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Capitulo 2: Transformaciones Lineales.

)=ar, =a
(2)=br, =b
(3)=cr, =a+c
(4)=dr, =b+d

1. Sia=0, entonces b =0 (ya que, en caso contrario, seria |P| =0, lo cual es absurdo pues P

es una matriz inversible). Asi:

b, =b

(4)
=>A,=1=d=b+d=b=0
b=0

lo cual es absurdo segin hemos visto.

2.Si a =0, entonces:

que es absurdo

Ejemplo

La matriz A

W)
I
o o o
o+ o

Definicion

1.

U.

ar, =a (3)
=> A, =1l=Cc=a+c=a=0

por hipotesis.

-1 3 6

=|—-6 8 16 |, en cambio, si es semejante a una matriz diagonal

2 -2 -4

0
0 |, segun se vio en el parrafo 2.11.6.
2

Una matriz Ae M, (K) es diagonalizable en K si es semejante a alguna
matriz diagonal De M (K).

Un endomorfismo f de V es diagonalizable en K cuando lo sea su
matriz asociada A respecto a cierta base B. Es decir, f es diagonalizable
cuando exista una base B’ de V tal que la matriz D = M(f, B’) sea una
matriz diagonal.

D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Capitulo 3: Reduccién de Matrices.

Observacion

-> o -

¢Como deberian ser los vectores de la base B':{vl,vz,...,vn} para que la matriz

b O .. O
0O 2, .. O

D = M(f,B') fuera de la forma D = ? ?
0 O A

Por definicion de matriz asociada a un endomorfismo respecto de una base, la columna i-

ésima de esta matriz D estaria formada por las coordenadas del vector f(vi) respecto de la

base B’; entonces, habria de ser:

—

f(\Zj=O-v1+O-v2+...+xi V440V =A V., i=1,2, .0

N
Luego, los vectores de la base B’ habrian de ser vectores v, no nulos (por formar parte de una
base de V), tales que sus imagenes fueran vectores proporcionales (paralelos) a ellos mismos.

Teniendo en cuenta que f(vij =Av;, , siendo A la matriz asociada a f respecto a cierta base

B, los vectores v, de la base B’ habrian de verificar que Av, =, v, , para ciertos A, € K,
i=1,2,..n.
Formalicemos estos conceptos.

Definicion

Llamamos vector propio 6 autovector O vector caracteristico de un
endomorfismo f de V (6 de su matriz asociada A respecto a cierta base B) a un

- - -
vector no nulo u para el cual exista un escalar A € K tal que f(uj =XU, €S
i - -
decir, Au=AXAu.
Se dice que A es un valor propio 6 autovalor ¢ valor caracteristico de f (6 de

N
su matriz asociada A respecto a cierta base B) y que u es un vector propio
asociado asociado al valor propio A.
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Observaciones

1. El concepto de vector propio esta bien definido ya que es evidente que u es un vector

N
propio de f si y solo si u es vector propio de cualquier matriz asociada a f. Lo mismo ocurre
con la definicion de valor propio.

2. Dada una matriz AeM,(K), define siempre un endomorfismo f:K" — K" y los
vectores y valores propios de A son los de f.
3. Un vector propio esta asociado a un tnico valor propio. En efecto:

Si fuera f(uj =\, U Yy también f(uj =X, U, entonces A, u=A4,u, luego A, =i, ya que
u = O por ser un vector propio.

4. En cambio, a cada valor propio le corresponde un sistema de vectores propios que, junto

N
con el vector 0, constituyen, como demostraremos mas adelante, un subespacio vectorial de
V.

5. Un vector propio, por definicidn, es distinto de 0, en cambio, un valor propio puede ser 0.

Teorema

Un endomorfismo f:V —V 0 su matriz asociada A respecto de cierta
base B de V, es diagonalizable en K si y solo si existe una base

B'= {vl, VeV, } de V formada por vectores propios de f.

Ademas, la matriz diagonal D semejante a A, que es la matriz asociada a f
respecto de la base B’, tiene en la diagonal principal a los respectivos
valores propios correspondientes a los vectores propios de la base B’.

A, 0 .. O
: . A, .
Es decir, A es semejante a D = , siendo A, el valor
0 0 .. A

propio correspondiente a v, , parai=1, 2, ...,n.
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La matriz P que permite la diagonalizacion, es decir, tal que D =P ‘AP,
tiene por i-ésimo vector columna a las coordenadas del vector propio

v, respecto de la base B de partida.

Demostracion

La demostracién se basa en la observacion 3.4. f es diagonalizable si y solo si existe una base

B'= {vl,v2 vn} de V tal que la matriz D = M(f, B') sea una matriz diagonal. Asi, sera:

A, 0 0
0 A, 0
D=
0 0 A,
T 0 T

Por tanto, f(vij = (0,010,4,,0,0.0)g. = 0V o4 0-V, 44 -V, 40V, o4 0-V, =, V.,

i=1,2,..,n.
Luego, los vectores de la base B’ son vectores propios asociados a los valores propios
A Ay, A, rESPECtivamente.

Por otro lado, se verificara que P AP = D para la matriz P de cambio de base de B’ a B. Asi,

IR
la i-ésima columna de P sera el vector v, expresado en la base B.

Corolario

Una matriz A € M, (K) es diagonalizable si y solo si existe una base B'= {vl,vz,...,vn} de

K" formada por vectores propios de A.
El resultado es inmediato a partir del teorema anterior y de la observacion 2. del parrafo 3.9.

Ejemplo
El endomorfismo f de R®, ya considerado anteriormente, dado por:
f(X,y,z)=(-x+3y+62z,-6x +8y +162,2x — 2y —4z)
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W_
g E-2
=
s

es diagonalizable, pues, segun se vio en el apartado 2. del parrafo 2.11.6, la matriz asociada a
0 0O

f respecto de la base B'= {ul =(0,-21)u, =(3-2,2),u, = (1,1,0)} esD=[0 1 0] quees
0 0 2

una matriz diagonal.

> o -

B’ es una base R*® formada por los vectores propios u,, u, y u, asociados a los valores
propios 0, 1 y 2, respectivamente.

Célculo de valores y vectores propios

Definicion

Llamamos polinomio caracteristico de una matriz AeM,(K), y lo
representamos por p (1), al polinomio de grado n en la variable A.:

pa(h)=|A-2L].

La igualdad |A - Al n| = 0se llama ecuacion caracteristica de A.

Para designar a la matriz unidad de orden n, si no hay lugar a confusion,
emplearemos simplemente I, en vez de |, .

Ejemplo

10
El polinomio caracteristico de la matriz A = (1 J es:

Pa (7‘):|A_M| -

1-A
1 —A

0 ‘:(1—x)2:x2—2x+1

Proposicion

Si A y A'e M, (K)son dos matrices semejantes, entonces, tienen el mismo
polinomio caracteristico.

Demostracion
Por ser A’y A’ matrices semejantes, existe una matriz inversible P e M (K) tal que:

A'=PAP
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pa(2)=|A=A| = PAP LI =P AP AP I P|=

) ) 1
P(A—wI)P| =[P AP :ﬂ|A—M||P| =|A-M[=p,()

Definicion

Llamamos polinomio caracteristico de un endomorfismo f de V al
polinomio caracteristico de una cualquiera de sus matrices asociadas, y lo
representamos por p, (1).

Observacion

Este concepto esta bien definido puesto que todas las matrices asociadas a f respecto a
diferentes bases, tienen el mismo polinomio caracteristico por ser matrices semejantes.

Proposicion

Los valores propios de un endomorfismo f de V ¢ de una cualquiera de sus
matrices asociadas A, son las raices de su polinomio caracteristico. Y los
vectores propios asociados a cada uno de sus valores propios A son las
soluciones no triviales del sistema homogéneo de ecuaciones lineales

(A-2)v=0.

Demostracion
Por definicion, un escalar A € K es un valor propio de A si y solo si existe un vector v =0
tal que Av =AV; es decir, (A—Al)v=0.

Pero, el sistema lineal (A—Al)v =0 admite soluciones distintas de la trivial si y solo si
A=l =0.

Ejemplo

10
Hemos calculado en el parrafo 3.9.1 el polinomio caracteristico de la matriz A = (1 J , que

resulto ser:
pa(L)=(@1-A) =2 -2 +1
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Los valores propios de A son, por tanto, las raices de este polinomio:

NV -24+1=0=>r=1
raiz doble.
Los vectores propios de A son las soluciones no triviales del sistema homogéneo:

it I

Consecuentemente, los vectores propios de A son los vectores de la forma (0, y) para
cualquier escalar no nulo y € R.
Observemos que la traza de A es tr(A)=1+1=2=—coeficiente de A, en el polinomio

0
0 =1= término independiente del polinomio caracteristico.

. i 0
caracteristico. Ademas, |A| = L

Veremos mas adelante que estos resultados pueden generalizarse.

Propiedades de los valores y vectores propios
1. El conjunto de vectores propios de un cierto endomorfismo f de V, asociados a un mismo

valor propio A, junto con el vector 0, constituye un subespacio vectorial de V, llamado
subespacio propio asociado al valor propio A. Lo denotaremos por V, .

Demostracion

i - -
Sean u,v eV, . Demostremos que au+Bv eV, , para todo par de escalares o, € K. En
efecto:

f(aﬁﬂﬁj - af(ﬁjwf(UJ — G U+ PV = x(aﬁﬂﬁj
ya que fes lineal y J y 3 son vectores propios asociados a A 6 bien son 6 :

- - -
Luego, au+pBv es el vector 0 O es un vector propio asociado a A, y, por tanto, esta

demostrado que au+BveV,.
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- -

R
2. Si ug;,U,,..,u, son vectores propios asociados a sendos valores propios A,,A,,...,A

p

-

- -
A; = ); para i = j, entonces el sistema de vectores {ul,uz,...,up} es libre.

Demostracion
Razonemos por reduccion al absurdo y supongamos que existe un entero g con 1<q<p (si

-> o -

p=1, el resultado es trivial) tal que el sistema {ul,uz,...,u

q} es libre y los vectores

- -

N
u..,u » U, son combinacion lineal de los vectores del sistema libre.

g+l M qg+2tt

- - -

R
En particular, u, =a, U, +a, U,+...+a, U, , para ciertos escalares o, ,a,,...,a, € K.

Podemos suponer o, #0, i=1,...,q, ya que, en caso de que alguno fuera 0, obviariamos el
escribirlo en la combinacion lineal; y, desde luego algin coeficiente de esta combinacion

lineal es distinto de O por ser u, = 0 al ser un vector propio de f.

Aplicando que f es lineal y la definicion de valor y vector propio, se verifica entonces que:
f(upj = alf(ulj + azf(u2j+ ...+aqf(qu =0y hg Ut oA, Uyt o+ o Ay U
Pero, también:

- - - - - - - -
flu, =2, U, =A | o Ui+a,Uy+to Uy [=ouh, U+ o,d, U+ +a kU

N
Igualando las dos expresiones obtenidas para u, , queda:

- - - - - —
Oyhg Ut oA, Uyt ot o h Uy = 0w, Uyt oA, U+t o d U

De donde:

-

ot (hy =2, U+ oy (R =2 YUy ety (g =2, U, = O

Lo cual es absurdo, ya que no puede haber una combinacién lineal de vectores linealmente

N
independientes que sea igual al vector 0 sin ser cero todos los coeficientes. En la
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combinacion lineal precedente, de hecho, ninguno de los coeficientes es 0 por ser
a; #0,1=1,.,q yser A, #A; parai=j, i,j=1,...,p.

3. Si f, 6 alguna de sus matrices asociadas A € M, (K) tiene n valores propios distintos entre
si, entonces f es diagonalizable.

Demostracion

Esta propiedad es consecuencia directa de la propiedad anterior, ya que al tener f, n valores
propios distintos entre si, podemos formar un sistema de n vectores propios linealmente
independientes (cada uno de ellos asociado a uno de los n valores propios, respectivamente).
Es decir, existe una base de V formada por vectores propios de f, lo cual es una condicion
necesaria y suficiente para que f sea diagonalizable.

4. La multiplicidad geométrica de un valor propio A (es decir, la dimension de V, ) es menor

0 igual que su multiplicidad algebraica (es decir, el orden de multiplicidad de A como raiz
del polinomio caracteristico).

Demostracion
Supongamos que A tiene orden de multiplicidad p como raiz del polinomio caracteristico de

> -

f.Sea B, = {ul,uz,...,u:} una base de V, . Demostremos que q <p.

Completamos B, hasta formar una base B’ de V, B'={ul,uz,...,uq,UQ+1,...,u } Sea

A'=M(f,B).

-> > -

Por ser u,,u,,..,u, vectores propios de f asociados a 2, se verifica :
f(ui):kui, i=1,...Q

y, por tanto, f(lr,j =(0,...,0,1,0,...,0), , situandose A en la coordenada i-ésima, i =1,...,q.

Asi, resulta ser:
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a+lq anq
O 0 0 aq+1 g+l an q+1
O 0 0 aq+ln an n

siendo f(i]:(an,aiz,....,am)B. ,i=q+1,.,n.

El polinomio caracteristico de A’ es:
pa () =|A—pl] = (- p)" p(u)

para un cierto polinomio en w, p(u).
Por hipotesis, A es un valor propio de f, luego lo es de A’ (por ser una matriz asociada a f) y
con el mismo orden de multiplicidad p como raiz de p,.(u).

Consecuentemente, observando la descomposicion factorial de p,. (M) hadeser q<p.

5. Si A es un valor propio con orden de multiplicidad uno, es decir, si A es una raiz simple
del polinomio caracteristico, entonces, la dimension de su subespacio propio asociado, V, , es

también uno.

Demostracion
Esta propiedad es consecuencia inmediata de la propiedad anterior. En efecto: Aplicando a

este caso la propiedad 4., se verifica que dimV, <1. Luego, dimV, =1 ya que V, # {6}

por definicion de vector propio.

6. (Generalizacion de la propiedad 2.) Sean A,,A,,...,A, Vvalores propios distintos entre si de

p
una matriz A € M, (K). Se verifica:

a. Si B,B,,..,B,
B=B,UB,U..UB, eslibre.

b. Si A tiene exactamente p autovalores distintos, entonces:
A es diagonalizable si y solo si B, definida como en el apartado a., tiene
exactamente n vectores.

son bases de V.V, ..,V , respectivamente, entonces
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Demostracion
a. Supongamos p = 2 (si p>2, la idea de la demostracion es la misma).

Sean, entonces, Blz{ul,uz,...,up} y B, :{vl,vz,...,vq} sendas bases de V, yV, ,

A - - - = - -
respectivamente. Entonces, es B, UB, = Uy, U, Uy, Vi, Ve, Vg o

IR
Escribamos una combinacion lineal de los vectores de B, UB, igualadaa 0 :

— - - - - - —
o Upta, Uyt to, U +B vi+B, v+ +B, v, =0

y demostremos que todos los coeficientes han de ser nulos.

- - -

- - - -
El vector u=oa, U;+a,U,+..+a,Uu, pertenecea V, , luego u=0 06 bien u es un vector

propio asociado a A, .

} — - - - - > . -
Analogamente, v=8,v,+B,V,+..+B, Vv, pertenece a V, , luego v=0 0 bien v es un

vector propio asociado a A, .

- >

- - —
Los vectores uy v son linealmente dependientes, pues u+v = 0. Consecuentemente,

IR
alguno de ellos es el vector 0, sin mas que aplicar la propiedad 2. que garantizaba la
independencia lineal de vectores propios asociados a valores propios distintos entre si, como

- -
eselcasode uy v.

- -
Si, por ejemplo, u =0, entonces, o, =a, =...=a, =0 porser B, un sistema libre.

—

, . - - - - - N ., .
Ademas, si u=0, entonces u+v=0=v=B,Vv,+B,V,+..+B,v, Yy también seran
B, =B, =..=B, =0 porser B, un sistema libre.

Luego a, =a, =...=a, =B, =B, =...= B, =0 y hemos probado que B, UB, es libre.

- -
Ocurriria lo mismo si hubiéramos partido de que v=0.

b. Sean A;,%,,..., A, los p autovalores distintos de la matriz A.

= (Condicidn necesaria)

Supongamos que A es diagonalizable. Existe, entonces, una base de K" formada por n
autovectores de A linealmente independientes.

De estos n vectores, n; de ellos estaran asociados a A,, nza A,, ..., Npa A, . Asi:
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card(B) = dim(V,_ )+ dim(V, )+...+dim(pr )J2n 40, +..4n, =n

Y tenemos que B es un sistema libre, por el apartado a., con igual 6 mas de n vectores en el
espacio vectorial K" de dimension n, luego, card (B) = n.

< (Condicidn suficiente)

Reciprocamente, supongamos que card(B) = n. Por el apartado a., se verifica que B es libre
con n vectores, luego B es una base de K" formada por vectores propios de A vy, por
consiguiente A es diagonalizable.

Caracterizacion de los endomorfismos diagonalizables

Sea V un K- espacio vectorial de dimension n = 0. Un endomorfismo f de
V (6 su matriz asociada A respecto a cierta base) es diagonalizable si y solo
si se verifican las dos condiciones siguientes:
1. Las n raices del polinomio caracteristico de f (6 de A) pertenecen al
cuerpo K.
2. Para cada una de estas raices A de p, (1) (6 de p, (1)) se verifica que
dimV, =p
siendo p el orden de multiplicidad de A como raiz del polinomio
caracteristico, es decir, las multiplicidades algebraica y geométrica
coinciden.

Demostracion
Sean A,,A,,....A, los p autovalores distintos de f, con érdenes de multiplicidad p,,p,,...,p,,

respectivamente. Sea B=B, UB, U...UB,, donde cada B, esunabasede V, ,j=12,...p.

= (Condicidn necesaria)

Supongamos que f es diagonalizable. Entonces, todos los autovalores de f perteneceran al
cuerpo K puesto que la matriz diagonal semejante a A ha de pertenecer a M, (K) Yy, por tanto,
los autovalores, que constituyen su diagonal principal, han de ser elementos de K.

Por la propiedad 4. de los valores y vectores propios, se tiene que dim VM_ <p;, j=1,..,p. Si

fuera dimV, <p;,paraalgin je {l,...,.p}, obtendriamos que:

card(B) = card(B, ) +...+ card(B, ) = dim(V,, )+...+dim(V, )<p, +..+p;=n
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y f no seria diagonalizable de acuerdo con la propiedad 6. de los valores y vectores propios.
Por tanto, dim VM =p;, J=1...,p.

< (Condicidn suficiente)
Supongamos ahora que se verifican las dos condiciones 1. y 2. Entonces,

card(B) = card(B, ) + ... + card(B,, ) = dim(V,_)+...+ dim(pr )=p,+p, +..tp,=n

y f es diagonalizable por la propiedad 6. de los valores y vectores propios.

Proceso préctico de diagonalizacion

1. Calculo de los valores propios de la matriz A: A,,A,,...,A , comprobando si todos

p H
pertenecen al cuerpo K.

2. Obtencion de la dimension de los subespacios propios asociados a los valores propios con
ordenes de multiplicidad mayor que uno, observando si coinciden las dimensiones con los
ordenes de multiplicidad respectivos.

3. Determinacion de sendas bases B,,B,,..., B, para los subespacios propios V,,V,,...,V,.

4. Construccion de la base de autovectores: B=B, UB, U...UB,.

5. La matriz P que tiene por columnas a los vectores de B, permite la diagonalizacion de A:
D=P'AP

La matriz diagonal D tiene en la diagonal principal a los valores propios , en el mismo orden
que sus vectores propios correspondientes en la base B y repitiéndose p; veces cada

A 1=1,...p
Ejemplo

: : 10 ] -
Consideremos la matriz A = 1 1) Como quedo6 demostrado en 3.9.6, A posee un Unico

valor propio A =1 que es raiz doble de su polinomio caracteristico, es decir, su orden de
multiplicidad es 2.
El subespacio propio asociado esV, = {(0,y)/y € R}, verificandose, por tanto que
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dimV, =1=2.

Al no coincidir la dimension de V, con el orden de multiplicidad de A =1 como raiz del
que A no es

polinomio caracteristico, concluimos, mediante este nuevo procedimiento,
diagonalizable, como ya habiamos comprobado en 3.4.

Ejemplo
7 0 O
Sealamatriz A=|0 -2 4.
0 6 O
Sus valores propios son las raices de su polinomio caracteristico:
7-X\ 0 0 A =7
pa(M)=|A=2ll=| 0 -2-1 4|=(A-T7)(6+1)(4-1)=0 = <A,=-6
0 6 —A A, =4

A es diagonalizable por poseer tres valores propios reales y distintos entre si.
Los vectores propios asociados a A, =7 son las soluciones no triviales del sistema

homogéneo:
0 0 0}\x 0 X=a
> > -9y +4z=0
(A-71)x=0<|0 -9 4 |y|=|0|e <1y=0
6y—-7z=0
0 6 -7)\z 0 z=0

Luego, V, ={(0,0,0)/a e R}:<Jl = (1,0,0)>. Observemos que dimV, =1, como vya
esperabamos por ser A, =7 un valor propio simple de A.

Procedemos de igual modo para el célculo de los vectores propios asociados a A, = —6

13 0 0)x) (O x=0

5> o 13x =0
(A+6l)x=0<|0 4 4|y|=|0 @{ Lo Y=B
0 6 6)\z) 0 B z=-P
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Por tanto, V., = {(0,8,-B)/B R} = <u: = (0,1,—1)> , también de dimension uno.

De manera analoga se obtiene que V, = {(0,2y,3y)/y e R}= <lf3 = (0,2,3)> :

7 0 0
La matriz A es, en consecuencia, semejante a la matriz diagonal D={0 -6 0, y la
0O 0 4

relacion entre ambas matrices es:
D=P'AP

siendo P la matriz que permite la diagonalizacion y que tiene por columnas a sendos vectores
propios asociados a cada uno de los tres valores propios deA:

Si hiciéramos la interpretacién de A como la matriz asociada al endomorfismo f de R® tal que

- - -
f(xj =AXx, Vx eR?, de los calculos anteriores deduciriamos que f es una transformacion

lineal diagonalizable y que D = M(f,B), siendo B la base de R® formada por vectores propios
de f:

B= {Jl ~(L0,0)u, = (01-1)u, = (o,2,3)}

Ejemplo
12 3
Sea lamatriz A=|1 2 3|.
12 3

Sus valores propios son las raices de su polinomio caracteristico:

1-A 2 3

A, =6
M=lA-rl=[1 2-1 3 [=22(6-21)=0 !
Pa:)= | 6-1)=0 = {xz =0, raiz doble
1 2  3-X
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Los vectores propios asociados al valor propio A, =0, son las soluciones no triviales del
sistema homogéneo:

1 2 3Yx) (0 X =—20—3p
(A-0l)x=0=Ax=0<|1 2 3|y|=|0|ox+2y+3z=0=1y=qa
1 2 3)\z 0 z=p

Luego, V, = {(-2a.-3B,0.,B)/a,p e R} = <\72 = (-210)v, = (- 3,0,1)> .

ComodimV, =2 =orden de multiplicidad del valor propio 0 como raiz del polinomio
caracteristico, deducimos que A es una matriz diagonalizable.
6 0 0
La matriz A es semejante a lamatriz D=|0 0 0 |. Para obtener la relacion existente entre
0 00O
ambas matrices A y D, necesitamos calcular el subespacio propio asociado al valor propio
A, =6, cuya dimension conocemos (dimV, =1) por ser 6 una raiz simple de pA(x).
Los vectores propios asociados al valor propio A, =6, son las soluciones no triviales del
sistema homogéneo:

-5 2 3 0 X=y
> o X—4y+3z2=0
(A-6l)x=0=|1 -4 3 |y|=|0|c oly=y

X+2y-32=0
1 2 -3z 0 =y

Luego, Vi, = {(Y’Yv'Y)/V € R} = <V1 = (1’1’1)>-
Con una notacién similar a la utilizada en la teoria que sustenta este ejemplo, una base
deV, es B, = {\71 = (1,0,0)} y una base de V, es B, = {\72 =(- 2,1,0),\73 =(- 3,0,1)}.

Asi, una base de vectores propios de R® (cuya existencia es condicién necesaria y suficiente
para la diagonalizacién de la matriz A) es:

B=B,UB, = {\71 ~(L0,0)v, = (~210)v, = (- 3,0,1)}
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Ya puede escribirse la relacion entre las matrices Ay D:

D=P'AP
1 -2 -3
siendo la matriz que permite la diagonalizacion P={1 1 0
1 0 1

Otros resultados relativos a valores y vectores propios
1. Para cada valor propio A de un endomorfismo f de un espacio vectorial V,
se verifica que su subespacio vectorial asociado V, es invariante por f.

Ademas, el subespacio de vectores invariantes por f es 6 bien {0} 0 bien V,,

en el caso de que A =1 sea valor propio de f.

-

El nucleo de f es 6 bien {0} 0 bien V,, en el caso de que A =0 sea valor

propio de f.

2. Una matriz A e Mn(K) es inversible si y solo si A =0 no es valor propio
de A, independientemente de que A sea diagonalizable 6 no.

Demostracion

o ol

1. Sea u €V, . Entonces, f(uj = , por definicion de V, . En cualquiera de los dos casos,

U
f(a)evx, por ser V, un subespacio vectorial de V; y hemos probado que V, es un

subespacio vectorial invariante.

Si L =1 no es valor propio de f, entonces, no existe ningun vector u = 0 tal que f(uj =u.

N
Luego, el subespacio de vectores invariantes se reduce a {0} :
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P
=
[y

Por el contrario, si A =1 es valor propio de f, entonces, el subespacio de vectores invariantes
es V, por su propia definicion.

-

Si A =0 no es valor propio de f, entonces, no existe ningun vector u = 0 tal que f(u) =0y,

por tanto, N(f)= {5} :

N
Por el contrario, si A =0 es valor propio de f, V, estd formado por los vectores u € V tales

-

que f(uj -0 Y, en consecuencia, V, = N(f).

2. Si A =0 es valor propio de A, el sistema lineal homogéneo Au =0 admite soluciones
distintas de la trivial (los vectores propios asociados al valor propio A =0) y, por tanto,

|A|=0. Luego A no es inversible.

- -
Si, por el contrario, A =0 no es valor propio de A, el sistema Au =0 solo tiene la solucion
trivial, luego, |A| =0 y A es inversible.

Proposicion

1. Sea A e M,(K), el polinomio caracteristico de A es
pa(h)=22 —tr(A)A +|A|.

2. Enel caso de ser A e M,(K),se verifica que:
Pa(R)==A3+tr(A) A2 —(Ap+A, +Ay,) A+|A|

3. Engeneral,si AeM,(K), el término de grado n de p, (1) es (=1)" 1", el
de grado n—1 es (—1)"" tr(A)A"" y el término independiente es |A|. Es
decir, p, (%) esde laforma p,(A)=(-1)" A" +(=1)"" tr(A)A"" +...+|A].

Demostracion
all alZ

1.Sea A :[
a21 a‘22

je M, (K). Entonces:
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ay—A a
pA(}\‘)=|A_)\'I|: " . 2 =\ _(an +a22)7‘+(anazz —a12a21)=73 _tr(A)}“+|A|
a5 a5 —
all a12 a13
2. Sea A=|a, a, a, |eM,(K). Desarrollando el determinante mediante la regla de
a31 a32 a33

Sarrus, se obtiene:

a; —A aj a3
pA(k):|A_M|: ay A, —A a3
a3 a3 g3 A

2

- }‘3 + (all +a, + ‘3133)7L - [(azzass —aydy, )+ (alla33 - a13a31)+ (allazz —ap8y )]7“ +

(a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 - a13a22a31 - a12a21a33 - a11a23a32 ) =
=20 Htr(A)R — (AL + A, +AL)L+]A

3. Solo uno de los n! productos del desarrollo del determinante pA(x):|A—M| puede

contener términos en A" 6 A",y es precisamente (a,, —A)a,, —A)...(a,, =), ya que en los

demas productos interviene algin a; con i = j, luego no interviene a; —A ni a; —A; Yy, por

J
tanto, estos n! — 1 productos son polinomios de grado menor 0 igual que n—2.
Por otra parte, se tiene que:

(a, —A)ay, —A)..(a,, =)= (=1)"A" +(-1)""(a,, +a, +..+a, " +...

Luego, esta demostrado que el término de grado n de p, (%) es (-1)" A", y el de grado n -1
es (-1)" " tr(A)A",
Ademés, el término independiente de p, (1) es p,(0)=|A-01|=|A|.

Proposicion

Sean A,A'e M, (K), dos matrices semejantes. Se verifica, entonces, que:
1. pAO"): pA'(}\’)
2. |A/=|Af
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3. Tr(A)=Tr(A)
4.Sin=203,entonces, A, +A,, +..+ A = A +A,+. .+ A .

Demostracion
1. Ya estd demostrado en el apartado 3.13.3.

2. Porser p,(1)=p, (1), ambos polinomios tienen iguales todos sus términos. En particular,
tienen iguales los términos independientes. Es decir, |A| =|A].

3. Analogamente, igualando los términos de grado n—1 de los polinomios p,(X) y p, (1),
se obtiene que Tr(A)=Tr(A").

4. Si n=2063, igualando los términos en A de los polinomios caracteristicos de Ay A’, se
llega a que:
AL+A,,+ +A,, =AFA L+ A

Observacion

El reciproco de la proposicion anterior no es cierto; es decir, dos matrices A 'y A’ pueden
tener el mismo polinomio caracteristico sin ser semejantes.
Esto ocurre, por ejemplo, con las matrices:

a~lo o)y ls o

-A 1
0 -

En efecto:

pA(%)=‘_K °

0 _k‘:ﬁ y, también pA.(x):‘

A es diagonalizable (es semejante a si misma que es diagonal). En cambio, A’ no es

diagonalizable ya que dimV, =1 2=orden de multiplicidad de (A =0) como raiz de

p (). Demostremos que efectivamente V, esta engendrado por un tnico vector u= (1,0).

> : (0 1YX 0 o .
Un vector u =(x,y)eV, siy solo si (0 Ol(yj = [Oj Es decir, si y solo si y=0. Luego,
V, ={(x,0)/x e R}=((1,0)).
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Proposicion

Sea AeM,(K). Se verifica:

1. Ay A' tienen el mismo polinomio caracteristico.
2. Si A esvalor propio de A, entonces

a. A estambién valor propio de A",
b. A" esvalor propio de A".

c. Sia=0, % es valor propio de A™, siempre que A sea inversible.

Demostracion

L pa(r)=|A-nl|=|(A=21)

=|A =l =p,. (1).

2. a. Es consecuencia inmediata de que p,(*)=p,.(%).

b. Empleamos el método de induccion completa en la demostracion.
Para n=2:

Por ser A un valor propio de A, existe un vector no nulo x € K" tal que Ax = A Xx. Entonces:
A2 = A[ij :A(k;) - x(AQJ - x(xx) — 22 x

Luego, A’ es valor propio de A”.
Supongamos cierta la afirmacion para n —1 y probémosla para n:

A" X = A(A”‘l Qj - A(W Qj - k”‘l(A Z] _ W(x Zj PLEV

Por tanto, A" es valor propio de A".

3. Siguiendo con la misma notacién del apartado anterior, se verifica:

N

AX = AX = Al(A;j =A1(x§j —x= X(Al Qj = Alzzzx

Luego, % es valor propio de A™.
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Proposicion
Si AeM,(K) es una matriz diagonalizable semejante a la matriz diagonal

D =P AP, para una cierta matriz inversible P € M, (K), entonces se verifica
que:
A“=PD"P*

para cualquier nimero natural k.
Si ademas A es inversible, la igualdad es cierta para cualquier nimero entero k.

Demostracion

Utilizamos el método de induccion completa en la demostracion.
Para k = 2:

A?=(PDP*)PDP*)=PD?P*
Supongamos la igualdad cierta para k —1 y probémosla para k:

A¥ = AA¥! = (PDP*)P D*'P*)=P D*P?

Si A es inversible, entonces A =0 no es valor propio de A, por consiguiente existe D™ y sera
At=(PDP'J'=pDp*

De nuevo por induccién se demostraria para cualquier nimero entero k.

Observacion

Para obtener D* simplemente se elevan los elementos de la diagonal principal de D a la k-

ésima potencia y entonces, utilizando la proposicion anterior, es facil y rapido calcular A* a
partirde Py D.

Ejemplo

1
Calcular A®, siendo A=|1
1

N N DN
w w w

Segun se demostrd en el ejemplo 3.13, A es diagonalizable y se verifica que:
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D=PAP

6 0 O 1 -2 -3

para D=0 0 O|yP=/1 1 O

0 0O 1 0 1

Entonces,

Lol [ &
1 -2 -3\6° 0 0y 6 3 2 3
5 551 1 2 1 , 6°
A:PDP:].]. O 000_65_526 ?
1 0 1 000_1_11 64§
6 3 2 3
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Capitulo 4

DIAGONALIZACION DE LAS MATRICES REALES
SIMETRICAS

Introduccion

Merece una atencién especial el tema de la diagonalizacion de las matrices reales
simétricas debido no solo a las particularidades matematicas que encierra su estudio,
sino sobre todo a las numerosas ocasiones en las que van a aparecer a lo largo del
programa de Matematicas en Topografia (transformaciones geométricas del espacio
euclideo, conicas, estadistica, ...) asi como en otras materias de la carrera (Fisica,
Teledeteccion, ...)

Son unas matrices siempre diagonalizables en el cuerpo de los nimeros reales y ademas
la matriz que permite la diagonalizacion puede elegirse de forma que sea una matriz
ortogonal.

Definicion

Un endomorfismo f del espacio vectorial euclideo V es simétrico cuando
se verifica la siguiente igualdad entre productos escalares:

Q.f@:;.f@, VX,yeV.

Proposicion

Sea AeM, (R). Sea f el endomorfismo de R"que tiene a A como

matriz asociada respecto de la base candnica. Se verifica entonces que A
es simétrica si y solo si f es simétrico.

Demostracion
- = ) .
Sean x,ydos vectores cualesquiera de R". Llamamos X e Y a las matrices columna

- -
constituidas por las coordenadas de x ey, respectivamente.
Por definicion de matriz asociada a un endomorfismo, se verifica que:

Qf@j —X'AY y f(;j y=(AX)'-Y = X'A'Y
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Asi:

f es simétrico < ;f(;j ;f(;) o X'AY = X'A'YY & A=A & Aessimétrica.

Proposicion

Sea Ae Mn(R) una matriz simétrica. Sean A, uvalores propios (reales 0

complejos) de A. Sean ;ey vectores propios de A asociados a Ay u

respectivamente.
Entonces se verifica que:

1. (A-p)x-y=0.
2. Si A #u, los subespacios propios V, yV, asociados a Ayu,

respectivamente, son ortogonales.
3. Los n valores propios de A son reales.

Demostracion

1. Sea f el endomorfismo de R" que tiene a A como matriz asociada respecto de la base
candnica. Son, por tanto, A y u también valores propios de f.

Por ser f simétrico (ya que A es simétrica), se verifica que

Z-f(?}?-f(ij ,
)i

Por tanto, aplicando la pseudoasociatividad del producto escalar, se tiene que
o))

(h-pw)x-y=0.

es decir,

obteniéndose que
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2. Si A #u, teniendo en cuenta el apartado anterior que aseguraba que (x - u)x- y=0,

- > - -
se deduce que x-y =0, es decir, que x ey son perpendiculares.

3. Razonemos por el absurdo y supongamos que A =a + bi es un valor propio complejo
de A,con b=0.
Por ser A una matriz real, los coeficientes de su polinomio caracteristico,

pa(h)=|A—2l|, son también reales.

Asi, como A es una raiz de pA(x), también su conjugado A =a—bi es valor propio de
A.

- - - -

IR
Sea X = X,;+1X, un vector propio asociado a A, donde las coordenadas de x, y de X,
son reales.

- -

IR
Si suponemos probado que entonces y = x,—ix, estambién un vector propio asociado

a A, como demostraremos al final de la proposicion, aplicando de nuevo el apartado 1.
—_ . B - - ;
para los valores propios A y A Y los vectores propios respectivos x ey, se obtendria:

(L-7)xy=0.
Operando en la igualdad anterior resultaria:

[(a+bi)—(a—bi)(iﬂx:j()a_ifzj _

2 - -> -

- - - 2
—iX, X+ X, X+

= 2bi

N

. d
2bi| (X, X, X,

2
+

2 - - -

- - -
Lo cual es absurdo ya que |X, X, #0 (pues x=x,+ix, =0 por la propia

definicién de vector propio) y b = 0 por hipotesis.

Hemos llegado al absurdo al suponer que A no era real. Por tanto, todos los valores
propios de A son reales.

- -

IR
Para completar la demostracion falta probar que y =Xx,—iX, €s un vector propio

asociado a 2 , en efecto:

- - -

- -
Por ser x=x,+iX, un vector propio asociado a A, se verifica que AX=2AiX.
Operando en esta igualdad, se obtiene la siguiente cadena de equivalencias:

AQ=x§@A(>§+i>§]=(a+bi)(>§+i>?2j@
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- - - L e - - - . - -
AX,+IAX, =ax,;+aiX,+bix;—bx, =|ax,—bx, [+ilaxX,+bXx,

- - -
AX, =ax;-bx,
R

- -
AX, =aXx,+bx,

Luego, Ay:A(Xl—injzAXriAXz Z(axrbxzj—i(axﬁbxlj mientras que

X§=(a—bi)(fl—ixé)=a>§—ai>?2—bi>?l—b>?2 =(a>§-b>§j—i(a>§+b>§j_

- -

Por tanto, Ay =AYy e y es un vector propio asociado al valor propio A .

Teorema

Sea A e M, (R) una matriz simétrica. Existe una base ortonormal de R"
formada por vectores propios de A, es decir, A es ortogonalmente
diagonalizable en el sentido de que existe una matriz PeM, (R)
ortogonal tal que D =P AP es una matriz diagonal semejante a A (las
columnas de P son vectores propios de A que forman una base ortonormal

de R" y la diagonal de D estd formada por los correspondientes
autovalores de A, cada uno tantas veces como indique su multiplicidad
algebraica).

Demostracion
Sean A,,...,A, los valores propios distintos de A (reales por la proposicion anterior).

Sean B,,..,B, sendas bases ortonormales de V, ...V, . Sea B=B,U..UB,. Se

verifica que B es ortonormal (por la proposicion anterior) y es libre (por el apartado 2.
del parrafo 3.14 relativo a las propiedades de los valores y vectores propios). Si ademas

probamos que B engendra R", ya serd B una base ortonormal de R" y la matriz A
seria diagonalizable ortogonalmente.

Demostremos pues que B es un sistema de generadores de R". Razonemos por el
absurdo y supongamos que <B>¢R”; entonces, el subespacio ortogonal sera

(B) {6}
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Cualquier vector ; € <B> es de la forma ; = xi+ .t X: con )Z eV, .,i=1..p,yaque
(B)=V,, ®..®V, , por su propia construccion. Sea §e <B>l, ; +0. Para cualquier

S
vector x e (B) se verifica entonces que:

()55 4515450565
§-(xl>?l+...+xp xZ)=x1(§-ij+...+xp(§->§j=xlo+...+xp0=o

—

Luego, si §e<B>l, entonces también f(yje{B)L. Asi, la restriccion f/,_ . es un

(8)"
endomorfismo de <B>l simétrico, por serlo f, y por tanto, por el apartado 3. de la

-
Y . . , €
proposicion anterior, tiene alglin autovector z  (B)" .

Pero, esto es absurdo ya que z seria también autovector del endomorfismo fde R" vy,

N

en consecuencia, ;e<B>m<B>L :{6} y habria de ser 7=0, lo cual no puede

ocurrir por la propia definicion de vector propio.

Ejemplo
0 040
) 0 0 0 4 s : :
La matriz A = R por ser real y simétrica es diagonalizable ortogonalmente.
0 400

Sus valores propios son las raices de su polinomio caracteristico:
) =|A=1l[= (27 ~16) = (-4 (L +4) =02 ={ ‘;

La matriz A tiene pues dos valores propios A, =4 y A, =—4, ambos con multiplicidad
algebraica igual a dos.
Los vectores propios asociados al valor propio A, =4 son las soluciones del sistema

homogéneo (A —4l)x = 0, equivalente a:
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-4 0 4 0)\x 0 X=o

0 -4 0 4|y 0 -X+z=0 y=p
= | =

4 0 -4 0|z 0 -y+t=0 Z=a

0 4 0 -4)t 0 t=p

Luego, el subespacio propio V, esta engendrado por los vectores (1,0,1,0) y (0,1,0,1)

que son perpendiculares (si no lo fueran, hubiéramos elegido otros dos vectores del
plano vectorial V; que fueran perpendiculares), pero no unitarios; por tanto, los

dividimos entre su modulo y obtenemos ya una base ortonormal de V, :

- 1 1 = 1 1
B,=:u,=|—=,0,——=,0|u,={0,—=,0,—
l{l(ﬁ ﬁJz(ﬁ ﬁ}
Analogamente se procederia para llegar a una base ortonormal de V, :

1

i DR E e

De esta forma, una base ortonormal de R* formada por vectores propios de A es:

> o5 5 >
B=B,UB, =qu,,U,,U,,U,

4 0 0 O
. . . 04 0 O .
La matriz A es semejante a la matriz diagonal D = 00 -4 ol siendo la
00 0 -4
relacion entre ambas:
D=P'AP
1 1
— 0 = 0
V2 V2
1 1
0 — 0 —
para la matriz ortogonal P = 1 V2 1 V2
— 0 -—— 0
V2 V2
1 1
o — 0 ——
V2 V2
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