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Capítulo 1 

APLICACIONES LINEALES 

 

1.1 Introducción 

El concepto de linealidad es muy intuitivo y aparece en múltiples situaciones de la vida 
cotidiana. Así, si una persona, efectuando un trabajo “x” percibe un salario f(x), trabajando el 
doble, por ejemplo, cabe esperar que su salario también se duplique, es decir: 

f(2x) = 2 f(x) 
 

Si realiza un trabajo extra “y” , sus ingresos serán la suma de los salarios percibidos por 
ambas ocupaciones: 

f(x+y) = f(x) + f(y) 
 

Las dos propiedades anteriores que van a caracterizar las aplicaciones lineales entre espacios 
vectoriales, se llaman condiciones de linealidad. 
 
Nos centraremos en el estudio de las aplicaciones lineales de un espacio vectorial en sí 
mismo, son las llamadas transformaciones lineales o endomorfismos. 
Una vez fijada una base en el espacio vectorial, a cada endomorfismo le asociaremos una 
matriz cuadrada de forma unívoca. Hablaremos indistintamente de un endomorfismo o de su 
matriz asociada. 
 
Analizaremos bajo qué condiciones existe una base del espacio vectorial tal que la matriz 
asociada al endomorfismo respecto de dicha base sea una matriz diagonal, con la que es 
mucho más sencillo operar. 
 
A lo largo del tema, V y V’ serán dos espacios vectoriales de tipo finito sobre el mismo 
cuerpo conmutativo K. 

1.2 Definición 

Una aplicación 'VV:f   es una aplicación lineal  u homomorfismo de V en 
V’ cuando verifica las dos condiciones de linealidad siguientes: 

1. Vy,x ,yfxfyxf 



















 



 

2. Vx ,K ,xfxf 















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1.2.1 Nota 

Ambas condiciones anteriores son equivalentes a la siguiente condición única: 

Vy,xK,, ,yfxfyxf 



















 



 

1.2.2 Nota 

Empleando el método de inducción, se demuestra que si f es una aplicación lineal, entonces: 

p1,2,...,i ,VxK, ,xfxfxxf iipp11pp11 



















 



 

Ejemplos 
1.3.1 Sean V = V’ = K = R, siendo R el conjunto de números reales con su estructura 

correspondiente en cada caso (de espacio vectorial o de cuerpo). La aplicación 
f : R R
     x 3x




 es lineal. 

 
En efecto, para cualesquiera Vy,x   y K , se verifican las dos condiciones: 
 
       yfxfy3x3yx3yxf    
       xfx3x3xf   

1.3.2 Sean de nuevo, V = V’ = K = R. La aplicación 
2

f : R R
    x x




no es lineal. 

 
De hecho no cumple ninguna de las dos condiciones de linealidad: 

   
   








22

222

yxyfxf 
  xy2yxyxyxf

  

 
Luego, en general,      yfxfyxf  . 
 

   
 








2

222

xxf 
xxxf

  

 
Por tanto,    xf xf  , salvo para 0 , 1  ó 0x  . 
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1.3.3 Sean 2 3V R , V' R   y K R . La aplicación 
2 3          f : R R

    x (x, y) (2x,0, y x)




  
 es 

lineal. 
 

En efecto, si )'y,'x(y  ),y,x(x 


, se verifica: 
 

      

    




















 





yfxf'x'y,0,'x2xy,0,x2

'xx'yy,0,'xx2'yy,'xxfyxf
 

 
1.3.4 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean F y G subespacios 

suplementarios de V, es decir, F G V  . 

Cada vector x


 de V se descompone de forma única 1 2x x x
  

   con 

1 2x F,  x G
 

  . 

Veamos que la aplicación  

1 2 1

             p : V V

    x x x x
   



  
 

llamada proyección vectorial de V sobre F según la dirección de G, es lineal. 
 

 
Fig. 1.1 Proyección vectorial 

 

Supongamos que también es 


 21 yyy  con Gy ,Fy 21 


; entonces: 
 



x



2x  











1xxp
F 

G 
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





















 




































 






 






 





xpxxxpxp

ypxpyxyxyxpyxp

121

112211

 

 
1.3.5 Bajo las mismas hipótesis del ejemplo anterior, la aplicación  

1 2 1 2

              s : V V

     x x x x x
    



   
 

llamada simetría vectorial respecto de F según la dirección de G, es lineal. 
 

 
Fig. 1.2 Simetría vectorial 

Probémoslo:  





















 






 






 






 















 






 














 






 






 





ysxsyyxxyxyx

yxyxsyyxxsyxs

21212211

22112121

 

 

1.4 Tipos de homomorfismos 

1.4.1 Definición 

Sea f una aplicación lineal de V en V’.  
Si V = V’, f es una transformación lineal o endomorfismo de V 
f es un monomorfismo cuando es inyectiva 
f es un epimorfismo cuando es suprayectiva. 
f es un isomorfismo cuando es biyectiva. 
Si f es biyectiva y V = V’, f es un automorfismo. 



x



2x  



1x
F 

G 

s 





x  
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Ejemplo 
Sea V un K-espacio vectorial de dimensión n. Sea B una base de V. La aplicación 

   

n

1 2 n 1 2 nB

                            f : V K

     v x , x , , x x , x , , x




   
 

 

es un isomorfismo, siendo  1 2 n B
x , x , , x    las coordenadas de v



 respecto de la base B. 

La demostración se deja como ejercicio. 
Debido a este isomorfismo, se “identifican” con frecuencia los espacios vectoriales de 

dimensión n con nK  y se hace equivaler cada vector v


 con sus coordenadas respecto de una 
determinada base B. 
 

1.5 Consecuencias de la definición de aplicación lineal 

1. 










'VV 00f   

2. Vx ,xfxf 
















 

 
Demostración 
1. Por ser f lineal, se verifica 





















 






 

VVVVV 0f0f00f0f  

 

Restando 





 

V0f  en ambos miembros, se obtiene por fin que  










'VV 00f . 

 

2. Para demostrar que los vectores 

















xfy    xf  son opuestos, comprobemos que al 

sumarlos se obtiene el vector 


'V0 : 















 













 'VV 00fxxfxfxf  

aplicando que f es lineal y la consecuencia 1 recién demostrada. 
 

A partir de este momento, escribiremos 


0  para referirnos tanto a 


V0  como a 


'V0 . 
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1.6 Núcleo e imagen de una aplicación lineal 

Podemos asociar a cada aplicación lineal f sendos subespacios  vectoriales de V y V’ 
respectivamente, que juegan un papel importante en el estudio de la aplicación; son los 
llamados núcleo e imagen de f. 
 

1.6.1 Definición 

Llamamos núcleo de la aplicación lineal 'VV:f  , y lo representamos por 

 fN , al sistema de vectores de V cuya imagen es el 


0 . Es decir,  

 






 










0xf/VxfN  

 
La imagen de f, en cambio, es el sistema de vectores de V’ que son imagen de 
algún vector de V. Lo representamos por  fIm : 

 






 










yxfcon  Vx / 'VyfIm  

 

Ejemplos: 
Busquemos el núcleo y la imagen de algunas de las aplicaciones lineales expuestas 
anteriormente como ejemplos tras la definición de homomorfismo. 
 

Núcleo e imagen de la aplicación del ejemplo 1.3.1: 
f : R R
    x 3x




 

 
Por definición de núcleo,  fNx  si y sólo si   0x3xf  ; es decir, si y sólo si 0x  . 

Luego,    0fN  . 

Para todo yR, se verifica que y = f 







3
y , luego,   RfIm   

 
Otra formar para hallar la imagen de f es usar el siguiente resultado (proposición 1.11) que 
demostraremos más adelante: 

   fIm dimfN dimVdim   
Así, aplicándolo a este ejemplo concreto, se obtiene: 
 

     fIm dim01fIm dimfN dimRdim   
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Por tanto,   1fIm dim    e    RfIm  . 

Núcleo e imagen de la aplicación del ejemplo 1.3.4 (proyección de V sobre F según la 
dirección de G): 

1 2 1

             p : V V

    x x x x
   



  
 

Un vector GFVxxx 21 


 pertenece a  pN  si y sólo si 








 0xxp 1 . Ha de ser 

entonces Gxx0x 22 


. Luego,   .GpN   
 
En cambio,   FpIm   ya que: 

  FpIm   por la propia definición de p, y, si Fx 


, entonces  pIm0xpx 





 



, luego, 

también  pImF  . 
 
Consideremos ahora el ejemplo 1.3.5 de la simetría vectorial s respecto de F según la 
dirección de G: 

1 2 1 2

              s : V V

     x x x x x
    



   
 

 
Se verifica que 
 









 






 0xxxx0xxxxsx s 21212121  , ya que al ser F y G  subespacios 

suplementarios, 


 0GF . Por tanto, ha de ser 


 0x  y  









0sN . 

Para todo 


x =


 21 xx V, es 





 



21 xxsx , luego,   VsIm  ,  

 

1.7 Propiedades de las aplicaciones lineales 

Sea 'VV:f   una aplicación lineal. Se verifican las siguientes propiedades: 
 
1.7.1 Si F es un subespacio vectorial de V, entonces  Ff es un subespacio vectorial de 
V’. 
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Demostración 

Sean 


'y ,'x  vectores de  Ff . Existen entonces vectores 


y ,x  de F tales que 








 'xxf  y 









 'yyf . Sean   ,  escalares de K. Por ser f lineal se verifica: 







 

















yxfyfxf'y'x  

Como F es un subespacio vectorial de V, el vector 


 yx pertenece a F, luego, su imagen 


 'y'x  pertenece a  Ff . Está probado pues que  Ff  es un subespacio vectorial de V’. 
 
1.7.2 Si G es un subespacio vectorial de V’ , entonces  Gf 1 es un subespacio 
vectorial de V. 

 
Demostración 

Sean 


y ,x  vectores de  Gf 1 . Sus imágenes 













 

yf ,xf son vectores de G. Sean   ,  

escalares de K. Por ser G un subespacio vectorial de V’, se verifica que 

Gyfxf 
















. 

Como f es lineal, lo anterior es equivalente a escribir Gyxf 





 



. Luego, 

 Gfyx 1


 . Por tanto,  Gf 1  es un subespacio vectorial de V. 
 
1.7.3  El núcleo de f es un subespacio vectorial de V. 

 
Demostración 

Por definición, es   
















 0ffN 1 . Como 






0  es un subespacio vectorial de V’, aplicando 

la propiedad 1.7.2, se obtiene que  fN  es un subespacio vectorial de V. 
 
1.7.4 La imagen de f es un subespacio vectorial de V’. 

 
Demostración 
Por definición, es    VffIm  . Como V es un subespacio vectorial de V, aplicando la 

propiedad 1.7.1, se obtiene que  fIm  es un subespacio vectorial de V’. 
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1.7.5 Si S es un sistema generador de V, entonces,  Sf  es un sistema generador de 

 fIm . 
 

Demostración 

Sea 










p21 x,...,x,xS  un sistema generador de V. Sea  fImy


. Existe un vector Vx


 tal 

que 








 yxf . Como S engendra V, existen escalares p21 ,...,,   tales que 



 pp2211 x...xxx . Así, aplicando que f es lineal, se tiene que 




























 










pp2211pp2211 xf...xfxfx...xxfxfy  

Luego, cualquier vector 


y  de  fIm  es combinación lineal de los vectores 























 

p21 xf, ... ,xf ,xf  y, consecuentemente  Sf  es un sistema generador de  fIm . 

 
1.7.6 Si S es un sistema ligado de V, entonces,  Sf  es un sistema ligado de V’. 

 
Demostración 

Sea 










p21 x,...,x,xS  un sistema ligado de V. Existen entonces escalares p21 ,...,,   no 

todos nulos tales que 


 0x...xx pp2211 . Usando que f es lineal, se obtiene: 




































  00fxf...xfxfx...xxf pp2211pp2211  

Luego  


































p21 xf, ... ,xf ,xfSf  es ligado. 

 
1.7.7 Si S’ es un sistema libre de V’, entonces,  'Sf 1  es un sistema libre de V. 

 
Demostración 

Sea S’ un sistema libre de V’. Si  'Sf 1  fuera ligado, existiría un vector   'Sfx 1


  que sería 

combinación lineal de ciertos vectores 


p21 x,...,x,x  de  'Sf 1 . 

Es decir, existirían  escalares p21 ,...,,   de K tales que 


 pp2211 x...xxx . Así,  




























 






 

pp2211pp2211 xf...xfxfx...xxfxf . 
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Luego, 





xf  sería combinación lineal de 






















 

p21 xf, ... ,xf ,xf , perteneciendo estos 1p   

vectores a S’ que era un sistema libre. 
Hemos llegado al absurdo suponiendo que  'Sf 1  era ligado. En consecuencia,  'Sf 1  es 
libre. 
 

1.8 Corolario 

Si 










n21 x,...,x,xB  es una base de V, puede obtenerse una base de  fIm  a partir del 

sistema de vectores de V’,  


































n21 xf, ... ,xf ,xfBf , eliminando del mismo los 

vectores que sean combinación lineal de los demás. 
 
Este resultado es una consecuencia inmediata de la propiedad 1.8.5, ya que cualquier base de 
V es por definición un sistema generador de V. 
 
A partir de la siguiente proposición, observemos cómo las imágenes de los vectores de una 
base de V determinan de forma única la aplicación lineal. 
 

1.9 Proposición 

Una aplicación lineal queda determinada si se conocen las imágenes de los 
vectores de una base. Es más: 

Sea 










n21 x,...,x,xB  una base del espacio vectorial V. Sea 











n21 y,...,y,yS  un sistema cualquiera de vectores del espacio vectorial V’. 

Existe una única aplicación lineal 'VV:f   tal que n ..., 1,i  ,yxf ii 





 

. 

 
Demostración 

Para cada vector 


 nn2211 x...xxx  de V, con n ..., 1,i  ,Ki  , 
definimos: 











nn2211 y...yyxf  

Se verifica: 
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1. n ..., 1,i  ,yxf ii 





 

, por la propia definición de f. 

 
2. f es lineal: 

Sean Vz,x 


 y K,  . Por ser B una base de V, existen escalares 

n..., 1,i ,K, ii  , tales que 






 i

n

1i
i xx  y 







 i

n

1i
i xz . 

Así,  






  i

n

1i
ii x  zx ,  y, por definición de f se tiene que 

  



















 















 zfxfyyy  zxf i

n

1i
ii

n

1i
ii

n

1i
ii  

Luego, f es lineal. 
 
3. f es única: 

Sea 'VV:g   otra aplicación lineal tal que n ..., 1,i  ,yxg ii 





 

. Para cualquier 

vector 


 nn2211 x...xxx  de V, con n ..., 1,i  ,Ki  , por ser g lineal, se 
verifica que  



































 

xfy...yyxg...xgxgxg nn2211nn2211  

por la propia definición de f. 
 
Probemos ahora un par de resultados relativos a los subespacios  núcleo e imagen de f, 
al segundo de los cuales nos hemos referido ya anteriormente. 
 

1.10 Proposición 

Una aplicación lineal f de V en V’ es inyectiva si y sólo si  









0fN . 

 
Demostración 
   Condición necesaria: 
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Supongamos que f es inyectiva. Si existiera un vector  fNx 


 tal que 


 0x , tendríamos dos 

vectores diferentes con la misma imagen, 















 00fxf , lo cual es absurdo ya que, por 

hipótesis, f es inyectiva. Por tanto,  









0fN . 

 
 
   Condición suficiente: 

Supongamos ahora que  









0fN . Sean Vy,x 


 tales que 












 

yfxf . Por ser f lineal, 























  0yfxfyxf . Luego  fNyx 



. Consecuentemente, por hipótesis, 



 0yx , es decir 


 yx . Y está probado que f es inyectiva. 
 
1.11 Proposición 

Sea 'VV:f   una aplicación lineal. Se verifica que 
   fIm dimfN dimV dim  . 

 
Demostración 

Supongamos que nV dim   y que   pfN dim  . Sea 










p21N x,...,x,xB  una base de 

 fN . Completamos NB  hasta obtener una base B de V, 














n1pp21 x,...,x,x,...,x,xB . 

Demostremos que 


























 n1pI xf,...,xfB  es una base de  fIm . En efecto: 

Sea  fImy


. Sea Vx


 tal que 








 yxf . 

Por ser B una base de V, existen escalares K,...,, n21   tales que 


 nn2211 x...xxx . 

Como f es lineal, se tiene que 

































 

nnpp2211 xf...xf...xfxfxf . 

Pero, por ser 


p21 x,...,x,x  vectores de  fN , sus imágenes mediante f son el vector 


0 , luego 





























nn1p1p xf...xfxfy . 

Queda así demostrado que IB  engendra  fIm . 
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Veamos ahora que IB  es libre. 

Si 


 












 0xf...xf nn1p1p , como f es lineal, se tendrá que  



 





  0x...xf nn1p1p . 

Luego, el vector  fNx...x nn1p1p 


  y se puede escribir como combinación lineal de 

los vectores de NB : 


  pp11nn1p1p x...xx...x  

 

es decir, 






 0x...xx...x nn1p1ppp11 . 

 
Así, 0...... n1pp1   , por ser B una base de V y, por tanto, un sistema libre. 
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Capítulo 2 

TRANSFORMACIONES LINEALES 

2.1 Introducción 

De ahora en adelante, a lo largo del tema consideraremos 'VV  , con dim V = n. Es decir, 
vamos a estudiar las transformaciones lineales ó endomorfismos de un espacio vectorial V. 
Empecemos por su expresión analítica. 
 

2.2 Expresión analítica de una transformación lineal 

Sea 










n21 u,...,u,uB  una base del espacio vectorial V. Si un vector 


x tiene de coordenadas 

 n21 x,,x,x   respecto de la base B, ¿cuáles son las coordenadas  n21 y,,y,y   de 





xf  

respecto de la base B? 
 




























 






 

nn2211nn2211 ufx...ufxufxux...uxuxfxf , por ser f lineal. 

 

Supongamos que 










nn12121111 ua...uauauf ,  










nn22221212 ua...uauauf , ..., 











nnn22n11nn ua...uauauf , para ciertos Ka ij  , n,...,1i  , n,...,1j  . 

 
Se tiene entonces que: 
 







 







 






 












nnn22n11nn

nn22221212nn12121111

ua...uauax           

...ua...uauaxua...uauaxxf
 

   

 








nnnnn22n11

22nn22212111nn212111

uax...axax          

...uax...axaxuax...axax          
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Por tanto, 
















nnnn22n11n

2nn2221212

1nn2121111

ax...axaxy
...                   

ax...axaxy
ax...axaxy

; éstas son las ecuaciones ó la expresión analítica 

 de f respecto de la base B. 
 

Conociendo  Bn21 x,,x,xx 


, las ecuaciones anteriores permiten calcular 

 Bn21 y,,y,yxf 





 . 

 
Estas ecuaciones pueden escribirse en forma matricial: 















































































































B
B

n
B

2
B

1

 

B

n

2

1

nnn2n1

2n2212

1n2111

n

2

1

x   uf   ...  uf uf   xf

x
...
x
x

  

a  ...  a   a  
...  ...  ...   ...  

a  ...  a   a  
a  ...  a   a  

  

y
...
y
y

 

 

es decir, 










B
B

xAxf , siendo  KM

a  ...  a   a  
...  ...  ...   ...  

a  ...  a   a  
a  ...  a   a  

A n

nnn2n1

2n2212

1n2111





















 . 

 
A la matriz A se la llama matriz asociada a f respecto de la base B; se escribe  B,fMA   y 
tiene por columnas a las imágenes de los vectores de la base B expresadas en la misma base 
B. 
 

Ejemplo 

2.3. Consideremos el espacio vectorial 2V R  sobre el cuerpo K = R. 

Sea 
 

2 2         f : R R

     x (x, y) f x (2x, y 3x) x ', y '

 
 



      
 

 

 
La matriz A asociada a f respecto de la base canónica tendrá por vectores columna: 
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   

   1,01,0fc

3,20,1fc

2

1








 

 

Es decir, 










13
02

A . 

Y dado, por ejemplo, el vector  2,1x 


 , ¿quién será 





xf ? 









 xAxf , es decir, 




































1

2
2
1

13
02

'y
'x

 

Luego  1,2xf 





 . 

 
Cabe observar que cuando la base que manejamos es la canónica , se puede proceder de otra 
forma muy sencilla para el cálculo de A : 

Es claro que 







x3y'y
x2'x

 por definición de f; lo que es equivalente a escribir: 



























y
x

13
02

'y
'x

 

Así, 








 xAxf  para 











13
02

A . 

 
Una vez escrita la aplicación f en esta forma, podríamos haber demostrado que f era lineal de 
una manera muy sencilla: 
 

Si    'y,'xx'y    y,xx 


 son vectores cualesquiera de 2R  y R,  , aplicando las 
propiedades de las operaciones con matrices, se tiene que: 
 

















































 






 



yfxfyAxAyAxAyxAyxf . 

 

2.4 Proposición 

Siguiendo con la misma notación que en la expresión analítica de una 
transformación lineal f, se verifica: 

1. Los vectores columna de A son un sistema generador de Im(f) 
2. La dimensión de Im(f) coincide con el rango de A. 
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Demostración 
1. Por la quinta propiedad de las aplicaciones lineales, la imagen de un sistema generador de
V es un sistema generador de Im(f). Pero, los vectores columna de A son precisamente las 
imágenes de los vectores de la base B, que por definición es un sistema generador de V. 

2. La dimensión de Im(f) es, por el apartado anterior, el número de vectores columna
linealmente independientes de A, es decir, coincide con el rango de A por el teorema del 
rango. 

Ejemplo 
Hallar el núcleo y la imagen de la transformación lineal del ejemplo 2.3, 

2 2          f : R R

x (x, y) (2x, y 3x)




  

 






 










0xf / RxfN 2 ; pero, 








 0xf  si y solo si 



 0xA . 

Luego, para hallar el núcleo de f hay que resolver el sistema homogéneo: 


























 0

0
y
x

13
02

Por ser 02
13
02




, el sistema anterior solo admite la solución trivial y  









0fN . 

     0,1 ,3,2A de columna vectoresfIm 

Como 0
13
02



, dichos vectores columna son linealmente independientes e   2RfIm  . 

También podríamos haber obtenido este último resultado teniendo en cuenta que 
   fIm dimfN dimRdim 2  . 

2.6 Relación entre transformaciones lineales y matrices 

Dada una transformación lineal VV:f  , una vez  fijada una base B de V, podemos asociar 
a f, una matriz  KMA n  que determina f de forma única,  B,fMA  . 

http://asignaturas.topografia.upm.es/matematicas/videos/Transformacion_lineal.wmv
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Recíprocamente, dada una matriz  KMA n , podemos construir el endomorfismo 
nn KK:f   tal que  CB,fMA  , siendo CB  la base canónica de nK . 

Dicho endomorfismo es único ya que queda determinado por las imágenes de los vectores de 
la base canónica, es decir, por los vectores columna de A. 
Por tanto,  una vez fijada una base B de V, referirnos a f ó a  B,fMA  , es equivalente. Si 
no se dice lo contrario la base B será la canónica. 

2.7 Operaciones entre transformaciones lineales 

Sea    lineal es f / VV:fVL   . Sean  VLg,f   y K  . Sea B una 
base de V. 

1. Definimos la suma de f y g como la aplicación VV:gf    tal que

  Vx ,xgxfxgf 























 . Se verifica: 

a. f + g es una transformación lineal de V
b.      B,gMB,fMB,gfM 

c.   ,VL  es un grupo conmutativo.
Demostración 
a. 

 

    K, ,Vy,x ,ygfxgfygyfxgxf

ygxgyfxfyxgyxfyxgf






























































































 






 






 





Hemos aplicado la definición de suma en L(V) y que f y g son lineales. 

b. Sean      B,gfMMy  B,gMM ,B,fMM gfgf   . Se verifica que 

   





















 xMMxMxMxgxfxgf gfgf

Luego gfgf MMM  . 

c. Por ser   ,KM n un grupo conmutativo y teniendo en cuenta la relación entre 

transformaciones lineales y matrices, se verifica que   ,VL  es también un grupo 
conmutativo. 

2. Definimos el producto de un escalar   por un endomorfismo f como la

aplicación VV:f


   tal que   Vx ,xfxf 
















 . Se verifica: 
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a. f es una transformación lineal de V 
b.    B,fMB,fM 

c.   ,,VL  es un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Demostración 
Se deja como ejercicio por ser análoga a la del apartado anterior. 

3. El producto ó composición de los endomorfismos f y g es la aplicación:

fg

gf
VVV






tal que   Vx ,xfgxfg 




















 

  . Se verifica: 

a. fg  es una transformación lineal de V

b.      B,fMB,gMB,fgM 
c.   ,,VL   es un anillo no conmutativo.

Demostración 

a. Por la propia definición de fg   y por ser f y g lineales, K,y    Vy,x 


, se 
verifica que: 

 

    
















































































 






 





yfgxfg

yfgxfgyfxfgyxfgyxfg





Luego, fg   es una transformación lineal de V. 

b. Para cada Vx


, se verifica que: 

   




































 xMMxMMxfMxfgxfg fgfgg

Luego, fgfg MMM 

c.   ,,VL   es un anillo no conmutativo por serlo   ,,KM n . 

2.8 Caracterización de las transformaciones lineales biyectivas 

Sea VV:f   una transformación lineal del espacio vectorial V de dimensión 
n. Sea B una base de V y  B,fMA  .
Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 
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1. f es biyectiva 
2. f es inyectiva 

3.  









0fN  

4. f es sobreyectiva 
5. r(A) = n 
6. 0A   

7. La imagen de un sistema libre de V es también un sistema libre de V. 
 
Demostración 

21  
Por la propia definición de aplicación biyectiva (inyectiva y sobreyectiva). 
 

32    
Está probado anteriormente en 1.10 (pág 11) para aplicaciones lineales en general. 
 

43   
Por hipótesis, dim N(f) = 0  y  dim V = n, luego dim Im(f) = n por verificarse que  
dim V = dim N(f) + dim Im(f). 
Por tanto, Im (f) = V, es decir f es sobreyectiva. 
 

54    
Por ser f sobreyectiva, Im(f) = V. En consecuencia, los vectores columna de A son una 
base de V y por tanto son linealmente independientes. Aplicando el teorema del rango 
se colige que r(A) = n. 
 

65    
Por definición de rango de una matriz. 
 

76    

Sea 










p21 x,...,x,xS  un sistema libre de V.   

 Si 






















 0xf...xfxf pp2211 , entonces, por ser f lineal: 









 






  0x...xxA0x...xxf pp2211pp2211  

Por ser 0A  , A es inversible y multiplicando por 1A   por la izquierda en los dos 

miembros de la igualdad anterior, se obtiene: 


 0x...xx pp2211  



 

Capítulo 2: Transformaciones Lineales. 
 
 

 U. D. de Matemáticas. ETSI en  Topografía, Geodesia y Cartografía  21  
 

Y como S es un sistema libre, se colige que 0... p21  , luego 






























 

pp21 xf,...,xf,xf  es libre. 

 
17    

Para demostrar que f es biyectiva, probemos que es sobre e inyectiva. 
 
Por hipótesis, los vectores columna de  B,fMA   son linealmente independientes 

por ser las imágenes de los vectores de la base B. Así pues,     nfIm dimAr  . Por 
tanto, Im(f) = V, es decir, f es sobreyectiva. 
 

Se verifica que dim N(f) = dim V -  dim Im(f) = n –n = 0. Luego,  









0fN  y f es 

inyectiva. 
 

2.9 Cambio de base en una transformación lineal 

Sea f una transformación lineal de un espacio vectorial V. Sean B y B’ dos 
bases distintas de V. Sean las matrices  B,fMA  y  'B,fM'A  . 
Buscamos la relación existente entre A y A’ . Sea P la matriz de cambio de 
base de B’ a B. 
En esquema, la situación que tenemos es la siguiente: 

B
AB

1

'B

'A
'B

xfx 

P P

xfx 

























 

 
Por la propia definición de las matrices que intervienen en el esquema anterior, 
se verifica: 
 



























'B
1

B
1

B

1

'B

x P A Px A Pxf Pxf  

 
Luego, la relación buscada es: 
 

PAP'A 1  
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Ejemplo 
Demostramos en el ejemplo 2.3 que la transformación lineal 

2 2          f : R R

     x (x, y) f x (2x, y 3x)
 



     
 

 

tiene como matriz asociada respecto de la base canónica a la matriz 
2 0

A
3 1

 
   

. 

Si consideramos ahora la base de 2R ,    






 



0,2u,1,1uB 21 , ¿cuál es la matriz A’ 

asociada a f respecto de esta nueva base B? 
 

PAP'A 1  
 

siendo P la matriz de cambio de base de B a la base canónica. 

Es, por tanto, 









01
21

P , que tiene por matriz inversa a 















2
1

2
1

10
P 1 . 

De esta forma, se tiene que: 
 








 

































52
62

01
21

13
02

2
1

2
1

10
'A  

 
Obsérvese que la matriz A’podría haberse hallado directamente buscando sus vectores 
columna: 

B
22

B
11 ufc  ,ufc 

















 

 

       B211 2,2u2u20,221,122,2uf 





 

 

       B212 5,6u5u60,251,166,4uf 





 

 

 

2.10 Vectores y subespacios invariantes por una transformación lineal 

Sea f una transformación lineal de V. 
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2.10.1 Definición 

Un vector 


x de V es un vector invariante por (ó de) f cuando 








 xxf . 

 

2.10.2 Proposición 

El sistema F de vectores invariantes por f es un subespacio vectorial de V, 
llamado subespacio vectorial de vectores invariantes de f. 
 

Demostración 

Sean Fy,x 


 y K,  .Por ser f lineal y ser 


y e x  vectores invariantes por f, se tiene: 
 























  yxyfxfyxf  

 

Luego Fyx 


 y está probado que F es un subespacio vectorial de V. 
 

2.10.3 Definición 

Un subespacio cualquiera F de V decimos que es un subespacio invariante por 

(ó de) f cuando   FFf  ; es decir, si Fx 


, entonces también Fxf 





  

 

2.10.4 Observaciones 

1. Si f es biyectiva, F es un subespacio invariante cuando   FFf  . 
2. El subespacio de vectores invariantes de f es un subespacio invariante de f. 

 

2.10.5 Proposición 

Si F y G son subespacios invariantes de f, entonces: 
1. GF es un subespacio invariante de f.  
2. F + G es también un subespacio invariante de f. 

 



 

Capítulo 2: Transformaciones Lineales. 
 
 

 U. D. de Matemáticas. ETSI en  Topografía, Geodesia y Cartografía  24  
 

Demostración 

1. Sea GFx 


. Se verifica entonces que Fx 


 y Gx 


. Así, por ser F y G 

subespacios invariantes, también Fxf 





  y Gxf 






 . Luego, GFxf 






 . 

 

2. Sea GFx 


. Es entonces, 


 vux  con Fu 


 y Gv


. Por ser f lineal se 

verifica: 





















 






 

vfufvufxf  

 

Como F y G son subespacios invariantes de f, se tiene que Gvfy    Fuf 












 

. Luego, 

teniendo en cuenta la igualdad anterior, está probado que GFxf 





 . 

 

Ejemplos: 

 0


, V, Im(f) y N(f) son subespacios vectoriales invariantes de cualquier transformación 

lineal f. 
 

2.11.6 Consideremos el endomorfismo de R3 dado por: 

   f x, y, z x 3y 6z, 6x 8y 16z, 2x 2y 4z          

 

La matriz asociada a f respecto de la base canónica es 





















422

1686

631

A . 

Consideremos los vectores      0,1,1u ,2,2,3u ,1,2,0u 321 


. Calculemos sus imágenes: 

 

 










11 u00,0,0uf  

 










22 u12,2,3uf  

 










33 u20,2,2uf  
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Los subespacios 


 21 u,uF  y 


 3uG  son invariantes (verlo). 







 

21 u,u  y 






 

3u  son bases de F y G respectivamente y 










321 u,u,u'B  es una base de R3 

(luego, GFR 3  ). 

La matriz asociada a f respecto de la base B’ es 

















200
010
000

'A . 

 
Respecto de esta base (formada por vectores cuyas imágenes son proporcionales 
respectivamente a dichos vectores), f viene pues representada por una matriz diagonal.  
 
La matriz A’ permite estudiar ciertos aspectos de f de una forma mucho más sencilla que con 
la matriz A. Por ejemplo: 

r(A’)=2, luego dim Im(f) = 2; de hecho, 


 32 u,u)fIm(  y  


 1ufN . 

No todos los endomorfismos f de un espacio vectorial V pueden representarse mediante una 
matriz diagonal. En el siguiente capítulo analizaremos bajo qué condiciones existe una base 
de V tal que la matriz asociada a f respecto de dicha base sea una matriz diagonal. 
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Capítulo 3 

REDUCCIÓN DE MATRICES 

3.1 Definición 

Dos matrices cuadradas A y A’  KMn  son semejantes cuando existe una 

matriz cuadrada inversible P  KMn  tal que PAP'A 1 . 
 

Ejemplo 
Matrices asociadas a la misma transformación lineal f, respecto a diferentes bases, son 
semejantes. 
Recíprocamente, si A y A’ son semejantes, puede construirse un endomorfismo nn KK:f   
tal que A y A’ representen a f respecto a dos bases diferentes B y B’ de nK ,  respectivamente. 
 

3.2 Planteamiento del problema 

Dado un endomorfismo f de V, ¿existe una base B’ de V tal que la matriz asociada a f 
respecto de dicha base B’ sea una matriz diagonal  'B,fMD  ? 

O bien, dada una matriz A  KMn , ¿existe una matriz diagonal D semejante a A? 
 

Ejemplo 

La matriz 









11
01

A  no es semejante a ninguna matriz diagonal. Para que así ocurriera, 

habría de ser P APD 1 , para alguna matriz 









dc
ba

P  inversible y 












2

1

0
0

D . Es 

decir, P APD  . Pero: 
 




























































dbca
ba

dc
ba

dc
ba

11
01

0
0

dc
ba

P APD
21

21

2

1  

 
Igualando los elementos de estas dos matrices, se obtendría que: 
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 
 
 
 















dbd4
cac3

bb2
aa1

2

1

2

1

 

 
1. Si a = 0, entonces 0b   (ya que, en caso contrario, sería 0P  , lo cual es absurdo pues P 

es una matriz inversible). Así: 
 

0bdbd1
0b

bb 4

2
2 








 

 
lo cual es absurdo según hemos visto. 
 
2. Si 0a  , entonces: 

 
0acac1

0a
aa 3

1
1 








 

 
que es absurdo por hipótesis. 
 

Ejemplo 

La matriz 





















422

1686
631

A , en cambio, sí es semejante a una matriz diagonal 


















200
010
000

D , según se vio en el párrafo 2.11.6. 

 

3.3 Definición 

1. Una matriz A  KMn  es diagonalizable en K si es semejante a alguna 

matriz diagonal D  KMn . 
2. Un endomorfismo f de V es diagonalizable en K cuando lo sea su 

matriz asociada A respecto a cierta base B. Es decir, f es diagonalizable 
cuando exista una base B’ de V tal que la matriz D = M(f, B’) sea una 
matriz diagonal. 
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3.4 Observación 

¿Cómo deberían ser los vectores de la base 










n21 v,...,v,v'B  para que la matriz 

 'B,fMD   fuera de la forma 


























n

2

1

...00
............
0...0
0...0

D ? 

 
Por definición de matriz asociada a un endomorfismo respecto de una base, la columna i-

ésima de esta matriz D estaría formada por las coordenadas del vector 





 

ivf  respecto de la 

base B’; entonces, habría de ser: 
 











iinii21i vv0...v...v0v0vf ,  i = 1, 2, ...,n 

 

Luego, los vectores de la base B’ habrían de ser vectores 


iv  no nulos (por formar parte de una 
base de V), tales que sus imágenes fueran vectores proporcionales (paralelos) a ellos mismos. 

Teniendo en cuenta que 










ii vAvf , siendo A la matriz asociada a f respecto a cierta base 

B, los vectores 


iv  de la base B’ habrían de verificar que 


 iii vvA , para ciertos Ki  ,  
i = 1, 2, ...,n. 
Formalicemos estos conceptos. 
 

3.5 Definición 

Llamamos vector propio ó autovector ó vector característico de un 
endomorfismo f de V (ó de su matriz asociada A respecto a cierta base B)  a un 

vector no nulo 


u  para el cual exista un escalar K tal que 








 uuf , es 

decir, 


 uuA . 
Se dice que   es un valor propio ó autovalor ó valor característico de f (ó de 

su matriz asociada A respecto a cierta base B)  y que 


u  es un vector propio 
asociado asociado al valor propio  . 
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3.6 Observaciones 

1. El concepto de vector propio está bien definido ya que es evidente que 


u  es un vector 

propio de f si y solo si 


u  es vector propio de cualquier matriz asociada a f. Lo mismo ocurre 
con la definición de valor propio. 
 
2. Dada una matriz  KMA n , define siempre un endomorfismo nn KK:f   y los 
vectores y valores propios de A son los de f. 
 
3. Un vector propio está asociado a un único valor propio. En efecto: 

Si fuera 








 uuf 1   y también 









 uuf 2 , entonces 



 uu 21 , luego 21   ya que 



 0u  por ser un vector propio. 
 
4. En cambio, a cada valor propio le corresponde un sistema de vectores propios que, junto 

con el vector 


0 , constituyen, como demostraremos más adelante, un subespacio vectorial de 
V. 
 

5. Un vector propio, por definición, es distinto de 


0 , en cambio, un valor propio puede ser 0. 
 

3.7 Teorema 

Un endomorfismo VV:f   ó su matriz asociada A respecto de cierta 
base B de V, es diagonalizable en K si y solo si existe una base 











n21 v,...,v,v'B de V formada por vectores propios de f. 

Además, la matriz diagonal D semejante a A, que es la matriz asociada a f 
respecto de la base B’, tiene en la diagonal principal a los respectivos 
valores propios correspondientes a los vectores propios de la base B’. 

Es decir, A es semejante a 


























n

2

1

...00
............
0...0
0...0

D , siendo i  el valor 

propio correspondiente a 


iv , para i = 1, 2, ...,n. 
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La matriz P que permite la diagonalización, es decir, tal que APPD 1 , 
tiene por i-ésimo vector columna a las coordenadas del vector propio 


iv respecto de la base B de partida. 

Demostración 
La demostración se basa en la observación 3.4. f es diagonalizable si y solo si existe una base 











n21 v,...,v,v'B  de V tal que la matriz  'B,fMD   sea una matriz diagonal. Así, será:

vf      ...vf vf       

    ...   0    0  
......  ...    ...  
0...       0   
0...  0         

 D

'B
n

'B
2

'B
1

n

2

1






























































Por tanto,  


















iin1iii1i1'Bii vv0...v0vv0...v00,...,0,,0,...,0vf ,  

i = 1, 2,...,n. 
Luego, los vectores de la base B’ son vectores propios asociados a los valores propios 

n21 ,...,,  , respectivamente.

Por otro lado, se verificará que DAPP 1   para la matriz P de cambio de base de B’ a B. Así, 

la i-ésima columna de P será el vector 


iv  expresado en la base B. 

3.8 Corolario 

Una matriz  KMA n  es diagonalizable si y solo si existe una base 










n21 v,...,v,v'B  de 

nK  formada por vectores propios de A. 
El resultado es inmediato a partir del teorema anterior y de la observación 2. del párrafo 3.9. 

Ejemplo 

El endomorfismo f de 3R , ya considerado anteriormente, dado por: 
   f x, y, z x 3y 6z, 6x 8y 16z, 2x 2y 4z          
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es diagonalizable, pues, según se vio en el apartado 2. del párrafo 2.11.6, la matriz asociada a 

f respecto de la base      






 



0,1,1u ,2,2,3u ,1,2,0u'B 321  es 

















200
010
000

D  que es 

una matriz diagonal. 

B’ es una base 3R  formada por los vectores propios 


321 uy    u  ,u  asociados a los valores 

propios 0, 1  y  2, respectivamente.  
 

3.9 Cálculo de valores y vectores propios 

3.9.1 Definición 

Llamamos polinomio característico de una matriz  KMA n , y lo 

representamos por  Ap , al polinomio de grado n en la variable  : 
 

  nA IAp  . 

 
La igualdad 0IA n  se llama ecuación característica de A. 

Para designar a la matriz unidad de orden n, si no hay lugar a confusión, 
emplearemos simplemente I, en vez de nI . 
 

Ejemplo 

El polinomio característico de la matriz 
1 0

A
1 1
 

  
 

 es: 

   2 2
A

1 0
p A I 1 2 1

1 1


          


 

 

3.9.2 Proposición 

Si  KMA'y    A n son dos matrices semejantes, entonces, tienen el mismo 
polinomio característico. 
 

Demostración 
Por ser A y A’ matrices semejantes, existe una matriz inversible  KMP n  tal que: 

APP'A 1  
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luego, 
 

   







A
11

111
'A

pIAPIA
P
1PIAPPIAP

P I PAPPIAPPI'Ap

 

 

3.9.3 Definición 

Llamamos polinomio característico de un endomorfismo f de V al 
polinomio característico de una cualquiera de sus matrices asociadas, y lo 
representamos por  fp . 

 
3.9.4 Observación 
Este concepto está bien definido puesto que todas las matrices asociadas a f respecto a 
diferentes bases, tienen el mismo polinomio característico por ser matrices semejantes. 
 

3.9.5 Proposición 

Los valores propios de un endomorfismo f de V ó de una cualquiera de sus 
matrices asociadas A, son las raíces de su polinomio característico. Y los 
vectores propios asociados a cada uno de sus valores propios   son las 
soluciones no triviales del sistema homogéneo de ecuaciones lineales 

 


 0vIA . 
 
Demostración 

Por definición, un escalar K  es un valor propio de A si y solo si existe un vector 


 0v  

tal que 


 vvA ; es decir,  


 0vIA . 

Pero, el sistema lineal  


 0vIA  admite soluciones distintas de la trivial si y solo si 

0IA  . 

 
3.9.6 Ejemplo 

Hemos calculado en el párrafo 3.9.1 el polinomio característico de la matriz 









11
01

A , que 

resultó ser: 
    121p 22

A   
 



 

Capítulo 3: Reducción de Matrices. 
 
 

                          U. D. de Matemáticas. ETSI en  Topografía, Geodesia y Cartografía   
 

33

Los valores propios de A son, por tanto, las raíces de este polinomio: 
 

10122   
raíz doble. 
Los vectores propios de A son las soluciones no triviales del sistema homogéneo: 
 

  0x
0
0

y
x

01
00

0vIA 




























 

 
Consecuentemente, los vectores propios de A son los vectores de la forma   y,0  para 
cualquier escalar no nulo .Ry  

Observemos que la traza de A es    211Atr coeficiente de  , en el polinomio 

característico. Además,  1
01
00

A  término independiente del polinomio característico. 

Veremos más adelante que estos resultados pueden generalizarse. 
 

3.10 Propiedades de los valores y vectores propios 

1. El conjunto de vectores propios de un cierto endomorfismo f de V, asociados a un mismo 

valor propio  , junto con el vector 


0 , constituye un subespacio vectorial de V, llamado 
subespacio propio asociado al valor propio  . Lo denotaremos por V . 

 
Demostración 

Sean 



Vv,u . Demostremos que 



 Vvu , para todo par de escalares K,  . En 

efecto: 







 




















 



vuvuvfufvuf  

 

ya que f es lineal y 


vy    u  son vectores propios asociados a   ó bien son 


0 . 

Luego, 


 vu  es el vector 


0  ó es un vector propio asociado a  , y, por tanto, está 

demostrado que 



 Vvu . 
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2. Si 


p21 u,...,u,u  son vectores propios asociados a sendos valores propios p21 ,...,,  , con 

ji   para ji  , entonces el sistema de vectores 






 

p21 u,...,u,u  es libre. 

 
Demostración 
Razonemos por reducción al absurdo y supongamos que existe un entero q con pq1   (si 

1p  , el resultado es trivial) tal que el sistema 






 

q21 u,...,u,u  es libre y los vectores 







 p2q1q u,...,u,u  son combinación lineal de los vectores del sistema libre. 

En particular, 


 qq2211p u...uuu , para ciertos escalares K,...,, q21  . 

Podemos suponer q1,...,i  ,0i  , ya que, en caso de que alguno fuera 0, obviaríamos el 
escribirlo en la combinación lineal; y, desde luego algún coeficiente de esta combinación 

lineal es distinto de 0 por ser 


 0u p  al ser un vector propio de f. 

Aplicando que f es lineal y la definición de valor y vector propio, se verifica entonces que: 
 
































qqq222111qq2211p u...uuuf...ufufuf  

 
Pero, también: 
 









 








qpq2p21p1qq2211pppp u...uuu...uuuuf  

 

Igualando las dos expresiones obtenidas para 


pu , queda: 

 


 qpq2p21p1qqq222111 u...uuu...uu  

 
De donde: 
 

      

 0u...uu qpqq2p221p11  

 
Lo cual es absurdo, ya que no puede haber una combinación lineal de vectores linealmente 

independientes que sea igual al vector 


0  sin ser cero todos los coeficientes. En la 
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combinación lineal precedente, de hecho, ninguno de los coeficientes es 0 por ser 
q1,...,i  ,0i    y ser ji   para ji  , p1,...,ji,  . 

 
3. Si f, ó alguna de sus matrices asociadas  KMA n , tiene n valores propios distintos entre 
sí, entonces f es diagonalizable. 
 
Demostración 
Esta propiedad es consecuencia directa de la propiedad anterior, ya que al tener f, n valores 
propios distintos entre sí, podemos formar un sistema de n vectores propios linealmente 
independientes (cada uno de ellos asociado a uno de los n valores propios, respectivamente). 
Es decir, existe una base de V formada por vectores propios de f, lo cual es una condición 
necesaria y suficiente para que f sea diagonalizable. 
 
4. La multiplicidad geométrica de un valor propio   (es decir, la dimensión de V ) es menor 

ó igual que su multiplicidad algebraica (es decir, el orden de multiplicidad de   como raíz 
del polinomio característico). 
 
Demostración 
Supongamos que   tiene orden de multiplicidad p como raíz del polinomio característico de 

f. Sea 










 q21 u,...,u,uB  una base de V . Demostremos que pq  . 

Completamos B hasta formar una base B’ de V, 














n1qq21 u,...,u,u,...,u,u'B . Sea 

 'B,fM'A  . 

Por ser 


q21 u,...,u,u  vectores propios de f asociados a  , se verifica : 

 

q1,...,i  ,uuf ii 





 

 

 

y, por tanto,    0,...,0,,0,...,0uf B'i 





 

, situándose   en la coordenada i-ésima, q1,...,i  . 

Así, resulta ser: 
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












































n  nn  1q

1q  n1q  1q

q nq  1q

2 n2  1q

1 n1  1q

a...a
.........

a...a

0...00
............
0...00

a...a
.........

a...a
a...a

...00
............
0...0
0...0

A'  

 

siendo   n1,...,qi  , a,....,a,auf B'n i2i1ii 





 

. 

El polinomio característico de A’ es: 
 

      p I'Ap q
'A  

 
para un cierto polinomio en  ,  p . 
Por hipótesis,   es un valor propio de f, luego lo es de A’ (por ser una matriz asociada a f) y 
con el mismo orden de multiplicidad p como raíz de  'Ap . 
Consecuentemente, observando la descomposición factorial de  'Ap , ha de ser pq  . 
 
5. Si   es un valor propio con orden de multiplicidad uno, es decir, si   es una raíz simple 
del polinomio característico, entonces, la dimensión de su subespacio propio asociado, V , es 

también uno. 
 
Demostración 
Esta propiedad es consecuencia inmediata de la propiedad anterior. En efecto: Aplicando a 

este caso la propiedad 4., se verifica que 1Vdim  . Luego, 1Vdim   ya que 









 0V , 

por definición de vector propio. 
 
6. (Generalización de la propiedad 2.) Sean p21 ,...,,   valores propios distintos entre sí de 

una matriz  KMA n . Se verifica: 

a. Si p21 B,...,B,B  son bases de 
p21

V,...,V,V  , respectivamente, entonces 

p21 B...BBB   es libre. 

b. Si A tiene exactamente p autovalores distintos, entonces: 
A es diagonalizable si y solo si B, definida como en el apartado a., tiene 
exactamente n vectores. 
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Demostración 
a. Supongamos p = 2 (si p>2, la idea de la demostración es la misma). 

Sean, entonces, 










p211 u,...,u,uB  y 










q212 v,...,v,vB  sendas bases de 
21

V  y V  , 

respectivamente. Entonces, es 










q21p2121 v,...,v,v,u,...,u,uBB  . 

Escribamos una combinación lineal de los vectores de 21 BB   igualada a 


0 : 
 



 0v...vvu...uu qq2211pp2211  

 
y demostremos que todos los coeficientes han de ser nulos. 

El vector 


 pp2211 u...uuu  pertenece a 
1

V , luego 


 0u  ó bien 


u  es un vector 

propio asociado a 1 . 

Análogamente, 


 qq2211 v...vvv  pertenece a 
2

V , luego 


 0v  ó bien 


v  es un 

vector propio asociado a 2 . 

Los vectores 


vy   u  son linealmente dependientes, pues 


 0vu . Consecuentemente, 

alguno de ellos es el vector 


0 , sin más que aplicar la propiedad 2. que garantizaba la 
independencia lineal de vectores propios asociados a valores propios distintos entre sí, como 

es el caso de 


vy   u . 

Si, por ejemplo, 


 0u , entonces, 0... p21    por ser 1B  un sistema libre. 

Además, si 


 0u , entonces 


 qq2211 v...vvv0vu  y también serán 

0... q21   por ser 2B  un sistema libre. 

Luego 0...... q21p21   y hemos probado que 21 BB   es libre. 

Ocurriría lo mismo si hubiéramos partido de que 


 0v . 
 
b. Sean p21 ,...,,   los p autovalores distintos de la matriz A. 

 
 (Condición necesaria) 
Supongamos que A es diagonalizable. Existe, entonces, una base de Kn  formada por n 
autovectores de A linealmente independientes. 
De estos n vectores, n1 de ellos estarán asociados a 1 , n2 a 2 , ..., np a p . Así: 
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        nn...nnVdim...VdimVdimBcard p21p21
   

 
Y tenemos que B es un sistema libre, por el apartado a., con igual ó más de n vectores en el 
espacio vectorial Kn de dimensión n, luego, card (B) = n. 
 
 (Condición suficiente) 
Recíprocamente, supongamos que card(B) = n. Por el apartado a., se verifica que B es libre 
con n vectores, luego B es una base de Kn formada por vectores propios de A y, por 
consiguiente A es diagonalizable. 
 

3.11 Caracterización de los endomorfismos diagonalizables 

Sea V un K- espacio vectorial de dimensión 0n  . Un endomorfismo f de 
V (ó su matriz asociada A respecto a cierta base) es diagonalizable si y solo 
si se verifican las dos condiciones siguientes: 
1. Las n raíces del polinomio característico de f (ó de A) pertenecen al 

cuerpo K. 
2. Para cada una de estas raíces   de  fp  (ó de  Ap ) se verifica que 

pV dim   

siendo p el orden de multiplicidad de   como raíz del polinomio 
característico, es decir, las multiplicidades algebraica y geométrica 
coinciden.  

 
Demostración 
Sean p21 ,...,,   los p autovalores distintos de f, con órdenes de multiplicidad p21 p,...,p,p , 

respectivamente. Sea p21 B...BBB  , donde cada jB  es una base de p,...,2,1j ,V
j

 . 

 
 (Condición necesaria) 
Supongamos que f es diagonalizable. Entonces, todos los autovalores de f pertenecerán al 
cuerpo K puesto que la matriz diagonal semejante a A ha de pertenecer a  KM n  y, por tanto, 
los autovalores, que constituyen su diagonal principal, han de ser elementos de K. 
Por la propiedad 4. de los valores y vectores propios, se tiene que p1,...,j  ,pV dim jj

 . Si 

fuera  p1,...,jalgún  para ,pV dim jj
 , obtendríamos que: 

 
          np...pVdim...VdimBcard...BcardBcard j1p1 p1

   
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y f no sería diagonalizable de acuerdo con la propiedad 6. de los valores y vectores propios. 
Por tanto, p1,...,j  ,pV dim jj

 . 

 (Condición suficiente) 
Supongamos ahora que se verifican las dos condiciones 1. y 2. Entonces, 

          np...ppVdim...VdimBcard...BcardBcard p21p1 p1
 

y f es diagonalizable por la propiedad 6. de los valores y vectores propios. 

3.12 Proceso práctico de diagonalización 

1. Cálculo de los valores propios de la matriz A: p21 ,...,,  , comprobando si todos

pertenecen al cuerpo K. 

2. Obtención de la dimensión de los subespacios propios asociados a los valores propios con
órdenes de multiplicidad mayor que uno, observando si coinciden las dimensiones con los 
órdenes de multiplicidad respectivos. 

3. Determinación de sendas bases p21 B,...,B,B para los subespacios propios p21 V,...,V,V .

4. Construcción de la base de autovectores: p21 B...BBB  . 

5. La matriz P que tiene por columnas a los vectores de B, permite la diagonalización de A:

PAPD 1

La matriz diagonal D tiene en la diagonal principal a los valores propios , en el mismo orden 
que sus vectores propios correspondientes en la base B y repitiéndose jp  veces cada 

p1,...,j  ,j   

Ejemplo 

Consideremos la matriz 









11
01

A . Como quedó demostrado en 3.9.6, A posee un único 

valor propio 1  que es raíz doble de su polinomio característico, es decir, su orden de 
multiplicidad es 2. 
El subespacio propio asociado es   Ry/y,0V1  , verificándose, por tanto que  
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21V dim 1  . 

Al no coincidir la dimensión de 1V  con el orden de multiplicidad de 1  como raíz del 
polinomio característico, concluimos, mediante este nuevo procedimiento,  que A no es 
diagonalizable, como ya habíamos comprobado en 3.4. 

Ejemplo 

Sea la matriz 
7 0 0

A 0 2 4
0 6 0

 
   
 
 

.  

Sus valores propios son las raíces de su polinomio característico: 

     
1

A 2

3

77 0 0
p A I 0 2 4 7 6 4 0      6

0 6 4

  
                
  

 

A es diagonalizable por poseer tres valores propios reales y distintos entre sí. 
Los vectores propios asociados a 71   son las soluciones no triviales del sistema
homogéneo: 

 











































































0z
0y

x

0z7y6   
0z4y9

0
0
0

z
y
x

760
490
000

0xI7A

Luego,     0,0,1uR/0,0,V 17 


. Observemos que 1V dim 7  , como ya 

esperábamos por ser 71   un valor propio simple de A.

Procedemos de igual modo para el cálculo de los vectores propios asociados a 62  :

 










































































z
y

0x

0zy
0x13

0
0
0

z
y
x

660
440
0013

0xI6A

http://asignaturas.topografia.upm.es/matematicas/videos/Diagonal.wmv
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Por tanto,     1,1,0uR/,,0V 26 


 , también de dimensión uno. 

De manera análoga se obtiene que     3,2,0uR/3,2,0V 34 


. 

La matriz A es, en consecuencia, semejante a la matriz diagonal 

















400
060
007

D , y la 

relación entre ambas matrices es: 
PAPD 1  

 
siendo P la matriz que permite la diagonalización y que tiene por columnas a sendos  vectores 
propios asociados a cada uno de los tres valores propios deA: 
 




















310
210
001

P  

 
Si hiciéramos la interpretación de A como la matriz asociada al endomorfismo f de R3 tal que 









 xAxf , 3Rx 



, de los cálculos anteriores deduciríamos que f  es una transformación 

lineal diagonalizable y que  B,fMD  , siendo B la base de R3 formada por vectores propios 
de f: 

     






 



3,2,0u,1,1,0u,0,0,1uB 321  

 

Ejemplo 

3.13 Sea la matriz 
1 2 3

A 1 2 3
1 2 3

 
   
 
 

.  

Sus valores propios son las raíces de su polinomio característico: 
 

   














doble raíz  ,0

6
      06

321
321
321

IAp
2

12
A  
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Los vectores propios asociados al valor propio 02  , son las soluciones no triviales del 
sistema homogéneo: 
 

 


































































z
y

32x
0z3y2x

0
0
0

z
y
x

321
321
321

0xA0xI0A  

 

Luego,       1,0,3v,0,1,2vR,/,,32V 320 


.  

 
Como  2Vdim 0 orden de multiplicidad del valor propio 0 como raíz del polinomio 

característico, deducimos que A es una matriz diagonalizable. 

La matriz A es semejante a la matriz 

















000
000
006

D . Para obtener la relación existente entre 

ambas matrices A y D, necesitamos calcular el subespacio propio asociado al valor propio 
61  , cuya dimensión conocemos ( 1Vdim 6  ) por ser 6 una raíz simple de  Ap . 

Los vectores propios asociados al valor propio 61  , son las soluciones no triviales del 
sistema homogéneo: 
 

 














































































z
y
x

0z3y2x
0z3y4x

0
0
0

z
y
x

321
341
325

0xI6A  

 

Luego,     1,1,1vR/,,V 16 


. 

 
Con una notación similar a la utilizada en la teoría que sustenta este ejemplo, una base  
 

de 6V  es  






 



0,0,1vB 11  y una base de 0V  es    






 



1,0,3v,0,1,2vB 322 .  

 
Así, una base de vectores propios de R3 (cuya existencia es condición necesaria y suficiente 
para la diagonalización de la matriz A) es: 
 

     






 



1,0,3v,0,1,2v,0,0,1vBBB 32121   
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Ya puede escribirse la relación entre las matrices A y D: 
 

PAPD 1  
 

siendo la matriz que permite la diagonalización  














 


101
011
321

P . 

 

3.14 Otros resultados relativos a valores y vectores propios 

1. Para cada valor propio    de un endomorfismo f de un espacio vectorial V, 
se verifica que su subespacio vectorial asociado V  es invariante por f. 

Además, el subespacio de vectores invariantes por f es ó bien 






0  ó bien  1V , 

en el caso de que 1  sea valor propio de f. 

El núcleo de f es ó bien 






0  ó bien  0V , en el caso de que 0  sea valor 

propio de f. 
 
2. Una matriz  KMA n   es inversible si y solo si 0  no es valor propio 
de A, independientemente de que A sea diagonalizable ó no. 
 

Demostración 

1. Sea 



Vu . Entonces, 


























u

ó
0

uf , por definición de V . En cualquiera de los dos casos, 











 Vuf , por ser V  un subespacio vectorial de V; y hemos probado que V  es un 

subespacio vectorial invariante. 
 

Si 1  no es valor propio de f, entonces, no existe ningún vector 


 0u  tal que 








 uuf . 

Luego, el subespacio de vectores invariantes se reduce a 






0 . 
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Por el contrario, si 1  es valor propio de f, entonces, el subespacio de vectores invariantes 
es 1V  por su propia definición. 
 

Si 0  no es valor propio de f, entonces, no existe ningún vector 


 0u  tal que 








 0uf  y, 

por tanto,  









0fN . 

Por el contrario, si 0  es valor propio de f, 0V  está formado por los vectores Vu 


 tales 

que 








 0uf , y, en consecuencia,  fNV0  . 

 

2. Si 0  es valor propio de A, el sistema lineal homogéneo 


 0uA  admite soluciones 
distintas de la trivial (los vectores propios asociados al valor propio 0 ) y, por tanto, 

0A  . Luego A no es inversible. 

Si, por el contrario, 0  no es valor propio de A, el sistema 


 0uA  solo tiene la solución 
trivial, luego, 0A   y A es inversible. 

3.15 Proposición 

1. Sea  KMA 2 , el polinomio característico de A es 

    A Atrp 2
A  . 

 
2. En el caso de ser  KMA 3 ,se verifica que: 

     3 2
A 11 22 33p tr A  A A A  A           

 
3. En general, si  KMA n , el término de grado n de  Ap  es   nn  1  , el 

de grado 1n   es     1n1n  A tr1    y el término independiente es A . Es 

decir,  Ap  es de la forma         A... A tr1 1p 1n1nnn
A   . 

 
 

Demostración 

1. Sea  KM
aa
aa

A 2
2221

1211 







 . Entonces: 
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        A Atraaaa aa
aa

aa
IAp 2

211222112211
2

2221

1211
A 




  

 

2. Sea  KM
aaa
aaa
aaa

A 3

333231

232221

131211

















 . Desarrollando el determinante mediante la regla de 

Sarrus, se obtiene: 
 

 

        

 

    A AAA Atr                                  

aaaaaaaaaaaaaaaaaa            

 aaaaaaaaaaaa aaa

aaa
aaa
aaa

IAp                       

332211
23

322311332112312213231231133221332211

211222113113331132233322
2

332211
3

333231

232221

131211

A

+













 

 
3. Solo uno de los n! productos del desarrollo del determinante   IAp A   puede 

contener términos en n  ó 1n , y es precisamente      nn2211 a ... aa , ya que en los 

demás productos interviene algún ija  con ji  , luego no interviene iia  ni jja ; y, por 

tanto, estos n! – 1 productos son polinomios de grado menor ó igual que 2n  . 
Por otra parte, se tiene que: 
 

           ... a ... aa11a ... aa 1n
nn2211

1nnn
nn2211    

 
Luego, está demostrado que  el término de grado n de  Ap  es   nn  1  , y el de grado 1n   

es     1n1n  A tr1   . 

Además, el término independiente de  Ap  es   AI0A0pA  . 

 

3.16 Proposición 

Sean  KM'A,A n , dos matrices semejantes. Se verifica, entonces, que: 

1.     'AA pp  

2. 'AA   
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3.    'ATrATr   

4. Si 3 ó 2n  , entonces, nn2211nn2211 'A...'A'AA...AA   .   
 

Demostración 
1. Ya está demostrado en el apartado 3.13.3. 
 
2. Por ser     'AA pp , ambos polinomios tienen iguales todos sus términos. En particular, 

tienen iguales los términos independientes. Es decir, 'AA  . 

 
3. Análogamente, igualando los términos de grado 1n   de los polinomios     'AA py    p , 

se obtiene que    'ATrATr  . 
 
4. Si 3 ó 2n  , igualando los términos en   de los polinomios característicos de A y A’, se 
llega a que: 

nn2211nn2211 'A...'A'AA...AA   
 

3.17 Observación 

El recíproco de la proposición anterior no es cierto; es decir, dos matrices A y A’ pueden 
tener el mismo polinomio característico sin ser semejantes. 
Esto ocurre, por ejemplo, con las matrices: 
 











00
00

A  y 









00
10

'A  

En efecto: 
 

  2
A 0

0
p 




   y, también    2
'A 0

1
p 




 . 

 
A es diagonalizable (es semejante a sí misma que es diagonal). En cambio, A’ no es 
diagonalizable ya que  21V dim 0 orden de multiplicidad de  0  como raíz de 

 'Ap . Demostremos que efectivamente 0V  está engendrado por un único vector  0,1u 


. 

Un vector   0Vy,xu 


 si y solo si 
























0
0

y
x

00
10

. Es decir, si y solo si 0y  . Luego, 

    0,1Rx/0,xV0  . 
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3.16 Proposición 

Sea  KMA n . Se verifica: 

1. A y tA  tienen el mismo polinomio característico. 
2. Si   es valor propio de A, entonces 

a.   es también valor propio de  tA . 
b. n  es valor propio de nA . 

c. Si 0  , 

1  es valor propio de 1A  , siempre que A sea inversible. 

 

Demostración 

1.       tA
tt

A pIAIAIAp . 

 
2. a. Es consecuencia inmediata de que     tAA pp . 

    b. Empleamos el método de inducción completa en la demostración. 
Para 2n  : 

Por ser   un valor propio de A, existe un vector no nulo nKx 


 tal que 


 xxA . Entonces: 





























 xxxAxAxAAxA 22  

 
Luego, 2  es valor propio de 2A . 
Supongamos cierta la afirmación para 1n   y probémosla para n: 
 










































 xxxAxAxAAxA n1n1n1n1nn  

 
Por tanto, n  es valor propio de nA . 
 
3. Siguiendo con la misma notación del apartado anterior, se verifica: 
 





































 x1xAxAxxAxAAxxA 1111  

 

Luego, 

1  es valor propio de 1A  . 
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3.17 Proposición 

Si  KMA n  es una matriz diagonalizable semejante a la matriz diagonal 

P APD 1 , para una cierta matriz inversible  KMP n , entonces se  verifica 
que: 

-1kk PDPA   
 

para cualquier número natural k. 
Si además A es inversible, la igualdad es cierta para cualquier número entero k. 

 

Demostración 
Utilizamos el método de inducción completa en la demostración. 
Para k = 2: 

   -12-1-12 PD PPD PPD PA   
 
Supongamos la igualdad cierta para 1k   y probémosla para k: 
 

   -1k-11k-11kk PD PPD PPD PAAA    
 
Si A es inversible, entonces 0  no es valor propio de A, por consiguiente existe 1D  y será 

  -111-11 PD PPD PA    
 
De nuevo por inducción se demostraría para cualquier número entero k. 
 

3.18 Observación 

Para obtener kD  simplemente se elevan los elementos de la diagonal principal de D a la k-
ésima potencia y entonces, utilizando la proposición anterior, es fácil y rápido calcular kA  a 
partir de P y D. 
 

Ejemplo 
 
 
 
 
 

Según se demostró en el ejemplo 3.13, A es diagonalizable y se verifica que: 
 

Calcular 5A , siendo 
1 2 3

A 1 2 3
1 2 3

 
   
 
 

. 
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PAPD 1  
 

para 

















000
000
006

D  y 














 


101
011
321

P . 

 
Entonces, 
















































































 


2
6

3
66

2
6

3
66

2
6

3
66

2
1

3
1

6
1

2
1

3
2

6
1

2
1

3
1

6
1

000
000
006

101
011
321

PD PA
55

4

55
4

55
4

5

1-55 . 
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Capítulo 4 

DIAGONALIZACIÓN DE LAS MATRICES REALES 
SIMÉTRICAS 

4.1 Introducción 

Merece una atención especial el tema de la diagonalización de las matrices reales 
simétricas debido no solo a las particularidades matemáticas que encierra su estudio, 
sino sobre todo a las numerosas ocasiones en las que van a aparecer a lo largo del 
programa de Matemáticas en Topografía (transformaciones geométricas del espacio 
euclídeo, cónicas, estadística, ...) así como en otras materias de la carrera (Física, 
Teledetección, ...) 
 
Son unas matrices siempre diagonalizables en el cuerpo de los números reales y además 
la matriz que permite la diagonalización puede elegirse de forma que sea una matriz 
ortogonal. 

 

4.2 Definición 

Un endomorfismo f del espacio vectorial euclídeo V es simétrico cuando 
se verifica la siguiente igualdad entre productos escalares: 

Vy,x  , xfyyfx 
















. 

 

4.3 Proposición 

Sea   RMA n . Sea f el endomorfismo de nR que tiene a A como 
matriz asociada respecto de la base canónica. Se verifica entonces que A 
es simétrica si y solo si f es simétrico. 

 

Demostración 

Sean 


y,x dos vectores cualesquiera de nR . Llamamos X e Y a las matrices columna 

constituídas por las coordenadas de 


y e x , respectivamente. 
Por definición de matriz asociada a un endomorfismo, se verifica que: 
 

AYXyfx t








  y    YAXYAX yxf ttt 





 
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Así: 

 f es simétrico 
















 xfyyfx simétrica. es AAAYAXAYX tttt 
 

 

4.4 Proposición 

Sea  RMA n  una matriz simétrica. Sean   , valores propios (reales ó 

complejos) de A. Sean 


y e x  vectores propios de A asociados a  y    
respectivamente. 
Entonces se verifica que: 

1.   0yx- 


. 

2. Si  , los subespacios propios  Vy  V  asociados a  y  , 

respectivamente, son ortogonales. 
3. Los n valores propios de A son reales. 

 

Demostración 

1. Sea f el endomorfismo de nR  que tiene a A como matriz asociada respecto de la base 
canónica. Son, por tanto,  y   también valores propios de f. 
 
Por ser f simétrico (ya que A es simétrica), se verifica que 
 

 xfyyfx 
















, 

es decir,  

 yxyx















 . 

 
Por tanto, aplicando la pseudoasociatividad del producto escalar, se tiene que 
 







 






 



yxyx  

 
obteniéndose que 

  0yx- 


. 
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2. Si  , teniendo en cuenta el apartado anterior que aseguraba que   0yx- 


, 

se deduce que 0yx 


, es decir, que 


y e x  son perpendiculares. 
 
3. Razonemos por el absurdo y supongamos que bia   es un valor propio complejo 
de A, con 0b  . 
Por ser A una matriz real, los coeficientes de su polinomio característico, 

  IApA  , son también reales. 

Así, como   es una raíz de  Ap , también su conjugado bia   es valor propio de 
A. 

Sea 


 21 xixx  un vector propio asociado a  , donde las coordenadas de 


1x  y de 


2x  
son reales. 

Si suponemos probado que entonces 


 21 xixy  es también un vector propio asociado 

a  , como demostraremos al final de la proposición, aplicando de nuevo el apartado 1. 

para los valores propios   y   y los vectores propios respectivos 


y e x , se obtendría: 

  0yx- 


. 
Operando en la igualdad anterior resultaría: 
 

    

0xxbi2xxxixxixbi2

xixxixbiabia

2

2

2

1

2

21221

2

1

2121






























 





 





 

 

Lo cual es absurdo ya que 0xx
2

2

2

1 


 (pues 


 0xixx 21  por la propia 

definición de vector propio) y 0b   por hipótesis. 
 
Hemos llegado al absurdo al suponer que   no era real. Por tanto, todos los valores 
propios de A son reales. 

Para completar la demostración falta probar que 


 21 xixy  es un vector propio 

asociado a  , en efecto: 

Por ser 


 21 xixx  un vector propio asociado a  , se verifica que 


 xxA . 
Operando en esta igualdad, se obtiene la siguiente cadena de equivalencias: 
 

  





 






 



2121 xixbiaxixAxxA  
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





 






 



1221212121 xbxaixbxaxbxbixaixaxiAxA
 

 
















122

211

xbxaxA

xbxaxA
 

 

Luego, 





 






 






 



12212121 xbxaixbxaxiAxAxixAyA , mientras que  

 

  





 






 






 



1221212121 xbxaixbxaxbxbixaixaxixbiay . 

 

Por tanto, 


 yyA  e 


y  es un vector propio asociado al valor propio  . 
 

4.5 Teorema 

Sea  RMA n  una matriz simétrica. Existe una base ortonormal de nR  
formada por vectores propios de A, es decir, A es ortogonalmente 
diagonalizable en el sentido de que existe una matriz  RMP n  

ortogonal tal que APPD 1  es una matriz diagonal semejante a A (las 
columnas de P son vectores propios de A que forman una base ortonormal 
de nR  y la diagonal de D está formada por los correspondientes 
autovalores de A, cada uno tantas veces como indique su multiplicidad 
algebraica). 
 

Demostración 
Sean p1,...,  los valores propios distintos de A (reales por la proposición anterior). 

Sean p1 B,...,B  sendas bases ortonormales de 
p1

V,...,V  . Sea p1 B...BB  . Se 

verifica que B es ortonormal (por la proposición anterior) y es libre (por el apartado 2. 
del párrafo 3.14 relativo a las propiedades de los valores y vectores propios). Si además 
probamos que B engendra nR , ya será B una base ortonormal de nR  y la matriz A 
sería diagonalizable ortogonalmente. 
 
Demostremos pues que B es un sistema de generadores de nR . Razonemos por el 
absurdo y supongamos que nRB  ; entonces, el subespacio ortogonal será 








 0B . 
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Cualquier vector Bx 


 es de la forma 


 p1 x..xx  con p1,...,i ,Vx
ii  



, ya que 

p1
V...VB   , por su propia construcción. Sea 



 0y ,By . Para cualquier 

vector Bx


 se verifica entonces que: 

 





























 













 

p1p1 xf...xfyx...xfyxfyxyf  

 

00...0xy...xyx...xy p1pp11pp11 





 






 






 



 
 

Luego, si 

 By , entonces también 







 Byf . Así, la restricción B

/f  es un 

endomorfismo de B  simétrico, por serlo f, y por tanto, por el apartado 3. de la 

proposición anterior, tiene algún autovector 

 Bz . 

Pero, esto es absurdo ya que 


z  sería también autovector del endomorfismo f de nR  y, 

en consecuencia, 









0BBz , y habría de ser 


 0z , lo cual no puede 

ocurrir por la propia definición de vector propio. 
 

Ejemplo 

La matriz 

0 0 4 0
0 0 0 4

A
4 0 0 0
0 4 0 0

 
 
 
 
 
 

 por ser real y simétrica es diagonalizable ortogonalmente. 

Sus valores propios son las raíces de su polinomio característico: 

       






4
4  

04416IAp 2222
A  

La matriz A tiene pues dos valores propios 41   y 4 2  , ambos con multiplicidad 
algebraica igual a dos. 
Los vectores propios asociados al valor propio 41   son las soluciones del sistema 

homogéneo  


 0xI4A , equivalente a: 
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






















































































t
z
y
x

0ty
0zx

0
0
0
0

t
z
y
x

4040
0404
4040
0404

 

 
Luego, el subespacio propio 

1
V  está engendrado por los vectores  0,1,0,1  y  1,0,1,0  

que son perpendiculares (si no lo fueran, hubiéramos elegido otros dos vectores del 
plano vectorial 

1
V  que fueran perpendiculares), pero no unitarios; por tanto, los 

dividimos entre su módulo y obtenemos ya una base ortonormal de 
1

V : 

 






























2
1,0,

2
1,0u,0,

2
1,0,

2
1uB 211  

 
Análogamente se procedería para llegar a una base ortonormal de 

2
V : 

 






























2
1,0,

2
1,0u,0,

2
1,0,

2
1uB 432  

 
De esta forma, una base ortonormal de 4R  formada por vectores propios de A es: 











432121 u,u,u,uBBB  

La matriz A es semejante a la matriz diagonal 
























4000
0400
0040
0004

D , siendo la 

relación entre ambas: 
PAPD 1  

 

para la matriz ortogonal 


































2
10

2
10

0
2

10
2

1
2

10
2

10

0
2

10
2

1

P . 
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