1.Transformaciones geométricas. Isometrias 0 movimientos

CAPITULO PRIMERO

1. Transformaciones geométricas. Isometrias o0 movimientos

Definiciones

1.  Sea En un espacio afin euclideo de dimension n. Llamaremos transformacion
geomeétrica de En, a toda aplicacion T:E, 6 — E, biyectiva.

2. Dada T, transformacion geométrica de En, a cualquier par de puntos A,A'eE,
tales que T(A)=A", se les denomina puntos homaologos por T.

3. Si T(A)=A, sedice que A es un punto doble o invariante por T.

4. Analogamente, sea FcE, si T(F)=F, se dice que el subconjunto F es
invariante por T.

5. Llamaremos transformacion identidad o identidad de En y la designaremos por
I, , alatransformacion tal que todos sus puntos son dobles; es decir,

VACE, =1 (A)=A

6. Se dice que T es una transformacion involutiva de En si T>=1_ ; es decir,
ToT=1g

7. Las transformaciones geométricas que conservan los angulos se Illaman
transformaciones conformes o isogonales.

Estudiaremos, en primer lugar, aquellas transformaciones geométricas que tienen como
caracteristica esencial que conservan las distancias: son las llamadas isometrias o
movimientos.

8.  SeaV el R-espacio vectorial asociado al espacio afin euclideo En. Denotando por d
la métrica definida en E, diremos que una transformacion geométrica T:E, — E_ esuna

isometria si verifica que para todo par de puntos A, B de Ex:
d(T(A), T(B))=d(A,B).

INota: Usualmente se denominan movimientos a aquellas isometrias que conservan la orientacién de las
figuras. Por convenio utilizaremos la denominacién de movimiento para todo tipo de isometria afiadiendo
"directo” si se trata de una isometria que conserva la orientacién de las figuras.
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1.1 Aplicacién vectorial asociada a una transformacion geométrica

Dada la transformacion geométrica
T:E, > E,, se denomina aplicacion G’

asociada a la aplicacion f:V, -V, X’
donde, sea OeE,, VieV,, existe
X eE, tal que, i =0X = -
f(U) =f(OX)=T(O)T(X)=0'X'=u" u
siendo T(O)=0"y T(X)=X"

)
Proposicion: La aplicacion f no depende O
del punto O elegido.
T es una aplicacion afin de En si su aplicacion f asociada es una transformacion lineal.

1.2.  Aplicacién vectorial asociada a una isometria 0 movimiento

Si T:E, — E, esunaisometria entonces su aplicacion asociada f :V, — V, verifica:

1.  fconserva el producto escalar (p. e.)
2. feslineal
3. fesbiyectiva

Demostracién:
En efecto: fijado O € E_, un punto cualquiera, entonces Vi e V_, existe X e E, tal que,

U=0X. Ademas si designamos por T(O)=0', T(X)=X', entonces, se define

—_—

f(U)=0'X"'=u", luego:
V,—5V,
i=0X——0'X'=0'
1. fconserva el producto escalar: f(u)-f(V)=0-v VU,veV,.

Sean U,V e V,, entonces existen A,BcE, talesque G=0A y v=0B si T:E, >E,
es una isometria, luego d(T(A),T(B))=d(A,B) siendo A'=T(A) B'=T(B),

Por definicion: d(A,B)= |@| =d°(AB)= |@|2 =
:,@-A@=(@—ﬁ)+(@—ﬁ): OB-OB-20B-OA+0OA-OA =
|O—B|—2@-ﬁ+|ﬁ|: (1)

Anélogamente, d(A'B')= |ﬁ| =d’(A,B")= |ﬁ|2 =

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia de la UPM 2



1.Transformaciones geométricas. Isometrias 0 movimientos

~A'B"A'B'=(0'B'-0'A")+(0'B'-0'A")=

O'B'-O'B'—20‘B'-O'A'+O'A'-O‘A':|O'B'|—20'B'oO'A'+|O'A'|: )
/AB|=d(A,B)=d(A"B)=|AB]
pero |O—B|=d(O,B)=d(O',B'):|O'—B'| por ser T isometria
OA|=d(0,A)=d(0",A")=[0"A]
luego (1)=(2)= -2 OA-OB=-2 O'A"-0'B' = U-v="f(U)-f(V).

f(u
2. f es lineal, es decir (
{f(M)

f(v)
01
vi,veV; 3ABeE, talque i=0A y V=0B. Sea CeE_ tal que

OC=0A+0B=0+Vy A'=T(A); B'=T(B); C'=T(C), entonces:

F(uv)=f (@)-F(v) - 0'C-0'A'-0'BY -

:(O'C'—O'A'—O'B')(O'C'—O'A'—O'B'):

=0'C".0'C'-20'C"0'A'-20'C"-O'B'+0O'A""0O'A'+20'A"-0'B'+0'B'-O'B'=
=0C-OC-2 OC-OA-2 OC-OB+0OA-OA+2 OA-OB+0B-OB =

-(OC-OA - OB)-(OC-OA - OB) =[0C - OA - OB =

=[irv-0-] =0 f(Urv)-f(0)-F(v)=0 =
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Anélogamente, sea AcE,_ tal que G=0A y QeE, tal que Ali=A0A=0Q vy sea

A'=T(A), Q'=T(Q) =f (1)1 f(u) =[0'Q"-1 O'AT =

=(O'Q'—k O'A')(O'Q'—x O'A'):

-0'Q-0'Q'-2L 0'Q-0'A'+A* O'A".0'A’=
~00Q-0Q-2% 0Q-0A +22 O—A-o—Az(ﬁ—x o_A’)-(ﬁg—x O—A):

—

=[0Q-2 OA =0 & f(a0)-4 f(1)=0 = f(a)=2f(q).

3. Por ser f lineal basta comprobar que f es inyectiva, es decir, que N(f)= {6}

En efecto, sea GeV,, tal que, f(U)=0, por tanto, existe XeE, para el cual,
f(a):f(&)=0'X'=6, luego X'=0', es decir, d(O',X)=0=d(0,X) =X=0
< 0OX=0=0.

1.3. Transformaciones ortogonales de un espacio vectorial

Las aplicaciones f :V, —— V. biyectivas, lineales y que conservan el producto escalar
reciben el nombre de transformaciones ortogonales.

NOTA: Observese que la demostracion de la linealidad de f sélo necesita que f conserve
el producto escalar, luego podemos enunciar el siguiente corolario:

Corolario: Toda aplicacion f :V,——V, que conserve el producto escalar es lineal y
biyectiva.
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Propiedades de las transformaciones ortogonales
Si f es una transformacion ortogonal de V, entonces:

Demostracion:

1. f conserva la norma de los vectores y los angulos entre ellos.

2. T transforma bases ortonormales en bases ortonormales, verificandose ademas el
reciproco: Toda transformacion lineal de V que transforme al menos una base
ortonormal de V en una base ortonormal de V es una transformacion ortogonal.

3. Si fy g son transformaciones ortogonales, fog también lo es.

4. El conjunto de las transformaciones ortogonales respecto de la composicién tiene
estructura de grupo. Lo denominaremos grupo ortogonal de V, y lo designaremos por

o(V).
5. Los valores propios reales de fson 1 y/o -1.

En efecto:

1. Sea ueV. Por definicion [f(U)|=/f(0)-f(d)=u-u=[g, por conservar f el
producto escalar.
Ademas:

cos(f(a).f(v)):|f(U)’f(‘7) 9V _ cos(1,9)

F(o)-f(v) (o

2. Como f conserva las normas y los angulos, si {él, ..... 2 } es una base ortonormal de

'¥n

N
V, los vectores e, con i=1,....,n son unitarios y ortogonales entre si, por tanto, los f(éi)
con i=1,....,n son unitarios y perpendiculares entre si. Queda por ver que es un sistema
generador; pero es evidente por tener el mismo nimero de elementos que la base
<{&}> con i=l...n

Reciprocamente, si la transformada {f(g,),....f(€,)} de la base ortonormal
<{8,....,6,} > de V es una base ortonormal, entonces el rango de f es n luego f es
biyectiva, ademas si U,V son dos vectores cualesquiera de V cuyas coordenadas
respecto de < {€,....&}> son (X, X, --:X,), (Yi.Yp.-Y,), respectivamente,

entonces f(U)-f (V)= f(X,E +X,8, +-X,8, ) F(yE +Y,8,+,& )=

= (Xf (&) +%,f (&) +-x, f( ) (ViF () +Yof (&) +-v,F (6,))=
=Xy, +X,¥,+---+X,y,=0-V, luego f conserva el producto escalar, y, por tanto,
resulta que f es una transformacmn ortogonal.

3. Por ser f y g ortogonales, se verifica que geof(ti)-gof(V)= g(f(0))-g(f(v))=
=f(0)-f (\7) =U-V, luego gof conserva el producto escalar. Ademas como fy g son
biyectivas, gof es biyectiva. gof es lineal por conservar el producto escalar.
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1.6.

1.Transformaciones geométricas. Isometrias 0 movimientos

4. El elemento neutro es la identidad Iv. EI elemento inverso de g es la aplicacion inversa
g™ que existe por ser las transformaciones ortogonales biyectivas, y es ortogonal:

U-v=g-¢g(0)-9-97(V)=9(g™(0))g(s*(V))= g7 (d)-g*(V) ., luego g es
ortogonal. Luego el conjunto de las transformaciones ortogonales de V es un grupo que
designaremos por O(V).

5. Sea A un valor propio real de fy sean U,V no nulos dos vectores propios asociados,
entonces:

Consecuencias. Si f es una transformacion ortogonal de Vs, entonces:

1. f transforma un subespacio vectorial en otro subespacio vectorial de la misma
dimension.
2. V ABcV, tales que Ay B son ortogonales, se tiene que f(A) y f(B) son ortogonales.

Ecuacién matricial de una transformacién ortogonal

Sea f una transformacion ortogonal de Vn, y B= {él, ..... ,én} una base ortonormal de V.
Designamos por (X,,X,,---X,) las coordenadas de un vector tieV cualquiera, y por
(X', X",,--+,x",) las de su transformado f () € V, respecto de la base B. Por ser f lineal,
tenemos:
f(O)=X",8+X,8++X",E,.
£(0)=F (X8 +X,8, +---+X,8,) =XF(E) +X,f(&,)+---x,f(E,).
Llamando (a,,a;,, -+, &;,), a las coordenadas de f(€,), i=1,2,...,n, respecto de B, entonces

X ay a0 Ay X,
Xlz dp, 8y ot Ap || X,
la ecuacién matricial de fes: | - |=| - Ce e . UR=
Xln aln a2n ann Xn
t
d;; Ay - dy
a, dp - - Ay
(Xll’ X'y, - - X-n):(xl, Xy, - Xn) . e (11
a;, a, - - ap
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1.8.

1.9.

1.Transformaciones geométricas. Isometrias 0 movimientos

Xll Xy a; ay - - a4y
I2 X, a, dp - - Ay

Llamando X'=| - |, X=| - |, M=| - -+« - | la ecuacion matricial de f,
Xln X, a;, ady, - - A

abreviadamente, es X'=MX (1), o bien, (X')t =X'M" (ll), donde M es la matriz

asociada a f y tiene por columnas las coordenadas de los transformados de los vectores
de la base. Por ser f biyectiva |M|=0.

Consecuencia: Por ser f una transformacion ortogonal, entonces {f (€,),.....f (€,)} es
también base ortonormal de V, luego Vi=1..,n |f(§i)2:2a§: y
n

f(&)F(6)=Daya,=0 i=j o MM=M-M=Il < M'=M

k=1

Matrices ortogonales

A las matrices M asociadas a una transformacién ortogonal las Illamaremos matrices
ortogonales y se caracterizan por cumplir que M™ =M.

NOTA: Otra demostracion de que M es ortogonal, M =M", seria la siguiente: M es
ortogonal siy solo si

VG,veV ,i-v="Ff(0)-f(V)=MI-MV= O'M'MV < M'M=I, &M*=M"

Determinante de una matriz ortogonal

Si M es una matriz ortogonal, entonces |M| = £1.
En efecto: M ortogonal < M-M'=1,= |[M-M'|=[l,|=1 = |[M|[M|= |M[ =1
=|M|=+1

Ahora es muy facil obtener la ecuacion general de un movimiento.

Ecuacion de una isometria de E

Sea una isometria T de En, y su transformacion ortogonal asociada f :V,——V,.
Fijado un punto cualquiera A€E, y si A=T(A), tenemos que para cada X E_ y su
homologo X'=T(X) es:

X =A+AX=A+l donde T =AX

X'=A4AX =A+0" donded’'=AX"=f(AX)=f(u)
Luego: T(X)=T(A+U):A'+U‘=T(A)+f(U)<:>T(X):T(A)+f(m).
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e o

Si M es la matriz ortogonal que define f, respecto de cierta base ortonormal, podemos
escribir T(X)=T(A)+Mi, o bien, X'=A'+ MAX , expresiones que constituyen las

ecuaciones vectoriales de T.
Fijando una referencia en el espacio euclideo En, se obtienen las formas matriciales de
estas ecuaciones.

E,——E,
A——A'=T(A)

ud I (0)=AX
X——X'=T(X)

NOTA:
1. El punto A€E,, es un punto cualquiera; puede ser el origen de la referencia del

espacio euclideo En. Siempre que exista se tomara un punto invariante por T.
2. En general la ecuacién de una transformacién geométrica de Ep es X':O'+f(O—X)

donde f es la aplicacion vectorial asociada.

Propiedades de las isometrias de En (n=1, 2, 3)

Sea T una isometria de En y f la transformacion ortogonal de Vn asociada, (siendo como
siempre Vn el espacio vectorial sobre R asociado a En); se verifica que:

1. T transforma variedades lineales afines (subespacios afines) de En, en variedades
lineales afines de la misma dimension. Es decir, para n = 1, 2, 3 las isometrias
transforman rectas en rectas y planos en planos.

En efecto: vedmoslo en concreto para rectas y planos, aplicaremos la propiedad 2 de
1.4.
Sea r la recta de ecuacion X=A+AU AeV, su transformada

T(X)=T(A+10)=T(A)+M-AU=A+L-Ml = AU LeR que es la ecuacion de

la recta que pasa por A'y su direccion es U'. Analogamente, si m es el plano de

ecuacion: X=A+Al+uv A,u e€R sutransformado serd
TX)=T(A+AU+pV) =T(A)+M(RU+pv) = A+A MU+p MV=A+ A0+ p V'
A,u €R, que es la ecuacion del plano afin que pasa por A'y su direccion es el plano

vectorial determinado por J y \7 Consecuencia de esta propiedad son las 4 siguientes:
2. Las isometrias transforman semirrectas en semirrectas, semiplanos en semiplanos,...
3. Transforman segmentos en segmentos de igual longitud (basta tomar a<i <b).

4. Transforman vectores fijos en vectores fijos de igual médulo.

5. Transforman triangulos en triangulos de lados respectivamente iguales.
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6. Conservan los angulos entre dos variedades lineales afines; es decir, conservan los
angulos entre dos rectas, dos planos, recta y plano.

Conservan, por tanto, el paralelismo y la perpendicularidad entre variedades lineales
afines.

7. La composicién de dos isometrias, (también la denominaremos producto), es otra
isometria cuya transformacion ortogonal asociada es la compuesta de las
transformaciones ortogonales asociadas a cada uno de las isometrias dados.

En efecto, sean T, y T, dos isometrias de E, y sean f, y f, sus transformaciones

ortogonales asociadas:

T.(X)= T.(A)+1.(0)
T, (X)= T,(A)+f, (1)
Entonces, T,oT,(X) =T, (T,(X)) =T,(T,(A)+f,(0)) =T,(T,(A))+ £, (f, (1)) =
=T,oT,(A)+f,of (U)=T,oT,(A)+M,-M,(U), siendo M, y M, las matrices
ortogonales asociadas a f, y f, respectivamente. T, o T, es una isometria porque:
d(T,°T(A). T, T(B)) = d(T.[T(A)]. T.[T.(B)]) = d(T.(A).T.(B)) = d(A.B).

vV ABEeE,.

8. El conjunto de las isometrias de E,_ es un grupo respecto del producto definido, que

vVXeE, = { } siendo A € E, un punto elegido libremente.

denominaremos grupo de las isometrias de E, . Se designa por I, (En ).
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2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo
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CAPITULO SEGUNDO

2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

2.1 Simetrias ortogonales de Vn

Sea s:V, -V, y FcV, un subespacio vectorial, diremos que s es una simetria

ortogonal respecto de F si s es una simetria respecto de F de direccion F*.
Es decir, VieV, como U=X%+X, con X eF, X,eF" Unicos entonces

s(U)=s(X,+%X,)=%,—X,

Obviamente F es el subespacio de vectores invariante por s.

2.2. Caracterizacion de las simetrias ortogonales

Las simetrias ortogonales vectoriales de V, son las transformaciones ortogonales
involutivas de V., .

Demostracion:

En efecto: Sea s:V, — V, simetria ortogonal respecto de F s.v. de V,, entonces Vi eV, ,
se tiene: s% () =% (X, +X,) =s(s(X, +%,)) =s(%, —X,) =X, +X, =1, luego es
involutiva.

Veamos que conserva el producto escalar:
L U=%+X,, X, eF,%X,eF"
uveV,=¢ =~ ° B .
V=y,+Y,, V,eFY,eF

<l

V= ()_(1 +X, )(yl + Y2) = XY, + XY, + XY, +X,¥, =X, Y, +X,Y,
—— ——
=X,Y, +X,Y,, luego s(U)s(V)=0-V .
Por conservar el producto escalar, entonces es lineal.
Para ver que es biyectiva basta ver que es inyectiva (por ser lineal):
s(U)=5s(X,+X,)=% -X,=0c %, =X, e FNF" =0, luego i =0.
Hemos demostrado que s es una transformacién ortogonal involutiva.

Probemaos ahora el reciproco:
Sea f:V, —V, ortogonal e involutiva s* () =s(t); podemos escribir Vi eV, :
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2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

&
U:u+u+f(u)—f(u):u+f(u)+u—f(u) y llamando Xl:u+f(u)’
2 2 2 2
N ¥ o = — 2 (= — —
7(2=L(u) se verifica que f(X,)= f(u+f(u)j=f(u)+f (u)zf(u)+u=Xl’
2 2 2 2
s = S\ f2 (5 S\
entonces X, esinvarianteyf(f(z):f[u f(u)J:f(u) f (u):f(u) u:—iz.
2 2 2
Veamos que X, y X, son perpendiculares, es decir, X,-X, =0.
%, %, = ;(u) ;( )=%(U~U—U-f(U)+f(U)~U+f(U)-f(U)), por ser f

ortogonal f(U)-f(0)=0-U, luego X,-X, =0.

Llamando F al conjunto de los X, y G al de los X,, se verificaque F+G=V, yqueFy G

son ortogonales luego FNG = {0} y G=F".

Por tanto, por ser f transformacion ortogonal involutiva, existe Fc V, tal que VieV,,
U=X,+X, con X, eFy X,eF" y f(l)=f(X,+X,)=X%,—X,, luego f es una simetria

respecto de F de direccion F*.

Corolario Si M es la matriz que define una simetria ortogonal de V, , entonces M'=M, es
decir, M es una matriz simétrica.

En efecto: s simetria ortogonal vectorial <> s es involutiva < s° = l, < M%=ly < M
=My como M ortogonal M= M, luego M = M, es decir M es simétrica.

Simetria ortogonal respecto de hiperplano

Sea s:V, — V., simetria ortogonal respecto de F (direccion F*).

SidimF =dim Vn—1=n -1, se dice que s es una simetria ortogonal respecto de un
hiperplano.

2.3. Transformaciones ortogonales directas e inversas

Sea M la matriz asociada a la transformacion ortogonal f respecto de una base ortonormal
de V, , designaremos por

0" (V,)={f eO(V,)/|M| =1}

0™ (V,)={f €O(V,)/|M|=-1}
Si f eO0"(V,) se dice que f es una transformacion ortogonal directa.
Si f €O (V,) se dice que f es una transformacion ortogonal inversa.
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2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

3

2.4.  Transformaciones ortogonales de V,. Clasificacion

Sea f:V, >V, una transformacion ortogonal, llamamos F al subespacio vectorial de
vectores invariantes por f, luego Fc V,

Como se ha de verificar que f (G)|=[d|, Vi eV, entonces
f(0)=tef=Il, oF=V,
f(0)=-tef=-I, oF={0}

dim F F f (M|
0 Fz{ﬁ} _Ivl -1
1 F=V, l, 1

Resumen:

Como vemos, por ser dim Vi=1 entonces la matriz asociada es de orden 1, es decir, es
una constante que vale 1 o -1.

O0"(V,) = {Ivl}
O (V)= {'Ivl} |

2.5. Transformaciones ortogonales de V.. Clasificacion y ecuaciones

Sea f :V, —V, transformacion ortogonal y F el subespacio de vectores invariantes por f.
Sabemos que, fijada previamente una base ortonormal, f estd definida por una matriz M
ortogonal tal que f(U)z MU, VYt eV, . Se trata pues, de estudiar los tipos de matrices

ortogonales de orden 2.
-1

M' =
Si M es ortogonal, entonces :
M| =+1

ab_1 d -c
c d) [M{-b a
ac‘

a ¢
Sea M = =
b d
|M|: =ad—bc=+1
b d

Caso 1°: |M|:1

a b d -b d=a
c d B —-Cc a = c=-b a -b
:M:( ];a2+b2:1

M| = C‘zad—bc:l
d

a
b
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2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

Caso 2°: [M|=-1

a b d -b d=-a
c d T -C a = c=h a b
:>M:( j;a2+b2:1

a ¢ b -a
M| = =ad—-bc=-1
b d
s o ) a=cosa
Como en ambos casos a“+b“ =1 podemos considerar o€ R tal que seno, Por
=sena

tanto, las matrices ortogonales de orden 2, se pueden clasificar en dos tipos que
designaremos M; y M,:

si a=0"=M, =1,

. =M, |=1
si 0=1800= M, =,

1

cosa —Sena
senoa  Cosa

j , observaciones: {

cosa  Ssena
M, = =|M,|=-1
sena —Cosa

25.1. Estudiode O*(V,)

Definicion: Los elementos de O*(V,) se Ilaman rotaciones o giros vectoriales de V,. y
su matriz asociada es del tipo M,.Se designa por g, la rotacion de angulo o

Teorema: O"(V,) es un grupo conmutativo respecto de la composicion. En efecto, basta
Ver que es un grupo respecto del producto.

1. El producto de matrices del tipo M; es una matriz del tipo M;:

[com —senocJ[cosB —sensz(cos(ow[S) —sen(a+p)

,luego g o
seno.  cosa J{ senp  cosp sen(a+B) COS(OHB)] 99 9%

2. Se verifica la propiedad asociativa (por verificarse en general para el producto de
matrices cuadradas).

10 L :
3. El elemento unidad es |, = (0 J . Luego gy es la rotacion unidad

4. Por ser M, ortogonal, su inversa es su traspuesta

[ N() sen(-a)

—sena.  cosa) |sen(-a) cos(-a)

J, por tanto, g.' =g_,

5. Conmutativa

[cos(ms) —Sen(a+B)j:(COSB —sensj(cosa —senaj,

sen(a+p) cos(a+p) senp  cosp )\ sena  cosa

U. D. de Mateméticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia de la UPM 13



fr=

i

5

" =i

2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

luego g,°09,=0,.,5=93°9,

Elementos involutivos de O"(V,). Hay que estudiar para qué valores de o se verifica
que g2 =1y, < M; =1,:

coso.  —sena 2_ C0S20. —Sen2a B 10
seno  cosa ) \sen2a cos2a ) (0 1
10 . .
a. =00, luego se trata de 01 matriz asociada a I,
=

-1
o =180°, luego se trata de ( 0 J matriz asociada a -1,

Luego O"(V,) es un grupo conmutativo y sus Unicos elementos involutivos son: I, ,
-1

V, "

Interpretacion geométrica: Sea {T]} base canonica de V2y g, la rotacion de ecuacion

X' cosa  —sena\( X
[ }:( j( j entonces los transformados de los vectores de la base
y seno.  cosa )l y

cosa —seno)(1l) (cosa _£(D)

sena.  cosa ) 0) (sena )

cosa —seno (0 —sena -
-~ =1(J)
senae  cosa {1 cosa

canénica {l =(L0),j= (O,l)}, son:

N *o
f(j): J
i T —
P\ @ ()
cosa ;
i | sena
i af]
-sena cosa >
i

La base {T]} se ha transformado en la base {f(f)f(])} girada con respecto a la

anterior un angulo o. Para cualquier vector VeV, tal que V=»Ai+yj, se verifica que

f(V)=Af (7)+ uf (]) lo que significa una rotacién de angulo .
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2.5.2.

2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

Vectores invariantes por una rotacion vectorial:

1.Si feO'(V,) y f=1, ,entonces f(U)=0,VieV, luego F=V, es el subespacio de
vectores invariantes por |, .

2.SifeO"(V,) y f= l,, , entonces el subespacio de vectores invariantes es F = {6} .

En efecto, sean (X, y) las coordenadas de un vector U eV, respecto de una base
ortonormal B de V,. Si U es invariante por f, f(U) =U, es decir,
L L= cosa—1 —sena \( X 0
Mi=t< (M -Ni=0 = y como
seno.  coso—1)\y 0
cosa—-1 —sena

=2(1-cosa)# 0« Va = 0°, entonces el conjunto de vectores
sena.  COSoL—

invariantes es el conjunto solucién de un sistema homogéneo determinado, luego =0,
por tanto F = {6} .

Estudio de O (V,)

Teorema: Si f €07(V,), entonces fes involutiva y =1, ,f =, .

- , : : coso  sena
En efecto: Sea f < 07(V, ), su matriz asociada es del tipo M, =[ j
seno.  —coso

_ , [COso seno )(coso  sena 10 .
Ahora bien, M; = = , es decir,
seno.  —cosa )| seno.  —cosa 01

2 2 - - - g
M; =1, <=1, <f involutivay al ser |M2|:—1, se verificaque f =1, ,f =1,

Corolario: Si f eO’(VZ), entonces f es una simetria ortogonal de V, respecto de una
recta vectorial, es decir, f es una simetria axial vectorial, se designa por se, donde e =F,
subespacio de vectores invariantes.

En efecto: por ser f involutiva f es una simetria ortogonal de V,. Ademas, si F es el
subespacio de vectores invariantes por f, entonces
F=V, puesto que f =1, € 0"(V,), luego dim F = 2
F {6} puesto que f =—1,, € O"(V,), luego dim F =0
Por tanto, dim F=1< F= recta vectorial y, por tanto, f es una simetria axial vectorial

cuyo eje es F.
Proposicion: La pendiente del eje F de una simetria axial de V, es tg (%j

cosa  sena

j; y F: subespacio de
seno.  —cosa

Por ser f €07 (V,), su matriz asociada es: M, :(

vectores invariantes, es el conjunto solucién de la ecuacion M, =0 < (M, — 1)l = 0.

U. D. de Mateméticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia de la UPM 15



{}1 2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo
B

9, el

Si (X, y) son las coordenadas de U respecto de una base ortonormal B de V,, entonces,

coso  seno \( X 0
(senoc —cowj(yj :(OJ Y seno.  —COSoL—
rango(M,-1)=1, luego el sistema es compatible indeterminado y equivalente a
(cos(x —1)x +sena Yy =0, que es una recta vectorial cuya pendiente es:

2 (X
_—(cosa—1) 2sen (2)
m= _

o
sena 2sen (aj cos (aj 2
2 2

Por tanto, la pendiente del eje de una simetria axial es tg (%j

cosa—1 Sena

JJ =1-cos®a.—sen‘a =0, luego

Interpretacion geomeétrica: Sea {T]} la base candnica de V, y se la simetria cuya

matriz  asociada  es
seno.  —cosa

coso  sena j

e=F=(cosa—1)x+seno y =0y un vector director es (-seno. ,coso.—1)=V.

=M,. Hemos calculado su eje

Por otro lado, dado i=(1,0), su transformado por Se es
cosa  seno (1 cosa >
= =f(i). Observamos que el vector
senaa  —cosa ){ 0 sena
f(i)—1=(coso.—1sena) es perpendiculara v, luego f(i)-i Le.
o s p s [0 A s
Ademaés ang(f(l),e):a—ang(e,|):E:ang(e,|).
4 2
j f(i) ‘
PR
/‘/ .
a2\ .
- Y
-~ a2 R
.~ '—>
.~ i
~
f()
i cosa sena (O seno -
Analogamente = =f()) y
seno. —cosa J\1 —Ccosa

f(J)-J=(sena,,—cosa-1) Le.Y éng(f(]),e) = a—éng(e,]) = % = &ng (e]) Luego
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2.5.3.

2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

base {T =(1,0),j= (0,1)} se ha transformado en la base {f(T),f(])} cuyos vectores son
simétricos respecto del eje e.
La base {f(T),f(])} tiene orientacion contraria a la de la base {T]} .

Para cualquier vector veV, tal que V=Ai+pj, se verifica que

f(V)=Af (T)+ uf (]) es simétrico de V respecto de la recta e.

Teorema:

1. El producto de un giro y una simetria axial de V, es una simetria axial de V,; es decir,
dados geO"(V,) y s€ O (V,), entonces gos y seg son elementos de O™ (V,).

En efecto: La matriz asociada a g es del tipo Mz con |M1| =1y la matriz asociada a s es

del tipo M2 con [M,|=-1.

Por otro lado, las matrices asociada a gos y seg son M,-M, y M, - M, respectivamente
{|M1'M2|=|M1”M2|=_1

, luego gos y sege O (V,).
M, -M,[=[M,[|M,|= -1 2

2. a) Toda rotacion vectorial de V, se descompone en el producto de dos simetrias axiales
de V,, pudiendo elegirse arbitrariamente una de ellas.

En efecto: Dada g e O"(V,), consideramos s O™ (V,) arbitraria, al ser S involutiva se

g=g oS o s:(gos)os
verifica que < O bien,
g=SoSo g:so(sog)
s'=g os € 0 (V,),resultaqueg=s'os

Por el apartado 1 y llamando .
s"=sog e 0 (V,), resultaque g=sos"

Es facil comprobar que el angulo de la rotacion es el doble del formado por los ejes de las
simetrias.

dimF F f ||v||
0 {6} rotacion vectorial g o 1
1 recta de pendiente o./2 simetria axial se -1
2 Vs identidad I, 1
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2.54.

2.6.

2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

b) Reciprocamente, el producto de dos simetrias axiales vectoriales de V, es una

rotacion vectorial, ya que el determinante de la matriz asociado a dicho producto vale 1.
(Ademas el angulo de la rotacion es el doble del formado por los ejes de las simetrias).

Resumen y ecuaciones: Sea f una transformacion ortogonal de V, F subespacio de
vectores invariantes y M su matriz asociada.

O"(V,) = {rotaciones de V, }
Luego S
O™ (V,) = {simetrias axiales de V,}

Dada una base ortonormal B de V,. Si U=(x,y); f(i)=(x"y") son las coordenadas
respecto de B, entonces:

) ., ., ) X' cosa —sena \( X
i) Ecuacion de la rotacion de angulo o : ( ] :( j( j
y sena.  cosa J\y

ii) Ecuacion de la simetria axial cuyo eje tiene de pendiente tg (%j:

x") (cosa sena (X
y') \sena —cosaly

Transformaciones ortogonales de V.. Clasificacion y ecuaciones.

Proposicion previa: Sea f una transformacion ortogonal de Vs y F < V, el subespacio de

vectores invariantes por f.
Se verifica que la restriccion de f a F", que designamos por f

o €S también una
-
transformacion ortogonal de F- cuyo subespacio de vectores invariantes es {O}

En efecto, bastaria comprobar que f

.. (F*)=F". Como F&F" =V, y f es biyectiva y
lineal, entonces:

V, =f(V,)=f(FOF")=f|_(F)+f|.
o (F*) LF, luego Ff

(F*)=F+f|.. (F"), ademas por conservar f la

(F)=[9)

ortogonalidad f
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2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

Por tanto, F®f
fl.. (F*)=F". Luego f

FL(Fl)zvg. La unicidad del ortogonal nos conduce a establecer que

- €s una transformacion ortogonal de F- cuyo subespacio de

vectores invariantes es F~F* = {6} .

Clasificacion de las transformaciones ortogonales de V,
Lo haremos segun la dimension de F y la transformacion ortogonal f

Fte

Caso 1°: Laidentidad.
Consideramos la hipotesis:

100
dimF =3 «< F=V,, entonces f =1,, y su matriz asociadaes I,=| 0 1 0|;|l,|]=1
0 01
Respecto de cualquier base ortonormal de V ,, la ecuacion matricial de f es:
X' 1 0 0)x

y'|=|0 1 0] y|. Abreviadamente, X'=X.
z' 0 0 1)z

Caso 2°: Simetria especular de V;,

Consideramos la hipdtesis dim F =2 < F es un plano vectorial y F" es la recta ortogonal
a F, entonces f| :F* —F" es una transformacion ortogonal de F" (F" =V,) cuyo

subespacio de vectores invariantes es FNF" = {6} , por tanto segun 2.4. f

=l

Es decir: ViieV, tal que G=0,+1U,, U, eFy U, e F se verifica que
f(0,+0,)=f(U,)+f(U,)=0,—0,, luego f es una simetria ortogonal respecto del plano
F. Se designa por s.

Ecuacion: Si consideramos una base ortonormal {V,,V,} de Fy el vector unitario {V,}

de F' tal que V, =V, AV,, entonces B={V,,V,,V,} es una base ortonormal de V; (de
igual orientacion que la base canonica), respecto de la cual,

f(v,)=-V, -1 00
f(V,)=V, ,y la matriz asociada a sp es: M;=| 0 1 0 ;|M1| =-1. Luego respecto
f(v,)=9, 0 01
X' -1 0 0)(x
de B la ecuacion matricial de fes: | y'|=| 0 1 0| y |.Setratade laidentidad.
z' 0 0 1)lz

Abreviadamente escribiremos m
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2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

Jar
<> B
NG 2

Reciprocamente, toda transformacion ortogonal de V5 cuya ecuacién respecto de una base
B ortonormal sea X'= M; X es una simetria ortogonal respecto del plano coordenado XY.

Teorema: Una transformacion ortogonal de V; es una simetria ortogonal respecto de un
plano, si y solo si, el subespacio F de vectores invariantes tiene dimensién 2. F es el plano
base de la simetria. La denotaremos por s, (m = F) y se denomina simetria especular de

V; de base (n=F).

Caso 3°: Rotacion de V,

Consideramos la hip6tesis dim F=1 < F= recta vectorial, luego F" es el plano vectorial

ortogonal a F (F'=V,) y f

euclideo cuyo Unico vector invariante es FNF* :{6}, por tanto, f

.. :F* > F" es una transformacion ortogonal del plano

.. €s una rotacion

vectorial del plano F*:

Definicidon: Llamaremos rotacion vectorial de V3, a toda transformacion ortogonal f de
V3, cuyo subespacio F de vectores invariantes sea una recta (dim F= 1). A la recta

vectorial F se le denomina eje de la rotacion vy, el angulo o de la rotacion f

iy €S el

angulo de la rotacion. Se designa por g(e, o.) donde e=F.

Ecuacion: Si consideramos <{\71}> base de F, [V,|=1,y {V,,V,} base ortonormal de F*,

tal que V, =V, AV, entonces B={V,,V,,V,} es una base ortonormal de V; (de igual
orientacion que la base candnica), respecto de la cual la matriz asociada a g(e, o) es:

1 0 0
M,=|0 cosa —sena |;|M,|=1 por ser,
0 seno cosa
f(vl):vl:(l’o’o)
f(V,)=cosav, +senav, =(0,cosa,sena) Y laecuacién matricial es:
f (V,) = —senav, +senav, = (0,-sena., cos o.)
X' 1 0 0 X
y'|=|0 cosa —seno ||y |. Abreviadamente X'= M, X]
z' 0 sena cosa )|z

Si a.=0° entonces g(e, a.-»=1,, (identidad).
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2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

B

Reciprocamente, toda transformacion ortogonal de V3 que respecto de una base B

X' 1 0 0 X
ortonormal tiene de ecuacion | y' |=| 0 cose. -senc || y | €S una rotacion vectorial
z' 0 sena cosa \z

de &ngulo o alrededor del eje X

AN
U

F

)
s Y
0

u', es el vector resultante de girar U, un angulo o en el plano F*.

Teorema: Toda rotacion vectorial f=g(e o) de eje e=F, se descompone en el producto de

dos simetrias especulares vectoriales cuyos planos de vectores invariantes se cortan segin
F, pudiéndose elegir libremente una de ellas. Y reciprocamente, el producto de dos
simetrias especulares es una rotacion cuyo eje es la recta interseccion de los planos bases
de las simetrias y de angulo el doble del formado por dichos planos.

En efecto: Sabemos que f|n es una rotacion vectorial en el plano F" existen, por tanto 2
simetrias axiales (una de ellas elegida libremente) s, y s, tales que f

o =S,08,.3ean D, y
. . n,=D,+F
D, los ejes de s; y S, respectivamente y llamamos :
n,=D,+F
Si consideramos las simetrias especulares respecto de los planos wn, y m, y las
denominamos s,y s, respectivamente, entonces f =s_ o s = puesto que el subespacio

de vectores invariantes es la recta m, ", =F. Ademas como su restriccion a F* es una
. . a .
rotacién de angulo o, entonces, 5= ang(D,,D,)=éng(m,,m,).

El reciproco es evidente.

==

N

Corolario: El producto de un namero par de simetrias especulares de V5 es una rotacion
de V.

U. D. de Mateméticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia de la UPM 21



2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

Caso 4°:

Observaciones: 1° 0" (V,) :{conjunto de las rotaciones de V3}
2°Si a=0° ,entonces f =1, ,ysi o =180° entonces f=g(:1s07) s una simetria axial. Por
tanto, los elementos involutivos de 0° (V, ) son la identidad y las simetrias axiales.

Teorema: O'(V,) esun subgrupo de O(V,).

Basta ver que es cerrado respecto de la composicion y hallar la rotacion inversa de una
rotacion dada.

En efecto: Seangy g’ O"(V,) = 3s,,S,,S, Simetrias especulares tales que:
g=s,03 ' +
{g':ssosz = g'og=S5;05,05,08, =5,08 €07 (V).

. . _ -1 _ -
Ademas, si g=s,05, = g7 =(s,05,) =5;" 0 5,'=5,05,e0"(V,)

Simetria rotacional de V.

Consideramos la hipdtesis dim F = 0 <:>F:<{6}>. Vamos a demostrar que f se

descompone de manera unica, salvo cuando f=-I, , en el producto de una simetria

especular y una rotacion de V5 cuyos subespacios de vectores invariantes respectivos son

ortogonales. Ademas, este producto es conmutativo. A esta clase de transformaciones
ortogonales las llamamos simetrias rotacionales vectoriales.

Designemos por M la matriz asociada a f respecto de una base ortonormal dada Por ser
M e M(3x3) su polinomio caracteristico P(A) = |M —M3| es de tercer grado, luego posee

al menos una raiz real. Ahora bien, por ser f ortogonal, s6lo admite por valores propios

reales 1 y/o -1 (propiedad 5 de 1.4) pero A =1 pues entonces F = <{6}> luego es
un valor propio de M (con multiplicidad simple o triple).

Sea Vv, €V, vector propio unitario asociado a A =-1. Consideramos la recta D de

direccion v,, y el plano = ortogonal a D (t+D=V,). La transformacion f|n €S una
transformacion ortogonal del plano w cuyo subespacio de vectores invariantes es
TN F:<{6}>, luego f|n es una rotacion de .

Sea gp la rotacion vectorial de eje D y angulo o, tal que gD|n =f|n, se verifica que

f =s, g, Yy su subespacio de vectores invariantes es t1\D = <{6}> .

Ademas, este producto es conmutativo.
VieV,=D®n,es li=0,+0, donde G, €D T , por tanto

5,005 (U) =5, °0p (U, +T,) =S5 [u o (U,)]=-0,+9,(t,)

°9n(n):9D°Sn(U1+02) [( ) (4 )]:—Ul+gD(Uz)
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2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

D

Uy

o

\

-Uy

fu)
Veamos que la descomposicion es Unica, salvo en el caso f=-I, Supongamos que

existen s, y gor tales que s, o g, =S, © gp. entonces (S, o G,)* =(S,. o Gy)’, pero:

(5. °95) =5.°05°5,°05 =05 °S, S, ° U, = 0
(s OQD-)Z=Sn-°9D-°5n-°9D-=QD-°SK-°SK-°9D-=92|3-
D=D"' vy portanto n=r'

0 bien siecndoD D'y m=n'.
el angulo de rotacion es de 180°y s, o gy =S, ° gy =-I,,

luego @g3=g3 y por tanto:

—

Ecuacion: Sea ahora V, vector unitario de D y {V,,V,} una base ortonormal de r, tal

que V,=V,AV, entonces B={V,V,,V,}es una base ortonormal de V; (de igual

orientacion que la base canonica).
-1 0 0

Respecto de la base B, la matriz asociada es M, =| 0 cosa -Sena ;|M3|:—1, por
0 seno coso

<l

f( 1):_\71 :(_1’0’0)
ser < f(V,)=cosav, +senav, = (0,cosa,sena) Yy laecuacion de f, respecto de B es:

f (V,) = —senav, +senav, = (0,—-sena., cos o.)

X' -1 0 0 X
y'|=| 0 cosa -sena | y|. Abreviadamente X'=M,X|
z' 0 sena cosa )\z

Obsérvese que M,=M,-M,=M,-M, donde M,=|0
0

o +— O

1 0 0

M,=|0 cosa -seno | son las matrices asociadas a S_ Yy Qb, respectivamente,
0 sena cosa

respecto de la base B.

Reciprocamente la ecuacion X'=M3-X es la de una simetria rotacional de V5. Acabamos
de demostrar el siguiente teorema que caracteriza las simetrias rotacionales
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2.7.

2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo --@

M L --.4
:;_' R b
4l i ‘\‘,-3_
"s‘r:g.j

Teorema: Toda transformacion ortogonal de V5 cuyo subespacio de vectores invariantes
sea F = {6} es una simetria rotacional y viceversa.

Corolario _1: Toda simetria rotacional se descompone en producto de tres simetrias
vectoriales especulares donde uno de los planos es perpendicular a los otros dos.

. . . , . . 2 ., .
Corolario 2: Si f es una simetria rotacional vectorial, entonces f es una rotacion vectorial
de V.

2.6.5. Tabla resumen de las transformaciones ortogonales de V,
Sea f una transformacion ortogonal deV,, F el subespacio de vectores invariantes por fy
M la matriz que define la transformacion.

dimF F f M|
3 Vs identidad 1,, 1
2 plano vectorial n Simetria especular s_ -1
1 recta vectorial e Rotacion g, 1
0 < {5}> Simetria rotacional -1

O"(V,) ={rotaciones de eje e}

O_(V3) :{

Luego simetrias especulares }

simetrias rotacionales

Tabla resumen de transformaciones ortogonales de Vn.

Designamos por Vp al espacio vectorial euclideo de dimensién n, con n=1, 2, 3; f la
transformacion ortogonal de Vp; F el subespacio de vectores invariantes de f y M la
matriz ortogonal asociada a f.

n dimF F f ||\/||
1 V, Identidad, IV1 1
1 0 Iy Simetria central —I -1
(o) ‘
2 vV, Identidad , 1., 1
2 1 recta vectorial Simetria axial de eje F -1
0 <{6}> Rotacidn vectorial de angulo o 1
3 Vs Identidad , 1, 1
2 plano vectorial Simetria especular de plano F -1
3 1 recta vectorial Rotacion vectorial de eje F 1
0 A Simetria rotacional -1
{{9))

Ademas, hemos demostrado:
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2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

EnV,:
Toda rotacion vectorial se descompone en el producto de dos simetrias axiales vectoriales
(una elegida arbitrariamente).

En V;:
i) Toda rotacion vectorial se descompone en el producto de dos simetrias especulares
vectoriales (una elegida arbitrariamente).

ii) Toda simetria rotacional se descompone en el producto de tres simetrias especulares
vectoriales.

2.8 Teorema de descomposicion de transformaciones ortogonales (1):
Toda transformacién ortogonal de Vp, se descompone a lo sumo en n simetrias

ortogonales vectoriales respecto de hiperplanos.

Para acabar este capitulo vamos a estudiar la descomposicion de una rotacion de V; en
producto de tres rotaciones respecto de los ejes de coordenadas.

Teorema: Toda rotacion vectorial de V5, de eje arbitrario, se puede descomponer como el
producto de 3 rotaciones vectoriales respecto de ejes de coordenadas.

Esta descomposicion no es Unica. A continuacion, se demuestra como descomponer una
rotacion vectorial, de eje arbitrario de V; como producto de tres rotaciones vectoriales

respecto de los ejes X, Yy, z respectivamente.

En efecto, sabemos que toda rotacion vectorial de V5 transforma bases ortogonales en
bases ortonormales de igual orientacion Y viceversa: Todo cambio de base ortonormal a
base ortonormal, definido por una matriz M cuyo determinante |M|=1 define una

rotacion vectorial de V.

Sea B={U,,U,,U,} la base usual de V3 que mediante la rotacion g(g, ), se transforma
en B*={V,,V,,V,}
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_ a, L, -
Buscamos un vector a, tal que - v Y unitario:

a, Lv,
a, € ({0,,0}) N {({V,,V,}).

Se verifica que la base de vectores {U,,d,,U, A@

es ortonormal y su orientacion es igual

2)
a la de {0,0,,0;}. Si llamamos & =0, y 4,

=0, Ad,, tendremos que existe una

rotacion de eje la recta vectorial definida por U, (eje x) y angulo ¢, tal que
o o o G(Uy, - = =
{U0,,0,,0,} —22 55 d,,d,} .
1 0 0
Su matriz asociadaes |0 cos ¢ —Sen ¢ |y Su ecuacion:

0 sen¢@ cos o

X' 1 0 0 X
y'|[=|0 cosoe -senolly
z' 0 sen¢ coso )|z

Denominemos B'={a,,d,,d,}.

Consideramos ahora, la base de vectores {&, A V,,d,,V,} que también es ortonormal y de
igual orientacion que B'.

Llamando b, =8, AV,, b,=&,, b, =V,, tendremos que existe la rotacion alrededor del
eje definido por @, (eje y) y angulo o tal que: {51,52,53}%{51,52,53} cuya
matriz asociada es:

cosw O senw X" cosw 0 senw)( X'
0 1 0 y tiene por ecuacion | y" | = 0 1 0 y'
—-senw 0 cosw z" -senw 0 cosw )\Z'

Denominemos B"={Bl,52,53}
Por ultimo, consideramos la base B*={\71,\72,\73}, que es por hipdtesis, ortonormal y de

igual orientacion que B" , existe por tanto una rotacién de eje definido por 53 =V, (eje )

y angulo 6 tal que: {51, 52,53}%{\71, V,,V,}, cuya matriz asociada es:
cos® -sen6 O X* cos® -sen® 0O)(x"

sen® cos® 0| ysuecuaciones |y*|=|senO cos® O] y"

0 0 1 z* 0 0 1)z"

Resumiendo, la rotacion g(e,a) que transforma la base B={0,U, U,} en
B*={V,,V,,V,}, se puede descomponer de la forma siguiente:

{U,,1,, 03}%{51,52,53}%{51, bz,BS}M){Vl,VZ,\%}

X — X — X" — X*
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Yy Su ecuacion sera:
X* cos® -send® O " cos® -sen® 0) cosw O senw

X X
y*|=|sen6 cos® O| y"|=|sen® cosO6 O 0 1 0 y'|=
z z

z* 0 0 1)z" 0 0 1)\-senw 0 cos® '
cos® -sen®@ 0) cosw O senw)(X'
=|sen® cosO® O 0 1 0 y'|=
0 0 1)\-senw 0 cosw )\z'
cos® -sen6 O0) cosm O senw)(l 0 0 X
=|sen6 cos® O 0 1 0 0 cosp -senol|ly
0 0 1)\-senw O cosw )|O sen¢ <coso )|z
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3.11

3.1.2.

3.1.3

3. Movimientos del Espacio Afin Euclideo

CAPITULO TERCERO
3. Movimientos del Espacio Afin Euclideo

Todo movimiento (isometria) T de Ep tiene de ecuacion, T(X)=T(A)+f (W)

donde A es un punto cualquiera de Ep y f es la aplicacion asociada de Vnp.
Designaremos X'=T(X),VX eE, .

Analogamente a como hicimos en el espacio vectorial euclideo, definimos en primer
lugar, las simetrias ortogonales de Ep.

Simetrias ortogonales. Clasificacion.

Definicion: Sea F'una variedad lineal, no vacia, del espacio euclideo Ep de direccion

F (F: subespacio vectorial de Vp), luego ¥ = A+F, donde A es un punto cualquiera
de F.
Simetria ortogonal respecto de F es la simetria de base F'y direccion F". Se

representa por Sg y si designamos S(X)=X’, su ecuaciones X'=A+S; (H) para
cualquier X e E_, siendo Sr. la simetria vectorial asociada.

Obviamente los puntos de F'son invariantes por la simetria Sz,
Interpretacion geométrica:

A+E Gréaficamente el par X, X' cumple
XX' L F
-~ A : que
A {d(X,F)=d(X',F)

Teorema: Un movimiento de Ep es involutivo si y solo si es una simetria ortogonal.
En efecto: sea T:E, > E, involutivoy f:V, —V, su transformacién ortogonal
asociada, entonces:

Si T es involutivo, entonces T*=1. =f*=1, < f involutiva < f simetria

ortogonal vectorial respecto de un subespacio vectorial F. Ahora bien, siempre existe

X+T(X)

AcE, tal que T(A)=A (basta tomar A= , VX eE, ), entonces A+F=F

es la base de la simetria ortogonal T. El reciproco es obvio.

Clasificacion de las simetrias ortogonales

Sea F el conjunto de puntos invariantes, o base, de una simetria S¢ de En:
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i) Si F ={A} (dim F = 0), se designa SF =S, y se denomina simetria central de
centro A.

i) Si F es una recta afin e (dim F = 1), se designa SF =S, y se denomina simetria
axial de eje e.

iii) Si F = plano afin © (dim £ = 2), se designa SF =S, y se denomina simetria
especular de plano r.

Y en general, si (dim F = dim En-1 = n-1), se dice que SF es una simetria respecto
del hiperplano afin F.

Determinacidon de una simetria ortogonal respecto de hiperplano

1. Si M, N son dos puntos cualesquiera de En, M = N, entonces existe una unica
simetria ortogonal respecto de un hiperplano H, S, tal que S, (M) =N . El hiperplano
H se llama hiperplano mediatriz de M y N.

2. H={X eE, /d(X,M)=d(X,N)}

En efecto:
1. Sean M,NeE,, M=N; consideramos el punto medio P del segmento MN,

entonces el hiperplano Hs que pasa por Py es 1. MN determina una simetria ortogonal
Stal que S(M)=N.
Ademas S es Unica por ser unico el hiperplano Hs.

2. Veamos que H=Hg.

X N

. XM = XP +PM
Obviamente H, cH yaque PeH;y PeH y VX eH; es { con

XN = XP +PN

PM = —PN —2 =2 =2 == =2 |——|2
{_ — 7, luego: |XM| :|XP| +|PM| =|XP| +|PN| :|XN| =
PM L XP

d(X,M)=d(X,N)=XeH.

Veamos que H < H;.

Hay que probar que H L MN .
Si XeH= |m| = |m| (*) Ahora bien:
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(T
L

3. Movimientos del Espacio Afin Euclideo

(P punto medio de MN) . Entonces:

XM = XP + PM = XP—PN
XN = XP + PN

XM = XM - XM = (XP PN (XP PN = XP - XP — 2P -PN + PN - PN =
=[XP| ~2XP-PN+[PN]| .
|m|2:m.m:(ﬁ+m).(ﬁ+m)=ﬁﬁ+zﬁ.m+m.m=
z|ﬁ|2+zﬁm+|m|2.

De (¥)
|ﬁ|2—2ﬁ-m+|m|2:|ﬁ|2+2ﬁ-m+|m|2:—2ﬁ.m=2ﬁ-m:
= XP-PN=0= XP L PN = XeH;.

Movimientos. Planteamiento del problema

VVamos a estudiar las distintas clases de isometrias 0 movimientos de Enp, n=1,2,3,
teniendo en cuenta las consideraciones siguientes:

Sea T un movimiento de Ep, f su transformacion ortogonal asociada, definida por la

matriz ortogonal M respecto de cierta base ortonormal, y F el subespacio vectorial de
vectores invariantes por f. Designaremos por F la variedad lineal de puntos invariantes
por T. Se pueden dar 2 casos:

1°). Si F# @, es decir, T tiene al menos un punto A invariante, entonces F =A+F y
VX eE, la ecuacién vectorial de T queda X':A+f(m) & X'=A+MAX.

Luego T esta perfectamente determinado por un punto invariante por T y la
matriz M de la transformacion ortogonal f asociadaa T.

2°) Si F =, es decir, VXeE, = T(X)=X, entonces elegido cualquier punto
A cE,, la ecuacion de T es X':A‘+f(ﬂ)©X':A+f(R)+m. Llamando

U=AA", queda X'=A+MAX+0T yvemos que T esta perfectamente determinado

por otro movimiento que deja invariante al punto Ay el vector U= AA"# 0, que
define una TRASLACION, ya que si no hay puntos invariantes por T podemos
deducir que existe una traslacién de vector no nulo que los ha transformado.

v
Ay

Proposicion : Si F = &, entonces f verifica que dimF> 1.
Si no hay puntos invariantes por T entonces existen vectores invariantes por f ademéas
del vector nulo.

En efecto, laecuacionde Tes X'=A'+f (W) o X'=X=A+MAX =A+MX-MA
=(A'-MA)+MX. Llamando C=A"-MA, entonces F es la solucién de X=C+MX <
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(I-M)X=C, como F=, entonces rango(I-M) =# rango(I-M|C) (sistélr-nla
incompatible), luego r(I-M)<n; ya que si rango(I-M)=n seria compatible determinado.
Por otro lado, los vectores invariantes forman F solucion de la ecuacion X=MX <

(I-M)X=0 y como rango(I-M)<n, resulta que F= {0 }, luego dimF> 1.
Obsérvese que en este caso F es el subespacio propio asociado al valor propio 1=1.

Nota: Demostraremos mas adelante que si F = &, se pueden elegir Ay T de manera

que U sea paralelo a F.

Movimientos directos e inversos

Diremos que T:E, = E, es un movimiento directo si su transformacion ortogonal f
asociada verifica que f €0 (V, ) y diremos que se trata de un movimiento inverso si
fel (Vn) .

Como, fijada una cierta base ortonormal, f queda definida por su matriz ortogonal M
asociada, entonces:

{T es un movimiento directo < |M| =1

T es un movimiento inverso < |M| =-1

Movimientos de E,. Clasificacion y ecuaciones

Sean T un movimiento de E;, f:V, — V. su transformacion ortogonal asociada, M la

matriz que define f, F el subespacio de vectores invariantes por fy F la variedad lineal
0 subespacio afin de puntos invariantes por T.

1° SidimF =1 F=E, < T=I; (IDENTIDAD),y su ecuacion es X’=X.

2° SidimF =0 F :A:A+{6}, luego F:{ﬁ}, por tanto f =—1,,, y la ecuacion de T es:

X'=A-1, (AX) & X'=A-AX & X'=2A-X.
T es la SIMETRIA CENTRAL de centro A. Se designa SA

Interpretacion geométrica:

3 Si F =0 ydim F=1 (ya que dimF>1) entonces f=1, vy la ecuacion de T es

X'=A+l, (W)+A—A ,donde A es un punto cualquiera de E,, llamando T =AA"
queda X'=X+10,
T es una TRASLACION de vector G=AA". Se designa T .

U. D. de Mateméticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia de la UPM 31



2
s

ﬂ ' 3. Movimientos del Espacio Afin Euclideo

Interpretacion geométrica:.

i >
X=X+u
/X/'/
3.4.4. Tablaresumen:
dimF F F T M|
1 Ei=A+V, | V, Identidad:lg, 1
0 A+ {5} {6} Simetria central: Sa -1
%) \'A Traslacion T, 1
3.5. Movimientos de E2. Clasificacién y ecuaciones

Sean T movimiento de Ez, f su transformacion ortogonal asociada de V2, M la matriz
que define f respecto de cierta base ortonormal, F el subespacio de vectores invariantes
por fy F lavariedad lineal de puntos invariantes por T.

1° SidimF =2 < F=E2< T=I (IDENTIDAD)Yy su ecuacion es X’=X.

Observese que existe un valor propio =1 doble.

2° SidimF=1< F :A+<U> (recta afin donde A es un punto cualquiera de F), entonces

F:<U> (recta vectorial) luego f es una simetria axial de V, y por tanto, la ecuacién de T es

seno.  —Cosa

T es la SIMETRIA AXIAL respecto de la recta e= F. Se designa Se.

Ya que la matriz ortogonal de orden 2 tiene los vectores columnas unitarios y ortogonales.
Se trata de una matriz simétrica que se corresponde con una transformacion involutiva.
Obsérvese que existen dos valores propios A=1 y A=-1.

- cosa  Sena
X'=A+MAX, donde, M=( j

Proposicion: La pendiente del eje F de una simetria axial de V, es tg (%}

coso  sena

seno.  —cosa

de vectores invariantes, es el conjunto solucion de la ecuacion
M,l =0« (M,-1)i=0.

Por ser f €07(V,), su matriz asociada es: M, =( j; y F el subespacio

Si (X, y) son las coordenadas de J respecto de una base ortonormal B de V,, entonces,
cosa—1 sena. X 0 cosa—1 sena
( sena —cosa—l}(y}z(OJ seno.  —CcosoL—
luego rango(M,-1)=1, luego el sistema es compatible indeterminado y equivalente a

(cos o —1) X +sena y =0, que es una recta vectorial cuya pendiente es :

Jle—cos2 X—sen?x =0,
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o l-cosa 2sen’(a./ 2)
sena 2sen(o/ 2) cos(ou/ 2)

)

Interpretacion geométrica :

3 SidimF =0 < F =A+{0}, luego F={0}, entonces f es una rotacion vectorial.de V, y la
cosa —senoc]

seno.  coso
T esla ROTACION de E; de centro Ay angulo o.. Se designa G(A, o)

ecuacion de T es X'= A+ MAX, donde M :(

Interpretacion geométrica:

a

Obsérvese que, en general, no tiene valores propios reales. Si tiene al valor propio A=-1
doble se trata del giro o rotacion de 180° que es involutivo, y por tanto una simetria que se dice
CENTRAL.

4° Si F =0 , tenemos que considerar dos casos
4°q) dim F=2 < F=V,, luego f= 1, y laecuacionde Tes X'=A+1,, (W)+ﬁ
donde A es un punto cualquiera de E,. Llamando @ =AA" tenemos X'=X+10.

T es una TRASLACION de vector G =AA". Se designa T..
Interpretacion geométrica:

4
X=X+U"
X Y
>

4%) dim F=1<> F=(T), luego f es una simetria axial de V, de eje F y la ecuacion de

— coso.  Sena
Tes X'=A+MAX+AA", donde M:( j
seno.  —CoSo
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Demostraremos, mas adelante que podemos tomar A tal que el vector U= AA'
verifique que U F, (U=Av,%eR), y llamando e=A+ (U}, entonces,

T recibe el nombre de SIMETRIA DESLIZANTE de elementos e y U. Se designa
S(e,0).

Interpretacion geométrica:

X
e
= ¥ X
u
3.5.,5. Tabla resumen:
dmF| F F T M M|
10
2 E, V2 Identidad I, LO 1) 1
cosa  Sena
1 A+<U> <U> Simetria axial Se (senoc _cos aj -1
coso  —sena
0 {A} {6} Rotacion G(A, o) [senoc Cosaj 1
10
@ V, Traslacion T, Lo 1) 1
Simetria deslizante cosa  sena
2 (0) Se.U) (sena —Cos ocj -1

Ef ]
s

3.5.6. Ecuaciones

, a
Dada una referencia ortonormal R ={0O;0,,U,} de E,, respecto de la cual A:( j ;

m X X'
U:[ J;Xz( j;X':[ Ij,entonces:
n y y

La ecuacion de la simetria axial Sg, de eje e (que pasa por Ay tiene de inclinacion
al2),es:

x' a coso  sena | X-—a
= + . Operando:
y' b seno. —cosa )\y—Db

X' c cosa  sena \( X c=a—a coso—b sen a
= |+ donde
y' d seno.  —cosa )\ 'y d=Db-a sena +b cosa
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1 1 0 0 1
X'|=|c cosa Ssena || X <:>{
y d sena —cosaly

X'=C+X COSa+Yysen a
y'=d+X sena—y cosa

eLa ecuacion de la rotacion G (A, a), de centro Ay angulo o es:

X' a cosa  —Ssena
= j{ ]( J Operando tenemos:
y' b seno.  COSa
X' C cosa  —sena c=a—a cosoa+b sen a
- + donde
y' d seno.  COSa d=b-a seno—b cosa
1 1 0 .
. X'=C+X cosa—Yysen a
X'"|=|Cc cosa -—sena || X | <
. {y':d+x seno+ Yy Cosa
y d sena cosa )y
. -
SET M
[=] e L
sLa ecuacion de la traslacion T, de vector U es:
1 1 0 0)1
X' m 1 0)\(x X'=m+X
= +01 <:>x':m10x<:>ln :
n —n+
y y y' n o 1)y y y

eLa ecuacion de una simetria deslizante T, oS, , de vector U y eje e (que pasa por A
y tiene de inclinacion o/ 2), es:
oS sen X—a m
( J [ J [ * “ j[ j+( j.Operando:
' sena  —cosa )\ y—Db n
' coso  seno (X e=a—a coso—b sen a+m
donde
sena. —cosa )\ 'y f=b—asena+b cosa+n
1 1 0 0 1
X'|=|e cosa sena || X @{
y

f sena —cosa)ly

X
y
X
y

X'=e+X cosa+ysen a
y'=f+X sena—y cosa

3.6. Movimientos de E.. Clasificacidén y ecuaciones

Al igual que en E,, denotaremos por T un movimiento de Es, f su transformacion
ortogonal de V; asociada, M la matriz de orden 3 que define f respecto de cierta

referencia ortonormal R, F el subespacio de vectores invariantes por f, y F la variedad
lineal de puntos invariantes por T.
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P
T

Sk

1°Sidim F =3 < F = Es, entonces T=1. (IDENTIDAD) y su ecuacion es X’=X,

respecto de cualquier sistema de referencia.
Obsérvese que existe un valor propio A=1 triple.

2°SidimF=2 < F :A+<\7,\Tv> (plano afin donde A es un punto cualquiera de F), entonces
F=(V,W) es un plano vectorial y f es, por tanto, una simetria especular de V.
Si consideramos la referencia ortonormal R = {O;Ul,UZ,US} de Es, dextrogira (de igual
Uy

orientacion que la referencia canénica) y tal que (T, T, )=(V, W), entonces la ecuacion de

-1 00
T respecto de la referencia R es X'=A+MAX, donde M=| 0 1 0 |con |M|=-1.
0 01

T es la SIMETRIA ESPECULAR de base F =A+(V,W). Se designa por Sx, donde n=F.

Obsérvese que existe un valor propio A=1 doble y un valor propio A=-1 simple.
Interpretacion geométrica :

A%‘ H
n=F

N

X

XX'Lm,y, d(X, m)=XH =HX" =d(X', ).

3 SidimF=1< F :A+<U> (recta afin donde A es un punto cualquiera de F), entonces

F:<U> es una recta vectorial y f es, por tanto, una rotacion vectorial alrededor de la recta F.

Si consideramos la referencia ortonormal R ={O;,,U,,U,} de Es, dextrégira tal que
(u)=(u,), entonces la ecuacion de T respecto de la referencia R es X'= A+MAX, donde

1 0 0
M=|0 cosa -Sena
0 seno. cosa

TeslaROTACION deejee=F yangulo o. Se designa por G(e, o)
Obsérvese que existe un valor propio A=1 simple.
Interpretacion geométrica:

eF

A
x/g\ >

Los puntos X, X’ estan en un plano L e, y el 4ngulo XAX'=o. .
Si a=180° se trata de la rotacion de eje e que contiene al punto A, Ge,1809).
Obsérvese que existe un valor propio 2=-1 doble.
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40 Sidim F =0 & F ={A}=A+ {6} luego F= {6} y f es, por tanto, una simetria
rotacional expresable como el producto conmutativo f=Sp°G(D, v) donde P es el plano
de V5 que define Sp y D es la recta vectorial, ortogonal a P, que define Gp, o) Si
consideramos la referencia ortonormal R :{O;Ul,UZ,US}de Es, dextrogira tal que

(0,) =D,y (0,,U,) =P, entonces la ecuacién de T respecto de la referencia R es
-1 0 0

X'=A+MAX, donde M=| 0 coso. —sena |; [M|=-1
0 seno cosa

D es el subespacio propio asociado al valor propio A =-1

T es laSIMETRIA ROTACIONAL de centro el punto doble A, y elementos la recta
afin r=A+D y el plano afin ==A+P. Se designa por S(r, r).

Si a=180° se trata de la simetria central de centro A, SA. En cuyo caso el valor
propio A =-1 es triple.

Interpretacion geométrica:

Las

X X

5° Si F =&, tenemos que considerar los siguientes casos:
5°a) dim F=3<> F=Vg, luego f =1, , y laecuacionde Tes X'=A+1,, (ﬁ)Jrﬁ donde A

es un punto cualquiera de E;. Llamando U=AA", tenemos que X'=X+1U, respecto de
cualquier referencia de Ej;,

T es la TRASLACION de vector G = AA". Se designa T..
Interpretacion geométrica:

5%) dim F=2 & F= <\7, \Tv> (plano vectorial), luego f es una simetria especular de V5 respecto

del plano F, y la ecuacion de T es X'=A+MAX+AA". Si consideramos la referencia

ortonormal R ={O;0,,U,,U,} de Es dextrogira y tal que (U,,U,)=(V,W) entonces

-1 00
M=[0 1 0}, |M|=-1.
0 01
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S

Podemos tomar el punto A tal que T=AA" sea paralelo a F (U=AV+puw con
A, peR),y llamando n=A+(V,W), entonces
T es laSIMETRIA DESLIZANTE de elementos 7 y T. Se designa por S(m).

Interpretacion geométrica:
X.

'U_>X'

5%) dimF=1 < F:<U> (recta vectorial), luego f es una rotacion de V5 respecto de larecta F, y
la ecuacion de T es X'=A+MAX+AA'. Si consideramos la referencia ortonormal
R ={0;U,,U,,U,} de Es, dextrogira con ()= (0, ), entonces
1 0 0
M=|0 coso —sena |; [M|=1
0 sena cosa
Demostraremos que podemos tomar el punto A tal que V= AA" sea paralelo a F
(u=2Av,%#0),y llamando e=A+(U), entonces:

T esun MOVIMIENTO HELICOIDAL de elementose, o y U.
Interpretacion geométrica:

X
A T_>
u
/ﬁ\,
X Xt

X,X*estdn en un plano 1 e porAy XT))(' =G

3.6.6. Tabla resumen:

dimF F F T M ||\/||
1 00
3 E; V, Identidad: I, 010 1
0 01
-1 00
2 | A+ <\7,\Tv> <\7,\7v> Simetria especular:Snt 0 1 0 -1
- 0 01
1 0 0
1 A+l u Rotacion: G(e, a.) 0 cosa  —sena 1
0 sena cosa
U.D
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Simetria rotacional: -1 0 0
0 A+ {O} {0} S o G(e,a) = G(e,a) °S, 0 cosa -sena -1
conAzeﬂTEy elm 0 sena CcoSa
1 00
@ \VA Traslacion: T. 01 0 1
0 01
-1 00
@ <\7, w> Simetria deslizante: 0 1 0 -1
SM) con m||U
: 0 01
Movimiento 1 0 0
%) . helicoidal: G(e,v) || 0 cosa —sena 1
con ej|d
0 sena cosa

3.6.7.Ecuaciones:

Sea R ={O;U,,U,,0,} una referencia ortonormal de Es (que iremos especificando en

X
cada caso), tal que si X =|y |, entonces su transformado mediante el movimiento sea
z
X'
X'=ly'l.
7

sLa ecuacion de la simetria especular St de plano w, considerando la referencia
R ={0;0,,U,,U,}, ortonormal y dextrégira, tal que los vectores U,, U, sean paralelos a m,

€es:

a
Si A un punto del plano =, tal que A =| b | respecto de R:
C

0 0)(1
' a -1 '=2a-X

0 0] x
"I=|b|+| O Siy'= *)
1 1 O y 1

c 0 2'=12
0 1)z
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*La ecuacion de la rotacion G, ,,, considerando la referencia R = {O;1,,

, ortonormal y dextrogira, tal que U, sea paralelo al eje e, es:

a
Si A un punto del eje e, tal que A =| b | respecto de R:
c
' a 1 0 0 X—a

X
y'|=|b|+|0 cosa -sena || y—b |. Operando:
Z c 0 sena. cosa ){z—-cC

X' 0 1 0 0 X
, e=b-bcosa +csena
y'|=|e|+|0 cosa -sena ||y |con
, f =c—bsena—ccosa
z f 0 sena cosa )\ z
1 10 O 0 1 '
X'=X
X' 01 O 0 X
<= & Jy'=e+y-cosa—z-sena (*)
y e 0 cosa -sena ||y ,
' z'=f+y-seno+z-cosa
z f 0 seno cosa
Si =180°; T es la simetria axial F.

*La ecuacién de una simetria rotacional G, oS, considerando la referencia

R :{O;Ul,UZ,UB}, ortonormal y dextrogira, tal que U, sea paralelo al eje ey U,,U, sean
paralelos al plano 7 es:

a
Si A el centro de T (Unico punto doble), y A=| b | respecto de R:
C
' a 1 0 0 -1 0 0)x-a
"I=|b|+|0 cosa -sena || O 1 O y—b|;operando:
z' c 0 sena cosa )OO O 1)\z-c
X' d -1 0 0 X d=2a
"I=|e|+| O cosa -sena ||y| con<e=b-bcosa-+csena
z' f 0 sena cosa )\ z f =c—Dbsena—ccosa
1 0 0 0 1 e dx

1

X' d -1 0 0 X
= &<y'=e+y-cosa—z-sena (*)

y e 0 cosa -sena|ly

z' f 0 sena cosa )\z

Si a=180°; entonces T es la simetria central de centro A.

z'=f+y-seno+z-cosa
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m
L a ecuacion de la traslacion T., de vector G =| n |, respecto de cualquier referencia R, es:
p
1 1 0 0 0)1
X m 1 0 0)/x X'=m+X
X' m 1 0 0] x
y'l=ln|+/0 1 0|ly|< = Sy'=n+y
y' n 01 0}y
z' p 0 0 1){z Z'=p+z
z' p 0 0 1)\z

«La ecuacion de la simetria deslizante T, oS_, considerando la referencia R = {O;U,,U,, U}
ortonormal y dextrogira, tal que los vectores u,,U, sean paralelos a =, es:

m a
Si A un punto cualquiera de =y G=|n |, A=|b| respecto de R, (U paralelo a =)
p C
entonces:
X' a -1 0 0)\(x-a m
y'|=|b|+| 0 1 0| y—b|+|n |.Operando:
z' c 0 0 1){z-c p
1 1 0 0 0)1
X' 2a+m -1 0 0)\(x X'=2a+m+x
' 0 0 0 X' 2a+m -1 0 0| x i
y' Y y' n 0 1 0|y y, Y
z p 0 z Z'=p+z
z' p 0 0 1)\z

sLa ecuacion de un movimiento helicoidal T;-G,, , considerando la referencia

N
R= {O; u,u,, GS} , ortonormal y dextrc’)gira, tal que u, sea paralelo al eje e, es:
m

U=|n | respectode R (U paralelo ae),
P

Si A un punto cualquiera del ejee,y A=

b

c
X' a 1
entonces: | y'[=|b |[+|0 cosa —Sena {y b |+| n |. Operando:
z c 0 sena cosa
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X' d 1 0 0 X d=m
y'|=|e|+|0 cosa -sena ||y | donde: <e=b-bcosa+csena+n
z' f 0 sena cosa )|z f=c—bsena—ccosa+p
1 10 O 0 1
X'=d+Xx
X' d1 0 0 X
= &y'=e+y-cosa—z-sena (*)
y e 0 cosa -sena ||y ,
z'=f+y-seno+z-cosa
z' f 0 sena cosa )\z

referencia. Sin embargo, es mas adecuado hallar previamente la matriz de la transformacion
ortogonal asociada respecto de la base de vectores deseada, mediante un cambio de base, y
posteriormente hallar la ecuacion del movimiento en la referencia que contiene a dicha base
de vectores (ver cambio de base de una transformacion lineal). Quedara una expresion de la
forma X' = A+PMP*AX, donde A es un punto doble de T, 0 bien, X' = A+PMP*AX +i
si T no tiene puntos dobles, siendo P la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los
vectores U,,U,, U, respecto de la base deseada, o de la canonica si es el caso.

3.7.

Teorema de descomposicién de movimientos de En.
(Cartan-Dieudonneg)

En la pagina 26 resumiamos el teorema de descomposicion de transformaciones
ortogonales de V|, para n=2,3 (para n=1 es obvio). A partir de aquel, podemos

demostrar el siguiente teorema de descomposicion de movimientos de Ep (n=1, 2, 3).
Teorema: Sea T un movimiento de Ep. Se verifica:

1. Si T tiene al menos un punto invariante A € E_, entonces T es el producto de, a lo
sumo, n simetrias ortogonales respecto de hiperplanos de Ep (simetrias axiales si T es
un movimiento de E2 o simetrias especulares si T es un movimiento de E).

2. Si T no tiene puntos invariantes, entonces T es el producto de, a lo sumo, n + 1
simetrias ortogonales respecto de hiperplanos de En

Demostrémoslo, por ejemplo, para n = 3:

1. Suponemos que T tiene, al menos, un punto A € E, invariante; entonces
T(X)=A+f (W) o X'=A+f (W) : pero, hemos visto que f se puede
descomponer en el producto de, a lo sumo, 3 simetrias especulares vectoriales,
entonces f =s o---05, con p<3= X'=A+s, o~-~osl(m).
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Llamaremos Si a la simetria especular que deja invariante al punto A y tiene como
transformacion ortogonal asociada si, i=1,...,p, (Si (X)=A+s, (W)) . Se tiene

entonces que T=S o---oS, , p<3, es decir, T es el producto de, a lo sumo, 3
simetrias especulares.

2. Si T no tiene puntos invariantes, entonces elegido un punto A € E, de homdlogo
T(A) = A", sabemos que existe una Unica simetria especular S tal que
S(A)=A"'=T(A). Como las simetrfas son involutivas, se verifica que

SoS(A) =A=SoT(A), luego el movimiento So T deja invariante al punto A. Por
tanto, aplicando el apartado 1, se verifica que SoT =S o---0S, p <3; luego

T :S’loSp 0-::05=Se§ o---05,, por lo tanto T se descompone en p+1<3+1=4,
es decir, a lo sumo en 4 simetrias especulares.

Corolario: Llamamos F a la variedad lineal o subespacio afin de puntos invariantes
por T. Si T es el producto de p simetrias respecto de hiperplanos (p=1, 2,...n)y F#J
se verifica entonces que dim £= n-p.

Veamoslo para n=3:
Suponemos que T no es una simetria especular (p=1) pues estariamos ante un caso
trivial . Hay dos posibilidades:

a) Si T=S,0S,, entonces F=Fin F>, siendo: F; variedad lineal de puntos invariantes
por Si, donde Fy= Fz(sino: S, =S, y T =1 ); luego F=F;N F> es unarecta vectorial
(hade ser F = &)y, por tanto, T es una rotacion alrededor de F, y 1=dim F'=3-2.

b) Si T=S;0S, S, entonces F=Fin F; n F3, siendo:
Variedad de puntos i nvariantes por S,; donde F,, F, y F; son sendos planos afines

distintos que determinan una radiacion de planos (si no estariamos en un caso anterior,
0 su interseccion seria &), entonces Fin F> N F3 = {A} , por tanto, T es una simetria

rotacional y O=dim F =3-3.

Aplicaciones del teorema de descomposicion

Como consecuencia de los teoremas de descomposicion de Ep y de Vpy, tenemos:

Teorema 1: Descomposicion de movimientos de E2

a) Toda rotacién de centro A y angulo o puede descomponerse en producto de 2
simetrias axiales cuyos ejes pasan por A, pudiéndose elegir libremente una de ellas. El
angulo que forman los ejes es o/ 2.

El reciproco también se verifica: el producto de 2 simetrias axiales de E, es una

rotacion cuyo centro es la interseccion de los ejes y cuyo angulo es dos veces el
formado por los ejes.
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Interpretacion geométrica:

b) Toda traslacion de vector U puede descomponerse en producto de dos simetrias

axiales de ejes paralelos entre si, cuya direccion es ortogonal a U y tales que la

] ] 1,
distancia entre ambos es E|u| .

Reciprocamente: El producto de dos simetrias axiales de ejes paralelos es una
traslacion de vector U =2v donde Vv es perpendicular a los dos ejes y tal que:
t.(F)= F, siendo F.YF, los ejes de las simetrias.

Interpretacion geométrica:

e1=|:1

Teorema 2: Descomposicion de movimientos de E3

a) Toda rotacion de eje e y angulo o puede descomponerse en producto de 2 simetrias
especulares cuyos planos se cortan segun el eje e, pudiéndose elegir arbitrariamente
una de ellas. El &ngulo que forman los planos es /2.

Reciprocamente: el producto de dos simetrias especulares de Es de planos no paralelos,
es una rotacién cuyo eje es la interseccion de los planos de simetria y cuyo angulo es
dos veces el formado por dichos planos.

Interpretacion geométrica:
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b) Toda traslacion de vector U puede descomponerse en producto de dos simetrias
especulares de planos paralelos entre si y perpendiculares a U, tales que la distancia

1, . o
entre ambos sea E|u| . Uno de ellos puede elegirse arbitrariamente con tal de que sea

perpendiculara U.

Reciprocamente: el producto de dos simetrias especulares de planos paralelos es una
traslacion de vector U =2v donde V es perpendicular a los dos planos y tal que:
t.(F) = F,. siendo F.YF, los planos de puntos dobles de las simetrias.

Vv

Interpretacion geométrica :

3.9.

3.10.

X

X T>
1 \
X

Estos resultados son consecuencia directa de los teoremas de descomposicién de
movimientos y de la descomposicion de rotaciones vectoriales de E2 y Es.

El grupo de las traslaciones

Teorema: El conjunto de las traslaciones respecto de la composicidn es un grupo
conmutativo.

En efecto, es obvio, puesto que la transformacidon ortogonal asociada a cualquier
traslacion es 1, , luego la transformacion ortogonal asociadaa T,oT, es I, =1, ,
por tanto, el producto de traslaciones es una traslacion. Ademas:

T, 0T, (X)=T, (T, (X)) =(X+0)+V= X+(U+V)=X+(V+0), luego es
conmutativo T,oT, =T, ,=T,,,.

Producto de movimientos

Vamos ahora a estudiar como consecuencias de estos teoremas:

i) Producto de una rotacion y una traslacion.

i) Producto de una simetria respecto de hiperplano y una traslacion.

i) Producto de una rotacién y una traslacion

Seanungiro G, Y unatraslacion T;:

*En E2:
En este caso F :{A} y por los teoremas 1 y 2 podemos descomponer en
G(Au):SZOsl . . . . -
- ’ S oS (S1, Sz, Ss, simetrias axiales de ejes e1, ez, es) tal y como se indica en
a = 3 (o) 2

la figura. Entonces:
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T, OG(A,Q) =§5,085,05,0S,=5,05, = G(A.]a)
(A" es el punto interseccidn de los ejes e1, y €3).

De manera analoga se procederia en el caso de traslacion por giro. Luego, el producto
de una traslacion y un giro de E, es otro giro de igual angulo y distinto centro.

Interpretacion geométrica:

*En E3:
Sea F = e una recta afin. Vamos a considerar 2 casos:

N
a) El vector u de la traslacién es paralelo al eje e de la rotacion:

Entonces T, °G,, ,, es el movimiento que hemos llamado helicoidal. Nos faltaba ver
que el anterior producto es conmutativo, es decir: T,oG, , =G, °T;.
Demostracion:

Sea A ee, entonces:

Ty OG(e,a) =Ty |:G(e,(x) (A)} =Ty (A) =A+lU=A'ce
G(e,a) oT; = G(e,a) [Tu (A):l = G(e,a) (A + uj = G(e,a) (A) =A’

Como, para cada X e E,, X = A+AX, tenemos:

T,0G ) (X)=A+M,-M,AX M, : matriz asociada a G,
, siendo
G(M)

oT,(X)=A+M,-M,AX
y,como M,-M, =1,-M, =M, -1, =M, -M,, se deduce que:
T OG(e,a) = G(e,(x) Ty

u

e,a)

M, =1, :matriz asociada a T,

b) El vector U de la traslacion no es paralelo al eje e de la rotacion:
U, perpendicular ae

Podemos descomponer U =1U, +U,, siendo 1 _
U, paraleloae
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>
> us
u

>
U
o T =T

U 0+, — Ty = Tul © Tuz

luego: T, 26,y =T, o(T,, =G, ) = (+)
Usando la propiedad asociativa del producto hallamos primero TﬁloG(eya) (4,

perpendicular a €) y, procediendo de manera semejante a como haciamos en Ez,
descomponemos:

Glo) =505, ¥ Ty =S;05, (S1, Sz, Ss simetrias especulares de planos =, m,,m,
respectivamente) como se indica en la figura.

o2 1

o)) 3

>
, 1/2U1

€

e
Entonces, T, oG, =5;05,05,05,=5;°5 =G,
siendo e'=m, Nm, ye' paraleloae.
Sustituyendo en (*), resulta:
Ty9G(y =T, (T, °Gyey) =Ty, ° G,

i (e.a)
trata de un movimiento helicoidal.
Ademas, y como consecuencia del apartado a), esta descomposicién es conmutativa y
es Unica por ser Unica la descomposicion G =0, +1,.

| siendo e'y U, paralelos entre si, luego se

e'a

NOTA: Se podria decir que todo movimiento directo de Es es un movimiento
helicoidal, considerando que las traslaciones son movimientos helicoidales cuyo
angulo de rotacion es 0°, y que las rotaciones son movimientos helicoidales cuyo vector

de traslacion es el 0.
Si aplicamos el teorema de descomposicién a los movimientos helicoidales, resulta:

Corolario: Todo movimiento helicoidal es el producto de 4 simetrias especulares
COmMO MAaximo.
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Interpretacion geométrica:

oL/ 2

TN

ii) Producto de simetria y traslacién

Sean una simetria SF (F hiperplano) y T. una traslacion.

IR
Consideraremos dos casos seglin que u y F sean paralelos ¢ no.
Como el estudio es totalmente andlogo para E2 y Es, lo haremos para Ex.

Sea F =e una recta afin de Ez:
a) Supongamos que U Y e son paralelos, entonces T, oS, es una simetria deslizante.

Veamos que T, oS, =S, oT,.
T, oS, (A)=T,|S,(A)|=T,(A)=A+U=A" € e
Si Aee, entonces: { (A= [S.(A)] =T (4) =
SeOTU(A):Se[Tu(A)]:Se(A+U):Se(AI):AI

Como para cada X € E,, X:A+Kx,entonces:
T, oS, (X) =A% M, M, AX M, : matriz asociada a S,
donde M.= 1. - ; y

,= I, :matriz asociada a T,

S,oT,(X) =AM, M, AX ;
MZ.MlZIZ'Mlel'IZ:Ml.MZ’y portanto TUOSe:SeOTU'

b) Si U y e no son paralelos, podemos descomponer =10, +1U,:

, perpendicular a e
, paraleloae

e
U2 : donde: { y

T.=T = TUZ OTU1 - Por tanto, Tﬂ OSe = TUz O(Tul oSe) - (*) '

a 0, +0,

[ e e}

Usando la propiedad asociativa, calculamos en primer lugar T, oS, (U, y e
perpendiculares).
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120,

’

e

Por el teorema 1b, T, =S, oS, con €'y e paralelos entre si y perpendiculares a U,

Uy

talesque T, (e)=e',entonces, T oS, =S, oS, oS, =S, (S,°S,)=S8,.;y sustituyendo
2"
en (*) obtenemos:

e'y U, paralelos
T,0S, =T, o(TDl oSe) =T, °S,., con =T, (e) , luego se trata de una
2 1
simetria deslizante de eje e' y vector U, .

Ademas, y como consecuencia del apartado a), esta descomposicion es conmutativa y
también es Unica por ser Unica la descomposicion U =0, +0,.

En E;, F = n (plano afin de E,), y el proceso es totalmente analogo, considerando
simetrias especulares en lugar de axiales.

Si aplicamos el teorema 2 a las simetrias deslizantes, resulta:

Corolario: En E, (respectivamente E3) toda simetria deslizante es el producto de 3

simetrias axiales (respectivamente especulares). (Ver teorema de descomposicion de
movimientos 3.7.)

Interpretacion geométrica:
>
u

e
>—~—< X
&

Resumen de la descomposicion de movimientos
Los resultados de aplicar el teorema de descomposicion a los movimientos de E, y E,,

en resumen, son los siguientes:

X 1/2

&

*En E;:
1°) Toda rotacion (giro) de E,, de angulo o # 0, se descompone en el producto de 2

simetrias axiales cuyos ejes pasan por el centro de la rotacion y forman entre si un
angulo o /2, pudiendo elegirse libremente una de ellas.
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2°) Toda traslacion de vector T # 0 de E,, se descompone en el producto de 2 simetrias

axiales de ejes e1 y ez paralelos entre si y perpendiculares a U, tales que, T, (e,) =e,
=u
2
pudiendo elegirse libremente una de ellas.
3°) Toda simetria deslizante de E, cuyo vector de traslacion U # 0, se descompone en
el producto de 3 simetrias axiales cuyos ejes respectivos e, ez, es verifican que:
e, Y e, son paralelos entre si y perpendiculares a e,

T,.(e,)=c¢,

1-
—u
2

En E3:

1°) Toda rotacion (giro) de Es, de angulo a = 0, se descompone en el producto de 2
simetrias especulares cuyos planos contienen al eje de la rotacion y forman entre si un
angulo o /2, pudiendo elegirse libremente una de ellas.

2°) Toda traslacion de vector G = 0 de Es, se descompone en el producto de 2 simetrias
especulares de planos m, y m, paralelos entre si y perpendiculares a U, tales que

T, (m,) =m,, pudiendo elegirse libremente una de ellas.
Rty
2

3°) Toda simetria deslizante de E3cuyo vector de traslacion G =0, se descompone en
el producto de 3 simetrias especulares cuyos planos respectivos m,,m,,n, verifican
n, L m,, m,
ue:
g T, (752) =Ty

—u
2

4°) Toda simetria rotacional de Es, de angulo o # 0, se descompone en el producto de
3 simetrias especulares cuyos planos respectivos m;,m,, m, Vverifican que :

m,,m,, T, Pasan por el punto invariante
. (04
ang(m,,m;)=—
2
T, T, L m

59 Todo movimiento helicoidal de Es, de angulo o # 0 y vector de traslacién G =0

se descompone en el producto de 4 simetrias especulares cuyos planos respectivos

T, Ty, T, Y T, Verifican:

’ o

ang(m,,m,)=—
2

T, L m,m,

=T, (753)

=u
2

NOTA: Obsérvese que por ser las simetrias respecto de hiperplanos, transformaciones
involutivas, entonces:

i) En E,: la identidad I se puede escribir como el producto de una simetria axial
(elegida libremente) por si misma.
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i) En E;: laidentidad I se puede escribir como el producto de una simetria especular

(elegida libremente) por si misma.

3.12. Tabla resumen de clasificacion de movimientos de En (n=1,2,3)

Designamos por F la variedad lineal de puntos invariantes por el movimiento T:

El

F=E,: I (traslacion de vector 0)
Movimientos directos ~

F=0: (traslacién de vector U # O)

Traslaciones

Movimientos inversos{F = A: (Simetria de centro A)} Simetria respecto a un punto

E2

F=E,: Identidad (traslacion de vector 0)

Movimientos directos<{ F = A: rotacion de centro A, a =0
F= : traslacion de vector G #0

F =e :Simetria axial (deslizante con t =0)

Rotaciones y Traslaciones

Mvtos. inversos Simetrias deslizantes

F= :Simetria deslizante (U # 5)

E3

F=E,: I (traslacion de vector 0)

Movimientos directos F= E3 . IE3 (traSIaC|én de vector 6)

traslacion de vector G = 0

F=¢ o -
Mvto. helicoidal (cx #0,U0# O)

F = p : Simetria especular

Movimientos. helicoidales

Mvtos. inversos < F= A :Simetria rotacional (a # 0) ; Simetrias rotac. y deslizantes

F= :Simetria deslizante (U # f))
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\)'E*—V-“

CAPITULO CUARTO
4. Homotecias del espacio afin euclideo

4.1  Homotecias vectoriales de Vn (n=1, 2, 3)

Definicion: Sea Vn el R-espacio vectorial euclideo asociado a Ep, llamaremos

homotecia vectorial de Vp de razon k+0, a toda transformacion lineal:
VLV .
" " . Se designa por hk.

U ——ku =0

Interpretacion geometrica

con k>0 con k<0

I —_—

ku u
U// /(G/

Propiedades: Toda homotecia vectorial hk de Vn, verifica que:

i) hk es una transformacion lineal.

ii) hk es biyectiva.

iii) hk no es una transformacién ortogonal, es decir no conserva el producto escalar,
salvo si k =1, o bien, k = -1.

En efecto:
h (U+V)=k(U+V)=ki+kv=nh,(U)+h, (V)
i Luego hk es lineal.
h, (AU) = k(AU) = (kA)U =A(kU)=Arh,(T)

ii) Por ser lineal basta demostrar que N(hk) = {6} .
Si h,(U)=ki=0=0 =0, puesto que k0 por hipétesis.

- Luego h, (0)-h, (¥) =ki-kv =k*(0-¥) # (3-V) , si k= £1.

Ecuacion:
Sea B={g,,€,,-~,€,} una base ortonormal de Vn (n=1, 2, 3) y hk una homotecia

vectorial de Vp. Respecto de B la matriz M asociada a dicha homotecia tiene por
columnas:
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hk(€,)=k&,=(0,k, -0
hk(&,)=k&,=(0,0,--- k)
k 0 0
k -+ 0 ., ..
Luego M= =k.In, por tanto, |[M|=k" y la ecuacién matricial de hk es

X'=k.1,X|, respecto de la base B.

Observaciones.
1) Si k=1, entonces M = I, por tanto, h; = Iy,
ii) Si k =-1, entonces M = -Ip, y h,; = -ly,,, simetria central de Vp

iii) Si k # 1, el Gnico vector invariante por hk es 0, es decir, F={0}.
Definicién

Si k>0 se dice que la homotecia hk es directa.
Si k<0 se dice que la homotecia hk es inversa.

Caracterizacion de las homotecias vectoriales de Vn

Sea h una transformacién lineal de Vp. Se verifica que h es una homotecia vectorial
si y solo si h(D)=D para cualquier recta D de Vp.

En efecto:
=) Sea h la homotecia vectorial de razén k, y D:<\7>={k\7, xeR} una recta
cualquiera de Vp, entonces h(AV)=k(Av)=(k A)VeD, luego h(D)=D, como h es

biyectiva, h(D)=D.
<) Sea D una recta vectorial cualquiera. Por ser h(D)=D, dado un vector v de D,
no nulo, existe un escalar k#0 tal que h(V)=kV .

Veamos que h(t)=Kku , VU eV, (kno depende de V).

i) Sea W=V COI’]\TVED, entonces W=AV y h(W)=h(AV)=h(Av)=h(AV)=
=1h(V)=2k(V)=k(AV) =kw .
ii) Sea Ug D, por ser h lineal h(W+0)=h(W)+h(t). Como h transforma una
recta vectorial en si misma, existen escalares k’, k’” tales que:

h(W+0)=k"(W+0)
{h(ﬁ)=k'(ﬁ)

k"(W+0)=k"W+Uk" =kw+ik' < (k"-k) W+(k"-k) G=0, siendo U y W dos

vectores linealmente independientes (por no pertenecer a la misma recta vectorial),
luego ha de ser k"-k=k"-k'=0 < k"=k'=k.

, por tanto, se verificaria que:
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Por tanto hh(t)=kt , VU eV,

n-

Consecuencias:

i) Las homotecias vectoriales conservan los &ngulos entre rectas.

ii) Conservan los angulos entre vectores:
— — 2 (= o
cos (Kt kv) = kf'k"q _k z(li \i) = cos (T, V)
[KI[allK[I¥] i al|v

iii) El conjunto de las homotecias vectoriales es un grupo conmutativo respecto del
producto.

Veamos que es ley interna. Sean h, y h, dos homotecias vectoriales cualesquiera,
la transformacion producto h, o h, , respecto de la referencia ortonormal R viene
definida por la matriz producto (k, -1,)-(k,-1,)=(k, -k, )-1, que define la homotecia
vectorial h, , ~de razon kik,.

(El resto de la demostracion se propone como ejercicio)

Homotecias afines de Ep (n=1, 2, 3)

Definicion: Sea En el espacio afin euclideo de dimension n cuyo R-espacio vectorial
asociado es Vn. Llamaremos homotecia afin a toda transformacion geométrica H de
En cuya aplicacion lineal de Vp asociada sea una homotecia vectorial hx conk #0y
k#1.

Si k>0 se dice que la homotecia es directa.

Si k<0 se dice que la homotecia es inversa.

Fijada una referencia ortonormal de Vp, su matriz asociada es, por tanto, de la forma
Kln.
Centro de una homotecia afin

Las homotecias afines de Ep de razén k # 0 y k # 1 tienen un solo punto doble o
invariante que denominaremos centro de la homotecia.

En efecto:
La ecuacion vectorial de la homotecia afin de razon k, fijada previamente una
referencia ortonormal R, puede escribirse de la forma:

X'=0'+ (kln)O%X donde O es el origen de la referencia R y O' su homologo por la
homotecia H.

Haciendo X'=X queda X=0'+(KIn)X < (1-K) InX=0" (*).

Ahora bien, rango[(1-k)In] = n si k#1, luego (*) es un sistema compatible
determinado, es decir, tiene una Gnica solucion.

NOTA: Si denotamos por C a dicho punto, designaremos H(C k) a la homotecia afin
de centro C y razon k.
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Consecuencia_ (Ecuacion de H(C k))

Respecto de la referencia ortonormal R, la ecuacién de una homotecia de centro C y

razon k, H(C k) es: |[X'= C+(k|n)C_5(

Interpretacion geométrica:

A
G A
C
>
>

Observaciones:

i) Sik=-1= Hg.;)=Sc simetria central de centro C.

ii) Si k = 1, es decir, si tenemos una transformacion geométrica de Ep cuya

transformacion asociada es Ip, puede ocurrir, o bien, que deje invariantes todos los

puntos, en cuyo caso se trata de la identidad, o bien, que no tenga ningin punto
- -

doble, en cuyo caso seria una traslacion T, donde u=AA" siendo A un punto

u

cualquiera de Ep.

Grupo de las homotecias v traslaciones

El conjunto de las homotecias y traslaciones de Ep forman un grupo respecto del
producto (composicién) de aplicaciones.

En efecto:
i) Veamos primero que es ley interna.
Sean T, y T, dos transformaciones de En que son homotecias y/o traslaciones,

designemos por h, y h, sus homotecias vectoriales asociadas (ky, kz, no nulas). La
transformacion T, o T, tiene como aplicacién asociada h, oh, =h, , , entonces:
- O bien k;k,=1, por tanto h, , =Iny T;o T, es unatraslacion o la identidad Ig,.

- O bien kik,#1 y T, o T, es una homotecia de razén k;k, y centro su Gnico punto
doble.

i) Se verifica que el producto es asociativo (por serlo en general el producto de
aplicaciones).

iii) El elemento unidad es la identidad.
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iv) La inversa de la transformacion T, que tiene como aplicacion vectorial asociada
h,, es la transformacion T-! que tiene como asociada a h;, .
k
T=T, = T'=T

SiqT=H :T*:H(ucl) k= 0)

(k)

Consecuencias:

1- El producto de dos homotecias afines con el mismo centro es otra homotecia con
el mismo centro y razon el producto de las razones o la identidad si el producto de
las razones es 1.

2- El producto de dos homotecias afines con distinto centro H H

(Coka)”

Cok) Y

i) Si k;k, =1 es otra homotecia H
y k=kk,.
ii) Si k,k, =1 se trata de una traslacién T, siendo U =(1-k,)C,C,

(k) CUYO centro C# Ca, Cz pero alineado con ellos

En efecto:
Hie g (X)=X' & CX'=kCX y He \ (X')=X"= C,X"=k,C,X'

(Cuky

Entonces, C,X"=k,C,X" =k, (C,C,+C,X") =k,C,C, +k,C X' =

=k,C,C,+k, (k,CX) =k, C,C, + Kok, CX=k,C,C+CX =k,C,C +C,C, +C,X
1

= C,X"-C,X=k,C,C,+C,C,=-k,C,C,+C,C, = XX"=(1-k,)C,C,. Luego,

se trata efectivamente de T , con G =(1-k,)CC, .
u

Algunas propiedades de las homotecias afines vy traslaciones

1.- Una transformacidn geométrica T es una homotecia o una traslacion de Epn siy
solo si la imagen por T de cualquier recta afin de Ep, es otra recta afin paralela a ella.

2.- Si T es una homotecia o una traslacion de Ep transforma variedades lineales de
En en variedades lineales de Ep de la misma direccion.

3.- Si T es una homotecia o una traslacion de Ep conserva los angulos entre
variedades lineales de Ep,

4.- Toda homotecia H de Ep verifica que si A, A"y B, B' son dos pares

(k)
cualesquiera de puntos homologos por H(c’k), entonces d(A',B")= |k| d(A,B).

5.- Si T es una homotecia de Ep transforma segmentos en segmentos de igual
direccion y proporcionales.
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6.- Dadas dos circunferencias de E2 de radios distintos existen siempre dos

homotecias, una directa y otra inversa, respecto de las cuales son homologas
(homotéticas).

Anélogamente dadas dos esferas de E3 de radios distintos existen siempre dos

homotecias, una directa y otra inversa, respecto de las cuales son homdlogas
(homotéticas).

En general, dadas dos bolas de Ep de radios distintos existen siempre dos

homotecias, una directa y otra inversa, respecto de las cuales son homdlogas
(homotéticas).
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S

CAPITULO QUINTO

5. Semejanzas del Espacio Euclideo

5.1 Semejanzas de En

Definicion: Llamaremos semejanza de Ep a toda transformacion geométrica S de Enp
que cumpla la siguiente condicién:

Para cualesquiera A,B € En d(S(A),S(B)) =kd(A,B) siendoke R y k>0.

El nimero k>0 se denomina razon de la semejanza.

Si k=1 entonces S es un movimiento (isometria) de Epn. Los movimientos de Ep se
consideran pues, semejanzas de razon 1.

Lema:

Sea Sk una semejanza de razén k de En .SiCe Epy Hcy €S la homotecia de centro

C y razon k, existen dos unicos movimientos Ty T' de Ep, tales que:
Sc=H_,oT=T "°H

(C.k) (K|

En efecto, consideremos la transformacion geométrica T=H, oS, ; para cualesquiera

)

par de puntos Ay B de Ep, T verifica que:

d(T(A), T(B))=d (H(c,lj (S (A)), H[ kd(A,B) =

k

3 (SK(BDJ%d(Sk(A),sk(B)) =

k

x|

C,

El
=d(A,B), luego T es un movimiento y Skz[H( 1]] oT=HyeT.
C'R !
Analogamente se demuestra que T'=S, oH[ 1) es un movimiento.
°x

La unicidad de T y T' se deduce de la unicidad de H

)

Teorema: Toda semejanza Sk de Ep es una aplicacion afin y biyectiva de Ep.
En efecto, por serlo Ty Hecw S€ deduce directamente del lema anterior.

5.2 Distintas descomposiciones de una semejanza:

i) Toda semejanza se puede descomponer como el producto de una homotecia y un
movimiento, de infinitas formas, siendo la razén de la homotecia igual a la razén de
la semejanza.
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i1) Reciprocamente, el producto de un movimiento y una homotecia de razon k#0 es
una semejanza de razon |k|.

En efecto: i) Se deduce directamente del lema, basta variar el centro C de la
homotecia para obtener distintas descomposiciones de la semejanza.
Para demostrar ii) consideramos un movimiento T y una homotecia Hey (k#0)

cualesquiera de Ep y comprobamos que su producto es una semejanza:

d(H(Qk) oT(A)H oT(B)) =d (H(Cyk) (T(A)),H(Cyk)(T(B))) =
=|k|d(T(A), T(B))=|k|d(A,B) siendo A'y B dos puntos cualesquiera de En.
Se trata efectivamente de una semejanza de razon |k| .

Grupo de las semejanzas

El conjunto de las semejanzas de Ep respecto del producto (composicion) tiene
estructura de grupo. Se designa por Sem(Ep).

En efecto:
1. Es cerrado respecto del producto: Dadas S,, S, dos semejanzas cualesquiera de

En (kk'>0) entonces d(S,S,.(A),S,°S.(B)) = d(S,(S.(A)).S,(S.(B))) =
kd(S.(A),S,.(B)) =KK’d(A,B) . Luego [S, °S,. =S|

2. El producto es asociativo por serlo el producto de aplicaciones en general.
3. El elemento unidad es, obviamente, la aplicacion identidad Ip.

. . . . . , 1
4. La semejanza inversa de la semejanza S, existe y es una semejanza de razon PE

d(S.(A).S(B) =k d(A,B) =d((S,)" (A).(S,)” (B))=d(AB)=

1 —
:Ed(sk(A),Sk(B)), luego (S, )~ =s,
K
Su existencia se deduce directamente del lema (al existir las inversasde Ty H . ,)).

Caracterizacion de la transformacioén lineal asociada a una semejanza

Si f es la transformacion lineal de Vp asociada a la semejanza S, , entonces existe

una Unica transformacién ortogonal g tal que |f=h,cg=g°h,| siendo hk la
homotecia vectorial de razon k.

En efecto, por ser la semejanza una aplicacion afin y biyectiva, su aplicacion f
asociada es lineal y biyectiva. Ademas el lema nos asegura que para cualquier punto
C de Ep existen dos isometrias T y T' tales que S, =H .,  oT=T"%H luego

(Ck) (Ck)’
f=h,og=g'"h, donde gy g son las transformaciones ortogonales asociadas a T y
T' respectivamente. Por tanto:

g=h'of =h of

k . . . p-
. u ;
g'=foh? =foh Ahora bien, para cada vector U de Vhn, se verifica

x|
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g(0)=h, of ()= (1)
‘ 1 1 , luego g=g'. Es decir, existe una Unica
gl(l_j):fohl(U):f(EUj:Ef(U)
K

transformacion ortogonal g tal que (f =h, cg=goh,

Consecuencia: Fijada la referencia ortonormal R ={O;€ ¢, €}, la matriz

asociada a s, , respecto de R, es el producto de las matrices asociadas a h, y g, es
decir, M=(kln)Q=kQ donde k es la razon de la semejanza y Q es la matriz que define
la transformacion ortogonal g.

Su determinante [M|=|kQ|=k"|Q|=£k",

Semejanzas directas e inversas

Sea una semejanza S, de razén k y f su transformacion lineal asociada. Se dice que
S, €S una semejanza directa si y solo si la transformacion ortogonal

g=h, of €0"(V,) < [M[=[kQ|>0.

K
Analogamente diremos que S, es una semejanza inversa si y solo si la
transformacion ortogonal g=h, f € 07(V,) < IM|=|kQ| <0,

k

Centro de una semejanza

Toda semejanza S, de razon k =1 tiene un Unico punto invariante que se denomina
centro de la semejanza.

En efecto, consideramos dos puntos A, A" homologos por S, v distintos. Si M es la
matriz asociada a la semejanza respecto de una referencia ortonormal R, entonces su

ecuacion es X'=A'+M AX = A'+kQ AX, con Q la matriz ortogonal que define un
movimiento.

El conjunto de puntos invariantes es el conjunto solucion del sistema definido por la
ecuacion (In —kQ)X =B (*), donde B=A"-(kQ)A, pero rg(l,-kQ)=n ya que por ser Q

ortogonal y k =1 se tiene |kQu|=|K||Qu|=|k|[t|#[u] Yi=0 = kQU = U, Vi=0

< (1,-kQ) U= 0 Vi #0, luego rg(1,-kQ)=n vy, por tanto, (*) define un sistema
compatible determinado cuya solucion son las coordenadas del centro de la
semejanza dada.

Desde ahora designaremos S ,, a la semejanza de centro Cy razén k = 1.
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Descomposicidén candnica de una semejanza

Si S, es la semejanza de centro C y razon k=1, entonces existe un (nico
movimiento T tal que S, =Hc,eT=TeoH

invariante al punto C.

admitiendo T como punto

(C.k) (C.k)?

En efecto, por (5.4.) existe una unica transformacion ortogonal g tal que
f=h,og=goh, siendo f la transformacion lineal asociada a la semejanza dada;

ademéas por el Lema (5.1.) existen dos Unicos movimientos T y T' tales que
Sy =HciyeT=T"°H, . Tomando S, =Hc, T es obvio comprobar que C

es invariante por T (T =H™, S, ). luego para cada X € E, :

Sicy(X) = H(C,k) oT(X)=C+h, og(CX) = C+goh, (CX) =To H(C,k) (X).

Por tanto, T=T'y Sc ) =Hcig o T =ToH |

Ecuacion:

Fijada una referencia ortonormal R la semejanza S, tiene por ecuacion

X'=C+kQCX donde C es el centro de la semejanza, k su razén y M la matriz
asociada al movimiento T definido en el teorema anterior.

Semejanzas del plano. Elementos gue las determinan

Sea S, una semejanza de E2 cuya razon k =1 (si k=1 se trataria de un movimiento
tema ya estudiado). Por 5.7. sabemos que S, = Hc,, 0T = ToH¢,, siendo T un

movimiento que deja invariante al centro C de la semejanza. Tenemos que distinguir
dos casos:

a) S, €s una semejanza directa, entonces T es un movimiento directo luego se
trata o bien de la identidad 1,, en cuyo caso S ,,=H,,, 0 bien de una rotacion de
centro C en cuyo ¢aso S ,,=H ¢y, °G .oy =Gy °Hicr -

Observemos que el segundo supuesto engloba al primero si a=0°.

Las semejanzas directas del plano afin quedan, por tanto, determinadas por el
centro C, larazon k y el &ngulo o de la rotacion.

k =razdn de la semejanza

Su ecuacidén es X'=C+kQCX donde <Q — matriz de la rotacion G,

—

5
Respecto de la referencia canénica R = {O; I, J} la ecuacion seria:
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X' a kcosa. —ksena ) Xx—a
y' b kseno.  kcosa )\ y—b

A=kcosa

x'_E+A -B)( x dond B = ksena
v ) TLE) B A lly) %" JE=a—K(@cosa—bsena)’

F=b-k(asena+bcosa)

Operando se obtiene:

También escribiremos la ecuacién anterior de la forma:
1 1 0 O 1

X'|=|E A -B| x| expresion muy comoda de utilizar.
y' F B Ay

b) S, €sunasemejanza inversa, entonces T necesariamente es una simetria axial
cuyo eje e pasa por C, luego S,y = Hyy°S, =S, oHc -

Las semejanzas inversas del plano afin quedan, por tanto, determinadas por el
centro C, la razon k y el eje e de la simetria que recibe el nombre de eje de la
semejanza.

k =razdn de la semejanza

Su ecuacion es X'=C+kQCX donde <Q — matriz de la simetria S,

Respecto de la referencia canénica R = {O; I j} la ecuacion seria:
X" (a N kcosaa  ksena \(x-a
y') b)) (ksena —kcosa /ly-b)
A=Kkcosa

X' A B \(x B = ksena
= donde § _, .
y' B -Aly E'=a-k(acosa + bsena)

F'=b-Kk(asena—bcosa)

Operando se obtiene:

1 1 0 01
Oloqueesigual | x'|[=|E'" A B
y') (F" B -A
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Semejanzas del espacio. Elementos que las determinan

Seguiremos un razonamiento analogo al desarrollado para el plano afin. Si S, una
semejanza de E, cuya razon k=1 (si k=1 se trataria de un movimiento tema ya
tratado), por 5.7. sabemos que S\, = H,yoT=ToH,, siendo T un movimiento
que deja invariante al centro C de la semejanza. Tenemos que distinguir dos casos:

a) S, €s una semejanza directa, entonces T es un movimiento directo luego se
trata, o bien de la identidad I,, en cuyo caso S, ,=H,,, 0 bien de una rotacion
alrededor de un eje e tal que C e, en cuyo caso S\, =H 4, °Geoy =Gey °Hico -

Observemos que el segundo supuesto engloba al primero si o =0°.

Las semejanzas directas del espacio afin tridimensional quedan, por tanto,
determinadas por el centro C, la razon k, el eje e y el &ngulo « de la rotacion.

k =razon de la semejanza

Su ecuacion es X'=C+kQCX donde <Q _ matriz de la rotacién G

(e,a)

b) S, €s una semejanza inversa, entonces T es un movimiento inverso que deja
invariante a C.

En este caso podemos consideramos la simetria central con centro C y por ser ésta
involutiva, podemos escribir S ;= Hc,y ©Se o T=H ¢y 2Sc oSc o T.

Como S = H(C,—l) y H(C,k) oS¢ = H(C,k) © H(C,—l) = H(C,—k) ;

ScoTes un movimiento directo que deja invariante a C, entonces: obviamente
ScoT es, o bien la identidad I;, en cuyo caso Sy ,,=H_;, 0 bien una rotacion
alrededor de un eje e tal que Cee, en cuyo caso S, = Hc oG, =

=G ey °Hic i

Observemos que el segundo supuesto engloba al primero si o =0°.

Las semejanzas inversas del espacio afin tridimensional quedan, por tanto,
determinadas por el centro C, la razon k, el eje e y el angulo o de la rotacion.

k =razén de la semejanza
Q = matriz de la rotacién G

(eo)

Su ecuacion es X'=C—kQCX donde <
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