Problemas de homotecias y semejanzas en el plano.

PROBLEMAS DE HOMOTECIAS Y SEMEJANZAS EN
EL PLANO

Mediante
marcadores puede
escoger el tipo de 21. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una homotecia del
problema. plano y, en su caso, calcular el centro y la razén:
1 1 0 0)1
xX'|=[3 2 0] x
\A -3 0 2)\y

Solticion

22. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una homotecia del
plano y, en su caso, calcular el centro y la razén:

)

23. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una homotecia del
plano y, en su caso, calcular el centro y la razon:

)60
Solugcion

24, Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una homotecia del
plano y, en su caso, calcular el centro y la razén:

NMEHRRHY

25. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una homotecia del
plano y, en su caso, calcular el centro y la razon:

1 1 0 0)(1
x'[=|15 -6 -8| x
y' -1 8 -6

Solucion

26. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una semejanza del
plano y, en caso afirmativo, calcular sus elementos caracteristicos:
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Problemas de homotecias y semejanzas en el plano.

1 1 0 0)1
x'|=|3 2 0]«x
y' -3 0 2)\y

Solucion

27.- Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una semejanza
del plano y, en caso afirmativo, calcular sus elementos caracteristicos:

1 0 0 1)1
x'|=|15 -6 -8| «x
y' -1 8 -6

Solucion

28. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una semejanza del
plano y, en caso afirmativo, calcular sus elementos caracteristicos:

1

1 1 0 0
x|=|1 1 3 |x
y' -1 1 -3

Solucion

29. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una semejanza del
plano y, en caso afirmativo, calcular sus elementos caracteristicos:

o el

30.-Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una semejanza del
plano y, en caso afirmativo, calcular sus elementos caracteristicos:

1 1 0 01
x'[=|15 -6 -8| x
y' -1 8 -6

Solucion

31. a) Hallar la ecuaciéon de la homotecia directa de centro C(-1,-1) y razén

]

0<k<1 que transformalarectar=3x+y=4enlarectar’=3x+y=0.

b) Razonar si hay, o no, una unica homotecia de razén k=1/2 que transforma r

Solucion

en s.
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Problemas de homotecias y semejanzas en el plano.

32. Calcular los centros y las razones respectivas de la homotecia directa y de la
homotecia inversa que transforman la circunferencia x> + y* =1 en la
circunferencia x* + y* — 6x - 2y + 6 = 0.

Solucion
33. Utilizando los resultados obtenidos en el ejercicio anterior, hallar las
tangentes comunes exteriores e interiores a las circunferencias dadas en dicho
ejercicio.

Solucion
34. Los segmentos AB YA'B' son homoélogos por una homotecia inversa siendo
A(0,-1), B(2,1), A’(-4,11) y B’(-10,5), se pide:

a) La ecuacion de dicha homotecia.

2 2

b) La ecuacion de la elipse homologa a la de ecuacion XT+y— =1.

2
Solucion
35. Sea la homotecia H; de centro A(2,-2) y razén k=2/3 :
a) Hallar la ecuacion de dicha homotecia y la de su reciproca (H,)".
b) Hallar el transformado P’ del punto P(6,0) por H;.

¢) Hallar la ecuacion de la homotecia de centro P’ y razéon r =3.

d) Estudiar si el producto de Hp: o Huy es una homotecia y en caso
afirmativo calcular el centro y la razén.

Solucion
36. El producto de dos homotecias no es siempre una homotecia. Para probarlo
con un contraejemplo se propone el siguiente ejercicio:
a) Hallar la ecuacién de homotecia de centro C(1,-1) y razén k = 3/5.
b) Hallar el transformado O’ del origen por la homotecia anterior.
¢) Hallar la ecuacion de homotecia de centro O’ y razén r = 5/3.
d) Hallar la ecuacion del producto Ho:, ry o Hc

e) Estudiar qué tipo de transformacion es la obtenida en el apartado anterior y
dar sus elementos.

Solucion
37. a) Hallar las coordenadas de los vértices del triangulo homdlogo al de
vértices A(0,0), B(2,0) C(3,2) por la semejanza resultante de aplicar un giro con

centro B y angulo de 135° con la homotecia de centro C y razén k =2 \/E .

b) Hallar los elementos de la semejanza obtenida en a).
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¢

;%’l g

ovz
Solucion
38. Dadalarectam=y =% x+1 y el punto A(1,0), se pide:

a) Hallar la ecuacién de la semejanza resultante de componer la simetria axial
cuyo eje es la recta m con la homotecia de centro A y razéon k = -5

b) Calcular los elementos de la semejanza anterior indicando si se trata de una
semejanza directa o inversa.

Solucion
39. Dadas las rectas m =y =(1/2)x-1 y m’=y =2x+2 y el punto P(0,-1), se pide:

a) Hallar la ecuacién de la semejanza resultante de componer la simetria axial
que transforma la recta m en la recta m’ con la homotecia de centro P y razon
k=2

b) Calcular los elementos de la semejanza anterior indicando si se trata de una
semejanza directa o inversa.

Solucion
40. a) Hallar la ecuacion de la semejanza directa que transforma los puntos
P(0,1) y Q(1,2) en P°(15,-2) y Q’(1,-4) respectivamente.

b) Hallar la descomposicion canénica de dicha semejanza.

Solucion
41. a) Hallar la ecuacion de la semejanza inversa que transforma los puntos
P(0,0) y Q(0, /3 ) en P’(2,- /3 ) y Q*(5,0) respectivamente.

b) Hallar la descomposicion canénica de la semejanza obtenida en a).

Solucion
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Problemas de homotecias y semejanzas en el plano.

21. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una homotecia
del plano y, en su caso, calcular el centro y la razén:

1 1 @ Oy
sl 8 2 O || =
y' -3 0 2/\y

Solucion

Aplicamos el procedimiento para su clasificacion. La matriz M asociada a una homotecia del plano
euclideo es escalar, es decir, de la forma:

1 0 k 0
M=kl,=k = con keR-{0,1}
0 1 0 k

., . ) 2 0 1 0
pero en esta transformacion la matriz M asociada es M = (O 2} =2 [O J 2L

Luego la ecuacion dada no corresponde a una homotecia del plano.

Inicio

22. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una homotecia
del plano y, en su caso, calcular el centro y la razon:

] 4

Solucion

Primer método:

Si se llama C al punto (2,2) se puede observar que la ecuacion matricial dada es una ecuacion

vectorial de la forma CX'=2CX que corresponde a una homotecia directa de centro C(2,2) y
razon k=2.

Segundo método:

Se desarrolla la ecuacidon dada para ver claramente cudles son las matrices N y M asociadas:
1 1 0 0)1

B-OALC-C W 222 o)

Aplicamos el procedimiento de la pagina 15. La matriz M asociada a una homotecia del plano
euclideo es escalar, es decir, de la forma:
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M=kl =k Lok 0 con keR-{0,1}
0 1 0 k

20
La matriz M asociada es M = (0 ZJ =21.

Luego la ecuacion dada corresponde a una homotecia directa del plano de razén k=2.
El centro es el tinico punto doble, por tanto haciendo x’= x, y’ =y en la ecuacioén dada queda:

o T o o o B b e S et

Luego el centro es el punto C(2,2).

Inicio

23. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una homotecia
del plano y, en su caso, calcular el centro y la razon:

200

Solucion

Se desarrolla la ecuacion dada para ver claramente cuales son las matrices N y M asociadas:
1 I 0 01

MR O O e S

0 ., .
3) =-3I, luego la ecuacion dada corresponde a una homotecia

. ) -3
La matriz asociada es M =[ 0

inversa del plano de razon k = -3.
El centro es el unico punto doble, en consecuencia, lo calculamos haciendo x’=x, y’=y en la
ecuacion dada:

1
(CHCI=C0= =G4
y y) ) \y y y A
Por tanto el centro de la homotecia es el punto C(1/4,1/4).

Inicio
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Problemas de homotecias y semejanzas en el plano.

24. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una homotecia
del plano y, en su caso, calcular el centro y la razon:

o )

Solucion

Se desarrolla la ecuacion dada:
x' _ 1 N 172 12\ x-1
y) \o) 12 12\ v
x' 1 172 12\ x 172 12 -1
= + + =
R b W e
X' B 172 . 172 12\ x
y) \-12) (12 12)ly
172 12

Como se ve la matriz asociada M =
172 172

j no es escalar, es decir, no existe ke R-{0,1} tal que

M:klz,
Luego la ecuacion dada no corresponde a una homotecia del plano.

Inicio

25. Estudiar si la siguiente ecuacién matricial corresponde a una homotecia
del plano y, en su caso, calcular el centro y la razén:

1 1 0 @)
x'[=|15 -6 -8| x
y' -1 8 -6

Solucion

: -6 -8 . ., e . .,
La matriz MZ[ g asociada a la transformacion geométrica correspondiente a la ecuacion

dada no es escalar es decir, no existe ke R-{0,1} tal que M=kI,,
Luego la ecuacion dada no corresponde a una homotecia del plano.

Inicio

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Problemas de homotecias y semejanzas en el plano.

26. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una semejanza
del plano y, en caso afirmativo, calcular sus elementos caracteristicos:

1 i @O Oy
<=l 8 2 O || =
y' -3 0 2)\y

Solucion

. 2 0 . ., .
La matriz M :(O j asociada a la transformacidn no es una matriz escalar y por tanto la

ecuacion no corresponde a una homotecia.
Se halla entonces el producto MM' teniendo en cuenta que:

e Si MM'=I,, la matriz M seria ortogonal y la ecuacidn corresponde a un movimiento del
plano (que puede considerarse como una semejanza de razon k=1).

e Si MM'= pl,, es decir, si el producto es una matriz escalar, entonces la ecuacion
) , 1 .
corresponde a una semejanza cuya razon es k=\/5 y Q= m M es la matriz ortogonal

asociada al movimiento (de la descomposicion candnica de la semejanza).
e SiMM'# pl, VpeR, entonces la ecuacion no corresponde a ningin tipo de movimiento,
homotecia o semejanza en general.

4 0 . .
En este caso, MM'= [0 4} = 4I,, luego M es la matriz asociada a una semejanza de razon
k=-/4=2 que se designa por S.

Si |M| = |kQ| <0, la semejanza es inversa (el movimiento es una simetria axial)

Ademas |M| = - 4<0, luego se trata de una semejanza inversa.

En consecuencia S = S0 Hc2)= H(c2) o S, siendo Cee el centro de la semejanza (Gnico punto
doble).

Célculo de los elementos caracteristicos de la semejanza inversa:

e Centro de la semejanza: el punto doble obtenido al resolver (N —1) X =0

1 0 O
Para calcular C se resuelve la ecuacion N X = X < (N—1) X =0, siendo N={ 3 2 0
-3 0 2
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Problemas de homotecias y semejanzas en el plano.

3+x=0
:{ X 0’ luego el centro es el punto C(-3,-1)
y

e Razén de la semejanza: es el nimero real positivo k tal que k * = - det(M), es

decir, k = \/H tal que M-M'=p-l,,

k =~/4 =2 es la razdn de la semejanza inversa.

e Eje de la semejanza: es la recta que pasaporelc entro C y su direccion es la
solucion de la ecuacion: QX=X < (Q-DX=0

Por ultimo el eje e es la recta que pasa por C y su direccidn es el conjunto de vectores invariantes
que constituyen la solucion de la ecuacion QX=X=(Q-)X=0<(1/kM-1)X=0:

1-1
O ¥ )= 290>y =0,
0 -1-1)\y 0

luego e es la paralela al eje de abscisas por C=> e=y=-1

Resumiendo, la ecuacion dada corresponde a una semejanza inversa del plano de razéon k = 2,

Inicio

centro C(-3,-1)yejee=y =-1.

27.- Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una semejanza
del plano y, en caso afirmativo, calcular sus elementos caracteristicos:

1 © O iy
x'|=[{15 -6 -8|«x
y' -1 8 -6)\y
Solucion
0 0 1
La matriz N=| 15 -6 -8 | de la ecuacion no corresponde a ninguna transformacion del plano
-1 8 -6

1

, luego en particular no corresponde a una semejanza.

Inicio

pues deberia ser de la forma N=|E
F

CEIE
o ® o
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Problemas de homotecias y semejanzas en el plano.

28. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una semejanza
del plano y, en caso afirmativo, calcular sus elementos caracteristicos:

1 il O Oy
sl o1 3 || =
y' -1 1 3)\y

Solucion

. 1 3 . ., .
La matriz M :(1 j asociada a la transformacién no es una matriz escalar y por tanto la

ecuacion no corresponde a una homotecia.
Siguiendo un proceso analogo al establecido en el problema n° 26 hallamos el producto MM,
10 -8

MM'=
-8 10

} #p L, VpeR, luego la ecuacion dada no corresponde ni a un movimiento ni

homotecia ni semejanza del plano euclideo.

Inicio

29. Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una semejanza
del plano y, en caso afirmativo, calcular sus elementos caracteristicos:

o)la i )

Solucion

Se desarrolla la ecuacion dada:
x' 1 172 172\ x-1 X' 1 172 1/2\(x 172 172\ -1
=| |+ = = |+ + =
R i o L i o i O
X' a 172 . 12 12\ x
y) \-12) (12 12)ly

172 172

1 /2j no es escalar luego la ecuacion dada no corresponde

Como se ve la matriz asociada M =[

a una homotecia.

Siguiendo el proceso establecido en el problema n° 26 se halla el producto MM".

(12 122
12 172

j;t p L, VpeR, luego la ecuacion dada no corresponde ni a un movimiento ni

Inicio

homotecia ni semejanza del plano euclideo.
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30.-Estudiar si la siguiente ecuacion matricial corresponde a una semejanza
del plano y, en caso afirmativo, calcular sus elementos caracteristicos:

1 1l O O
X'[=|15 -6 -8| x
y' -1 8§ -6)ly

Solucion

. -6 -8 . ., .
La matriz M :( g j asociada a la transformacion no es una matriz escalar y por tanto la

ecuacion no corresponde a una homotecia.
Siguiendo el procedimiento establecido previamente se halla el producto MM":
100 O

MM'=
0 100

J= 100 I, luego M es la matriz asociada a una semejanza de razon.
k =+/100 =10 que designamos por S.

Si |M| = |kQ| > 0, la semejanza es directa (el movimiento es un giro)

Ademas |M| = 100>0, luego se trata de una semejanza directa.

En consecuencia S = Gc o) 0 Hic2)= H(c2) o Gico, siendo C el centro de la semejanza (Gnico punto
doble).
Célculo de los elementos caracteristicos de la semejanza directa:

« Centro de la semejanza: el punto doble obtenido al resolver (N — 1) X = 0.

1 0 0
Para calcular C resolvemos la ecuacion N X = X & (N—1I) X =0, siendo N=|15 -6 -8
-1 8 -6
-1 0 0 1 0 15— 7% —8v =0
15 6-1 -8 ||x|=|0|= oY= , luego el centro es el punto C(1,1).
-1+8x-7y=0
-1 8 —6-1)ly) o

« Razoén de la semejanza: es el nimero real positivo k tal que k >= det(M), es

decir, k = \/ﬂ tal que M-M'=p-l,,

k=+/100 =10

« Angulo de la semejanza: coincide con el angulo o de la matriz Q del giro y se
calcula haciendo:

kcos o -ksen o

M:kQ:[ j,obien,Q=%M=[

cos o -sen ocj

ksen oo kcos a sen o cos o
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El angulo o es el que verifica que:

cosoL=—=——

10 coso=—-6
— 10 5
10 senot =8 8 4
seng, = —=—
10 5

Resumiendo, la ecuacion dada corresponde a una semejanza directa del plano de razén k = 10,

centro C(1,1) y angulo a definido por su seno y coseno calculados.

Inicio

31. a) Hallar la ecuacién de la homotecia directa de centro C(-1,-1) y razén
0<k<1 que transformalarectar=3x+y=4enlarectar’=3x+y=0.

b) Razonar si hay, o no, una tinica homotecia de razén k=1/2 que transforma
r ens.

Solucion

a)
Dado que conocemos el centro C de la homotecia se trata de calcular la razon.
Para calcularla bastaria conocer 2 puntos homologos P y P’ pues debe cumplirse que
CP'=kCP.
Ahora bien, se sabe que dos puntos homologos por una homotecia estan alineados con el centro de
la homotecia, luego si se considera un punto cualquiera de una de las rectas, por ejemplo el origen

0(0,0)er’ su homologo X es la interseccion con r del recta determinada por los puntos Oy C .

Ir+y=0
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La ecuacion de la recta determinada por O y C es y = x, su interseccion con 3x +y =4 es el punto
X(1,1), luego en nuestro caso P=X(1,1) se transforma en P’=0(0,0) y

- -

1=2k
CP'=kCP&(1,1)= k(2,2):>{1_ - k=Y.

La ecuacion matricial de la homotecia de centro C y razén % es:

» 1 (L (L o), oo 1(1)01
X :lx <:>X=2+2 X<:>x’=——0x
y—-1) 2{y-1 y' 1 1|y’ 2 2
2) 03 ol |
2 2 1,1
2 2

b)
Comprobacién de que todo punto A(a,b) que pertenezca a la recta t que pasa por C(1,1) y es
paralela ary s verifica que Ha 10)(1) =1,

Laecuaciéon detes 3x +y=-4 = y=-4 — 3x, luego todo punto A de dicha recta es de la forma
A(a,-4-3a).

La ecuacién de la homotecia de centro A y razon k=1/2 es e B R
y'+4+3a y+4+3a

Se calcula la transformada de la recta r por esta homotecia.

Para ello se despeja x e y en la ecuacion y se sustituye en la ecuacion de r=3x +y =4.

. . =2x'- .
Al despejar x e y se obtiene rooxma y sustituyendo en r:
y=2y'+4+3a

3(2x’ —a) + 2y’+ 4+3a = 4= 6x’+2y’= 0= 3x’+y’= 0 que es la ecuacién de r’ como queriamos
probar.

Por tanto hay infinitas homotecias de razon %2 que transforman r en 1’ pero todas ellas deben tener

Inicio

como centro un punto de la recta 3x +y =-4

32. Calcular los centros y las razones respectivas de la homotecia directa y
de la homotecia inversa que transforman la circunferencia x* + y* =1 en la
circunferencia x> +y> — 6x - 2y + 6 = 0.

Solucion

La circunferencia x> + y* =1 tiene por centro O(0,0) y radio r = 1.
La circunferencia x> + y* — 6x - 2y + 6 = 0.<= (x-3)*+(y-1)>= 4 tiene por centro A(3,1) y radio
r’=2.
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Las propiedades de las homotecias nos dicen que hay una homotecia directa y otra inversa que
transforman la primera circunferencia en la segunda y que verifican:

e que los centros de ambas circunferencias y homotecias estan alineados

e que el centro de la primera circunferencia se transforma en el de la segunda

e que las razones de las homotecias son respectivamente r’/r y —’/r, como se observa en

la figura.
12 oy
.1
r
-4 ji;f}C%H“EEHﬂ%_fﬁfjfff é
1
-2

Se designa por C, y k; el centro y la razon de la homotecia directa y por C,y r; el centro y la razén
de la homotecia inversa.

, S -3=2
C, verifica que C A = 1F—CIO & (x-3,y-1) =2(x-0,y-0)= {X =2 * o Ci(-3,-1).
r y-1=2y

Luego la homotecia directa pedida tiene por centro C;(-3,-1) y razén k,=2.
. N ' - x—-3=-2x
C, verifica que CA=-—C,0 < (x-3,y-1) = -Z(X-O,y-O)S{ =2 = Cy(1,1/3).
T y—1=-2y

Luego la homotecia inversa pedida tiene por centro C,(1,1/3) y razén k,=-2.

Inicio

33. Utilizando los resultados obtenidos en el ejercicio anterior, hallar las
tangentes comunes exteriores e interiores a las circunferencias dadas en
dicho eiercicio.

Solucion

Calculo de las tangentes exteriores comunes:

Las tangentes exteriores comunes a las circunferencias dadas son las tangentes a ambas
circunferencias que pasan por el centro C; de la homotecia directa obtenida.
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Se las designa por T, y Ts.
Para hallar sus ecuaciones se impone la condicion de que su distancia a O(0,0) es r =1.
Las tangentes exteriores forman parte del haz de rectas que pasan por C;.

El haz de rectas por C; tiene de ecuacion y +1=m(x+3) < mx-y + 3m-1 = 0, luego:
|m0—0+3m—1|
Jm? +1
se obtiene m= ¥ y m=0,luego las ecuaciones de las tangentes exteriores son:

Ti=y +1=%(x+3); T,=y+1=0

d(T,,0)=l< =1<3m-1=vm’ +1, elevando al cuadrado y despejando m

+
T1

1 T2
+—2

Calculo de las tangentes interiores comunes:

Las tangentes interiores comunes a las circunferencias dadas son las tangentes a ambas
circunferencias que pasan por el centro C, de la homotecia inversa obtenida.

Las designaremos por N; y N».
Para hallar sus ecuaciones se impone la condicion de que su distancia a O(0,0) es r =1.

Las tangentes exteriores forman parte del haz de rectas que pasan por C.
El haz de rectas por C, tiene de ecuacion y — 1/3=m(x -1) & mx-y — m +1/3 = 0, luego:

[m0—0-m+1/3|

d(N,,0)=l< =1<|-m+1/3|=vm’ +1, elevando al cuadrado y despejando se

m? +1

obtiene solo una solucion m= -4/3 pero es conocido que solo hay una tangente comun en el caso de
que las circunferencias sean tangentes, lo cual no ocurre en este caso, por tanto la otra tangente ha
de ser la recta vertical (m=c) por C, (como se aprecia claramente en la figura ) ,luego las
ecuaciones de las tangentes interiores son:
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Ni=y +1/3=-4/3(x -1) ; Np=x =1

3

Inicio

34. Los segmentos AB y A'B' son homélogos por una homotecia inversa
siendo A(0,-1), B(2,1), A’(-4,11) y B’(-10,5), se pide:

a) La ecuacion de dicha homotecia.

2 2
b) La ecuacion de la elipse homdloga a la de ecuacion X—+y7 =1l

Solucién
a)
Primer método: La homotecia inversa que transforma AB en A'B' tiene por centro el punto de
. . . A ' B'
interseccion de dichos segmentos y por razon k =— ‘_ (ver figura)
AB|
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7
(B
.'.g. g

15

Larecta AA’ tiene por ecuacion y + 1=-3x.

La recta BB’ tiene por ecuacion y-1 = -1/3(x-2).

La interseccion de ambas rectas es el punto C(-1,2).

Por otro lado, |A'B'

=[(6,-6) =72 =6./2 y |AB|=|(2,2) = /8 =22,

62

Luego la homotecia pedida tiene por centro el punto C(-1,2) y razéon k= - —— =-3.

22

Su ecuacion es:
1 1 0 01

RS Y Y P 8 R

y y

Segundo método: Designando por C(a,b) al centro y por k la razén se verifica que

—4—a=-ka
CA'=kC (-4—a,11-b)=k(0—a,~1-b) |11-b=—k—kb
. s < 10 5-b)=k(2 1-b = 10—a =2k -k
CB'=kCB (_ —a,>— )_ ( —a,l— ) - —a= —Ka

5-b=k-kb

Resolviendo el sistema se obtiene: a=-1,b=2,k=-3

Luego la homotecia pedida tiene por centro el punto C(-1,2) y razén k = -3, resultado coincidente
con el primer método. La ecuacion es la obtenida anteriormente.

b)

Para hallar la transformada de una curva plana se despeja x € y en una de las ecuaciones matriciales
y se sustituyen en dicha curva las expresiones obtenidas.
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1 1 0 0)1 1 1 0 0 )1 S N
x'|=|-4 3 0| x|=|x|=|-4/3 -1/3 0 ||x'|> 8313
y' 8 0 =3)\y y 8/3 0 -1/3)\y' y=§—§y'
. x>y . (-4/3-1/3x")"  (8/3-1/3y’)’ . . .
sustituyendo en T+7:1 se obtiene 1 + 5 =1, simplificando y haciendo

X’=X e y’=y, se obtiene que la ecuacion de la elipse transformada es:
(x+4)* + (-8’ _

1
36 18
14
C
J J J \ J J
15 -1@ < |/ 5 168

Inicio

35. Sea la homotecia H; de centro A(2,-2) y razén k=2/3 :

a) Hallar la ecuacion de dicha homotecia y la de su reciproca (H;)".
b) Hallar el transformado P’ del punto P(6,0) por H;.

¢) Hallar la ecuacion de la homotecia de centro P’ y razon r =3.

d) Estudiar si el producto de Hp:, )0 Hax es una homotecia y en caso
afirmativo calcular el centro y la razén.

Solucion
a)
La ecuacion de H; es:
s , 12120 | b0 0
T2 o 3 e [Mel 2| 202 0
y+2) 3 y+2 y' -2 2 \y 3 3
i 0 = y'
3 3 2
_Z 0 =
3

U. D. de Mateméticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Problemas de homotecias y semejanzas en el plano.

La ecuacién de (H,)" se obtiene despejando:

-1

| 1 0 0 | | 1 (3) 0 |
X |= g 2 0 X'l x|=-1 = 0] x'
3 3 , 2 ,
Yy y y y
_g 0 g 1 0 é
3 3

b)
El transformado del punto P(6,0) por H; es el punto P’(14/3,-2/3) pues:

NP
x'|=| = = 0]/6|=| —
113 3 ol 13
y
2 2 _2
3 3 3
0)
La ecuacion de la homotecia Hy 3) es:
L l4 L4 28 1 00
3 3 N T3] (30
SO | R PN Rl P e oo x =] =28 3 0 x
L2 2 y' 4 0 3y 3
Y+ y+= ' 4
3 3 3 4 0 3
3
d)
El producto Hp', ry© Ha ) tiene como ecuacion
I 00 I 00 | | I 00
X'|= 28 30 202 0 x| x! 2 20
, 3 303 , 3
y y y
20 3||-2 0 2 2 02
3 3 3

: : 2.0 o
Como se ve su matriz asociada es M= [ 2} =21, luego se trata de una homotecia directa de

razon 2= r-p=2/3-3.

El centro es el punto doble, que se calcula resolviendo la ecuacion N X = X & (N-1) X =0 <

-1 0 0 2
2 1 -——+x=0

Y 2-1 0 |[x|=]|0|= 23 , luego el centro es el punto C(22/3,2/3)
2 y —§+ y= 0

_Z -1
3
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Es decir, el producto Hp, 1y Ha i) €s otra homotecia de centro C(22/3,2/3) y razén 2.

(EI centro esta alineado con los centros de dichas homotecias y la razon es el producto de las
razones).

10

Inicio

36. El producto de dos homotecias no es siempre una homotecia. Para
probarlo con un contraejemplo se propone el siguiente ejercicio:

a) Hallar la ecuacion de homotecia de centro C(1,-1) y razén k = 3/5.
b) Hallar el transformado O’ del origen por la homotecia anterior.
¢) Hallar la ecuacion de homotecia de centro O’ y razén r = 5/3.

d) Hallar la ecuacion del producto Hio, o Hic

e) Estudiar qué tipo de transformacion es la obtenida en el apartado
anterior y dar sus elementos.

Solucion
a)
La ecuacion de Hc35) es:
. 1 220 1 b0 0
x 3% <:>X:5+5 X@x':zéo
y+1) S{y+l1 y' -2 3y , 5 5
5)00 s Y 3|\
_Z 0 =
5

b)
El transformado del origen O(0,0) por Hc35) es el punto O’(2/5,-2/5) pues:
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NN
x|=| 2 2 ollol=] 2
15 s ol 13
Yy
2, 3 _2
5 5
©)
La ecuacion de la homotecia Hio- 553 €s:
1 0 0
o2 -2 AV (20 ) 1 . s |
5 =— 3 @[ ,j_ is + 3 5 ( j@' "= _E g 0 X
y y
+= + — 0 = !
Y Y 15 3 4,8
15 3
d
El producto H(o' r © H(c) tiene como ecuacion
| 14 0 0 ; 0 0 1 | ; 0 0 |
x’———EO—EO S| x'|=l = 1 0 x
, 15 3 5 5 15
Yy y y
4 0o = _2 0 3 _2 0 1
15 5

e)

Como vemos la matriz asociada a Ho', ry© Hic k) €s M=, (ya que r'k= 1), y N=I;, luego la ecuacion

. s (2 2
de Hio, 1o Hc ) corresponde a una traslacion de vector u = (g,—gj

Inicio

37. a) Hallar las coordenadas de los vértices del triangulo homélogo al de
vértices A(0,0), B(2,0) C(3,2) por la semejanza resultante de aplicar un giro
con centro B y angulo de 135° con la homotecia de centro C y razén k =

37

b) Hallar los elementos de la semejanza obtenida en a).

Solucion

a)

Para hallar los vértices del triangulo semejante (homologo) al dado debemos calcular las
ecuaciones de la semejanza, por ello vamos a hallar previamente las ecuaciones del giro y de la
homotecia.
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Ecuaciones de G(B,135"): G(B’3n/4)§

3n 3n JE \/E
(x._zj: cos— - —sen=- (X_zj @[X']:[\/E+2]+ Ty (x]
y-0 sen3—7E cos3—7T y=0 y' _\/5 Q _ﬁ y
4 4 ) )
1 0 0
1 [ \/, 1
| x'|=[V2+2 —72 —72
y' y
5 22
2 2
Ecuaciones de H(C’2 ﬁ):
1 1 0 0 1
- - ' 62 (22
e R v A HR S R |
y y y 2—-442 0 2v2)\Y y' 2—4«/5 0 2\/53’

Ecuaciones de la semejanza resultante de la composicion H(C’2 ) o G(p 3na):

1 1 0 0 ! 0 0 1 1 0 0)
x'|=[3-642 242 0 ||v2+2 22 x|=| 7-242 2 -2|«x
, 2 2
y) \2-42 0 22 A 42-2 2 2)\y
2 Y= N2
2 2
Los puntos homologos de los vértices del triangulo dado son:
El homélogo del origen A(0,0) es A’(7-2+/2 ,v-4~/2 -2) pues
1 0 0)(1 1
7-242 2 2||o|=| 7-242
“42-2 2 2J\0) (42-2

El homélogo del vértice B(2,0) es B’(3-2+/2, 2-4+/2) pues
1 0 0\ 1
7-242 2 2|2|=|3-2\2
42-2 2 2J\0) |2-42

El homélogo del vértice C(3,2) es C’(-2+/2 -3, -4~/2 ) pues
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1 0 0)/1 1
7-242 2 2|[3|=|-2v2-3
42-2 2 2)2 42
-
L L E L L
-14 -5 . . 5 1A
1]
Ai

b)
La semejanza anterior es directa pues |M| =8>0.

Designando por D su centro y por r su razon, se verifica que S, y=G(p.ay o Hon=Hpr o Gpia,
donde:

La razén k es la de la homotecia k=2 «/E .

El centro es el tnico punto doble y se obtiene resolviendo la ecuacion
0 0 0)(1 0
NX=XoN-1)X=0&| 7-242 -3 -2||x|=|0], obteniéndose
-42-2 2 -3)\y) \0

13 13

D[zﬁns s-mﬁj

El angulo a es el que verifica que

kcosa =-2 B 2\/5 2
= = o=3n/4
ksena =2 2 2
senoL = ——==——
22 2

Inicio
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1
38. Dadalarectam=y =E x+1 y el punto A(1,0), se pide:

a) Hallar la ecuacion de la semejanza resultante de componer la simetria
axial cuyo eje es la recta m con la homotecia de centro A y razén k = -5

b) Calcular los elementos de la semejanza anterior indicando si se trata de
una semejanza directa o inversa.

Solucion

a)

Se hallan las ecuaciones de la semejanza axial y de la homotecia dada.

Ecuacion de la simetria axial S.:

Es de la forma X’= A+M AX , donde A es un punto invariante (cualquiera del eje) y

_[coso  sina
sina.  —cosa

] donde a es un angulo que mide el doble que el que forma el eje con el eje de

abscisas.

Por ejemplo, el punto A(0,1)em, y por definiciéon de pendiente de la recta se tiene tg% =%.

.- 1-
Utilizando que tgE = cosd y que 0<2 < - p<a< 7, podemos calcular sena. y cosa que
2 1+cosa 2 2

4 3 ., . , .
valen sena =§ y cosal =§ , luego la ecuacién de la simetria axial es:

3 4 3 4 | P00
' 0 _ ' - - -
x = + 5 S x=0 = X = S + 5 5 X S x| = _i é i
y' 1 4 3|ly-1 y' 8 4 3l\\y ' 5 5 5
5 5 5 s Y8 4 3
5 5 5

Ecuacion de la homotecia Ha .3
x'-1 x—1 x' 6 =5 0 )(x
y y y y Jlo o s

Ecuacion de la semejanza S c ) resultante del producto Ha .3)0 Se:

M
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1 1 0 O oo 1 1 1 0 0)1
x'|=|6 =5 0 —i é i X || x'"|=]110 -3 4| x
5 5 5
y' 0o 0 -5 g 4 3 ! -8 4 3
5 5 5

b)

La matriz M=[ 4

razon k =1/|—25| =S5.

Por tratarse de una semejanza inversa existe una recta e’ tal que Sic = Hicxyo Se=Se o Hic

-4 ) . .
3 J verifica que |M| =-25<0, luego se trata de una semejanza inversa de

El centro es el unico punto doble, solucion de N X=X<oN-)X=0=

1-1 0 0 1 0

10— 4x -4y =0

10 —3-1 —4 | x|=|0|= *=y=0 (L
—8-4x+2y=0 2

8 -4 3-1)ly) lo

El eje e’ es la recta que pasa por C y su direccion es la solucion de la ecuacion QX=X:

3 4
1 1 5715 x) (o Xty =0
QX=X —MX=X< (—M-)X=0 < ( ]:{ ) =
k k 4 3 y) Lo 4 8
———1 —X——y:O
5 5 5 5

Las dos ecuaciones anteriores son proporcionales y equivalentes a x-2y =0, luego ¢’ es de la forma

1 11 11 1 11
X-2y =¢c= —-23=c=c=-—.Portanto, e’=x-2y=-—&y=—x+ —
2 2 2 2 4
. . . 1 L ., 1 11
Resumiendo es una semejanza inversa de centro C 5,3 ,razonk=Syejee’=y= Ex + i

Inicio
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39. Dadas las rectas m = y =(1/2)x-1 y m’= y =2x+2 y el punto P(0,-1), se
pide:

a) Hallar la ecuacion de la semejanza resultante de componer la simetria
axial que transforma la recta m en la recta m’ con la homotecia de centro P
yrazén k =2

b) Calcular los elementos de la semejanza anterior indicando si se trata de
una semejanza directa o inversa.

Solucion

a)

Hallamos la ecuacion de la semejanza axial y de la homotecia dadas.
Ecuacion de la simetria axial S.:

La simetria axial que transforma la recta m en la recta m’ tiene por eje e la bisectriz de ambas
rectas correspondiente al angulo menor.

Todo punto P(x,y) de la bisectriz, verifica que d(P,m) = d(P,m").

m=y =%x-1<:> X2y 2=0,m’=sy =2x+2 < 2x-y + 2 =0, luego

|x—2y—2| _ |2x—y+2| - {bl =—x-y-4=0

V5 V5

b,=x-y=0

Y=2R+2
+5
¥== y=172n-1
X
5 18 15

)

El eje e de la simetria es la bisectriz y = x.

Tomando O(0,0)ee y observando que tg% = 1= a=45° =§ , la ecuacion de S, es:
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s
\/5 \/5 ﬁ > 1 0 0
N2 N2 N2 1 1
= + = < x'[ =0 —  — X
SR UN RS (RPN RSS20 B R
2 2 2 2 0 ﬁ _Q
2 2
Ecuacion de la homotecia Hp2):
1 1 0 0)1
x'-0 x—0 x' 0 2 0)(x
I ik (P g )l S L P | B0 o il I [

1 10010 01 1 10 1
x'=0200££x<:>x’=0\/§\/§
' 30 2 2 2 ' N
y Oﬂ_ﬁy y -3 2 2 )0\Y
2 2

b)
NG

La matriz M= ( i \/,J verifica que |M| =-4<0, luego se trata de una semejanza inversa de
2 /2

razon k :H: 2.

Por tratarse de una semejanza inversa existe una recta e’ tal que Sic = Hicxyo Se=Se o Hic

El centro es el unico punto doble, solucion deN X = X < (N-1) X =0 =

R ; ! 0 —1)x+ =
0 V2-1 2 |x|=[0|= (ﬁ 1) V2y=0 :C(ﬁ,l-ﬁ)
BFRVRRN Y 1 I 1 I I SN,y

El eje e’ es la recta que pasa por C y su direccidn es la solucion de la ecuacion QX=X:

N SN -0 %_1 % x)_(° (V2-2)i2y=0
QX=X& + MX=X& (- M-DX=0 < 2 _ﬁ—l [ J:(Oj - ﬁx—(ﬁ+2)y=0
2 2

Las dos ecuaciones anteriores son proporcionales y equivalentes a (\/5 - 1) x-y =0, luego e’ es de la

forma (\/E—l)x-y =d= (\/5—1) J2-(1-42)=d = d= 1. Por tanto, e’= (\/E—l)x-y =1

Resumiendo es una semejanza inversa de centro C («/5,1-\/5) ,razon k =2 y eje e’= (\/5—1) X-

y=1.
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40. a) Hallar la ecuacion de la semejanza directa que transforma los puntos
P(0,1) y Q(1,2) en P’(15,-2) y Q’(1,-4) respectivamente.

b) Hallar la descomposicion canénica de dicha semejanza.

Solucién
a)
La ecuacion de una semejanza directa del plano euclideo es de la forma:
1 1 0 01
x'"|I=|E A -Bj/x
y' F B Aly

Imponiendo que los pares de puntos Py P’, Q y Q’ son homologos calculamos A, B, E y F.

15=E-B
1 1 0 01 1 1 0 01

-2=F+A
I5|=|E A -Bj|0|y| 1l |=|E A -Bj|l|=>

1=E+A-2B
-2 F B Al -4 F B A2

-4=F+B+2A

Resolviendo el sistema se obtiene como solucién: A=-8, B=6, E =21, F=6.

1 1 0 0)f1
Luego la ecuacion de la semejanza es: | x'
v L6 6 -8

b)
Designando por S, la semejanza obtenida en el apartado a), se verifica que:

S = G o Hiey = Hie o G o), donde:

C es el centro de la semejanza (inico punto doble) y se obtiene resolviendo la ecuacién
1-1 0 0 1 0

_ _ 21-9x—6y=0
NX=XoN-DX=0c|21 8-1 -6 ||x|=|0|= X=0y=0_ 17 20
6+6x—9y=0 13°13
6 6 -8-1)ly) (o

k es la razén de semejanza y verifica que: k = \/M = |100| =10

o es el angulo de la semejanza y verifica que:

8 4
{kcosoc:A {1000S(l=—8 OSe="10" "5
= =

ksena. =B 10sena. = 6 6
seno = E =

| W
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41. a) Hallar la ecuacion de la semejanza inversa que transforma los puntos
P(0,0) y Q(0, </3 ) en P’(2,- \/3 ) y Q°(5,0) respectivamente.

b) Hallar la descomposicion canénica de la semejanza obtenida en a).

Solucion

La ecuacion de una semejanza inversa del plano euclideo es de la forma:
1 1 0 01
x'|=|E A B ||x
y' F B -A)ly

Imponiendo que los pares de puntos Py P’, Q y Q’ son homdlogos calculamos A, B, E y F.

2=E
1 1 0 0 1 1 1 0 O 1 —\/§:F
2 |=|E A B|O|y|l5|=|E A B 0 |=
5=E+3B
~f3) \F B -A)lo) o) \F B -A)|3
0=F-+3A
Resolviendo el sistema se obtiene como solucion: A=-1,B=+3,E=2,F =-\/§.
1 1 0 011
Luego la ecuacion de la semejanzaes: | x'|[=| 2 -1 /3 x
v) (=B B 1y

b)
Designando por S la semejanza obtenida en el apartado a), se verifica que:
S(C; K = Se o H(C; K = H(C; k) © Se, donde:

C es el centro de la semejanza (Gnico punto doble) y se obtiene resolviendo la ecuacion

1-1 0 0 1 0 \/,

— _ 2-2x 4By =0

NX=XoN-DX=0c| 2 -1-1 3| x|=|0]|=i 7YY
—B+B3x=0

-3 3 o1-1)ly) 0
k es la razon de semejanza y verifica que: k = 1/—|M| =M= 2

= C(1, 0)

e es el eje de la semejanza y es la recta que pasa por C y su direccion es la solucion de:
1, 3

1y M2
0)  [-3x+3y=0

QX=X L MX=Xo (AMIDXx=0 | 2 2 (XJZU: x+3y
k k ﬁ l—l y) (0 Bx-y=0

2 2

Las dos ecuaciones anteriores son proporcionales y equivalentes a +/3 x-y =0, luego e es de la

forma /3 x-y =d= /3 -1-0=d = d= /3.

Por tanto, e = (\/3) X-y :(ﬁ)
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