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Problemas de movimientos en el plano

Mediante

marcadores pusds PROBLEMAS DE MOVIMIENTOS

escoger el tipo de
problema

EN EL PLANO

1. Clasificar la siguiente transformacion T del plano dada por la ecuacion matricial:

1) (L3 _4)(,_1
X' 5 g "5
_l5],| 5 5| s

yJo |21 [ 4 3,2
5) s 75)U7s

Hallar sus elementos caracteristicos.

Solucion

2. Clasificar la siguiente transformacion T del plano dada por la ecuacion matricial:

FCHS L)

Hallar sus elementos caracteristicos.

Solticion

3. Clasificar la siguiente transformacion T del plano dada por la ecuacion matricial:
()3 6%
y' -1 0 1)ly+4
Hallar sus elementos caracteristicos.
Solucion

4. Clasificar la siguiente transformacion T del plano dada por la ecuacion matricial:

)G ol

Hallar sus elementos caracteristicos.
Solueion

5. Consideramos los giros G: de centro Ai(1,2) y angulo a1 =60°y G, con centro A; (0,-1) y
angulo o, = 30°:

a) Efectuar el producto de G: por G, clasificando y hallando los elementos
caracteristicos de la transformacién obtenida.

b) Para a, =300° efectuar el producto de G; por G, clasificando y hallando los
elementos caracteristicos de la transformacién obtenida.

Solucion

6. Componer el giro G, del problema 5 apartado a) con la simetria axial S, de eje la
recta.

r=x+2y+4=0
¢ Queé tipo de transformacion se obtiene?

Solucion
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Z Jﬁw Problemas de movimientos en el plano

7. Analizar para qué valores de los parametros a, b y c, la siguiente transformacién T del
plano dada por la ecuacion matricial:

1 1 0 0})f1

es un movimiento. En este caso, clasificarlo.

Solucion

8. Hallar las ecuaciones del giro plano G de centro el punto C(2, 3) y angulo o =-90°.

Sollicio

9. Hallar las ecuaciones de la simetria axial plana S de eje larecta e=y =x-1.

Sollicio

_ ., ., - 5
10. Escribir la ecuacioén de la traslacién de vector u = (6] .

Solucion

11. Hallar las ecuaciones de la simetria deslizante en el plano cuya descomposicion canénica
es S, =T, oS, siendo la ecuacion del eje de simetria e=y=2x—4 y el vector traslacion

@

=3

=>

Solucion

. . 2 .
12. Componer el giro G, del problema 5 con la traslacion de vector U=(3j. Estudiar la

transformacion obtenida.

Solucion

13. Componer la simetria axial de eje la recta r=x+ 2y + 4 =0, del problema 6, con la
traslacion de vector @i =(5,7). Estudiar la transformacién obtenida.

Sollicio

14. Componer las simetrias axiales S y S, de ejes las rectas r; que pasa por el punto Ai(2,3) y
es paralela al vector 7, =(5,2) y r. que pasa por el punto Ax(-1,1) y es paralela al vector

=>

f, =(-3,1), respectivamente. Estudiar la transformacién obtenida.

Solucion
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15. Componer las simetrias axiales S1 y S, de ejes las rectas r1 que pasa por el punto Ai(2,3) y
es paralela al vector T, =(5,2) y r. que pasa por el punto Ax(-1,1) y es paralela al vector

> (5 . . ., .
r,= [ZJ , respectivamente. Estudiar la transformacion obtenida..

Solticion

16. Efectuar el producto de tres simetrias axiales S, oS, oS, , de ejes respectivos:

e,=x=1e,=y=1Y e, =x=-1. Estudiar la transformacion obtenida.

Solucion

17. Efectuar el producto de cuatro simetrias axiales S, S, ¢S, oS, , siendo las tres primeras las
mismas que en el problema 16 y S4 la simetria de eje larecta e, =y -1.

Solucion

18. Hallar la ecuacion del giro que transforma los puntos A(3,1) y B(-1,-2) en los puntos

A’(2,2) y B’(5,-2), respectivamente.
Solucion

19. Si A, B, C y D son los vértices consecutivos de un paralelogramo, determinar la
transformacion S, oS_ oS, oS, .

Solucion

20. Determinar el giro que transforma la recta x+y=0 en la recta (\/§+ 1)x+ (—\/§+ 1)y =2.

Solucion
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3

1. Clasificar la siguiente transformacién T del plano dada por la ecuacién
matricial:
1 3 4 1
xY_|5|.|75 5| s
[y'} T2l s 3
5)\s 53U
Hallar sus elementos caracteristicos.
Solucion
La ecuacion de T es de laforma X’ = A + M (X - A) donde:
1 3 4
- |5 -/ 5 5
ATl MR e s
5 5 5

Para empezar a clasificar la transformacion geométrica, podemos decir M#kI, luego no es una
homotecia.

Aplicando el procedimiento para su clasificacion:
3 4\ 3 4

T el ® 10
t_| 5 5 5 5 |_ -
1. MM" = 4 3 2 3|7 (0 J = I, luego M es ortogonal, y por tanto, la

5 5 5 5
transformacion T es un movimiento.

3 4
2. |M| = 45 g =1, luego se trata de un movimiento directo del plano.
5 5

10
3. M= (0 J = T no es la identidad ni una traslacién, T es un giro.

Elementos caracteristicos: centro C y angulo de giro « :

Célculo del centro: C es el Gnico punto doble; se obtiene resolviendo el sistema
X =C+MCX.

X1_|5],] 5 5 5| N 5
y) |24 3y 2 Ax 48y = 12 2
5 5 5 5 Y=3 =3

12 .
Por tanto, C = (—,—j , es el centro de giro.
55
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Obsérvese que se veia directamente en el enunciado, pero sin clasificar la transformacion
desconocemos si era el Unico.

Célculo del angulo:

3 _4 —§=c05a
"5 5|_(cosa -sena 5
M = = = = lo.=126°52’ 11.6”
4 3| (sena cosa 4_een
5 5 5

Inicio

2. Clasificar la siguiente transformacion T del plano dada por la ecuacion
matricial:

[P)EHE B))

Hallar sus elementos caracteristicos.

Solucién

. -1
La ecuacion de T es de la forma X’ = T(O) + MX donde M = ( 01 0 j y el transformado del

origen es el punto T(O) = @)

La ecuacion anterior es equivalente : X'= NX , es decir:
1 110 0}Y1
X'|=12] 0 -=-1|x].
y' 21-1 0 \y

Aplicando el procedimiento de la pagina 15

t 0 -1yY0 -1 10
1. MM = = =1, luego M es ortogonal, y por tanto, la
-1 0A-1 0 01

transformacion T es un movimiento.

2. |M|= .

0 - - .
OW =-1, se trata de un movimiento inverso del plano.

3. El conjunto de puntos dobles o invariantes es la solucién del sistema (N - 1)X =0.
Analizando los rangos:
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rg(l\/l—l)=rg(_1 _1J—1

-1 -1)

0 0 O
rg(N-1)=rg[2 -1 -1|=1

2 -1 -1

Luego T es una simetria axial
Elemento caracteristico: eje de simetria
0 0 0}Y1 0
(N-1)X=0=[2 -1 -1|x|=|0|=2-x-y=0
2 -1 1)y 0

El eje de la simetria axial es la recta de ecuacion: e=y =2 — x

3. Clasificar la siguiente transformacién T del plano dada por la ecuacién

-G G

Hallar sus elementos caracteristicos.

Solucion
Laecuacion de T noesde laforma X’ = A+ M (X-A)sino X’ =A+ M (X +B), entonces
debemos operar para llegar a la expresion general X’ = T(O) + MX, es decir:
X'=A+M (X +B) & X’ = (A+ MB) + MX, efectuando los célculos:

(A+ MB) = (2] , siendo la ecuacion: {XJ:[ZJJ{l 0 [X
3 y) 13)7lo 1)ly

Sabemos que la ecuacion de T también se puede escribir X'= NX
1 110 0)1
x'|=|12]1 0fx
y' 310 1)y

Aplicamos el procedimiento indicado en pagina 15y observamos que M = I, luego se trata de una

traslacion ya que T(O) = O.

. i -
Elemento caracteristico: vector de la traslacién G =0T(O) =(3J
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4. Clasificar la siguiente transformacion T del plano dada por la ecuacion

e )

Hallar sus elementos caracteristicos.

Solucion

La ecuacion de T no es de la forma X* = A + M (X — A), entonces debemos operar para llegar a la
expresion general X’ = T(O) + MX, es decir:
X’=A+M (X +B) & X’ = (A+ MB) + MX, efectuando los calculos:

(A+ MB) = (2] , siendo la ecuacion: (X:):(z}r[o 1](Xj
0 y 0 1 0)\y

La ecuacion anterior es equivalente : X'= NX, es decir,
1 1/0 0)(1
X'"|=12]|0 1| X
y' 0|1 O)ly

Aplicando el procedimiento de la pagina 15

0 1)/0 1 10 ‘.
1. MM! :( j( ]:( j: I, luego M es ortogonal, y por tanto, la transformacion T es un

1 0O/l1 O 0 1
movimiento.
01 L. :
2. |M|= Lo =1, se trata de un movimiento inverso del plano.

3. Elconjunto de puntos dobles o invariantes es la solucién del sistema (N —1)X =0,
Analizando los rangos:

rg(M—I)zrg(_l1 _11j=1

0 0 O
rg(N-I)=rg|2 -1 1 |=2
0 1 -1

se observa que el sistema anterior es incompatible. No hay, por tanto, puntos dobles y T es una
simetria deslizante.

Elementos caracteristicos: eje de simetria y vector de traslacion

. , . 2
1°) El transformado del origen, segun se ha visto, era. T(O) = (Oj =0’

El punto medio del segmento OO" pertenece al eje e de la simetria deslizante y tiene por
coordenadas:

p_0+o-_@+@_[1j

2 2 0
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Su transformado, P’, también pertenecera a dicho eje y el vector PP' serd, precisamente, el vector

-’ - - ’ -
traslaciéon u de la simetria deslizante.

1 0 0)(1 1 )
NP=|2 0 1 1=2:>p-=(1j
01 0Jlo) |1

L

El vector de traslacion es el (1,1).
2°) El eje de la simetria deslizante pasa por P=(1,0) y es paralelo al vector de traslacion (U //e) , €S

decir, a los vectores invariantes por M:

(M—l)f(:B:[_ll _:Llj();jz(gj:—x+y:0:>y=x

Luego, el eje e tiene de ecuacion y-0=x-1=y=x-1

Segundo método para el calculo del eje:

100)1 00) (1 00
So=S,-T.=5,=S,-T. =Ng =N, -N; =[2 0 1{[-1 1 0|=|1 0 1
’ - “lo1o)l-101) (-110

El eje e lo constituyen los puntos dobles mediante la simetria axial S, y son la solucion del
sistema:

(Nse - |)§=o, es decir,

0 0 0)1 0
1 -1 1{x|=|0|=21-x+y=0=e=y=x-1
-1 1 -1)\y 0
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5. Consideramos los giros Gi de centro Ai(1,2) y angulo a1 =60°y G, con
centro A; (0,-1) y angulo a, = 30°:

a) Efectuar el producto de G; por G, clasificando y hallando los
elementos caracteristicos de la transformacion obtenida.

b) Para a, =300° efectuar el producto de Gi por G, clasificando y
hallando los elementos caracteristicos de la transformacion obtenida.

Solucién

a) Para componer G, con G, , obtengamos la matriz del producto N=Ng -Ng

Lt

La ecuacion de G, esde laforma: X'=A +M, A?X

143
COS o, —Sen a cos 60° —sen 60°
para M, = ' tl= | 2 2
sen o, COS a, sen 60°  cos 60° J3 1
2 2

Sustituyendo en la ecuacion de arriba, queda:

0 Tl T

1 1 0 0
1 1 3
X'|=|=++3 = —
ZI 2 2
S PR IR R
2 2 2
1 0 0
Luego, NGI=%+\@ % —?
R CRRNER
2 2 2

Siguiendo los mismos pasos para G, , se tiene:

X'=A, + M, A,X

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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RER.
M. = Cos o, -sena,| (cos30° -sen30"| | 2 2
? |sena, cosa, sen 30°  cos 30° 1 3
2 2
Sustituyendo en la ecuacion de G, :
V31 1 V31
R W LR
I: + = +
y) =) By B VBl
2 2 2 2 2
0 bien:
1 1 0 o0 L
X' — _1 ﬁ _1 X
, 2 2 2
Y B V)Y
1+ — - -
2 2 2
1 0 o
1 31
Luego, N, =| -= — —-=|.
90 Ne, 2 2 2
V3 1 B3
1+— - -
2 2 2
1 0 0
Portanto, N=Ng -Ng = 1+2\E 0 -1§.
3J§2—3 L o

Aplicando el procedimiento indicado en péagina 15:

0 -1)(0 1 10 .,
1. MM' = [1 0 ][ 1 OJ :(0 1] =1,, luego M es ortogonal, y por tanto, la transformacion T es

un movimiento.

0 - L .
2. M| =‘1 Ow =1, luego se trata de un movimiento directo del plano.

10
3. M= [0 J = T no es la identidad ni una traslacién, T es un giro.

Elementos caracteristicos: centro C y &ngulo de giro «:

Calculo del centro: C es el Unico punto doble; se obtiene resolviendo el sistema
NX=X < (N-1)X=0.

10 U. D. de Matemaéticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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0 0 O
143 1) (O —x—y+—l+\/§:0 x=1—£
(N-NX=0e| == 1 1| x|=|0|= J} N 2
3J3-3
0 - = =3-=
3\/5_3 y X—-y+ 5 0 y \/_
1 -1
2
Por tanto, C (1—?,«/7—%] es el centro de giro.

Célculo del angulo:

0 -1\ (cosa -sena 0=
Mz[l Oj:[ ]:{ cowj-m

senx COoSa 1=sena

Luego, G, -G, es otro giro de centro [1—?,«/_—3 y angulo o, +a, =90°.
b)

Por ser o, +a, =60° +300° =360°, el producto G, -G, es una traslacion.

Para obtener el vector traslacion, hallemos la matriz N=N; -Ng .

1

1 0 0
En apartado anterior, para el giro G, se obtuvo N = %+\/§ % —g .
BB
2 2 2
La ecuacion de G, es del tipo:
X'=A, + M, A,X
1B
. Ccos —Sen ° - °
siendo M, = o, o, | _[cos 300 sen 300 | 2 2
sena, COS a, sen 300°  cos 300° NCE
2 2
Sustituyendo en la ecuacion de G, :
1 43 J3 1 43
MR AL
v) U Byt 1 VB )
2 2 2 2 2

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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1 1 0 0 1
, 2 2 2
SO RN
2 2 2
1 0 0
siendo N, = ﬁ 1 ﬁ .
? 2 2 2
BEC I
2 2 2
Multiplicando ambas matrices se obtiene:
1 00
N=Ng -Ng = ?’Ji_l 1 0]
/33 01
2
3J3-1
Luego, G, -G, es una traslacion de vector u= 2
—/3-3
2

Inicio

6. Componer el giro G, del problema 5 apartado a) con la simetria axial Sy
de eje la recta.
r=x+2y+4=0
¢ Qué tipo de transformacion se obtiene?

Solucion

Busquemos la matriz asociada al producto del giro G, por la simetria axial S, , es decir,
N=Ng -Ng, .

Al resolver el problema 5 pégina 11, se obtuvo:

U. D. de Matemaéticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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3

1 0 0
N, <] L B 1]

: 2 2 2

_1+£ 1 ﬁ

2 2 2

Hallemos ahora N .

La ecuacion de S, es del tipo:

ST . ._ (cos sen
X'=A+M, AX, siendo A un punto cualquiera de la recta r y M, la matriz ( ¢ ¢ j

sen a —COos o

. o . . .z
siendo 5 la inclinacion de r.
. . _ 1 .
La ecuacion del eje puede escribirse en la forma: rzy=—5x—2, luego, la pendiente de r es

m——Log®
2 2

r

Operando en la igualdad anterior, se obtiene:

a 1-cosa 1 1-cosa 1
tg —= / =——= ===

2 1+cosa 2 l+cosa 4
4—4coso=1+cosa = 5co0sa=3= 003a=§.

Ademas, sena = ++/1-cos’ o =+, /1—i = i% )

25

Como %> 90° (pues tg % < 0), se verificaque o >180" y sena<0.

Luego, sena = —% .

3 4
Por tanto, M, = 5 X
S D
5 5
Tomamos como punto de r, por ejemplo, el punto A=(0,-2) y la ecuacion de S, queda:
3 4 8y (3 _4
SrEX:0+5 5X—0:5+5 5X.
y) \=2) | 4 3\y+2) | 1611 4 3Ny
5 5 5 5 5

O bien:

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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1 1 0 0
s<lx|o| & 3 Al

, 5 5 5

Yol 43

5 5 5

El producto de los dos movimientos,
1 0 0
23 11 33 2 23 3
N=Ng N, === =22 27 =

" 2 5 10 10 5 5 10

3W3 11 23 3 2 3/3

10 5 5 10 5 10
Clasificacion:
Por ser el producto de un movimiento directo por uno inverso, se trata de un movimiento inverso.

Aplicando el procedimiento para su clasificacion:

33 2 23 3) 33 2 203 3)

10 5 5 10 10
1. mmi=| 105 5 10 105 5 10 :{ j=lz,luegoMesortogonal,
23 3 33 2| 23 3 33 2| (01

5 10 10 5 5 10 10 5
y por tanto, la transformacion T es un movimiento.

W3 2 23 3
2. |M|= 10 5 5 10 =-1, luego se trata de un movimiento inverso del plano.
23 3 33 2

5 10 10 5
3. El conjunto de puntos dobles o invariantes es la solucién del sistema (N —1)X =0,

Analizando los rangos:

3W3 7 23 3
10 5 5 10
rg(M-1)=rg =1
M0 23 3 333
5 10 10 5
0 0 0
a(N=1)=rg 23 11 33 7 23 3|_,
5 10 10 5 5 10
33 11 23 3 33 3

Al ser rg(M—1)=rg(N-1), la transformacion producto carece de puntos dobles y es, por tanto,

Inicio

una simetria deslizante.

14 U. D. de Matemaéticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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7. Analizar para qué valores de los parametros a, b y c, la siguiente transformacion T del
plano dada por la ecuacion matricial:

1 1 0 01
x'|=lc 1 b || x
y' a-1 a’

es un movimiento. En este caso, clasificarlo.

Solucién

L, . . . . 1 b
La aplicacion vectorial asociada a T tiene por matriz M = (a 1 azj .

T es un movimiento si y s6lo si M es una matriz ortogonal, es decir, si MM' =1.
1 b1 a-1 1+ b? a—1+ba? 10
MM* = 2 2 |7 2 =
a-1 a®/lb a a-1+a’h (a-1)" +a‘ 01

1=1+b*=b=0

0=a-1+ba’=a-1=a=1
Ha de ser ,

0O=a-1+ba"=0+0=0

1=(a-1)"+a*=0+1=1

Luego T es un movimiento paraa=1y b =0.

1 00
En este caso, queda N=|c 1 0], luego se trataria de movimientos cuya matriz M asociada es I,

0 01
y por tanto, T es la transformacién identidad del plano cuando ¢ =0.

Si c=0, se trata de la traslacion de vector H = (g] .

8. Hallar las ecuaciones del giro plano G de centro el punto C(2, 3) y angulo o =-90°.

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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P——.

Solucion

La ecuacion del giro es de la forma: X‘=C+MC3(, donde M es la matriz del giro vectorial
asociado a G.
M _(cos o —sen aj_ cos (-90°) —sen (-90°) _( 0 l]
seno  cos o ) |sen (-90") cos (-90°) | (-1 O
Sustituyendo en la ecuacion de arriba, queda:
S oG GG
= + = + —
y') (3) -1 o)ly-3) (3] (-1 0oJ|ly) (3
[ S o)
= + + = +
3) (-1 o)ly) (-2 5) (-1 o)ly

La ecuacion anterior es equivalente a la siguiente:

1 1 0 0)1
x"|=|-1 0 1}x
y' 5 -1 0)\y
O bien:
X'=-1+y
{y':S—x

Inicio

9. Hallar las ecuaciones de la simetria axial plana S de eje larecta e=y =x-1.

Solucién

La ecuacion del eje puede escribirse en la forma e =y = x -1, observandose que la pendiente del eje
esm=1.

Llamando % a la inclinacion del eje, se verifica, pues, que tg %zl. Luego, %=45° y a=90".

La matriz de la simetria vectorial asociada a S es:
M = cos o seno | fcos 90° sen90° | 0 1
“|seno —cos o) (sen90° —cos90°) (1 O
La ecuacion de la simetria S es de la forma: X'= A+ M AX, siendo A un punto del eje.

Tomamos como punto A, por ejemplo, el (1, 0) y ya queda:

16 U. D. de Matemaéticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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(- (€ A0 o)

Otra manera de escribir la ecuacion matricial de S es:
1

O bien:

Inicio

. ., ., - 5
10. Escribir la ecuacién de la traslacién de vector u = (GJ .

Solucion
., .. ., L. - (a - - .
La ecuacion matricial de una traslacion genérica de vector u = (b] es de la forma: X'=NX, siendo

1 00
N=|a 1
b 0

= O

En el caso del enunciado, la ecuacion anterior queda:

1 1 00

Xx'|=/5 1 0

y') |6 0 1
Esdemr,{ "
y'=y+6

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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3

11. Hallar las ecuaciones de la simetria deslizante en el plano cuya descomposicion
candnica es S, =T, oS, siendo la ecuacion del eje de simetria e=y=2x-4y el vector

., - (1
traslaciéon u =(2J.

Solucion

1°) Hallemos en primer lugar la ecuacién de la simetria axial S :

Se = X'= A+ MAX, siendo A un punto del eje e y M la matriz de la simetria vectorial asociada.

Puede tomarse, por ejemplo, A=(2,0) como punto de e.

. o . . -, .
J,smndo 5 la inclinacion del eje.

COS o sen a
seh o —CO0S a

e=y=2x-4=ptee=tg %: 2. Se verifica, entonces, que:

tg & /1—005a = 2. Elevando al cuadrado y despejando cosa., queda:
2 1+cosa

1—cosa=4(l+cosa):cosaz—gzsena=i\/1—cosza =ig. Como %<90° (pues tg % > 0), se

colige que o <180° y sena.>0.

Luego, sena:%.
_3 4
Por tanto, M = 5 5 .
4 3
5 5

La ecuacion de S, queda:

34 34
X:2+55X—2:2+55 X+—2
v)lo)7 4 3lly-0)7lo)7| 4 3ly) (0

5 5 5 5

3 4 6 16 3 4
) -z d = -2 =
_ +55X+5=5+55X
0) 14 3y, | 8 | 8|4 3|y

5 5 5 5 5 5

o bien:
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1 0 0 1
X'=Ng X, es decir, | x'|= 16 .3 40,1
: , 5 5 5
Yols a3l
5 5 5
. ., - (1
2°) Ecuaciones de la traslacion de vector u = (2]:
1 1 0 0)1
T.=X'=N; X |[x'|=]1 1 0| x
’ y') 2 0 1)ly
3°) Producto de la simetria por la traslacion:
D00 g
SDE)_(':N.I.4 NSE)_(C> x'I=|/1 1 0 E _g g X
S0 e e s
5 5 5
1 1 0 O
. 21 3 4
X = — —— -
, 5 5 5
Yoz 403
5 5 5
0 bien:
'—E_EX ﬂy
5 5 5
y'——+£x+—y
5 5 5
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. ., 2 .
12. Componer el giro G, del problema 5 con la traslacion de vector U=[3]. Estudiar la

transformacion obtenida.

Solucion

Hallemos la matriz N=N, -Ng .

u

1 0 0
En el problema 5 pagina 30 se obtuvo N = %h@ % —g :
BB
2 2 2
3 1 00
La matriz de la traslacion de vector u :(5] esN, =13 10
S50

1 0 0
Portanto, N=N; -N; = J§+Z 1 _ﬁ
It ! 2 2 2

V3 V31

2 2 2

La transformacién producto es un movimiento directo por ser el producto de dos movimientos
directos.

1\
cosa  —sen . ,
Por ser M = \Zf 2 =£ ¢ aj para o =60, se trata de un giro de angulo 60° (algo
3 1 seno.  cosa
2 2

gue se conocia de antemano por la teoria).

El centro sera el Unico punto doble:
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1 0 0 L 0
- —X—=~3y+23+7=0
(N-DX 0|31 L Y31 12 Vay+ 23
2.2 200 o V3x—y-+3+12=0
g_¥3 N3 1
2 2 2
x=5_§\/§
=
3J3+9
2
Por tanto, [5—5\/5,9%;@} es el centro del giro

Inicio

13. Componer la simetria axial de eje la recta r =x + 2y + 4 = 0, del
problema 6, con la traslacion de vector t=(5,7) . Estudiar la
transformacién obtenida.

Solucion

Busquemos la matriz del producto N=N, - N .

u

1 0 0
., . 8 3 4
En la resolucion del problema 6 pagina 14 se obtuvo Ny = T 5 &5l
16 4 3
5 5 5

u

00
. ., > (5
La matriz de la traslacion de vector u =[7j esN; =|5 1 0F.
01

Multiplicando ambas matrices se obtiene:

1 0 0
17 3 4
N=Ne N =15 5 5
19 4 3
5 5 5

Al multiplicar una simetria axial (movimiento inverso) por una traslacion (movimiento directo) se
obtiene un movimiento inverso del plano.

El conjunto de puntos dobles o invariantes es la solucién del sistema (N - 1)X =0.
Analizando los rangos:
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2 4
rg(M-1)=rg 5 gzl
5 5
0 O 0
17 2 4
rg(N-1)=rg T 5 & =2
» 4 8
5 5 5

Por tanto, el sistema (N—1)X =0 es incompatible y la transformacién producto T=T, -S es una

simetria deslizante.

Elementos caracteristicos: eje de la simetria y vector de la traslacion

-« =g s = -
La descomposicion candnica de T es de laforma T=S,-T, =T, -S,,coney v paralelos.

17
. 0+T(0) |10

1°) El eje e es la recta que pasa por el punto P=4= 18 y es paralela a los vectores
10

invariantes por M.

Estos vectores son la solucion del sistema:
— - 1
(M—I)X:0©x+2y=0c>y=—§x .

Asi, unas ecuaciones paramétricas del eje son:

. 2
Np=| 2o pro| 10
10 13
13 10
10
29 17 6
NN Py T = Inicio
Resultando, v=PP'= 10110} 5 .
13119113
10 10 5
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14. Componer las simetrias axiales S; y S; de ejes las rectas r1 que pasa por el punto
A1(2,3) y es paralela al vector T, =(5,2) y r2 que pasa por el punto A(-1,1) y es paralela al

vector 1, = (—3,1), respectivamente. Estudiar la transformacion obtenida.

Solucion

Hallemos en primer lugar las ecuaciones de ambas simetrias para luego efectuar su producto.
La ecuacion de S, es de la forma:

=d
X'=A, +M, A X
cos o, Sen a,
sen o, —COS o

siendo M, :( J para un angulo o, tal que la pendiente de r, sea tg%, es decir,

2
2

1-cos
g 4= —al=E:>25(1—005a1):4(1+c05a1)3cos<xl:E.
2 l+cosa, 5 29

Por otra parte, sena, >0 (por ser % <90°, ya que tg % >0, y, por tanto, a, <180°).

sena, =/1-cos’ o, = %

2 2
Luego, M, = 29 29 y la ecuacion de S, es:
20 2
29 29
2 2 M) (2 20
XN _[2),/29 29 |[x-2)_| 29|, |29 29 (X
y) \3)7 |20 21y-3) 10|20 2lly
29 29 29 29 29
0 bien:
LA s WL
x'|=|-44 2L 20 9, ,siendo N, =| —— == = | lamatriz asociadaa S, .
, 29 29 29 29 29 29
7| 0 alY 1o 20 21
29 29 29 29 29 29

Procediendo de igual manera para S,, se tiene que:
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La ecuacion de S, es de la forma:

X'=A, + M, A,X

. cos o, Sen o . . a .
siendo M, = 2 ? |, para un angulo a, tal que la pendiente de r, sea tg—2, es decir,
sen o, —COS a, 2
1
3

Por ser tg % <0, se verifica que % >90°, luego, a, >180" y sena, <0.

1-
tg <2 - ~7 0050, =—1:>9(1—COS(12)=1+COSOL2 = cosa, _4
2 1+cosa, 3 5

seno, =—/1-cos’ a, = —g

4 3
Luego, M, = 53 5 y laecuacion de S, es:
5 5
43 2y (4 3
PGS A0SR S 2D
y) N3 A= e 3 Ay
5 5 5 5 5
0 bien:
1 1 0 O 1 1 0 O
x'|=[2 & 3 , siendo N, = 2 % 3| |a matriz asociada a S,.
115 5 5 5 5 5
Sl R R 6 3 4
5 5 5 5 5 5
El producto S, -S; tiene de matriz asociada:
1 0 0
_ _| 448 24 143
N=N-No=\"725 125 15|
134 143 24
145 145 145

Por ser los ejes de simetria de S, y S, (r, y r,, respectivamente) rectas secantes, su producto
S, .S, esun giro G cuyo centro C es el punto de interseccion de ambos ejes:
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Xx-2 y-3 23
rl ET:— :_E
=
s Xx+1 y-1 y _15
2 3 1 11

El centro es el punto C(—E,Ej .
1111

El angulo de giro a se obtiene a partir de la siguiente igualdad:

24 143
coso —sena| | 145 145
seno.  coso | | 143 24
145 145
24
coso=—
Han de ser 145 =q=279° 31' 38".
143
seno=—_
145

Inicio

15. Componer las simetrias axiales S; y S; de ejes las rectas r1 que pasa por el punto
A1(2,3) y es paralela al vector T, =(5,2) y r2 que pasa por el punto Ax(-1,1) y es paralela al

- 5 . . ., .
vector r, = [2] , respectivamente. Estudiar la transformacion obtenida.

Solucion

En este problema, la simetria S, tiene de eje la recta que pasa por el punto A>=(-1,1) y es paralela

> (5
al vector r, =| _|.
2
La ecuacion de S, es, entonces, de la forma:

.

X'=A,+M,AX
cos o, Sena,
sen o, —COS o

siendo M, =( j para un angulo o, tal que tg%:%
2
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En la solucion del problema 14 se obtuvo que, en este caso, es M, =

Sustituyendo arriba se obtiene la ecuacion de S, :

21
X' -1\ |29
_(1),| 29
(V'J (1] 20
29

0 bien,
M Ll
X'|= 282120 x|,siendo N, =| -—— =
, 29 29 29 29 29
- nx
29 29 29 29 29

Para la simetria S, ,

1

44
110
2

0
21
29
20
29

0
20
29

21

29

La matriz asociada al producto S, .S, es:

N:NZ.N =

21 20
29 29
20 21|
29 29

20

29 |(x-1
21 (y-1

29

0
20

la matriz asociada a S, .

!
29

gue no ha variado respecto al problema 15, ya se obtuvo alli que

1 00

16
29

10

4001

29

que corresponde a una traslacion (como era de esperar, pues 10s ejes de ambas simetrias son rectas

5
paralelas) de vector u =

16
29

29

Inicio
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16. Efectuar el producto de tres simetrias axiales S,«S, oS, , de ejes respectivos:

e,=x=1le,=y=1Yy e, =x=-1. Estudiar la transformacion obtenida.

Solucion

Para efectuar el producto de las tres simetrias, calculemos cada una de sus matrices asociadas N;,
i=123.

La ecuacion de S; es de la forma:

X'= A, + M, AX
siendo A, un punto cualquiera del eje e,, por ejemplo, A;=(1,0), y M, la matriz asociada a la

simetria vectorial correspondiente a S, .

CoS o, Sen o,

Es M, =
sen o, —COS o,

. T . a,
, para un angulo o, tal que la inclinacion del eje e; sea >

Como e; es paralelo al eje de ordenadas, se verifica que % =90° y, por tanto, o, =180°".

Sustituyendo en M,, queda:
M. — cos 180° sen180" | (-1 O
' {sen180° —cos 180° 0 1

y ya se obtiene la ecuacion de S, :

R P W P

0 bien,
1 1 0 0)1
X'[=12 -1 0| x
y' 0 0 1)\y
1 0 0
Luego, N, =2 -1 0.
0 0 1

Procedamos exactamente de la misma forma para S, y S, pero, expresandolo esta vez de forma

esquematica:
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S,=X'=A,+M, A,X
cos o, Sen a,
M, =
sena, —COS a,

0 0 1 0
%:OQS%ZOOSMZZ(COS sen J:[ j

A, ee,, por ejemplo, A>=(0,1)

sen 0° —cos O° 0 -1

X' 0 1 0)x-0 0 1 0)(x
S, =| =], |+ = _|+
MRHER PHEHE R
1 1 0 0)1
=(x"|=/0 1 0| x]|.
2 0 -1)ly
100
Luego, N, =/0 1 0
2 0 -1

Andlogamente para Sz: S;=X'=A, + M, A, X
A;e e, por ejemplo, As=(-1,0)

M (608 @ sen o
* lsena, —cos a,

% =inclinacion de e, =90° = o, =180°
M. — cos 180" sen 180" | -1 0
° |sen 180" —cos 180° 0 1

(GG AGH 20
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1 0 O
Luego, N;={-2 -1 0].
0 0 1

El producto T =S, -S, -S; tiene de matriz asociada:

1 0 0)1 0 0)1 0 0) (1 O
N=N,-N,-N,=[-2 -1 0|0 1 0[2 -1 0|=|-4 1 0
0 0 1l2 0 -1)lo 0 1) (2 0 1

Estudio de la transformacién obtenida:

Al haber multiplicado un ndmero impar de movimientos inversos (simetrias axiales), se ha
obtenido otro movimiento inverso.

El conjunto de puntos dobles o invariantes es la solucién del sistema (N —1)X =0.
Analizando los rangos:

rg(M—I)zrg[g _Ozjzl

0 0 O
rg(N-1)=rg|-4 0 0 |=2
2 0 -2

Al no coincidir los rangos anteriores, el sistema (N—1)X =0 es incompatible y la transformacién
producto es una simetria deslizante.

Elementos caracteristicos: eje de la simetria y vector de la traslacion

- =g s = -
La descomposicion candnicade T es de laforma T=S,-T,=T,-S,,coney v paralelos.

\ v

. O+T(O -2
1°) El eje e es la recta que pasa por el punto P=+T()=( 1] y es paralela a los vectores

invariantes por M.

Estos son la solucion del sistema:

ool ) ffre

. . . - (1 . . .
Luego, un vector director del eje es, por ejemplo, e {0] Y unas ecuaciones parametricas del eje
son:
{x =-2+)
e=
=-1
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2°) El vector de traslacion es v =PP', siendo P =T(P).

Obteniéndose, v =PP'= [_GJ - [_Zj - (_4J _
1 1 0

17. Efectuar el producto de cuatro simetrias axiales S, oS, 0S, oS, siendo las tres primeras
las mismas que en el problema 16 y S4 la simetria de eje larecta e, =y-1.

Solucién

Hallemos en primer lugar la matriz N4 asociada a la simetria S, para efectuar posteriormente el
producto N, -N;-N, -N;.

La ecuacion de S, es de la forma:

S,=X'=A, + M, A,X
siendo A4 un punto cualquiera del eje es, por ejemplo, A;=(0,-1) , y M, la matriz asociada a la

simetria vectorial correspondientea S, .

cos a, Sena,

7 - - -z . o
Es M, = , para un angulo o, tal que la inclinacion del eje e, sea —*.
sen a, —COS a, 2

. . . g o
Como e, es paralelo al eje de abscisas, se verifica que —* =0y, por tanto, a, =0°.
4 2 4

Sustituyendo en M,, queda:
cos 0°  sen 0 1 0
,\/l4 = =
sen 0° —cos O 0 -1

Y ya puede escribirse la ecuacion de S, :
M GG S
= + = +
y' -1 0 -1){ly+1 -2 0 -1)\y

0 bien,
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1 1 0 0)1

x'|=|0 1 0| x].

y' -2 0 -1)\y
1 0 0
Luego, N,=/ 0 1 0
-2 0 -1

El producto S, -S;-S, - S, tiene por matriz asociada:

1 0 0)1 0
N=N,-N;-N,-N,=[ 0 1 0 -2 -1
2 0 -1){0 o0

0
0
1
. > (-4
que corresponde a una traslacion de vector u = 4l

Obsérvese que al haber multiplicado un nimero par de movimientos inversos (simetrias axiales), se
ha obtenido un movimiento directo.

18. Hallar la ecuacion del giro que transforma los puntos A(3,1) y B(-1,-2) en los puntos
A’(2,2) y B’(5,-2), respectivamente.

Solucion
Sea G el giro buscado de centro C(a, b) y angulo <.

La ecuacién de G es de la forma;: X'=C+ M C&

. COS o —Sen o
siendo M :[ J

sena COosS a

Es decir:
X' _(a N cos oo —Sen o \(X—a
y') \b) sena cosa )ly-b

Como los puntos A(3, 1) y A’(2, 2) son puntos homologos, se verifica que:

2 (a . cos o -sena\(3-a
2) (b) lsena cosa J\1-b

Anélogamente, por ser B’ (5, -2) el transformado de B(-1, -2), se verifica también que:
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5 _(a N cos o -sena)l-1-a
-2} \b) lsena cosa Jl—2-Db
Restando miembro a miembro las dos Ultimas ecuaciones matriciales, se obtiene:

-3 cos o —sen o \( 4 -3=4co0s o —3sen a sena=1
= = =
4 senao cos o J\3

4 =4sen o+ 3c0s o cos oo =0

0 -1
Por tanto, a=90" y M:(1 Oj'

Utilizando de nuevo que Ay A’ son puntos homoélogos, se tiene:

HEREHE et

El giro buscado G tiene por centro el punto C(2, 1) y &ngulo o =90°.
Su ecuacién es:

AP

0 bien,
1 1 0 0)1
x'1=]13 0 -1} x|.
y' -1 1 0)\y

Inicio

19. Si A, B, C y D son los vértices consecutivos de un paralelogramo, determinar la
transformacion S, oS oS, S, .

Solucion

a,

La simetria central S, coincide con el giro de centro Ay angulo 180°, que tiene por ecuacion:

XN (& L[ cos 180" -sen 180" }(x-a, | (&, . -1 0)\(x-a
y') \a,) (sen180° cos 180" Jly-a,) la,) (0O

“\y-2a,

o bien,
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1 1 0 0)1

X"|=]2a -1 0] X

y' 2a, 0 -1)\y
1 0 O
Por tanto, la matriz asociadaa S, es N, =/ 2a, -1 0
2a, 0 -1

Si utilizamos una notacion similar para los otros tres vértices B, C y D, se verifica igualmente que:

1 0 0 1 0 0 1 0 0
Ng=|2b, -1 0|, N.=[2c, -1 0|y Ny=|2d, -1 0
2b, 0 -1 2c, 0 -1 2d, 0 -1

De manera que la transformacion producto S, -S. S -S, tiene de matriz asociada:

1 00
N=N,-Ng-Ng-N, =| 2(b,-a,)-2(c,-d,) 1 0
2(b,-a,)-2(c,—-d,) 0 1

Pero, por ser A, B, C y D los vértices consecutivos de un paralelogramo, se verifica que los
vectores AB=(b,-a,,b,-a,) y DC=(c,—d,,c,—d,) son iguales; luego, tienen las mismas

coordenadas, es decir:

bl_al :Cl_dl
bz_az =C, _dz

Por tanto, es:

o - O
= O O

y el producto S, -S. -S; -S, es la transformacion identidad del plano.

Inicio
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20. Determinar el giro que transforma la recta x+y=0 en la

(\/§+l)x+(—\/§+1)y=2.

Solucion

El centro del giro serd la interseccién de las dos rectas:

E

(\/§+l)x+(—\/§+l)y:2 =C 3 3

El &ngulo de giro es el que forman las rectas:

T3 (L1)-(1+V3,1-+3) 1

CoS(F,§) = ——= - - :E:Nx:eoo
SN \/(1+\/§) +(1-43)
Por tanto, se trata de un giro de centro {?—?j y amplitud de 60°.

Inicio
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