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Lr &EEspacio afin euclideo
1.- En el espacio afin real A® respecto de una referencia cartesiana
R ={0, &, &, &}, se consideran los puntos O'= (1, 2, 1), A=(2, 3, 1), B =( 2,
2, 2) y C=(4, 3, 1). Sea R'={0', &', &, &'} una referencia cuyos ejes son
las rectas O'A, OB, O'C. Determinar R' sabiendo que un punto D tiene de

coordenadas (2, % %) en la referencia R y (1, 1, 1) en R'. Hallar las

ecuaciones del cambio de coordenadas.

Solucion

2.- En el espacio afin ordinario, se consideran las referencias:

R={0,i,v,w} y R'={0',i',v',w'}, donde 00'= U+2v+3w, U'=-U+V+w,
V'=i-2v+w, W'sU+v-3w.

a) Hallar las ecuaciones del cambio de referencia de R a R’ .

b) Andlogamente, de R” a R.

c) Demostrar que existe un dnico punto del espacio que tiene las mismas

coordenadas respecto a las dos referencias.
d) Si P=(1,2,0) en R, hallar las coordenadas de P en R” .

Solucion

3.- Si A, B, C, D son cuatro puntos cualesquiera demostrar que:

AB.CD+ AC.DB+ AD.BC = 0.

Solucion

4.- Hallar: a) La ecuacion de la recta r que pasa por el punto (1,0,0) y es
perpendicular al plano x -y -z+2=0.
b) El plano n que pasa por los puntos (0,1,2), (1,0,3), (2,-1,0).
c) La ecuacion del plano o que pasa por el punto (1,1,1) y es perpendicular a la
recta x=t, y=0, z=t.
d) La recta s definida por la interseccion de los planos = y o.
e) Posicion relativa de r y s.
f) Distancia entre las rectasr y s.

Solucion

5.- Hallar la distancia entre el punto (1,2,5) y el plano x+y+z=5. Encontrar el
punto del p/ano que esta a la minima distancia.

Solucion

6.- Sean las rectas r = x -2 = y;1= Z;I

]
< X
N |
|
-+

Se pide:
Hallar k para que r y s sean coplanarias, hallar la ecuacion del plano que contiene
a ambas rectas y la perpendicular comun a ambas.
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Espacio afin euclideo

Solucion

x+1 y-2 z-3

7.- Dada la recta r = 1 1 2 y el punto P(1,2,1)

Calcular:

1°) Ecuaciones de la recta s que pasa por P y corta perpendicularmente a r
2°) Hallar el punto de interseccion de r y s.

3°) Hallar las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.

Solucion

8.- Hallar el punto simétrico del punto (1,4,5) respecto a la recta
x -1 y z-1

Solucion

9.- Hallar el punto simétrico de (1,2,3) respecto del p/ano x-3y-2z+4=0.

Solucion

10.- En el espacio afin ordinario, se consideran las referencias:

R={0,i,v,#} y R'={0"d',v',w"}, donde OO'= (+2V+3W, u'=V+w,

a) Hallar las ecuaciones del cambio de referencia de R a R'.

b) Andlogamente, de R' a R.

c) Demostrar que existe un unico punto del espacio que tiene las mismas
coordenadas respecto a las dos referencias.

d) Si P=(1,2,0) en R, hallar las coordenadas de P en R'.

e) Indicar las coordenadas del punto O en R'.

0

Solucion

11.- Las coordenadas de los puntos medios de los lados de un tridangulo ABC son:
M(1,0,-1), N(0,2,0) y P(0,1,1). Determinar las coordenadas de los vértices A, B

y C.

Solucion

12.- Dadas las rectas representadas por las ecuaciones:

y-1 z+2 s=x+5_y—3_z+4

= -1= =
r=x 1 2 Y 2 =2 3

, se pide:
a) Demostrar que las rectas r y s son coplanarias.
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Espacio afin euclideo
b) Hallar la ecuacion del plano que determinan.

Solucion

13.- Hallar la posicion relativa de los dos planos siguientes segin los valores de
a.
m,=x-3y+2z=1, n, =2x -6y +a’z = -a
Solucion
14 .- Determinar la posicion relativa de las rectas r y s en funcion del valor que

se tome para a:

x=1+2A\ 1 3
Xx—-—a_y+l_ z+
= =2— = - -
r y A, S 3 > 1
Z=-2+)\

Solucion

15.- ¢(Pertenece el plano x+y+z+2=0 al haz determinado por la recta

x+2y-z-1=0 5
x-3y+4z+2=0"

74

Solucion

16.- Hallar las ecuaciones de la recta tal que: sea incidente con P(1,1,0),

coplanaria con la recta x=y-1=z y sea paralela al p/ano x+2y-5=0.

Solucion

17.- Dada la recta 2x+3y-4z=6; 3x-y+z=1 y el plano 2x+ay-z=4. Hallar el valor

de a para que el p/ano sea paralelo a la recta.

Solucion

18.- Determinar la ecuacion de un plano que contiene a la recta
r= { 2y Z 372 y es paralelo al p/ano n =6x+8y+3z=1.

Solucion

19.- Encontrar las ecuaciones de una recta que se apoya en dos rectas r y s

dadas y pasa por el punto P(1,0,-1).
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Espacio afin euclideo
x=1+3t
y = 4t
z=1

-
[l

_|x+y+2z=0
S = 2x -y =3

Solucion

20.- Hallar las coordenadas de los restantes vértices de un paralelepipedo,

siendo:

A=(1,-7,4), B=(2,-1,9), €=(3,-7.5) y D=(4,-5,8) (aristas AB, AC, AD).

Solucion

21.- Sean A;, A;,..,As los vertices de un paralelepipedo. Sabiendo que los

vectores diagonales de las caras que concurren en A; son AA, = (2,-2,2),
AA =(4.22) y AA, =(2,2,4). Se pide:
a) Calcular las coordenadas de los vectores AA , i=2,4,5,7.

b) Hallar los dngulos A,A A, , AAA y AAA,

Solucion

22.- Sean A, B, C y D cuatro puntos no alineados. Demostrar que los puntos
medios de los segmentos que forman los lados del cuadrilatero son los vértices de

un paralelogramo.

Solucion

23.- Conocidas las coordenadas A, B y C de los vértices de un triangulo,

determinar las coordenadas de su baricentro.

Solucion

24 .- Calcular las coordenadas del baricentro, ortocentro y circuncentro del
triangulo A B C, siendo A (2, 0, 1), B(0,1,1), € (0, 0, 4)y comprobar que

estan alineados.

25.- Calcular xa ; (;A ;) . ; (?(A; N ; N ;/\ ;) [;;;} , siendo
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- - -> - - -> - -> > o> o
X=2U +U, -U;, Y=Y +U,+u,, z =-uy +5uy,+7u; y B ={uy ,u,,u;} una base
ortonormal.
Solucion
- 4 — —
26.- Dados dos vectores a, b se buscan los vectores x tales que da=b A x,
obtener la relacion que deben satisfacer aG, b para que la ecuacion d=b A X

tenga alguna solucion. Cuando se cumple dicha condicion, describir

N
geométricamente, las soluciones x de la ecuacion.

Solucion

27 .- Hallar el valor de A para que los vectores
- = = = - = = = - = = =
X=0U +Al, —3U0;,, y=2u, —3\4, +U;, Z=0, + U, — U,

sean coplanarios.

a) El drea del triangulo ABC.

b) El volumen del tetraedro ABDC.

c) El dngulo determinado por el plano ABC y la recta CD.

d) El dngulo determinado por los planos ABC y BCD.

e) Ecuacion de la perpendicular comun a las rectas AB y CD.

f) Distancia entre las rectas AB y CD.

0

Solucion

29.- Consideremos los puntos P = (1,2,0) , Q = (1,0,1) y R(1,0,0). Se pide:
a) Demostrar que son los vértices de un triangulo rectangulo y calcula la
longitud de cada cateto y el drea del tridngulo.
b) La ecuwacion del plano que los contiene.
c) Un punto T de manera que los puntos P, Q, R y T sean los vértices de un

rectangulo.

Solucion
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Espacio afin euclideo
Hallar la distancia  del punto P=(1,4,5) a la recta

x-1 z-3
= —2: .
2 Y 3

Solucion

31.- Sea el punto P(1,4,5) donde esta situado un semaforo en el borde de la

calzada de una calle cuyo eje sigue una linea recta de ecuacion
x-1 z-1

2

y-3-=

. Hallar el punto P' simétrico del P respecto del eje de la

calle donde colocar el otro semaforo. ¢Cudl es la anchura de la calle?

Solucion

32.- La base de un arbol esta situada en el punto P(1,2,3) proxima a un muro de
ecuacion x-3y-2z+4=0. Hallar las coordenadas del punto P' en el cual se desea

colocar otro arbol simétrico al del punto P respecto del muro.

Solucion

33.- Considérese el tetraedro de vértices 0(0,0,0), A(1,0,0), B(0,1,0) y
€(0,0,1). Hallar un plano que contenga al lado AB y que divida al tetraedro en

dos partes de igual volumen.

Solucion

34.- Dos caras de un cubo estan en los planos x+2y+2z=1, x+2y+2z=7. Calcular

el volumen del cubo.

Solucion

35.- Se considera una diagonal D de un cubo y una diagonal d de una de sus
caras de tal forma que las rectas que contienen D y d se cruzan. Hallar la

distancia entre ambas rectas.

Solucion

36.- Expresar Vv como suma de un vector V, paralelo a G y otro V,

perpendicular a U4 para un vector U cualquiera.

En particular, para v=(1,-1,0) y d=(1,3,0).
Solucion
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37 Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (0,1,-3) y que forma

con la parte positiva de cada eje coordenado los siguientes dngulos: o=90°,
B=30°, y=60°.

Solucion

38. Dadas las rectas r: x1_y_ z;l; si X =y= Z—l Se pide:
1 2 3 2
a) Estudiar si se cortan o cruzan.
b) Ecuacion del plano en forma implicita que contiene a s y es paralelo a r.
c) Ecuaciones paramétricas de todas las rectas que se apoyan enr y s.
d) Entre todas las rectas del apartado anterior, encontrar una que sea

paralela al p/ano x + y + z - 3 = 0. Dar la solucion en paramétricas.

e) Distancia entre r y s.
oz
Solucion
39.- Se quiere construir un tendedero con una cuerda desde el punto P (0,1,1)

2x+3y+z-5=0

-By-2-10=0 de modo que la longitud de la cuerda sea la

hasta la recta r: {

menor posible. Determinar el punto de la recta r donde debe ir la cuerda y la

longitud de dicha cuerda.

Solucion

40.- Hallar en el gje OX un punto equidistante de los dos planos:

2x+2y+z=0; -x+2y+2z=6.

Solucion

41.- Hallar los dngulos que la recta de ecuaciones x+y+z=1, 2x-y+z=0, forma

con los planos coordenados.

Solucion

42.- Se necesita colocar una tuberia una conduccion de gas y debe estar a
recta que tenga la menor inclinacion una diistancia no menor de 1 metro.
posible para poder ir por debajo de El ¢je de la conduccion de gas es
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Espacio afin euclideo
horizontal y estd a una profundidad ‘

i

i

constante de 1 metro. Zl
i

i

0O0,0.0) PO

Determinar la inclinacion minima para colocar la tuberia. Una vez colocada la
tuberia se desea conectarla con la conduccion de gas empleando un tubo de 1

metro de longitud, ¢donde se realiza la conexion?

Soluicion

43.- Dadas las rectas que delimitan un campo de balonmano:

x=1+3t x = —49 + 3t x =5-4¢t x =-11- 4%
n=1y=4 ‘'n= y=4t ;s, ={y=-3+3t;s, =1y =-16 + 3t
z=1 z=1 z=1 z=1
y sabiendo que la escuadra de la porteria esta situada en el punto
41 34
-—,-——,3]. ide:
( TR j Se pide

a) La ecuacion del plano del campo.

b) Los vértices que forman el campo.

c) Las dimensiones del campo.

d) La situacion del portero cuando se lanza un penalti.

e) La altura de la porteria.

f) La anchura de la porteria.

g) Las ecuaciones de las rectas de los postes de la porteria.

Solucion

44 .- Determinar la longitud de un rayo de luz que parte del foco F=(1,0,2) es
reflejado por un espejo plano de ecuacion 3x+y-z=0 y acaba en el punto

P=(2,3,0).

Solucion

45.- En el espacio afin real A3 respecto de una referencia candnica
R ={0, &, &, &} se consideran los puntos:

0=(1, 2,0), A=(-2, 0, 1), B=(-1, 3, 1)y C=(2, 3, 0).
Sea R'={0',i,V,Ww} una referencia cuyos ejes son las rectas O'A, O'B, O'C.
a) Determinar R’ sabiendo que un punto D tiene de coordenadas (1,1/3,1/4), en la
referenciaR y (1, 2, 3) en R'.
b) Hallar las ecuaciones del cambio de coordenadas de R en R'.
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Espacio afin euclideo

oz

Solucion
46.-Dados los puntos A=(3,2,0), B=(1,0,1), C=(2,-2,3), y D(-1,1,2). Se pide:
a) Demostrar que R={A,B,C,D} es un sistema de referencia afin del espacio
b) Escribir las ecuaciones del cambio de referencia de R a la canénica.
c) Escribir las ecuaciones del cambio de referencia de R a R'={A'(1,1,1),
B'(1,0,0), €¢'(2,2,2),0'(0,1,0)}
d) Si P =(1,1,1), hallar sus coordenadas en R y en R’
e) Escribir las ecuaciones del p/ano n: x+2y+3z-6 =0 en R y en R’
f) Escribir las ecuaciones de la recta normal al p/ano n que pasa por P, tanto en
la referencia canénica y como en R

oz
Solugion

47.- Consideremos los puntos P = (-1, 1, 1) , Q = (7, 1, 7) y R(-4, 1, 5). Se
pide:

a) Demuestra que son los vértices de un tridngulo rectdngulo y calcula la

longitud de cada cateto y el drea de/ tridngulo.
b) Obtén la ecuacion del plano que los contiene.
c) Obtén un punto T de manera que los puntos P, Q, R y T sean los vértices

de un rectdngulo.
74

Solucion

x=1+1%
48 . - Secmlclsr'ecfclsr'sx—Zzyl:l:z_Jrz1 ys=sqy=2-1%
z =2t

a) Hallar k para que r y s sean coplanarias.

b) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacion del plano que contiene a ambas
rectas.

c) Para ese mismo valor de k, hallar la ecuacion de la recta perpendicular comdn

a las rectas dadas. -
Solucion

49.- Sean los puntos A(0,0,1), B(5,-4,3), C(4,-1,-2) y D(10,-5,-2) referidos al
sistema de referencia R de un espacio euclideo tridimensional. Se pide:
a) Las ecuaciones del cambio de sistema de referencia de R'={A,B,C,D} a R.

b) Indicar si la base B = {TB AC, TD} es una base ortonormal.

c) Si x +y + z =0 es la ecuacion de un plano respecto de R, ¢cudl es la ecuacion
de dicho plano respecto de la referencia R'?

d) El triangulo cuyos vértices son A, B y C se proyecta ortogonalmente sobre el
plano x-y=3. Encontrar los vértices y el area del nuevo triangulo.

Solucion

50.- En el espacio afin ordinario, se consideran las referencias:
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Espacio afin euclideo
;4,v,w} y R'={B:i',v',w'}, donde:

B = (-1,0,0)
A =(5.6,7) a-z(ili,i)
u=(1,273) V3733
v =01 Y ‘v'=(-%,o,%j
W = (1,0,0) vy 5
" =(ﬁ"ﬁ'ﬁj

a) Hallar las ecuaciones del cambio de referencia de R a la canénica y de R” a la
candnica.

b) Andlogamente, de R a Ry de R a R'.

c) Hallar las coordenadas del punto B en R y en R'.

d) Hallar la ecuacion del plano n= x+y+z-18=0 en R.

Solucion

51.-En el espacio afin ordinario, se consideran las referencia s:
-
R={0:4,v,w} y R'={0":d',v',w'}, donde OO'=z (i+2v+3w , u'=i+2v ,

v'=-30-7v+w, W'=-2v+w.

a) Hallar las ecuaciones del cambio de referencia de R a R’ .

b) Andlogamente, de R” a R.

c) Comprobar si existen puntos del espacio que tienen las mismas coordenadas
respecto a las dos referencias .

d) Si P=(1,2,0) en R, hallar las coordenadas de P en R”.

e) Si Q=(1,1,1) en R hallar las coordenadas de Q en R.

oz

Solucion
52.- En el espacio afin ordinario, se consideran las referencias :
R={0:i,v,w} y R'={0":u',v',w'}, donde 00'= [+2V+3W ,  U'=20+v
v'=-40+5v-8w, w'=-2v+2w.
a) Hallar las ecuaciones del cambio de referencia de R a R’ .
b) Andlogamente, de R* a R.
c) Comprobar si existen puntos del espacio que tienen las mismas coordenadas
respecto a las dos referencias.
d) Si P=(1,2,0) en R, hallar las coordenadas de P en R’ .
e) Si Q=(1,1,1) en R’ hallar las coordenadas de Q en R.

Solucion

53.- En el espacio afin ordinario, se consideran la referencia:
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Espacio afin euclideo
R={A{i,v,w}}, donde A es el punto de coordenadas A = (1, 2, 3) y los
vectores i,V,w tienen por coordenadas i =(1,2,0), Vv =(-3,-7,1) vy
w =(-2,0,1). Se pide:
a) Hallar las ecuaciones del cambio de referencia de la candnica a R.
b) Comprobar si existen puntos del espacio que tienen las mismas

coordenadas respecto de la referencia candnica y de R.
c) Ecuacion, en la referencia R, del plano cuya ecuacion en la referencia

canoénica es z = 0.
Solucion

54.- a) Sean los subespacios vectoriales E y F de R* , definidos por las
XxX+y+z+1t=0

=3 -t=0
—9x+3y—z+7'r=0'F x+z-d

siguientes ecuaciones implicitas: E = {

Hallar una base de la suma E+F y de la interseccion EnF. (Es suma directa?

b) Respecto de la base canonica, \a transformacion lineal f tiene por matriz

4 a+1 -4
asociada la matriz: A = | -3 a 3
3 a+1 -3

Estudiar para qué valores de a es diagonalizable la transformacion 7.

c) Hallar la distancia euclidea entre la recta afin r que pasa por el origen
O y su direccion es la del vector i =(1,2,-1) y la recta s que pasa por A

(1,1,1) y su direccién es f (i), siendo f la transformacién lineal del apartado

anterior particularizada para a = 0.
oz

Solucion

55.- En el espacio afin real A3, sea:
R = {o - (1,-1,1),u = (1,2,3),4 = (0,0,1),u, = (z,a,b)}.

a) ¢Para qué valores de a y b es R un sistema de referencia afin del
espacio?
b) A partir de ahora, se tomana =5 y b = 4. Sea R' otro sistema de

referencia: R'= {o '=(0,2,1),v, = (3,5,2),v, = (1,1,1),v, = (2,4, 3)}

Hallar las ecuaciones de cambio de sistema de referencia de R a R'.
1 11 3
—-—,—,——| en el sistema de
2' 2 2
referencia R', d¢cudles son las coordenadas de P respecto del sistema de
referencia R? Comenta el resultado obtenido.

c) Si un punto P tiene de coordenadas P = [

U. D. de Matematicas de 1a E.T.S.|.T.G.C. 11
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d) Sea x -y +z + 2 = 0 la ecuacion de un plano en el sistema de
referencia R. Hallar su ecuacion respecto de R'.

Solucion

56.- En el espacio vectorial euclideo tridimensional V3, se pide:

a) Hallar una base ortonormal del plano vectorial F engendrado por los vectores
- -

u=(1,20)y v =(,-1-1).

b) Hallar F* (subespacio ortogonal de F).

c) Ampliar la base encontrada en el apartado a) para obtener una base

ortonormal de V3.

Solucion

57.- I. En R® se consideran los siguientes elementos:
o El planorn : 2x +y -z =2.
{x -y+z=3
e Larectar:
x+y=1
e El punto P: (1, 2, 1).
a) Expresar la ecuacion de r en forma continua.
b) ODistanciade Pa n yde Par.
c) Ecuacion implicita del plano que pasa por P, es paralelo a ry
perpendicular a = .

d) Hallar el punto P’ simétrico de P respecto de =« .

II. En el espacio euclideo E3 se considera el sistema de referencia ortonormal
R=1{0:¢,¢,¢}. Sea R'={0"':4,, 4, U,} otro sistema de referencia donde las
coordenadas de O' con respecto a R son (1, 1, 0) y u =2¢ +6¢, -¢,,

U = €, + 2é,, U, = &, + €;. Hallar las ecuaciones del cambio de referencia R al
sistema de referencia R'.

oz
Solucion
58.- Dados los puntos A=(1,1,0), B=(4/3, 1/3, - 2/3), C=(1/3, 4/3, - 2/3), y
D=(1/3, 1/3, 1/3). Se pide:
a) Las coordenadas de los restantes vértices del paralelepipedo de aristas

AB, AC, AD.
b) Las ecuaciones del cambio de referencia de R ={0;7,1 R} en

R'={A,B,C,D}.
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Espacio afin euclideo
c) El drea del tridangulo ABC.

d) El volumen del tetraedro ABDC.

e) El dngulo determinado por el p/ano ABC y la recta CD.

f) El dngulo determinado por los planos ABC y BCD.

g) Ecuacion de la perpendicular comdn a las rectas AB y CD.
h) Distancia entre las rectas AB y CD.

i) El punto D' simétrico de D respecto del plano ABC.

Solucion

59.- En el espacio afin euclideo ordinario R® se consideran las referencias
R={0,4,v,w} y R'={0",id',v',w'}. Las ecuaciones del cambio de referencia

X 1 -1 1 1)\(x'
deR aRson: [y|[={2(+|1 -1 1]y’

z 3 1 1 1)z
a) Indicar las coordenadas de los vectores de la base B={G, v, W} respecto a la
base B'={u',v' w'}.
b) Demostrar que no existe ningin punto del espacio que tenga las mismas
coordenadas respecto a las dos referencias.
c) Si x+y+z=0 es la ecuacion de un plano en la referencia R, hallar la ecuacion en
R”.

Solucion

60.- En el espacio afin R® respecto de la referencia candnica R = {O;?, ] E} se

consideran los puntos P(1,2,1), A(2,3,1), B(1,1,2), C(4,-1,1). Sea
R'= {P, 4, 4, 63} otra referencia cuyos ejes son las rectas PA, PB, PC.

Determinar R’ sabiendo que el punto D tiene de coordenadas [1, % %} en la
referencia Ry (2, -1, -1) en la referencia R'. Hallar:
a) La distancia entre los origenes de los sistemas de referencia.

b) Las ecuaciones del cambio de coordenadas de R' a R.

c) ¢Es R’ un sistema de referencia ortonormal?

d) Ecuacion implicita del subespacio vectorial F engendrado por los vectores
v, =(1,1,0) y v, = (0,-1,1).

e) El subespacio ortogonal de F.

U. D. de Matematicas de 1a E.T.S.|.T.G.C. 13
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f) Un subespacio suplementario de < v, >

Solucion
61.- En el Espacio Euclideo:

a) Definicion de subespacio ortogonal a un subespacio dado y definicion de
sistema de referencia ortonormal.

b) En As; se consideran los puntos siguientes: O(1,1,1), A(2,1,1), B(2,2,2),
€(1,3,1)y 0'1,0,1), A'(1,1,1), B'(-1,1,1), C(2,-1,2)

I) Probar que R={O, A, B, C} y R'={O’, A’, B', C} son dos referencias de
As.
I) Hallar las ecuaciones del cambio de la referenciaR a R'.

Solucion

14 U. D. de Matematicas de 1a E.T.S.|.T.G.C.
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1.- En el espacio afin real A3 respecto de una referencia cartesiana
R ={0, &, &, &}, se consideran los puntos O'= (1, 2, 1), A=(2, 3, 1), B =( 2,

2, 2) y C=(4, 3, 1). Sea R' = {O', e', e, é"s} una referencia cuyos ejes son las
rectas O'A, O'B, O'C. Determinar R' sabiendo que un punto D tiene de

coordenadas (2, % %) en la referenciaRy (1, 1, 1) en R'. Hallar las

ecuaciones del cambio de coordenadas.

Solucién:

OA =(1,1,00 OB =(1,0,1) OC =(3, 1,0)

Por tanto: &= (A, A, 0), &,=(u,0,n), €=@3v,Vv,0)
Cambio de referenciade R’ a R:

3

<

+

N
o > >

X 1) X'
y|= 0 vy
z pn 0 J){z
Sustituimos las coordenadas del punto D en los dos sistemas de coordenadas:
2 1 A op 3vi(l
1/2|={2+|A» 0 v |1

1/3) (1) (o u o)l2

Resolviendo el sistema:

o 30

12

_ 2
H=73
19
v=""
12

Luego:
€,=(-37/12,-37/12,0), €,=(-2/3,0,-2/3), €,=(57/12, 19/12, 0).

Por tanto, las ecuaciones definitivas del cambio de referencia de R’ a R queda:

U. D. de Matematicas de laE.T.S.1.T.G.C. 15
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2.- En el espacio afin ordinario, se consideran las referencias:
R={0,i,v,w} y R'={0',i0',v',w'}, donde 00'= u+2v+3w, d'=-u+v+w,
v'=U-2v+w, W'=U+V-3w.

a) Hallar las ecuaciones del cambio de referencia de R a R’ .

b) Andlogamente, de R” a R.

c) Demostrar que existe un Unico punto del espacio que tiene las mismas

coordenadas respecto a las dos referencias.
d) Si P=(1,2,0) en R, hallar las coordenadas de P en R’ .

Solucion:

b) Ecuaciones del cambio de referencia de R’ a R.

Si X tiene por vectores de posicion &=(x,y,z) y ﬁz(x',y',z') respecto de R y R’

respectivamente, luego OO'+O'X = OX".

Entonces:

X a a, a8, a5 )X a
y|=|b|+|a, a, a;||y'|<[X],=|b|+P[X].
z C a; A, Adg )\ 2 c

que representan las ecuaciones del cambio de sistema de referencia de R’ a R, siendo P la matriz del

cambio de la base B'= {u VW } alabase B= {U,\?,W}.
En nuestro caso:

X 1 -1 1 1)\ x'
yl=|2|+] 1 -2 1| y'|obien
Z 3 1 1 -3/\z'

a) Ecuaciones del cambio de referenciade RaR’.
De las ecuaciones del apartado b) despejando (x’,y’,z’) obtenemos:

1 1 000 Y\

c¢) Si un punto X tiene las mismas coordenadas respecto a las dos referencias significa que: x=x’;
y=y’; z=z". Y de las ecuaciones del cambio de sistema de referencia:

16 U. D. de Matematicas de laE.T.S.1.T.G.C.
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x) (1) (-1 1 1)(x 2 -1 -1)\(x) (1
yi=|2|+|1 -2 1jy|=|-1 3 -1l|y|=2|=
z 3 1 1 3)\z -1 -1 4)\z 3

d) Utilizando las ecuaciones del cambio de sistema de referencia de R a R’ y sustituyendo x=1;

y=2; z=0, resulta:

N < X B

U. D. de Mateméticas de 1a E.T.S.I.T.G.C.
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3.- Si A, B, C, D son cuatro puntos cualesquiera demostrar que:
AB.CD+ AC.DB+ AD.BC = 0.

Solucion:

Aplicando las propiedades del producto escalar y la descomposicion de un vector en suma de otros
dos (Relacion de Chasles):
AC

ABCD +AC.DB+AD.BC = ABCD +(AB + BC).DB + AD.BC =

distributiva

(A—B+B_C).ﬁ?, AB.CD+AB.DB

- AB.CD + AB.DB + BC.DB + AD.BC = ,@(@ +ﬁ3)+ BC.DB+ AD.BC =

conmutativa
(co-+DB) ADB.BC

. = — e,
=AB. CB +BC.DB+AD.BC=AB.CB+BC.DB+BC.AD =

distributiva

BC.DB+BC.AD (ﬁ+ﬁ)
/—/%

. T N )
:ABCB+BC(DB+AD):ABCB+BC.AB -
conmutativa y distributiva
BC.AB AB.CB+AB.BC
—_—

- AB.CB + AB.BC = AB,(CB + BC) =

y por ultimo
-~ ABCC=AB0=0

18 U. D. de Matematicas de 1a E.T.S.|.T.G.C.
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4.- Hallar: a) La ecuacion de la recta r que pasa por el punto (1,0,0) y es
perpendicular al p/lano x -y -z+2=0.

b) El plano = que pasa por los puntos (0,1,2), (1,0,3), (2,-1,0).

c) La ecuacion del plano o que pasa por el punto (1,1,1) y es perpendicular a la
recta x=t, y=0, z=t.

d) La recta s definida por la interseccion de los planos n y .

e) Posicion relativa de r y s.

f) Distancia entre las rectasr y s.

Solucién:

a)

Del plano x-y-z+2=0 sabemos que i =(1,—1,—1) es un vector ortogonal a él, y si queremos una
recta perpendicular, un vector director de ella puede ser (1,-1,-1) o cualquier vector paralelo.

La ecuacion vectorial OX = OP +tii conocido un punto P(1,0,0) y el vector director A = (1,—1,—1)

resulta: (Y2} =00 F(E-1-10)

b)
La ecuacién general del plano sabiendo que pasa por tres puntos es:
11 1 1
x 0 1 2
n= =0
y 1 0 3
z 2 -1 0
c)

De larecta x=t, y=0, z=1, podemos observar el vector director (1,0,1), que a su vez es un

vector normal a cualquier plano perpendicular a dicha recta.
El haz de planos paralelos entre si y perpendiculares a la recta dada, es: 1x+0y+1z=k; ademas debe
contener al punto (1,1,1), con lo cual x+z=1+1=2=k de donde, resulta i

d)

La recta definida por los planos anteriores es:

€)

Puesto que las dos rectas tienen la direccion del vector (1,-1,-1) ;o son paralelas? ;0 son
coincidentes?

Es facil observar que el punto P(1,0,0) pertenece a la recta r, pero no cumple la ecuacién del plano
G Y por consiguiente no esta en s;

U. D. de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 19
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f)

La distancia entre rectas paralelas es la distancia de un punto de una de ellas a la otra recta, cuya
‘ﬁ A ﬁ‘

formulaes: d(r,s)=d(P,s) = i

Tenemos: P=(1,0,0) un punto de r; A=(0,1,2) un punto de s; y el vector i = (1,-1,-1).

El producto vectorial de los vectores AP =(1,0,0)~(0,1,2) = (L,-1,-2) y fi= (1, -1-1):

con Aes,Per.

—

i ]k
APARi=1 -1 -2/=(-1-10)
1 -1 1

cuyo médulo ‘A_P'/\ﬁ‘=\/(—1)2+(—1)2+02 = V2 junto con [i|=y@)? + ()% +(-1)* =3 se

sustituye en la férmula de la distancia

20 U. D. de Mateméticas de 1a E.T.S.I.T.G.C.
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5.- Hallar la distancia entre el punto (1,2,5) y el plano x+y+z=5. Encontrar el
punto del p/ano que esta a la minima distancia.

Solucién:

Procedimiento a seguir:
1. Recta perpendicular al plano y que contiene al punto.
Del plano x+y+2z =5 un vector perpendicular es (1,1,1) y sera director de la recta perpendicular:

Xx=1+t
r=qy=2+t
Z=5+t
2. Interseccidn de la recta anterior con el plano dado.
X=1+t
Sustituyendo sy =2+t enlaecuacion x+y+z=5resultal+t+2+t+5+t=5=1t=-1 que da
Z=5+t

Xx=1+t=1-1=0
lugar al punto A=<y=2+t=2-1=1=(0,1,4).
z=5+t=5-1=4

Conocido el punto mas cercano del plano la distancia del punto al plano sera:
d(P,x)=d(P,A)=[PA|=[(0,1,4)~(1,2,5)|=|(-1-1-1)| = |3

U. D. de Matematicas de 1a E.T.S.|.T.G.C. 21
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6.- Sean las rectas r=x -2 = Y;I — z;rl

Se pide:
Hallar k para que r y s sean coplanarias, hallar la
a ambas rectas y la perpendicular comin a ambas.

I
<
I

|

ecuacion del plano que contiene

Solucion:
Vector de r: vr=(1,k,2) y un punto de r Pr(2,1,-1)
Vector de s: vs=(1,-1,1) y un punto de s Ps(1,2,0)

1 k 2
Para que las rectas sean coplanarias |1 -1 1|=0=
-1 1 1

El plano que contiene a ambas rectas (con k = -1)

x-1 y-2 z
1 -1 2/=0=>
1

la perpendicular comun es la recta de vector vp=(1,1,0) que pasa por el punto de interseccion de

ambas rectas.

Xx=1+t
X_2:y—1 z+1

S=qy=2-t sustituyendo en r =
z=t

= resulta t=3 luego P(4,-1,3) y la recta pedida

22 U. D. de Matematicas de laE.T.S.1.T.G.C.
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7.- Dada la recta r = X;—l = YIZ = z;3 y el punto P(1,2,1)

Calcular:

1°) Ecuaciones de la recta s que pasa por P y corta perpendicularmente a r
2°) Hallar el punto de interseccion de r y s.

3°) Hallar las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.

Solucion:
X =-1+t

Las ecuaciones paramétricas de r son r={y =2+t se deduce que el punto genérico de r puede
z=3+4t

escribirse como A( -1+t, 2+t, 3+4t) con teR.

El plano perpendicular a r es de la forma

X+y+4z+D=0 r
obteniéndose D al imponer que debe pasar por el punto P.
entonces 1+2+4+D=0 = D=-7

y el plano es x+y+4z-7=0

El corte de este plano con r es Q
(-1+)+(2+0)+4(3+41)-7=0 = 18t+6=0 = t- _§:> el

punto de interseccion de r y s es (sustituyendo t = —% en

la ecuacion der) solucion al apartado 2°)

La ecuacion de la recta s, recta que pasa por Py por Q es:

4 7
X=1+|-——-1 —-1_L
( 3 j# Xx=1 S,u

s={y =2+[§—2j/¢ &s=4y =2—%y y en forma continua

5 2
_ 2 z=1+—
z_1+[3 1);1 3ﬂ

solucion del apartado 1°)

El punto simétrico de P respecto de r vendra dado por:
56 - oM 7 12) 4 5_ 5 Q
Q=QM=|——,- =(X*3Y 3273 M

4
3 3

3" 3'3

solucién al apartado 3°
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punto (1,4,5) respecto a la recta

8.- Hallar el punto simétrico del
x—1 y z-1

Solucién:

Procedimiento a seguir:
1. Plano perpendicular a la recta y que contiene al punto.

2. Interseccidn de recta y plano.
3. Simétrico del punto dado respecto del obtenido por interseccion.

De la recta dada conocemos el vector director v = (2,1,5) que utilizamos como vector normal al

plano pedido.

1. Haz de planos paralelos entre si y perpendiculares a la recta dada 2x+y+5z=k; que ademas
contenga al punto (1,4,5) resulta 2.1+4+5.5=31=k. El plano n=2x+y +5z = 31.

Xx=1+2t
2. Larecta dada en forma paramétricaes <y =3+t que sustituyendo en la ecuacién del plano
z=1+5t

2(1+2t)+(3+1)+5(1+5t)=31=30t = 21:>t:%:% que en la recta da

x:1+21=£
10 5
g, 137 Lo (12379
10 10 510 2
z:1+51:g
10 2

3. El simétrico de P es el punto P’ siendo O el punto medio del segmento PP’, luego,

P’=2.o-P=2(2,29]—(1,4,5) = (224)
5102 5'5
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9.- Hallar el punto simétrico de (1,2,3) respecto del plano x-3y-2z+4=0.

Solucion:

Procedimiento a seguir:

1.
2.
3.

1.

Recta perpendicular al plano y que contiene al punto.
Interseccion de recta y plano.

Simétrico del punto dado respecto del obtenido por interseccion.

En este caso el vector normal al plano fi =(1,-3,2) nos sirve para determinar la direccion

X=1+t
de la recta perpendicular: {y =2-3t
z=3-2t

Sustituyendo las ecuaciones de la recta en la del plano

(1+t)-3(2-3t)—2(3-2t)+4=0=-7+14t=0=>t :% que en la recta queda

x:1+1=E
2 2

y=2—31=1:o(§,1,2j
2 2 2'2
7-3-21_7

2

El simétrico de P es el punto P’ siendo O el punto medio del segmento PP’, luego,

P’=2.0-P= 2(%,%, 2)—(1, 2,3)= (2,—1,1)

U. D. de Matematicas de 1a E.T.S.|.T.G.C.
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10.- En el espacio afin ordinario, se consideran las referencias:
R={0,i,v,w} y R'={0"d'.v',w'}, donde O0O'z i+2V+3W, u'=v+w,
=U+W, W'sU+V .

a) Hallar las ecuaciones del cambio de referencia de R a R'.

b) Andlogamente, de R' a R.

c) Demostrar que existe un uUnico punto del espacio que tiene las mismas
coordenadas respecto a las dos referencias.

d) Si P=(1,2,0) en R, hallar las coordenadas de P en R'.

e) Indicar las coordenadas del punto O en R'.

Solucién:

b) Ecuaciones del cambio de referencia de R’ a R.

Supongamos que X tiene por vectores de posicion 6() =(X,Y,2) y 5)( =(x',y',z") respecto de R

y R’ respectivamente, como OO'+0'X = OX , se verifica:

X a A, a8, A8y (X
y|=|bl+la, a, a,| Yy |<[X], =|b+P[X].
z C d; A,y Ay )\ Z c

que representan las ecuaciones del cambio de sistema de referencia de R’ a R, siendo P la matriz del
cambio de la base B'={0',v', W'} alabase B={0,V,W}.

En nuestro caso:

X 1 0 1 1)x
yl=|2|+|1 0 1] y'|obien
Z 3 1 1 0Nz

~ ~ ol ©

N <« X Bk
w N P e
r O K| ©
N < X B

a) Ecuaciones del cambio de referenciade R a R’.

De las ecuaciones del apartado b) despejando (x’,y’,z’) obtenemos:
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0 -1

N < X B

0
0
1
1

L O K| O
o -

c¢) Si un punto X tiene las mismas coordenadas respecto a las dos referencias significa que: x=x’;

y=y’; z=z". Y de las ecuaciones del cambio de sistema de referencia:

1Y) x 1 -1 -1)x
ljly|l=|-1 1 -1ljly|=|2|=
0)\z -1 -1 1 )iz 3

N < X
Il

w N B
+

=)

O -

d) Utilizando las ecuaciones del cambio de sistema de referencia de R a R’ y sustituyendo x=1;

y=2; z=0, resulta:

1 0 0 0
' -2 |-1/2 1/2 1/2

' 1 |1/2 -1/2 1/2
' 0 |1/2 1/2 -1/2

N < X B~
o NN BB

e) Puesto que O=(0,0,0) en R mediante las ecuaciones del cambio de sistema de referencia de R a

R’ es [OS(E2.40).
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11.- Las coordenadas de los puntos medios de los lados de un triangulo ABC son:

M(1,0,-1), N(0,2,0) y P(0,1,1). Determinar las coordenadas de los vértices A, B

y C.

Solucion:

m=LtC L om B
2
_ a+¢ S, -
n:—2 2Zi=a+C¢ r=>m
a+b o5 _34b
2

restando la Ultima ecuacion a las anteriores, resulta:

28

o T W
[

-M+n+p=-10-1)+(0,2,0)+(0,1,1) =(-1,2,2)
(1,0,-1)-(0,2,0)+(0,1,1) =(1,-1,0)
1,0,-1)+(0,2,0)-(0,1,1) =(1,1,-2)

U. D. de Matematicas de 1a E.T.S.|.T.G.C.
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12.- Dadas las rectas representadas por las ecuaciones:

_ . _y-1 z+2 =x+5_y—3_z+4
r'_xl—_l—2 y s= 2 - 2 - 3

, se pide:

a) Demostrar que las rectas r y s son coplanarias.

b) Hallar la ecuacion del plano que determinan.

Solucion:

a)
De cada recta tomamos un punto y el vector director:
A=(1,1,-2); v, =(1,-1,2) corresponden a la rectar.
B=(-5,3-4); v, = (4,-2,3) corresponden a la recta s.
Formamos el vector que resulta de unir las rectas: AB = (—6,2,-2) y vemos que los tres vectores

son linealmente dependientes:

1 -1 2
V.., AB|=|4 -2 3|=0
6 2 -2

b)

La ecuacion vectorial del plano es: W=0A+tvr+3\7S que en forma paramétrica

X=1+t+4s x-1 1 4
y=1-t-2s y su ecuacion general |[y—1 -1 -2/=0=|IX+5y+22-2=0
Z2=-2+2t+3s z+2 -2 3
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13.- Hallar la posicion relativa de los dos planos siguientes segtn los valores de

a.

n,=x-3y+2z=1, 1, =2x -6y +a’z=-a

Solucion:

Estudiamos las soluciones del sistema formado por las ecuaciones que determinan los planos

mediante el teorema de Rouché-Frobenius:

2

1 3 2 1
or , |? Paraello =a"—-4=
a 2

0=a=+2<rango=1
2 -6

0 a#t2<rango=2

a2

1 -3 2 1 1
or ? Paraello
a 2

1] A2 0e=a=-2<rango=1
—a| " |#0e<a%-2<rango=2
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T

14 .- Determinar la posicion relativa de las rectas r y s en funcion del valor que

se tome para a:

x=1+2A . B
x—a_y+l_ z+

= =2 - A = =
=YY S=T3 T2 T
y 4

=-2+A

Solucion:
Para estudiar la posicion relativa de las rectas r y s consideramos el vector director de cada unay un

vector que resulte de unirlas:
V, =(2,-11);V, = (3,21);A=(12-2)er;B=(a,-1,-3) es= AB = (a—1,-3,-1)

2 -1 1 -
v, v, AB|=|3 2 1|=8a-7=0la=—
a-1 -3 -

'Si a=-7/3 rectas secantes, en otro caso r y s se cruzan,

U. D. de Matematicas de 1a E.T.S.|.T.G.C.
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15.- <cPertenece el plano x+y+z+2=0 al haz determinado por la recta

x+2y-z-1=0 5
x-3y+4z+2=0"

Solucion:

Mediante la combinacion lineal de las ecuaciones de los planos determinamos el haz de planos,
puesto que el plano buscado no es ninguno de los dados multiplicamos por un pardmetro una
ecuacion y sumamos la otra ecuacion:
{x+2y—z—l:0 <:>{x+2y—z—1:0
X-3y+4z+2=0 AX—=3\y+4rz2+21 =0
(1+A)x+(2-30)y+(-1+4)1)z-1+2A=0

para que el plano x+y+z+2=0 pueda pertenecer al haz deben ser los coeficientes proporcionales:

140 2-3% —1+4L —1+2
1 1 1 2

No hay solucién y el plano no esta situado en el haz.
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16.- Hallar las ecuaciones de la recta tal que: sea incidente con P(1,1,0),

coplanaria con la recta x=y-1=z y sea paralela al p/ano x+2y-5=0.

Solucion:

Vamos a buscar dos planos que contengan a la recta pedida. Uno n que contenga a la recta x=y-1=z

y al punto P y otro o paralelo al plano x+2y-5=0y que contenga a P.
X-y+1=0 X-y+1=0

S
Planteamos el haz de planos que contiene alarecta (X—-z=0 AX—Az=0

(1+1)x-y-Az+1=0

Para que contenga (incidente) al punto P ha de verificarse:

(1+2)-1+1=0=>A=-1=|-y+z+1=0=n

Considerando todos los planos paralelos entre si y con el plano dado x+2y-5=0: x+2y=k, como

queremos aquél que contenga al punto P: k=1+2-1=3 queda:

x+2y=3< |x+2y-3=0=c].

La recta pedida es la interseccion de los planos obtenidos cumpliendo las tres

-y+z+1=0=n
X+2y-3=0=0c

condiciones.
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17.- Dada la recta 2x+3y-4z=6; 3x-y+z=1 y el plano 2x+ay-z=4. Hallar el valor

de a para que el p/ano sea paralelo a la recta.

Solucion:

Estudiando el sistema formado por las ecuaciones de la recta y la ecuacion del plano:

2X+3y—-4z2=6
X-y+z=1
2X+ay—-z=4

observamos que el rango de la matriz ampliada vale 3 independientemente del valor de a

2 3 -4 6
rr3 -1 1 1|=3
2 a -1 4

si el sistema debe ser compatible entonces:

2 3 -4
rfr3 -1 1 (=2
2 a -1

para ello el menor de orden tres debe ser nulo

2 3 -4

3 -1 1|=0> at=i
14

2 a -1
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Determinar la ecuacion de un plano que contiene a la

_ X+y+2z-= 0 ) )
r= { 2y _ 3z = 2 y es paralelo al p/ano 1 =6x+8y+3z=1.

recta

Solucién:

La ecuacion del haz de planos de eje la recta r es:

=
2y—-32=2 20y —3\z2 =2)
X+(1+2A)y+(1-31)z=2\

{x+y+z:0 X+y+2=0

Para que el plano anterior sea paralelo a = el sistema formado por las ecuaciones de ambos planos

debe ser incompatible.

1 1+2)0 1-3A 1 1+20 1-3A
6 8 3 6 8 3

1 4 1 1
SAh=—= [X+=y+=-2=—
6 3° 2 3

U. D. de Matematicas de 1a E.T.S.|.T.G.C.

35




Espacio afin euclideo

19.- Encontrar las ecuaciones de una recta que se apoya en dos rectas r y s

dadas y pasa por el punto P(1,0,-1).

x=1+ 3t
_ _ <= XxX+y+z=0
N R | 2x-y=3
z=1

Solucién:

La recta pedida se puede formar interseccionando dos planos que contengan al punto P y a las rectas

ry s, respectivamente.

Primeramente, plano = que contiene a la recta r y al punto P:

Conocidos los puntos A=(1,0,1)er y P(1,0,-1) formamos el vector AP = (0,0,-2) y el plano = es
el que pasa por Ay es paralelo a los vectores AP = (0,0,-2) y r=(3,4,0):

x=1+3t [(x-1 3 O
n=qy=4t =|y 4 0|=0=-8x+6y+8=0=>4x-3y-4=0
z=1-2s (z-1 0 -2

El segundo plano o pertenece al haz de planos de eje la recta s y pasa por P:
X+y+z=0 X+y+z=0
S= =
2X-y=3 20X — Ly =3\
Q+20)x+(1L-N)y+z=31

que contenga al punto P(1,0,-1) =1+2A-1=3A =1 =0

por tanto el plano o directamente es x+y+z=0, ya que contiene a P.

La recta buscada coplanaria conry s es:

n=4x-3y-4=0
c=X+y+z=0
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20.- Hallar las coordenadas de los restantes vértices de un paralelepipedo,

siendo:

A=(1,-7,4), B=(2,-1,9), C=(3,-7.5) y D=(4,-5,8) (aristas AB, AC, AD).

Solucion:

Determinamos las aristas:
AB=0B-0A=(2,-19)-(1,-7,4)=(1,6,5)
AC=0C-0A=(3,-7,5)-(1-7,4)=(2,0,1)
AD =0D-0A =(4,-5,8)—(1,-7,4)=(3,2,4)

G F

v
—

A B
Vectorialmente obtenemos todos los vértices:

OE = OA+AB+BE =0A + AB+AC =(1,-7,4)+(1,6,5)+(2,0,1) = (4,-110)  |E=(4,~110)
OF = OE + EF = OE + AD = (4,-1,10) +(3,2,4) = (7,1,1) _ F=(7,11)
OG =0A +AC+CG =0C + AD =(3,-7,5)+(3,2,4) = (6,-5,9) G=(6,-59)
OH = OB + BH = OB + AD = (2,-1,9)+(3,2,4) = (5,1,13) H=(5113)
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21.- Sean A;, A;,..,As los vertices de un paralelepipedo. Sabiendo que los

vectores diagonales de las caras que concurren en A; son AA, = (2,-2,2),
AA, =(4,2,2) y AA, = (2,2,4). Se pide:
a) Calcular las coordenadas de los vectores AA , i=2,4,5,7.

b) Hallar los dngulos A,A A, , AAA y AAA, .

Solucion:

a)

Planteamos las ecuaciones vectorialmente:

A1A3 = A1A2 + A2A3 = A1A2 + A1A4 = (2, _2, 2)
AlAG = A1A2 + A2A6 = A1A2 + AlA5 = (4, 2, 2)
AA, =AA, +AA, =AA, +AA, =(2,2,4)

Se resuelve el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas y sale:

AA, =(2,-10)
AA, =(0,-1,2)
AA, =(232)

por Ultimo A /A, =A A, +AA, =AA, +AA, =[(414)

b)

Para calcular los &ngulos aplicamos la definicion de producto escalar:

o — ol e o - ] . I A . .

X -y =|%||y].cos(X,y), de aqui se obtiene: cos(X,y) =ﬁ. Si los vectores estan referidos a una
X.|y

— lel + X2y2 + X3y3
2 2 2 2 2 2
VX X2 +x2\y2 +y2 +y?

base ortonormal, entonces: cos(X,Y)
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COSAAA, =

-
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malaA] 02222 2 5

AA, =AA, -AA, =(2,0,-2)

AA, =AA, -AA, =(2,-10)

AAAA, (20-2)(2-10) 4 2 _
‘AsABHKA;‘ ‘(2’0’_2)“(2’_1'0)‘ 2J2~/5 10

U. D. de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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22.- Sean A, B, C y D cuatro puntos no alineados. Demostrar que los puntos
medios de los segmentos que forman los lados del cuadrilatero son los vértices de

un paralelogramo.

Solucion:

Tenemos que demostrar que los segmentos del cuadrilatero son iguales dos a dos, es decir,

MN =QP y MQ = NP teniendo en cuenta que:

Ahora bien,
MN — ON - OM ~~(OC + O - ~(OA + 0B ) =2 (0C - OA)
QP = 0P - 0G = (OC +0B) - (0A+0D) =2 (0C - OA|

que como vemos son iguales: MN = %(56 - O—AT) =QP

Analogamente,
MG - 0G - OM = ~(0A + 0B) - (0A + 0B) - (05 - OB)
1

NP = OP - ON =§(66+65)—%(66+6§)=%(65—6§)

gue como vemos son iguales; MQ = %(ﬁ —O—B) =NP
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23.- Conocidas las coordenadas A, B y C de los vértices de un triangulo,

determinar las coordenadas de su baricentro.

Solucion:

Vectorialmente se cumple: OP = % por ser P el punto medio del lado AB y sabemos que el

baricentro se encuentra a 1/3 de la base y a 2/3 del vértice:

OG-0P+PG=0P+-PC-0P+.0C_L0P=20P+10C=
3 3 3 3 3

U. D. de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 41



Espacio afin euclideo

24.- Calcular las coordenadas del baricentro, ortocentro y circuncentro del
triangulo A B C, siendo A (2, 0, 1), B(0,1,1), € (0, 0, 4)y comprobar que

estan alineados.

Solucién:

Baricentro o lugar donde se cortan las medianas, corresponde al centro de gravedad, segun el

problema 23:

OG

A OA+0B+0C _ (2,0,1)+(0,1,1)+(0,0,4) _ (
3 3

w N
w|
N
N—

Ortocentro o lugar donde se cortan las alturas:
Altura sobre el lado AB:

AB = (-2,1,0) es un vector normal al plano m, que pasa por C y es perpendicular al lado AB, luego
m, =-2X+Y =0; lainterseccion de =, con larecta AB:

X=2-2t
y=t es el punto H;=(2/5,4/5,1) que junto con el C forma la altura sobre AB:
z=1

X =2t
h, =<y =4t
z=4-15t

Altura sobre el lado AC:
AC = (-2,0,3) es un vector normal al plano m, que pasa por B y es perpendicular al lado AC,

luego m, =-2x+3(z-1)=0

X = -2t
interseccion con la recta AC: sy=0  da el punto H,=(18/13,0,25/13) que junto con el B forma
z=4+3t
X =18t
la altura sobre AC: h, =qy=1-13t.
z=1+12t
Por ultimo, la interseccion de las dos alturas: h, ~h, =|H= E,ﬁ,ﬂ
49 49 49
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Circuncentro o lugar donde se cortan las mediatrices o centro de la circunferencia circunscrita:
Necesitamos conocer la ecuacion del plano ABC, procederemos imponiendo la condicién de que

cualquier punto (X,y,z) junto con A, B y C sean linealmente dependientes:

Xy 1

1
1:—3x—6y—22+8:0

4 1

VA
1
T
1

2 0
0 1
0 0
Mediatriz sobre el lado AB=rta,, siendo o, el plano que corta ortogonalmente al lado AB por su
punto medio (plano mediador):

Punto medio: m:( 1

l,E,lj y vector normal a o, , AB = (-2,1,0) forman el plano:

o, E—2(X—1)+y—%:—2x+y+§:0

interseccion con el plano = -3x -6y —2z +8 =0 forma la mediatriz.

Mediatriz sobre el lado AC=nno,, siendo o, el plano mediador del segmento AC:

Punto medio: M:( S

1’O'§j y vector normal a o,, AC = (—2,0,3) forman el plano:

o, E—2(X—1)+3(Z—g) =—2x+3z—%:0

interseccion con el plano ©=-3x -6y —2z +8 =0 forma la mediatriz.

La interseccion de las mediatrices nos da el circuncentro:

n=-3X-6y—-2z+8=0
0, =-2X+y+3/2=0 =M=
c,=-2X+3z-11/2=0

49'98" 98

(40 13 233)

Los tres puntos baricentro, ortocentro y circuncentro estan alineados, forman la llamada “recta de
Euler”. En efecto:

W:X@c)(zz 59 37)_}{ 44 59 37j:>7‘ 1

147" 294'98

147147 49
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25.- Calcular xA ; (;/\ ;) .z ) (;/\ ;) A ; XA (;/\ ;) [x, Y. z] , siendo

- > o> o - -

;=2t71+u:-u3, YU +U, +U;, Z =-l]:+5l;;+7l]; y B ={t71,|72,173} una base

ortonormal.

Solucion:
u, u, U,

XAy=(2 1 -1=20,-3u,+10,
1 1 1

U1 UZ US
(X/\y)/\z= 2 -3 1|=-260, 150, + 70,
-1 5 7

1 -1=-20,-140,-180,
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= g e —
26.- Dados dos vectores d, b se buscan los vectores x tales que a=b A X,

obtener la relacion que deben satisfacer d, b para que la ecuacion a=b A X

tenga alguna solucion. Cuando se cumple dicha condicion, describir

’ . . = [ X4
geomeétricamente, las soluciones x de la ecuacion.

Solucion:

Por definicion de producto vectorial de los vectores b y X el resultado el vector @ debe ser

perpendicular a ambos, luego necesariamente @y b tienen que ser perpendiculares para que exista

% que cumpla @=b A X ; por tanto, las soluciones de |X pertenecen al plano ortogonal al vector & | y

como: |é|s‘5“7<| ha de ser |

s8]

<|%||

ol
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5
27.- Hallar el wvalor de A para que los vectoresx =, + Ald, — 34,

- -
y = 24, — 3M4, + U;, z = U, + U, — U, sean coplanarios.

Solucion:

Los tres vectores son coplanarios (estan sobre un mismo plano) si su producto mixto es cero.

1 X -3
[x,y,z}:(X/\y)-z:Z -3r 1{=-3A-7=0=>
1 1 -1
A=—t
3
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28.- Dados los puntos A=(3,2,0), B=(1,0,1), €=(2,-2,3), y D(-1,1,2). Se pide:
a) El drea del tridngulo ABC.
b) El volumen del tetraedro ABDC.
c) El dngulo determinado por el plano ABC y la recta CD.
d) El dngulo determinado por los planos ABC y BCD.
e) Ecuacion de la perpendicular comun a las rectas AB y CD.

f) Distancia entre las rectas AB y CD.

Solucioén:
a) El area del triangulo ABC es la mitad del area del paralelogramo formado por los vectores

AB=(101)-(3,2,0)=(-2,-21) y AC=(2,-2,3)-(3,2,0)=(-1,-4,3).
Cuya area viene determinada por el médulo del producto vectorial:
b
ABAAC=|-2 -2
-1 -4

W = X

=(-2,5,6) = ‘EATC ~ J(-2)" +5° +6° =65

—_— —

Y por consiguiente, S,,. =% ABAAC| = %\/@ :

b) ElI volumen del tetraedro es igual a 1/6 del volumen del paralelepipedo cuyo valor se obtiene

como valor absoluto del producto mixto de los tres vectores AD,AB y AC que constituyen sus

aristas: V = ‘[EEA—CJ = ‘ﬁ : (,@ A A—C)‘

y en nuestro caso AD =(-11,2)-(3,2,0)=(-4,-12) y ABAAC = (-2,5,6),
si hacemos V = |AD -(AB A AC)| = (~4,-1.2)(~2,5,6) =8-5+12 =15

y asi el volumen del tetraedro es [15/6=2.5.

c) Del plano ABC conocemos un vector normal fi=(-2,5,6) y de la recta CD el vector director
65=(—3,3,—1); siendo el angulo que forman suplementario del angulo pedido, luego de la

definicién del producto escalar se tiene:

o = arcsen |——— E ”_‘ arcsen|( 2'5\’/2_)5(\/%3’ 1) %—arcsen\/% =
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d) Del plano BCD necesitamos conocer un vector normal, para ello realizamos el producto vectorial

de los vectores CB =(~1,2,-2) y CD =(-3,3,-1)

i ] k
i'=CBACD=|-1 2 —-2/=(4,5,3)
-3 3 -1
B = arccos n.n —arccos|(_2’5’6)(4’5’3)|:arccos 3 __ arccos—— =
[ | V65v50 | /3250 V130

e) Perpendicular comun: recta perpendicular y secante a ambas.
Procedimiento a seguir:

1. Vector perpendicular a ambas rectas.

i j k
V=ABACD=|-2 -2 1|=(-1-5-12)
-3 3 —

2. Plano que contiene a la recta AB y al vector perpendicular a ambas.

Tenemos el punto A=(3,2,0) y los vectores AB=(-2,-2,1) y V=(-1,-5-12) con lo cual la

X-3 y-2 2z
ecuacion del planoes: n=| -2 -2 1= |29x —25y+8z-37 = O|
-1 -5 -12

3. Plano que contiene a la recta CD vy al vector perpendicular a ambas.
Tenemos el punto C=(2,-2,3) y los vectores ﬁ:(—3,3, -1) y v=(-1,-5,-12) con lo cual la
X-2 y+2 z-3

ecuacion del planoes: 6= -3 3 -1 |=|-41x—35y +18z - 42 =0
-1 -5 12

4. Interseccion de los planos anteriores.

-1 -4 3
— = -2 -2 1
AC,AB,CD
[ } -3 3 -1 |19

f) d(rAB1rCD) = = > >
pBACDl V(L) +(-5) +(-12) A
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29.- Consideremos los puntos P = (1,2,0) , Q = (1,0,1) y R(1,0,0). Se pide:

a) Demostrar que son los vértices de un tridangulo rectdngulo y calcula la
longitud de cada cateto y el drea de/ tridangulo.

b) La ecuacion del plano que los contiene.

¢) Un punto T de manera que los puntos P, Q, R y T sean los vértices de

un rectangulo.

Solucion:
a) Eltriangulo PQR sera rectangulo si son perpendiculares algun entre los vectores:
PQ =(0,-21), PR =(0,-20), QR =(0,0,-1)
PR-QR =0-0-2:0 +0:(-1) = 0, luego los vectores PR y QR son perpendiculares.

Longitud de los catetos:

PR|= 0 +(-2) +0* = [2] [QR|=/0? +0% +(-1)* =

Area del triangulo:

A= % PRI{QR| :%-2-1 = [ ?

b) Ecuacion del plano que contiene a los puntos P, Q y R:

y z

2
=0= [x=1

R = = X
o O

0
0

c) Si T (a, b, ) es el punto pedido, como las diagonales se cortan en su punto medio:

a1 a .
2 2
b+0 2+0
= = bh=2,>
2 2 M
c+0 0+1
2 2 Q
T=(1,2,1)
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30.- Hallar

x-1
B

y-2-=

la distancia  del punto P=(1,4,5)

z-3
3

a

recta

Solucién:

‘ﬁ/\V‘
d(P,r)=

v

De la recta r obtenemos: A=(12,3)er;v=(2213) formamos AP=(0,2,2) y calculamos

i j k
APAV=|0 2 2/=(4,4,-4) cuyo médulo es: ‘ﬁw‘ =\/42 +42 +(—4)" =443 que junto con
2 1 3
AP AV
el modulo [V] = v22 +12 +3” =14 se tiene que d(P,r):‘ & ‘ = 43 = 2\/75

50
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31.- Sea el punto P(1,4,5) donde esta situado un semadforo en el borde de la
calzada de una calle cuyo eje sigue una linea recta de ecuacion

x-1 z-1

2

calle donde colocar el otro semaforo. ¢Cudl es la anchura de la calle?

. Hallar el punto P' simétrico del P respecto del eje de la

y-3-=

Solucion:
Procedimiento a seguir:
1. Plano perpendicular a la recta y que contiene al punto.
2. Interseccion de recta y plano.
3. Simétrico del punto dado respecto del obtenido por interseccion.

De la recta dada conocemos el vector director v = (2,1,5) que utilizamos como vector normal al

plano pedido.
1. Haz de planos paralelos entre si y perpendiculares a la recta dada: 2x+y+5z=Kk; si ademas

contiene al punto (1,4,5) resulta 2.1+4+5.5=31=k. El planoes n=2x+y+5z = 31.

X =1+2t
2. Larecta dada en forma paramétricaes <y =3+t que sustituyendo en la ecuacion del plano
z=1+5t

2(1+2t)+(3+1)+5(1+5t)=31=30t=21=t =% que en la recta da

x=1+21=E

10 5

7 37 12 37 9
y:3+_:_ = =l oy T v o

10 10 510 2
z:1+51=g

10 2

3. El simétrico de P es el punto P’ siendo O el punto medio del segmento PP’, luego, P’=2.0-

P:Z(E,ﬂ,gj—(lA,S): (224)
5102 5'5

Para la anchura basta calcular la distancia entre los puntos Py P’:

d(P,P')=\PT>'\=\o—F>'—@\=‘(E 3,-1}‘:\/(%j2+(—gj2+(—1)2 = %

5 5
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32.- La base de un drbol esta situada en el punto P(1,2,3) proxima a un muro de
ecuacion x-3y-2z+4=0. Hallar las coordenadas del punto P' en el cual se desea

colocar otro darbol simétrico al del punto P respecto del muro.

Solucion:

Procedimiento a seguir:
1. Recta perpendicular al plano y que contiene al punto.
2. Interseccion de recta y plano.

3. Simétrico del punto dado respecto del obtenido por interseccion.

1. En este caso el vector normal al plano i =(1,—3,-2) nos sirve para determinar la direccion

X=1+t
de la recta perpendicular: {y=2-3t
z=3-2t

2. Sustituyendo las ecuaciones de la recta en la del plano

(1+t)-3(2-3t)—2(3-2t)+4=0= -7 +14t =O:>t:% que en la recta queda

-

x=1+—=E
2

N

y:2—31=1:o(§,1,2j
2 2 22

2:3—21:2
2

3. El simétrico de P es el punto P’ siendo O el punto medio del segmento PP’, luego,

P’:Z.O-P:2(%,%,2)—(1,2,3)= (2,-11)
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33.- Considérese el tetraedro de vértices 0(0,0,0), A(1,0,0), B(0,1,0) y
€(0,0,1). Hallar un plano que contenga al lado AB y que divida al fefraedro en

dos partes de igual volumen.

Solucion:
El volumen del tetraedro es igual a un 1/6 del volumen del paralelepipedo que forman los vectores

OA,OB, y OC:
1 00
v - £[[OA0B,0C | - H[oA-(0BAOT)| =20 1 0]=1
0 01
La mitad del volumen sera: 1V = 11 = 1
2 26 12

A
El punto D pertenece a la recta que pasa por By C:
OD=0B+t-BC=(0,1,0)+1(0,-1,1)=(0,1-1,t)
Ahora, el volumen del tetraedro es igual a un 1/6 del volumen del paralelepipedo que forman los

vectores OA, OB, y OD y éste debe ser la mitad del anterior:

1 0 0
é=%‘[ﬁ;@,ﬁ]=%‘ﬁ-(@A®)‘=%O 1 O:Et:t=%:D=(0,%,%j
0 1-t t

El plano que pasa por O, Ay D: OX =00 + t-OA +s-0D
(x,y,2)=(0,0,0)+t-(1,0,0)+s:(0,1/2,1/2)

=0= 5y +;2=0c [§5a=0

H
NP, O %
N, O N
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34.- Dos caras de un cubo estdn en los planos x+2y+2z=1, x+2y+2z=7. Calcular

el volumen del cubo.

Solucion:

Obviamente los planos son paralelos y la distancia entre ambos es la arista del cubo. Tomamos un

punto P(1,0,0) del plano x+2y+2z=1y calculamos la distancia del punto P al otro plano:

lap, +bp, +cp, +d|

JaZ +b% +c?

La distancia de P a mviene dada por: d(P,n)= siendo el plano

n=ax, +bx, +cx; +d =0 yelpunto P =(p,,p,,p,)-

p1+02+02-7| 6 _,

V124224203

En nuestro caso, d(P,n) =

Y el volumen del cubo de arista 2 es 2°=§
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35.- Se considera una diagonal D de un cubo y una diagonal d de una de sus

caras de tal forma que las rectas que contienen D y d se cruzan. Hallar la

distancia entre ambas rectas.

Solucioén: 4
Consideremos un vértice en el origen

0(0,0,0) y el otro en A(a,a,a) que forman D

la diagonal D de un cubo de arista a; >

entonces, los vertices de la diagonal d son
B(a,0,0) y C(0,a,0). Las ecuaciones de las
rectas que contienen a D y d,
respectivamente, son:
X =Aa X=a—pa
,=<y=2a;r,=qy=pa ,yaque ﬁ:(—a,a,o)
z=)a z=0
Como las rectas se cruzan la distancia es:

[o8 08 ]

d(ro. 1) = ‘6,5(/\§6‘

a
Sabemos que V:‘[O—Bﬁﬁ] = a =a°, puesto que es el volumen de un

|-

L 9 O
o v O

—a

cubo de arista a.
Y el producto vectorial,

i j k
OAABC=|a a a:(—az,—az,ZaZ):‘ﬁ/\ﬁ‘:x/a“+a4+4a4:\/E-az
-a a 0

y sustituyendo en la formula

d(ry,ry) a

[oBoABC] & 2 |6
~ oRneq Voa e L8
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36.- Expresar Vv como suma de un vector V, paralelo a i y otro Vv,

perpendicular a U para un vector u cualquiera.

En particular, para v =(1,-1,0) y d=(1,3,0).

Solucion:

Las condiciones dadas se expresan

mediante un sistema de ecuaciones

<l

vectoriales:

<l
N

V=V, +V,
V, || U< 3n/V, =00
V, LIV, 0=0

<l

|—-<l

resolvemos el sistema despejando Vv, en la primera ecuacion y sustituyéndolo en la tercera:

En particular, para G =(1,3,0) y Vv =(1,-1,0) se tiene que:
vi=(,-10)@130)=1-3=-2 v.-a -2 1
u-u=(430)(@30)=1+9=10

I | 1 3
V1:7\,U = '5(1,3,0):('g,'g,0)

56 U. D. de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.




@ Espacio afin euclideo £

37.- Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (0,1,-3) y que

forma con la parte positiva de cada eje coordenado los siguientes dngulos:

a=90°, B=30°, y=60°.

Solucion:

El vector director de la recta referido a los ejes coordenados es:

0

V =(cosa,cosP,cosy) = (cos90°,cos30°,cos60°) = ( ,EJ 0 bien, el vector

proporcional (O,«/§,1) resultando la recta de ecuacion:

U. D. de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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x-1 'y =z-1 _~  z-1 .
1_2_3,s.x_y—2.$epude.

38. Dadas las rectas r:

a) Estudiar si se cortan o cruzan.

b) Ecuacion del plano en forma implicita que contiene a s y es
paralelo a r.

¢) Ecuaciones paramétricas de todas las rectas que se apoyan en r
y s.

d) Entre todas las rectas del apartado anterior, encontrar una que
sea paralela al p/ano x + y + z - 3 = 0. Dar la solucion en paramétricas.

d) Distancia entre r y s.

Solucion:

De cada recta consideramos un punto y el vector director:

[AQ1,0,1) (B(0,0,1)
r'{u = (1,2,3) > {v = (1, 1,2

a) Rango (U, V) = 2, pues no son proporcionales.

10 0
rango(ﬁs, U, \7) =3,yaque [l 2 3/=-120 SE CRUZAN
11 2

b) Del plano pedido conocemos la recta s que esta contenida en él y el vector director de r:

B(0, 0, 1)
T {0=(1,2,3)
v=(12
Una ecuacion implicita:
Xy z-1
=1 2 3|=0=K+ty-z+1=0
1 1 2
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c) Escribimos las ecuaciones de las rectas en forma paramétricas.

X=1+x X =Uu
Punto genéricoder: {y = 2h Punto genéricode s: iy =
z=1+3\ z=1+2p

Luego una recta que se apoye en ry s sera la que pase por estos dos puntos Ry S.
RS = (u-1-2, p-20, 1+2u-1-32)
y pasa por el punto S=(u, p, 1+2p)

Ecuacion paramétricas de la recta pedida:

d) Para que la recta determinada por Ry S sea paralela al plano x +y + z -3 = 0 tiene que
cumplir: RS-fi = 0
(w14, p22,2u-3%)-(L 1 1) = 0 = 6L-4p +1 =10

Una de las rectas pedidas puede ser:
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39.- Se quiere construir un tendedero con una cuerda desde el punto P

2x+3y+z-5=0

la longi I
~By-2-10=0 de modo que la longitud de la

(0.1,1) hasta la recta r: {

cuerda sea la menor posible. Determinar el punto de la recta r donde debe

ir la cuerda y la longitud de dicha cuerda.

Solucién:

Procedimiento a seguir:
1. Plano perpendicular a la recta y que contiene al punto.
2. Interseccion de recta y plano.

i
De la recta dada conocemos el vector director v =2 = (2, 2,—10) paralelo a (1,1,-5)
0

que utilizamos como vector normal al plano pedido.

1. Haz de planos paralelos entre si y perpendiculares a la recta dada x+y-5z=k; que
ademéds contenga al punto P (0,1,1) resulta 0+1-51=-8=k. EI plano
T=X+y—-52=-4.

2. Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de la recta y la ecuacion del plano

T=X+y-52+4=0
(o 2x+3y+z-5=0 = |Q= (ﬂ,—ﬂ,éj
~ |-5y-z-10=0

La longitud de la cuerda es:

d(P,1) = d(P,Q) =\%\:‘(§,—E,Ej‘: ST
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40.- Hallar en el egje OX un punto equidistante de los dos planos

2x+2y+2=0; -x+2y+2z=6.

Solucion:

Cualquier punto del eje OX es de la forma P(x,0,0) y sabemos que la distancia de P a © viene

lap, +bp, +cp, +d|

Va2 +b? +c?

dada por: d(P,n) = siendo el plano m=ax, +bx, +cx,+d=0 y el

punto P= (p17 Py, pa) .

En nuestro caso,
x2+02+01 [x(-1)+02+0-2-6|
22+ 22 41 VI + 2%+ 22

Por tanto, obtenemos dos soluciones P(-2,0,0) y P(6,0,0)|

d(P,m) = o [2x| =|-x - 6] < x :{;2
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41 .- Hallar los dngulos que la recta de ecuaciones x+y+z=1, 2x-y+z=0,

forma con los planos coordenados.

Solucion:

- P, — X, =P, — X; —Ps
Vl VZ VS
verifica, entonces, que:

X
Sean la recta r==-% el plano m=ax, +bx, +cx,+d=0. Se
1 2 3

V,a+V,b+ vy

sen(r/n\t) =
JVi2 + ;7 + v a? +b? + ¢

X+y+z=1
De la recta dada { y

]k
1 1 :(2,1,—3).
2X-y+z2=0 1

i
, obtenemos el vector director v =|1
2 -1

e Parael plano YOZ de ecuacion x=0:

Sen(r ..) = 21+10-30) |2

\/22 +12 + (=3)2 1 + 0% +0° V14

e Parael plano XOZ de ecuacion y=0:

Sen(r 7, ) = 20+11-30) |1

\/22 +12 +(=3)*~/02 +1% + 07 V14

e Parael plano XOY de ecuacion z=0:

Sen(i T, o) = 20+10-31 .3

\/22 +12 +(=3)° 0% + 02 + 1 V14

Y

A

z=0
x=0

X
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42 .- Se necesita colocar una tuberia

recta que tenga la menor inclinacion

posible para poder ir por debajo de una
conduccion de gas y debe estar a una
distancia no menor de 1 metro. El eje

de la conduccion de gas es horizontal y

estd a una profundidad constante de 1

00,0,0)" poy ¥

metro.
Determinar la inclinacion minima para colocar la tuberia. Una vez colocada la
tuberia se desea conectarla con la conduccion de gas empleando un tubo de

1 metro de longitud, ¢donde se realiza la conexion?

Solucion:
La direccién de la tuberia que parte del origen O es: v = (1,1,1), ya que viene indicada por los

45° entre los ejes OX 'y OY y desconocemos la inclinacion.
La direccion paralela al eje OY es: U =(0,1,0).
Si consideramos que las tuberias son rectas, se trata de imponer la condicién de que la

separacion entre ellas sea como minimo de 1 metro, es decir, que la distancia entre ellas sea

de1m.

50 -
010
P, 0, V] [1 1 t| |st+1 5
d(r, =‘[ = = =l (5t+1) =4t +4=|t=—2
() ‘ [TV ‘ (t0.-1) ¥ +1 = (5t+1) T

Luego la tuberia debe tener la direccion v = (1,1, —%) .

El angulo que forma con el suelo, es decir, con el plano XOY de ecuacion z=0:
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‘1-0+1-o-5-4
12

sen(r, @,.) = 2 -5
313
\/12 +1° +(—152) VO +0% +1°

Tenemos dos tuberias que siguen la trayectoria de las siguientes rectas:

X=A Xx=5
r=qy=»x SEQY =1
7=-23, z=-1

12

Buscamos los puntos de cada recta que miden la minima distancia; para ello, consideramos un

punto generico de cada recta:
5
A=A ——A|erB=(5up-1
(i feriB= (-1
y formamos un vector:
= 5
AB = (5—x,u—x,—1——xj
12

que debe ser perpendicular a ambas rectas, luego el producto escalar con cada vector director

sera cero:

AB. = 5—x,u—x,—1—ix [11-> =5—x+u—x—3 -2 ]=0
12 12 12 12

,ﬁ-v=(5—x,u—x,—1—%xj-(o,1,o) =pu-A=0

y resolviendo el sistema anterior, obtenemos,

que sustituyéndolos
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43.- Dadas las rectas que delimitan un campo de balonmano:

X

Y
z

=-11- 4+
=-16 + 3t
=1

x=1+3%t x = —49 + 3t x =5-4¢%
n=<y=4t 'rp=1y=4t i, =1y =-3+3t:s, =
z=1 z=1 z=1
y sabiendo que la escuadra de la porteria esta situada en el punto
(-f—é,-%,s). Se pide:

a) La ecuacion del plano del campo.

b) Los vértices que forman el campo.

c) Las dimensiones del campo.

d) La situacion del portero cuando se lanza un penalti.

e) La altura de la porteria.
f) La anchura de la porteria.

g) Las ecuaciones de las rectas de los postes de la porteria.

Solucion:

S2

S1

a) Obviamente, las rectas son paralelas dos a dos y coplanarias y el plano comun es .

b) La intersecciones de las rectas r y s nos dan los cuatro vértices:

x=1+3t X=5-4s

A=rns =<y=4t nNqy=-3+3=[A=(101)

z=1 z=1

Xx=1+3t (x=-11-4s
B=r,ns,={y=4t Niy=-16+3s=[B=(-11-16,1)

z=1 z=1
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X=-49+3t [x=-11-4s
C=r,ns,=qy=4t Ny=-16+3s=
z=1 z=1
X=-49+3t [x=5-4s

y =4t NYy=-3+35=
z=1 z=1

D=r,ns,

c¢) Las dimensiones del campo son las distancias entre las rectas paralelas
Al ser paralelas la distancia entre ellas es la distancia de P a r que viene dada por:

AP AV

_ X — X - z-12 _
siendo la recta r= o _ Y=Y _ % (un punto cualquiera

d(P,r) ="——
ki A v, v,

A(X,.,Y,,2,) Y el vector director v =(v,,v,,V;) de larecta) y el punto P =(p,,p,.ps)-

x=1+3t X =—-49 + 3t
Para: p=qy=4t ;r,=qy=4t tenemos que: A =(1,0,1);P =(-49,0,1);v =(3,4,0)
z=1 z=1
ik
APAV=|-50 O 0z(0,0,—200):>‘AP/\\7:200
3 40
V] =(3,4,0)| =3 +4° +0° =5
‘E’)/\V 200
d(r,r,)=d(P,r) = ki
(50%) =40 = =
X =5-4t X=-11-4t
Para: s, =qy =-3+3t;s, =4y =—-16 + 3t tenemos que:
z=1 z=1

i j k
APAV=|-16 -13 0 :(0,0,—100):>‘AP/\\7
4 3 0

=100

V] =|(4,-3,0) = {4 +(-3)’ +07 =5

66 U. D. de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C.



Espacio afin euclideo

‘ﬁw 100
d(s,s,)=d(P.s,) :T:?:

Las dimensiones son [20x40.

d) Se supone que cuando se lanza un penalti el portero se sitla en el medio de la porteria, en

nuestro campo las porterias estaran situadas en las rectas r; y r, y por tanto en los puntos

medios de los segmentos AB y CD:

e
o2 2 -
C+D (-4381)+(-31,241)
P2 = 2 = 2 =

e) La altura de la porteria sera la distancia del punto E = [—%,—3—;,3] al plano, z-1=0, que

Primer portero:

Segundo portero:

forma el campo:

L . lap, +bp, +cp, +d|
La distancia de P a = viene dada por: d(P,n) =
va? +b® +c?

siendo el plano

n=ax, +bx, +cx; +d =0 yelpunto P =(p,,p,,p,).

d(E,n)=%=I

f) Para la anchura debemos proyectar el punto E sobre el plano n=z-1=0 del campo y

En nuestro caso,

calcular la distancia de la proyeccién al punto medio de la porteria.
Ecuacion de la recta perpendicular al plano m y que pasa por E:

4
10

_‘
1l

y= —% siendo i =(0,0,1) L =

z=3+t
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Ahora, interseccion con el plano t=z =1, entonces E'= (—f—é,—g—;,lj
E
N
2m
cor
J
E” E’

P10 P,

Desconocemos sobre qué porteria estamos, por ello, calculamos la distancia a los dos

porteros:

2 2
e S (T
2 2
d(P,E)=[PE = -2 37,3 1611 = [[322) o[ 224 Loz YOO g
2 10 5 10 5

La anchura de la porteria es:

d(E",E')=2-d(P1,E'):2-%:.

ya que la otra opcidn excede a las dimensiones del campo.

g) Todos los postes tienen como vector director i = (0, 0,1) 1w, es decir, perpendiculares al

campo y conocemos uno de ellos,

El simétrico respecto del portero sera el que pase por E’’:

E"=2P,—E'= 2(—5,—8,1)—(—%,—%,1) :(_% _? J

y la ecuacion del poste:
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Para la otra porteria, los puntos deben estar a 3/2 del portero sobre la recta r,:

d(P,,X) :‘%7‘ :‘(x+37,y—16,z—1)‘ =\/(x+37)2 +(y—16)2 +(z_1)2 :g

X =-49+3t
r,=qy=4t
z=1

resolviendo el sistema anterior:

\/(—49+3t+37)2+(4t—16)2+02:§:>5|t—4|=§:>t: 10 105
2 2 37 (_379 74 j
10 105"

y las ecuaciones de los postes:

U. D. de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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44 .- Determinar la longitud de un rayo de luz que parte del foco F=(1,0,2)
es reflejado por un espejo plano de ecuacion 3x+y-z=0 y acaba en el punto

P=(2,3,0).

Solucion:

Para determinar la longitud total del recorrido del rayo de luz basta con encontrar el punto

simétrico respecto del plano.

F(1,0,2)

...........
...........
.........
X

La distancia total es d(F,0)+d(O,P)= d(F,0)+d(O,P’)= d(F,P’) de tal forma que P’ es el punto
simétrico de P respecto del plano.

Procedimiento a seguir para hallar el simétrico de P respecto de r:
1. Recta perpendicular al plano =t y que contiene al punto P.
2. Interseccion de recta y plano, es el punto Q.

3. Punto simétrico de P respecto del Q.

1.- Del plano 1=3x+Yy—z=0 conocemos vector normal al plano que es el vector director

de la recta buscada junto con el punto P(2,3,0) forman las ecuaciones de la recta en forma

X=2+3t
paramétrica: <y =3+t
z=-t
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2.- Recta que sustituyendo en la ecuacién del plano:

3(2+3t)+(3+t)—(—t)=0:>11t=_9:>t=_%
que en la recta da:
x=2+3(-3j—_i
11 11
3 2. Q_(_zﬁgj
11 11 11'11°11
( 9) 9
Z=—| — | = —
11) 11

3.- Como Q es el punto medio del segmento PP':

pro2Q-p=2(-> 22 9) (530)-[ 321518
11'11'11 11'11'11

La longitud total recorrida por el rayo es:

d(F,P')=\F‘P”'\=‘(—£E£j‘= Vi3

U. D. de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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45.- En el espacio afin real As respecto de una referencia canénica
R={0, &, &, &} se consideran los puntos:
O'=(1, 2, 0), A=(-2, 0, 1), B=(-1, 3, 1)y C=(2, 3, 0).

Sea R'={0',4,V,w} una referencia cuyos ejes son las rectas O'A, O'B,
o'c.

a) Determinar R’ sabiendo que un punto D tiene de coordenadas
(1,1/3,1/4),en la referenciaRy (1, 2, 3) en R'.

b) Hallar las ecuaciones del cambio de coordenadas de R en R'.

Solucién:

a)

OA =(-2,0,1)-(1,2,0) =(-3,-2, 1)

OB =(-1,3,1)-(1,2,0=(-2,1,1),

0C =(2,3,0)-(1,2,0)=(1, 1,0)

Portanto: G =(-3 N\,-2 \,A\), V. =(-2 p, 4, 1), W =(v, v, 0)

Cambio de referenciade R” aR (y sustituirx =1,y =1/3,z=%,x’=1,y’ =2,2" = 3)

X 1 -3 -2p v(Xx
yi=[2[+-3L n vVv]|YVy
z 0 A u 0){z'
1 1 3L -2u v [

1/3|={2]+|-3L pn
1/4 0 0
Resolviendo el sistema:

Luego:

b) O bien,
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1 0 0 0 1 0 0o 0Y"
X 8 24 72 X' X' 8 24 72 X
y - 2 _g _E ﬂ y' = y' - 2 _§ _E ﬂ y
z 12 48 72 z' iy 12 48 72 z
2 B o B B
24 48 24 48
Simplificando:

Que son las ecuaciones del cambio de coordenadas de R a R’
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46.-Dados los puntos A=(3,2,0), B=(1,0,1), C=(2,-2,3), y D(-1,1,2). Se
pide:

a) Demostrar que R={A,B,C,D} es un sistema de referencia afin del
espacio

b) Escribir las ecuaciones del cambio de referencia de R a la candnica.

c) Escribir las ecuaciones del cambio de referencia de R a
R'={A'(1,1,1), B'(1,0,0), C'(2,2,2),D'(0,1,0)}

d) Si P =(1,1,1), hallar sus coordenadas en R y en R’

e) Escribir las ecuaciones del p/ano n: x+2y+3z-6 =0 en Ry en R’

f) Escribir las ecuaciones de la recta normal al p/ano = que pasa por P,
tanto en la referencia canénica y como en R.

Solucion:
a) Escribiremos los vectores AB,AC, AD en una matriz por columnas:
-1 -1 -1
3 1 -1 -2 -1 4
1 0 O
20 -2 1 N B
0O 1 0
01 3 2 1 3 2
A B C D 0 0 1 ABE AC AD
2 1 -4
-2 -4 -1=15=%0
1 2
L & -

AB AC AD
Los puntos A, B, C y D son linealmente independientes, puesto que el determinante es
distinto de cero

Matriz del cambio de la base {A—BA—CE} a la base canénica:

-2 -1 -4
2 -4 -1
1 3 2
b) Cambio de referencia de R a la candnica:
1 1 0 0 0)1
X | |3 -2 -1 —4|x
v.| |2 -2 -4 -1y
Z, 0 1 3 2)\z
c) Matriz del cambio de labase B'= {A'B‘,A'C',A'D'} a la base canonica
-1 -1 -1
1 2 0O 1 -1
1 0 O
0 2 =-1 1 0
0 1 0
0290 1 -
g ¢ o/\0 0 1) \Z% e Ao

cambio del sistema de referencia de R a la referencia canénica
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1 1 0 0 0)1
X |1 0 1 -1)x’
y.| |1 -1 1 0]y
z, 1 -1 1 1)z
Igualando ambos cambios:
1 1 0 0 01 0 0)(1
X, 3 2 -1 4| x 1 -1|x'
= = -
Y. 2 2 -4 -1 -1 1 0|y
z, 0 1 3 2)\z -1 1 -1)\z
1Y (10 0 0Y(1 0 0 01
x| |10 1 -1 |3 -2 -1 4| x
y'| |1 -1 1 0|2 -2 -4 -1y
z' 1 -11-1)10 1 3 2)z
cambio del sistema de referencia de R a la referencia R'
d)
1
) (1 0 0 0Y1) (1) (1 0 0 0 (1) |[q]
1_3—3—4—6x:>x_3—3—4—6 1_§
1| |4 -5 -8 7|y y| |4 -5 -8 7| 1| ||0
1) \2 -3 -7 -3)\z z 2 3 -1 3)\1 |1
3]
en R, puesto que el punto P es igual al punto A" origen del sistema de referencia
R'es:
€)
1 1 0 0 01
X, =3-2X-y-4z
X, 3 2 -1 4|x
= =1y, =2-2X-4y-z2
Y. 2 2 -4 -l|ly
Z, = X+3y+2z
z 0 1 3 2)z

c

Xc+2yc+32c-6 =(-2X -y -4z +3) + 2-(-2x-4y-z2+2)+3-(x+ 3y +22)-6 =0

1 0 0 0)f1 Do
. X, =1+y'-z
X, 1 0 1 -1|x L'y
Ye 1 -11 0y Ye ' yl .
, z,=1-x'+y'-z
z 1 -11 -1){z

c

Xc+2yct+3ze-6=(y -2 +1)+2:(-x +y +1)+3-(-X +y -2 +1)-6=0
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f)
La recta serd: K=t y=I+0t, 2=1+3 en Ia referencia canonica

Por otra parte, el cambio del vector director:

Espacio afin euclideo b

L1
2 1 -4\'(1 3
2 4 2] L
1 3 2) (3 >
26
15

Para no escribir fracciones el vector director en la nueva base puede ser el proporcional al
anterior. (-70, 21, 26)
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x=1+1¢
48 . - Seanlasrecfusr'sx—2=Y':1=z_+21 ys=Jy=2-1%
z =2t

a) Hallar k para que r y s sean coplanarias.

b) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacion del plano que contiene
a ambas rectas.

c) Para ese mismo valor de k, hallar la ecuacion de la recta
perpendicular comun a las rectas dadas.

Solucion:

-1 1 . .
De la recta rzx—Z:yT:% consideramos un punto cualquiera P(2,1,-1) y el vector

director v=(1,k,-2) y de la recta s el punto Q(1,2,0) y el vector director w=(1,-1,2).

a)
Las rectas r y s son coplanarias cuando los vectores PQ=(-1,1,1), V, W son linealmente
dependientes, es decir,

-1 1 1
[ﬁg’,v,w] =[1 k -2/=0, entonces k=-1.
1 -1 2
b)
Un punto cualquiera y dos vectores linealmente independientes determinan el plano:
x-1 y-2 z
1 k=-1 2=0=
1 -1 2
c)

La perpendicular comin a dos rectas secantes es la perpendicular en el punto de interseccién
de ambas rectas.
Xx=1+t

Resolviendo el sistema rzx—2=y—_1=Z—Jrl y s=<y=2-t de 5 ecuaciones con 4

-1 =2
z=2t
incognitas se obtiene el punto (5/4,7/4,1/2) y la direccion perpendicular la del vector

.
x=§+t

i
<
I
I
—+
~

ortogonal al plano que forman r y s, es decir, (1,1,0) se obtiene la recta: |S
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49.- Sean los puntos A(0,0,1), B(5,-4,3), C(4,-1,-2) y D(lO -5,-2)
referidos al sistema de referencia R de un espacio euclideo tridimensional.
Se pide:

a) Las ecuaciones del cambio de sistema de referencia de R'={A,B,C,D} a R.
b) Indicar si la base B = {Kﬁ AC, XB} es una base ortonormal.

c) Si x + y + z =0 es la ecuacion de un plano respecto de R, ¢cudl es la
ecuacion de dicho plano respecto de la referencia R'?

d) El triangulo cuyos vértices son A, B y C se proyecta ortogonalmente sobre
el plano x-y=3. Encontrar los vértices y el area del nuevo triangulo.

Solucién:

a)
El sistema de referencia R’ esta constituido por 4 puntos linealmente independientes de tal
forma que, el primer punto A(0,0,1) es el origen del sistema y los tres puntos restantes dan

lugar a la base B = {,@ = (5,-4,2),AC = (4,-1,-3),AD = (10,5, —3)}. Todos ellos referidos
al sistema de referencia R, por tanto,

1 1 0 0 0)1
X [0 5 4 10(x
y 0 4 -1 5|y
z), \1 2 -3 3)\z'),.

b)
INo puede ser ortonormall, pues los vectores no son ni unitarios ni ortogonales dos a dos.

c)

Despejando en el cambio de sistema de referencia tenemos,

1 1 0 0 01
X= 5x'+4y'+10z'
0 5 4 10| «x'

X
= &y = —4x'-y'-52'
y 0 4 -1 -5{y' y y :
z=1+2x"'-3y'-32'
z 1 2 -3 -3)\z'

R R'

y sustituyendo en el plano:

X+y+z=1+3x'+22'=0
1+3x'+27'=0

d)

Para proyectar cada punto sobre el plano consideramos la recta perpendicular al plano y que

pasa por cada punto obteniendo la interseccion:

(x,y,2)=(0,0,1) + t-(1, -1, 0]= (t, -t, 1); x - y = 2-t = 3;t = 3/2; |A’=(3/2, -3/2, 1)

(x,y,2)=(5,-4,3) + t-(1, -1, 0]= (t + 5, -t - 4, 3); x -y = 3:2-t + 9 = 3;t = -3; B’=(2, -1, 3)

(X,y.2)=(4,-1,-2) +t(1,-1,0]=(t+4,-t-1,2); 2.t +5=3;t=-1;|C’=(3, 0, -2)

92
4

El 4rea es 1|ﬁ AA—C| -
2
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50.- En el espacio afin ordinario, se consideran las referencias:

R={A:G,v,w} yR'={B;0' V' w'

(A =(5,6,7)
u=(1,273)
v=(101)
(w=(1,0,0)

a) Hallar las ecuaciones del cambio de referencia de R a la candnica y

de R* a la canédnica.

W'}, donde:

b) Andlogamente, de R a Ry de R a R'.
¢) Hallar las coordenadas del punto B en R y en R'.
d) Hallar la ecuacion del plano n= x+y+z-18=0 en R.

’,

1

%)

w

1

2

2

)

1

(B = (-1,0,0)

a-z(i 1
J3'43

-, 1

v =[—$,O

~, (1

(53

Solucién:

La matriz de cambio de referencia de R a la candnica es P y vale:
1 000

~N O O

w N -

=

o O BB

La ecuacion del cambio de referencia serd Xc=P . Xr
La matriz de cambio de referencia de R’ a la candnica es Q

1

-1

0

0

Sl &le Gl

0

1

NG

La ecuacion del cambio de referencia serd Xc= Q . Xr’

a) Ecuaciones matriciales del cambio de referencia de R a la candnica y de R' a la candnica

Ecuaciéon matricial del cambio de referencia R a la candnica:

Ye

yA L
C / candnica

0

w N

0 0)1
1 1|x
0 Oy
1 0)\z),

Siendo (Xc, Ye, zc) coordenadas de un punto en la referencia candnica y (X, y, z) las
coordenadas de ese punto en la referencia R.

Ecuacién matricial del cambio de referencia R' a la candnica:

80
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Siendo (Xc, Ye, Zc) coordenadas de un punto en la referencia candnica y (x’, y’, z’) las

coordenadas de ese punto en la referencia R’.

b) Ecuacion matricial del cambio de referenciade RaR'ydeR'aR
Como Xc=P.Xr Yy Xc=Q.Xr, igualando queda: P.Xr = Q.Xr’ despejando Xr y Xr' queda
XR’:Q'l P.XrYy Xgr=P?! . Q. Xr
La ecuacion matricial del cambio de R a R es:

1
1 -1
XI J—
y' 10
z' "

0

0

Sl Bl 1

0

1

0

NG

1
N

0

N%||'_\

&
S|~ <

-1

~N o o1 -

w NN O

_ O +— O

o O +» O

N < X P

1 0 0 0
19 2 1
N A
1 1
725
1, 2 1
J6 J6 6

ecuacion matricial del cambio de R’ a R se calcula de la siguiente forma:

N < X
~N o o1 -
w N O

_ O +— O

o O +» O

-1

1

-1

0

0

N

10 0 0
1 1
3 —— 0 -——
23 J6
, 1 1 4
23 V2 6
1 2
5 — _2 =
3 J6
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c) Hallar las coordenadas de Ben Ry en R’
Como B=(-1,0,0) en la candnica:

-1

1) (100 oY1 1

x| [5 11 1] 3

vyl |6 2 00| |0 T2

z), \7 310 -5,
R.

son las coordenadas de B en Las coordenadas de B en R' son, naturalmente,
pues B es el origen de R’

d) Hallar la ecuacion del plano x+y+z-18=0 en R
Como se tiene el cambio de referencia de R a la candnica despejando las coordenadas de la
candnica

1 1 0 0 0)1
X, =5+X+y+2z
X, 5 1 1 1 x
= <1y, =64+2X .
Y, 6 2 0 Ofy y sustituyendo en el plano:
Z,=7+3X+y
€ /canonica 7 3 1 O z R

X+y+z-18=18+6x+2y+z-18=0
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51.-En el espacio afin ordinario, se consideran las referencia s:
-
R ={O;G,\'i,v\7} y R'= {O';ﬁ',\'i',ﬁ'}, donde OO'= i+2v+3w , u'=i+2

o |

<

=-3U-7v+W, W'=-2v+w.
a) Hallar las ecuaciones del cambio de referencia de R a R’ .
b) Andlogamente, de R* a R.
c) Comprobar si existen puntos del espacio que tienen las mismas
coordenadas respecto a las dos referencias.
d) Si P=(1,2,0) en R, hallar las coordenadas de P en R’ .
e) Si Q=(1,1,1) en R’ hallar las coordenadas de Q en R.

Solucion:

a),b) Cambios de referenciade R’ a R y de R a R’ son, respectivamente

c)
1 1
x| X
y| y
z z
Sistema Incompatible por lo que [0 existen tales puntos
d)

Las coordenadas de P en R’ son [£18,-6,3)]

€)
Las coordenadas de Q en R son [F1,5,5)]
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51.-En el espacio afin ordinario, se consideran las referencia s:
R={0:d,vV,w} y R'={0":i',v', W'}, donde OO'= G+2V+3W , i'=i+2V ,
V'=-3U-7v+w, WwW'=-2v+w.

a) Hallar las ecuaciones del cambio de referencia de R a R .

b) Andlogamente, de R* a R.

c) Comprobar si existen puntos del espacio que tienen las mismas
coordenadas respecto a las dos referencias.

d) Si P=(1,2,0) en R, hallar las coordenadas de P en R .

e) Si Q=(1,1,1) en R’ hallar las coordenadas de Q en R.

Solucion:

a),b) Cambios de referenciade R’ aR y de R a R’ son, respectivamente

c)
1 1
x| X
y y
z z
Sistema Incompatible por lo que [no existen tales puntos
d)

Las coordenadas de P en R’ son [F18,-6,3)

€)
Las coordenadas de Q en R son [%1,5,5)]
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52.- En el espacio afin ordinario, se consideran las referencias :
R={0:q,v,w} y R'={0";u"',v',w'}, donde 00'= [+2V+3w , @'=2d+v
v'=-4i+5v-8w, w'=-2v+2w.

a) Hallar las ecuaciones del cambio de referencia de R a R .

b) Andlogamente, de R* a R.

c) Comprobar si existen puntos del espacio que tienen las mismas
coordenadas respecto a las dos referencias.

d) Si P=(1,2,0) en R, hallar las coordenadas de P en R .

e) Si Q=(1,1,1) en R’ hallar las coordenadas de Q en R.

Solucion:

a),b) Cambios de referenciade R’ a R y de R a R’ son, respectivamente

-y-
c)

1 1 00 0 \1
x| |1 -4 0 || X
y 2 |11 -5 =2||y
z 3 10 8 2)\z
La solucion es un unico punto, de coordenadas -
d)
Las coordenadas de P en R’ son [(6,3,21/2)
€)

Las coordenadas de Q en R son [(%1,6,-3)]
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53.- En el espacio afin ordinario, se consideran la referencia:
R ={A{i,V,w}}, donde A es el punto de coordenadas A = (1, 2, 3) y los
vectores u,V,w tienen por coordenadas G =(1,2,0), v =(-3,-7,1) vy
w =(-2,0,1). Se pide:

a) Hallar las ecuaciones del cambio de referencia de la canédnica a R.

b) Comprobar si existen puntos del espacio que tienen las mismas
coordenadas respecto de la referencia candnica y de R.

c) Ecuacion, en la referencia R, del plano cuya ecuacion en la
referencia canénica es z = 0.

Solucion:
a) Llamando (x,y,z) a las coordenadas de un punto genérico del espacio respecto de la
referencia canénica y (x’,y’,z’) a las coordenadas de ese mismo punto respecto de la

1 1 0 0 0 )1

X -3 21| x'
referencia R, se tiene que = 1l -3 -2 ' [1] vy, por tanto, el
y 2 (2 -7 0|y

z) \3 0 1 1)z

cambio de la referencia canodnica a R, que es lo que se pide en el apartado a) se calcula

mediante la matriz inversa, es decir,

b)

N <« X B~

Resolviendo el sistema se obtiene un tnico punto P=(13,-8,5)

c) La expresion matricial [1] puede ponerse como
X=x'-3y'-2z'+1
y=2X-7y+2
z=y'+7'+3
Por tanto, observando la ultima ecuacion, el plano z=0 tendra por ecuacion en la referencia R:
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54.- a) Sean los subespacios vectoriales E y F de R*, definidos por las
siguientes ecuaciones implicitas:

,F=3x+z-1t=0

X+y+z+t=0
9% +3y-z+7t=0

Hallar una base de la suma E+F y de la interseccion EnF. ¢Es suma directa?

b) Respecto de la base canonica, \a transformacion lineal f tiene por

4 a+1 -4
matriz asociada la matriz: A = [-3 a 3
3 a+1 -3

Estudiar para qué valores de a es diagonalizable la transformacion 7.

c) Hallar la distancia euclidea entre la recta afin r que pasa por el
origen O y su direccion es la del vector 4 = (1,2,-1) y la recta s que pasa

por A (1,1,1) y su direccién es f(i), siendo f la transformacién lineal del

apartado anterior particularizada para a = O.

Solucién:

a) El subespacio interseccion ENF esta definido por el sistema formado por las ecuaciones
implicitas de E y F. Para obtener una base resolvemos el sistema

X=a
_[x+y+z+t=0 y=p
“-9x+3y—z+7t=0F =4, _A0+P

2

F=3 -t=0

X+2 . 2a-p
2

Una base puede ser (@, 0, -2, 1),(0, 2, -1, -1)}] que se obtiene haciendo x=1, y=0, e y=0, x=2
sucesivamente.

Para hallar una base de E+F hallamos, en primer lugar, una base de E y otra de F resolviendo
las ecuaciones y luego eliminando los vectores linealmente dependientes se obtiene la base
pedida.

X=a
y=p
E- X+y+z+t=0 . z:—4a+B
-9x+3y—-z+7t=0 2
tZZa—B
2

Una base de E es {(1, 0, -2, 1),(0, 2, -1, -1)} que se obtiene haciendo x=1, y=0, e y=0, x=2
sucesivamente.
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X=a
y=p
zZ=vy
t=3a+y
Una base de F puede ser {(1, 0, 0, 3),(0, 1, 0, 0),(0, 0, 1, 1)} que se obtiene haciendo x=1,
y=0, z=0; x=0, y=1, z=0 y x=0, y=0, z=1 sucesivamente.

Hallamos ahora el rango de esos 5 vectores y se obtiene una base de E+F

F=3x+z-t=0}=

1 010 O 1 0 0
0 2 01 O 01 O
r =3 =
-2 1 0 0 -1 0 0 -1
1 1 3 0 -1 3 0 -1

Luego juna base de E+F puede ser {(1, 0, 0, 3),(0, 1, 0, 0),(0, 0, 1, 1)}
INo es suma directa, puesto que no se cumple que E+F sea igual a R*, ademés la dimension
de la interseccion no es cero.

b) Hallamos el polinomio caracteristico y lo factorizamos
4-n a+l -4
|A—M|: -3 a-»\ 3 |=-A(A-1)(r-a)=0
3 a+l -3-A
Hemos obtenido que los valores propios son A=0, A=1 y A=a. La transformacién f es
diagonalizable si dim(V,)= orden de multiplicidad de A, luego:
1) si a#0 y a#1 f es diagonalizable, pues tiene 3 valores propios distintos entre si.
2) si a=0, f es diagonalizable si dim(Vo)=2
3) si a=1, f es diagonalizable si dim(V1)=2
Para a=0, la matriz es:
Para a=0, f tiene como valores propios 0 (orden 2 de multiplicidad) y 1 (simple)

Los vectores propios asociados a cada valor propio A, son las soluciones del sistema:
(A-1l) V=0

4-0 1 -4 \(x

Xx—-z=0 _
Para A=0=| -3 0-0 3 y|=|0 Q{y:o = v,=(101)
3 1 -3-0)\z 0

Para a=1, f tiene como valores propios 1 (orden 2 de multiplicidad) y 0 (simple)

4-1 2 -4 \(X 0 X—72=0
Para A=1=| -3 1-1 3 y|l=|0|< z = Vv,=(212)

3 2 -3-1)\z 0 y 2
Luego [ es diagonalizable para cualquier valor de a#0 y a#01]

b) Hallamos (1,2,-1)
4 1 -4\ 1 10
-3 0 3 2|=|-6
3 1 3)\-1 8
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La distancia entre las rectas r y s aplicamos la formula correspondiente:

]k
iAf@=1 2 —1=(10,—18,—26):>‘U/\ﬁ‘=10\/ﬁ
10 6 8
o) LOROT@] [OA-(1T@) ry) o-18-26) 34 _
’_‘ N0 ‘_ Unf@) 1011 C10V11
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55.- En el espacio afin real A3, sea:
R = {o = (1,-1,1),u = (1,2,3),4, = (0,0,1), u, = (2,a,b)}.
a) ¢Para qué valores de a y b es R un sistema de referencia afin del

espacio?
b) A partir de ahora, se tomana =5 y b = 4. Sea R’ otro sistema

de referencia: R'= {O '= (0,2, 1)‘71 = (3. 5,2).‘;; = (L1, 1)\73 = (2.4, 3)}
Hallar las ecuaciones de cambio de sistema de referencia de R a R'.
22 2
sistema de referencia R', ¢cudles son las coordenadas de P respecto del

sistema de referencia R? Comenta el resultado obtenido.
d) Sea x -y + z + 2 =0 la ecuacion de un plano en el sistema de

referencia R. Hallar su ecuacion respecto de R'.

c) Si un punto P tiene de coordenadas P = ( 111 E] en el

Solucion:

> o

5
a) Para que R sea un sistema de referencia afin, ha de ser B = {ul, u,, u3} una base del

1 0 2

espacio vectorial asociado, luego ha de verificarse que 2 0 a #0.
31 b

=4-a=0 = a=4. Luego, hade ser|a#4 y b puede tomar cualquier valor.

w N
O O
o 9 N

-

- -
b) SeaB’ = {vl, V,, v3}. Se necesita conocer las ecuaciones de cambio de base de B a

B’:

1 0 2)x) (3 1 2\x X\ (3 1 2Y(1 0 2\x
2 0 5|y|=|5 14|y |=|YyI|=|514] ]2 0 5|y]|=
31 4)\z 2 1 5)\7 z' 215 3 1 4)\z
1 1 1 3 1 1
47145_12102x _34_12_gx
RN N M e M

3 1 1 (31 4)z 5 1 7 \z

4 4 2 4 2 4

En segundo lugar, se necesitan también las coordenadas del punto O respecto del sistema

de referencia R’, es decir, las coordenadas del vector O'O respecto de la base B’.
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=N

0'0=(1,-11)-(0,2,1) = (1,-3,0) respecto de la base canonica. Pasémoslo a la base B’:

11 1 21
31 2\ 1 4 4 211 2
5 1 4| |-3/=| 7 -°> 1] 3| Y
4 4 2 2
2150 3 1 1100 3
4 4 2 2

Ahora ya pueden escribirse las ecuaciones de cambio de sistema de referenciade RaR’:

c) Parapasar de R’ a R se utiliza la matriz inversa de la obtenida en el apartado anterior:
1

1 0 0 0y 1
B R S I D I B R IR A
2 4 2 4 2/ |-11 5 3 2| 2| |o
wos 1o s = g, s BTl
2 4 2 4 2 T 2
3 5 1 7 3 5 -1 -1 0) 3 0
2 4 2 4 2 2
Luego, las coordenadas de P respecto del sistema de referencia R son (0, 0, 0).
- . 111 3
Lo cual es logico, pues tal como se vio en el apartado a), el punto Ty no es
.

otro que Ellorigen O del sistema de referencia R, que naturalmente tiene de coordenadas

(0, 0, 0) en dicha referencia R.

d) Seax-y+z+2=0 laecuacion de un plano en el sistema de referencia R. Para
hallar su ecuacion respecto de R’, hemos de sustituir X, y, z en funcion de x’, y’, z’ en

dicha ecuacién:

1 1 0 0 O .
X =-11+5x"+3y'+2Z2'
X -11 5 3 2 |x

= =4y =13-9x'-4y'-37'
y 13 -9 -4 -3V L
Z=5-X"-y
z 5 -1 -1 0,7
Sustituyendo en la ecuacion del plano queda:
(-11+5x'+3y'+272")—(13-9x'-4y'-3z')+(5-x"-y')+2=0 <
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56.- En el espacio vectorial euclideo tridimensional V3, se pide:

a) Hallar una base ortonormal del plano vectorial F engendrado por los
vectores u = (1,2,0) y v = (1,-1,-1).

b) Hallar F* (subespacio ortogonal de F).

c) Ampliar la base encontrada en el apartado a) para obtener una base

ortonormal de V3.

Solucion:

a) Base ortonormal de F
La base buscada ha de estar formada por dos vectores v, y Vv, de F que sean unitarios y

ortogonales entre si.

<l

v, =0 :(i,i,oj;vzz
o] (V55 |

2.1, =7LU+u\7:7»(1,2,0)+u(1,—1,—1)e F

1

<l

A su vez v, tiene que ser perpendicular a v, , luego, el producto escalar v,.V, ha de ser cero:
V,lv,eulli,eull, =(1,2,0)-(k+u,2k—u,—u)=7»+u+47»—2u=57u—u=0
Si, por ejemplo, A = 1, entonces p = 5:

u,

6 3 5
u,=(6,-3,-5)=Vv,=—%= y— -
=625~ )

b) Subespacio ortogonal de F:

Es la recta vectorial perpendicular a F; esta engendrada por el vector U AV :

c) Basta tomar:

U. D. de Matematicas de laE.T.S.1.T.G.C. 91




Espacio afin euclideo

57.- I. En R® se consideran los siguientes elementos:
o El planon : 2x +y -z = 2.
. Lar'e(:far-:{x_y+z=3
x+y=1

o El puntoP: (1, 2, 1).

a) Expresar la ecuacion de r en forma continua.

b) Distanciade P a n y de P a r.

¢) Ecuacion implicita del plano que pasa por P, es paralelo a r y
perpendicular a = .

d) Hallar el punto P’ simétrico de P respecto de = .
II. En el espacio euclideo E3 se considera el sistema de referencia
ortonormal R = {0:é &, €}. Sea R'={0"':4,4,U,} otro sistema de
referencia donde las coordenadas de O’ con respecto a R son (1, 1, 0) y
U =2¢ +¢e,-¢€, U, =¢€, +2e,, U, = €& + €&,. Hallar las ecuaciones del

cambio de referencia R al sistema de referencia R'.

Solucion:

Xl_p1:X2_p2 :Xs_pa

I. @) La ecuacion de la recta en forma continua siendo
Vl V2 V3
P =(p,.p,,P5) un punto de la rectay el vector director ¥ = (v,,V,,V,)
Xx=2-t
X-y+z=3 .
r: 1 = y=-1+t Un vector director de larectares (-1, 1, 2) y un punto (2,-1,0)
X+Yy=
y z=0+2t
por tanto, una ecuacién de la recta r en forma continua, es:
X-2_y+1 z
-1 1 2

b) Distancia de un punto a un plano: d(P, =) = ap, +bp +cp; +d
, va? +b? +c?

n=ax, +bx,+cx,+d=0y P=(p,,p,,Ps3)

Del plano 2x+y-z-2=0 obtenemos a=2, b=1, c=-1y con el punto P(1,2,1):

214124 (-0)-1-2] 1

siendo

d(P,m) = —
22 +17 +(-1)? J6
ﬁ/\?
Distancia de un punto a una recta: d(P,r) =——— siendo r = X% Y=Y _27%
|r| vy Va Vs

(un punto cualquiera Q(X,,Y,,Z,) Yy €l vector director T =(v,,v,,V,) de larecta) y
P= (p17p27p3) .
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@3 Espacio afin euclideo

En nuestro caso consideramos Q(2,-1 0) un punto de la recta r con vector director ( -1,1 2) y el
punto P(1,2,1) obtenemos el vector PQ = (2,-1,0)—(1,2,1) = (1, —3,-1) v el producto vectorial

i j k
PQAT=|1 -3 -1=(-5-1-2)
-1 1 2
ﬁ/\?
-5,-1,-2
d(P,r):‘ — ‘( )‘ —

Fl )2+ 22

c) Consideramos el vector normal al plano (2,1,-1) y el vector director de r (-1,1,2) y

—

i j k
obtenemos: AAT=|2 1 -1=(3,-33). El haz de planos perpendiculares a = y paralelos
-1 1 2

ares: x-y-z+k=0 de ellos el que pasa por P es kay+z=0

X =1+2t
d) Se considera la recta perpendicular al plano y que pasa por P: <y =2+t
oP
z=1-t
. . 2117
La interseccion con el plano2x+y-z=2 nos da el punto M = 366
M
El simétrico P’ es igual 2M-P:-
1 1 0 0 01 OPp’
X 1 2 0O
I1. Cambio de R’ a R con los datos dados: | | = %
X, 1 1 1 1)y,
Xz ) \0 -1 2 1)1y, ).

Despejando las coordenadas respecto de R’ en funcion de la de R:

1 1 0 0 0),
B

Yol_| 2 2 X

v, 01 1 -1 1 |y
- = 2 -1

y3 2 X3
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58.- Dados los puntos A=(1,1,0), B=(4/3, 1/3, - 2/3), C=(1/3, 4/3, -

2/3), y D=(1/3, 1/3, 1/3). Se pide:

a) Las coordenadas de los restantes vértices del paralelepipedo de

aristas A_)B, A%C, A_)D .

b) Las ecuaciones del cambio de referencia de R ={0:7, I E} en

R'={A,B,C,D}.
c) El drea del triangulo ABC.
d) El volumen del tetraedro ABDC.

e) El dngulo determinado por el plano ABC y la recta CD.

f) El dngulo determinado por los planos ABC y BCD.

g) Ecuacion de la perpendicular comdn a las rectas AB y CD.

h) Distancia entre las rectas AB y CD.

i) El punto D' simétrico de D respecto del plano ABC.

Solucion:
a)

Vectorialmente obtenemos todos los vértices:

ﬁ=ﬁ+@+ﬁ=m+/ﬁ+m=[§,§,_gj

6T==6E+ET=6E+KB=(§,—1 _lj

@=m+m+@:&+m=(_§_ 1

OH =0B+BH=0B+AD =(0,0,-1)

Determinamos las aristas:

e-(22-9
33 3
2L
= 3 3 3
623
33 3
H=(0,0,-1)

96 U. D. de Matematicas de 1a E.T.S.I.T.G.C.




Espacio afin euclideo -@

b) Si X tiene por vectores de posicion & =(xX,y,2) y (;)( =(x',y',z") respecto de Ry R’

respectivamente, luego OO'+O'X = 0OX".
Entonces:

X a a,; a, ag (X'
Y|= b |+ a, Ay dg || Y I
Z c d; Ay Ay )\ Z I

que representan las ecuaciones del cambio de sistema de referenciade R’ aR
En nuestro caso:

1 0 0 O
12 2
O 1)y | 3 3 3y 1y |1 | _2 _2]n
y_1+_§}_2 y'obienx— ° M
3 3 3., y|7|l1 |2 L 2]y
z 2 2 1 |\2 , 3 3 3,
3 3 3 o -2 -2 1
3 3 3

Ecuaciones del cambio de referenciade R aR’.
De las ecuaciones anteriores despejando (x’,y’,z’) obtenemos:

1. 0 0 o)

1y (1|1 2 2| n
X B 3 3 3 X' -
yl 11 -2 L 2|y
g 3 3 3|,
2 21
0173 "3 3

c) El area del triangulo ABC es la mitad del area del paralelogramo formado por los vectores
AB vy AC.

Cuya area viene determinada por el médulo del producto vectorial:

i k
2 2 2
ABAAC = 1 —3 _3=(_,_,__):> ABA AC| = (3) J{gj (_lj -1
3 3 3 3 3 3
21 2
3 3

Y por consiguiente, S,;. = %‘ﬁ/\ E‘ :I.
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: Espacio afin euclideo
d) EI volumen del tetraedro es igual a 1/6 del volumen del paralelepipedo cuyo valor se

_— s —

obtiene como valor absoluto del producto mixto de los tres vectores AD,AB y AC que
constituyen sus aristas: V = ‘[EATBTC]‘ = ‘ﬁ : (TB A AT:)‘
y en nuestro caso AD = (—3 _2 Ej y ABAAC = (E E,—lj,
3 33 3
si hacemos Vz‘ﬂﬁ-(ﬂﬁ/\ﬂé)‘: (—g,—g 1)(3 2 —EJ
3 33)\33 3
y asi el volumen del tetraedro es [1/6].

e) Del plano ABC conocemos un vector normal fi= (% % —%j y de la recta CD el vector

director CD :(0,—1,1); siendo el angulo que forman suplementario del angulo pedido, luego

de la definicion del producto escalar se tiene:

—

o= arcsen neo
o]

= arcsen

1
= arcsen—— =
‘ J2

f) Del plano BCD necesitamos conocer un vector normal, para ello realizamos el producto

vectorial de los vectores CB =(1,-1,0) y CD =(1,0,~1)

i K
i'=CBACD=[1 -1 0[=(111)
1 0 -1
- (2,2 1j(111)
B arccos nn = arccos 33 3 —arCCOSi:
iy V3 V3

g) Perpendicular comun: recta perpendicular y secante a ambas.
Procedimiento a seguir:

1. Vector perpendicular a ambas rectas.

98 U. D. de Matematicas de 1a E.T.S.I.T.G.C.



Oy 1)
"@* Espacio afin euclideo o
i j k
JoABACD-|t 2 2. (4 11
3 3 3 3 3 3
0o -1 1
2. Plano que contiene a la recta AB y al vector perpendicular a ambas.
Tenemos el punto A=(1,1,0) y los vectores ﬁ:(l,—g,—gj y V=(4,11) con lo cual la
x-1 y-1 z
ecuacion del plano es: n= i 2 2 =ly-z-3=0
3 3 3
4 1 1

3. Plano que contiene a la recta CD vy al vector perpendicular a ambas.

Tenemos el punto C=(1/3, 4/3, - 2/3), y los vectores CD =(0,-11) y v=(4,1,1) con lo cual

2
X—= y—— Z+=

la ecuacion del planoes: o=| 0 -1 1 |=|x-2y—-2z+1=0|

4. Interseccion de los planos anteriores.

La recta pedida es: -

221 2
3 3 3
1 2 2
3 3 3
{E,E,Eﬁ} 0 -1 1
h) d(rAB’rCD)=

ol

1) Procedimiento a seguir:
1. Recta perpendicular al plano y que contiene al punto.
2. Interseccion de recta y plano.
3. Simétrico del punto dado respecto del obtenido por interseccion.
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1. En este caso el vector normal al plano n _(2,2, 1) nos sirve para determinar la

x:1+2t
3

. . . 1
direccion de la recta perpendicular: 1y ==+2t

2=2t
3

. . 1
2. Sustituyendo las ecuaciones de la recta en la del plano =t = ~3 gue en la recta queda
= 0(1,1,0)

3. El simétrico de P es el punto P’ siendo O el punto medio del segmento PP’, luego,

P=2.0-P=2(1,1,0) (é %%j
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Espacio afin euclideo

59.- En el espacio afin euclideo ordinario R® se consideran las referencias
R={0,4,v,w} y R'={0',d"',v',w'}. Las ecuaciones del cambio de
referencia de R' a R son:

X 1 -1 1 1)\(x'

yl=(2|+|1 -1 1|y’

z 3 1 1 1)z
a) Indicar las coordenadas de los vectores de la base B={ﬁ, v, vT/} respecto a
la base B'={i',v' w'}.
b) Demostrar que no existe ninglin punto del espacio que tenga las mismas
coordenadas respecto a las dos referencias.
c) Si x+y+z=0 es la ecuacion de un plano en la referencia R, hallar la
ecuacion en R

Solucién:

Ecuaciones del cambio de referencia de R’ a R.

Si X tiene por vectores de posicion 67( =(X,¥,2) y O‘;( =(x",y',z") respecto de Ry R’

respectivamente, luego OO'+O'X = OX".

Entonces:

X a a, a8, az (X
y|=|b|+|a, a, a,|y'|=[X],=|b|+P[X].
z C a; A, Ay )\ Z C

que representan las ecuaciones del cambio de sistema de referencia de R’ a R, siendo P la

matriz del cambio de la base B'={U",V',W'} alabase B ={0,V,W}.
En nuestro caso:

a

X 1 -1 1 1)\(x' -1 1 1
yl={2|+]1 -1 1|y |=P=1 -1 1
z 3 1 1 1)z 1 1 -1
a) La matriz del cambio de base de B a B’ es:

o 1 1

11 1Y' 2 2

P'=1 -1 1 |1 0 1

1 1 -1 2 2

11

2 2

Entonces los vectores de la base B respecto de la base B’ son:
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Espacio afin euclideo

b) Si un punto X tiene las mismas coordenadas respecto a las dos referencias significa que:
x=X"; y=y’; z=z’. Y de las ecuaciones del cambio de sistema de referencia:

X 1
yi=|2
z 3
2 -1 -1
rr-1 2 -1|=2#3=r
-1 -1 2
solucién

-1 1 1)(x 2 -1 -1\(x 1
+11 -1 1jy|el-1 2 -1||y|=|2
1 1 -1)\z -1 -1 2 )\z 3
2 -1 -1 1
-1 2 -1 2| EIl sistema es , es decir, no tiene
-1 -1 2 3

c) Utilizando las ecuaciones del cambio de sistema de referencia de R’ a R y sustituyendo en

la ecuacion x+y+z=0

X 1 -1
yi=|2|+ 1
Z 3 1

102

1 1)\x' X=1-X+y'+2z'
-1 1|y |={y=2+X-y+2'=>
1 -1)\z' z=3+X'+y'-2'

X+y+z=6+x"+y'+2'=0
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60.- En el espacio afin R’ respecto de la referencia canénica

- > -

R={O:i, j,k} se consideran los puntos P(1,2,1), A(2,3,1), B(1,1,2),

C(4,-1,1). Sea R'= {P, g, 4, Gs} otra referencia cuyos ejes son las

rectas PA, PB, PC. Determinar R' sabiendo que el punto D tiene de

2
R'. Hallar:

vectores v, = (1, 1, 0) yv, = (0,—1, 1) .

e) El subespacio ortogonal de F.

f) Un subespacio suplementario de < v, >

a) La distancia entre los origenes de los sistemas de referencia.
b) Las ecuaciones del cambio de coordenadas de R’ a R.

c) ¢Es R’ un sistema de referencia ortonormal?

coordenadas [1, % 1] en la referencia Ry (2,-1,-1) en la referencia

d) Ecuacion implicita del subespacio vectorial F engendrado por los

Solucién:

a) d(0,P) =[OP| =6}

b) Direccién de U, =oPA=(a o 0) . Direccion de G, =pPB=(0 —B p) . Direccién de

U, =yPC=(3y -3y 0)

Por tanto,
1
1 1 0 O 0 1 1 1 0 O 0 1
X 1 o 0 3y | X 1 1 o 0 3y | 2
y 2 o B -3y|ly 2 2 a B -3y -1
z), \1 0 B 0 )\z'). 1 1.0 B 0 )\-1).
2 J)r
1,1 _ 1
a=-5iB=5ir="3
_ 1 1 _ 1 1 _
R:{P(l 2 1) U1=(—E -3 OJ Uz=(0 -3 Ej U;=(-1 1 0)}
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Espacio afin euclideo

c) Ng es un sistema de referencia ortonormal.

G, -G, = #0

f) Un subespacio suplementario de <\71> es cualquier plano que no contenga a v,, por

ejemplo
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61.- En el Espacio Euclideo:

a) Definicion de subespacio ortogonal a un subespacio dado y definicion de
sistema de referencia ortonormal.

b) En As se consideran los puntos siguientes: O(1,1,1), A(2,1,1),
B(2,2,2), ¢(1,3,1)y O'(1,0,1), A'(1,1,1), B'(-1,1,1), C'(2,-1,2)

I) Probar que R={O, A, B, C} y R'={O’, A’, B', C’} son dos referencias de
As.

IT) Hallar las ecuaciones del cambio de la referenciaR a R'.

Solucion:

a) Subespacio ortogonal a un subespacio dado es el conjunto formado por todos los vectores
ortogonales al subespacio dado.

Sistema de referencia ortonormal es el constituido por un punto O denominado origen y una
base ortonormal del espacio vectorial asociado

b)

I) Para que R sea un sistema de referencia afin, ha de ser B = {OA, OB, OC} una base del

espacio vectorial asociado,
OA=(2,11)-(L11) = (1,0,0)
OB=(2,2,2)-(L11) = (1L,1,1)
OA=(1,3,1)—(L11) = (0,2,0)
1 00
luego se verificaque [1 1 1j=-2=0 son tres vectores linealmente independientes.

0 20
Anéalogamente para R’

0O'A'=(1L11)-(10,1) = (0,1,0)
0'B'=(-1,1,1)— (1,0,1) = (-2,1,0)
0'C'=(2,-1,2)—(1,0,1) = (L -1,1)

0 1 0
luego tenemos que -2 1 0}=2=0.
1 -11

1)

Llamando (x,y,z) a las coordenadas de un punto genérico del espacio As respecto de la
referencia Ry (x’,y’,z’) a las coordenadas de ese mismo punto respecto de la referencia R, se

1 0 0 0\1 1 0 0 0 \1
) 1 1 0} X X'
tleneque = ,
1101 2|y y
1 |0 1 0)\z z'
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-1

1 1 000 1 0 0 01 1
X' X
Despejando | |= . 1t to |1
y 0 1101 2|y 0
z' 1 110 1 0)\z 0

Ecuaciones del cambio de referenciade R aR’.
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Sistema de referencia

Sea A® un espacio afiny % ={0,U,,U,,U,} una cuaterna de puntos, se dice que
R constituye un sistema de referencia del espacio afin A® cuando los vectores

OU,,0U,,0U, forman una base de V3(R). O es el origen del sistema de
referencia.

Si ou, =u,,0U; =u,,0U, =10,
entonces se tiene % ={O;i,,u,,u,} un
sistema de referencia.
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Cambio de sistema de referencia

Sean R ={0;u,,0,,0,} y R'={0';v,,v,,v,} dos sistemas de referencia del espacio afin A® tales
que:

Si X tiend: por vectores de posicion

OX=(x,y,2) y O'X=(x",y',z") respecto
de R y R’ respectivamente, luego
CB)( = O—'O)+ & Entonces:

X' a a;; a, ag \(X
y' =|b |+ ap, ay, axp|lY
z' C d; 8y Ay )\ Z
< [xle =Alx]y  que representan las

ecuaciones del cambio de sistema de
referenciade R aR’.
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Base ortonormal o métrica

La base B={0,,d,,....T,} es ortonormal o métrica cuando sus vectores son unitarios
(|u]|=1 i=1,2,....n) y ortogonales entre si (perpendiculares dos a dos).

U.D. de Matematicas de la E.T.S.1. en Topografia, Geodesia y Cartografia 17



Subespacios suplementarios

Sean E; y E, dos subespacios vectoriales del espacio vectorial V. Si se cumple
E,®E, =V, diremos que E; y E, son subespacios suplementarios, en cuyo caso se

verifican las dos condiciones siguientes: E, +E, =V y E, nE, ={0}.
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Subespacio ortogonal
Dado un subconjunto F de V, llamaremos ortogonal de F y se escribe F*, al

subconjunto de V formado por todos los vectores ortogonales a F. F* es siempre un
subespacio vectorial de V aungue F no lo sea.
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Espacio afin

Sean E el conjunto de puntos del espacio, V3(R) el espacio vectorial real de los

¢:EXE - V}(R)

vectores libres del espacio, y una aplicacion que verifica:

—

(A,B) - 9o(A,B) = AB
I) “Relacién de Chasles”

B
Si A B, y cCecE
o(A,B)+¢(B,C)+9(C,A)=0 0
también AB+ BC+ CA =0
A C

I1) VA €E,VV e V,existe un unico punto B<E tal que ¢(A,B)=v.
Entonces a la terna (E, V3(R), ¢) se le denomina espacio afin y se escribe A°.
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Espacio euclideo
Se llama espacio afin euclideo o espacio euclideo al espacio afin cuando el

espacio vectorial real asociado V® es un espacio vectorial euclideo. Lo
representamos por E°.

U.D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia 95



Coordenadas cartesianas rectangulares

Si R={0;0,,0,,0,} s un sistema de referencia ortonomal y A, B, y C son puntos

tales que OA =u,, OB =1, OC = u,, las rectas OA=i, OB=j, y OC=k se llaman ejes
de coordenadas cartesianas rectangulares.

Se llaman coordenadas cartesianas rectangulares de un punto a sus coordenadas
cartesianas cuando el sistema de referencia es metrico u ortonormal.
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La recta en el Espacio

Una recta queda determinada por dos puntos P y Q distintos. Si X es un punto
cualquiera de larectay R ={0;u,,u,,0,} un sistema de referencia del espacio afin, la

ecuacion vectorial de la recta es:

OX=0P+tPQ y g5 ecuaciones
paramétricas para P =Py, P2, Pa)
Q:(qliqZ’qS)’ y X=(X1,X2,X3)
respecto de R,

X, =p; +1(d;, —py)

X, =P, +1(d; —p,)
son: X3 =P; +1(d3 —P3)

Sea v =(v,,v,,Vv,) un vector director de la recta, entonces la ecuacion vectorial

X, =P+ tV1
es X=P+tv y las ecuaciones paramétricas: <x, =p, +tv, . De donde en forma
Xy =p;+ tV3
. X, — X, — X, —
continua; Xt P X2 =P2 _Xs=Ps
Vl V2 V3

La recta en el Plano

Siendo m la pendiente; n la ordenada en el origen; P(Xo,Yo) un punto cualquiera
y v=(v,,v,) un vector director.

e Ecuacion de la recta en forma explicita: y=mx+n

e Ecuacion de la recta en forma punto pendiente: y-yo=m(x-Xo)
e Ecuacion general de la recta en el plano: ax+by+c=0

X=X, +1tv,

Y=Y, + tv,

— Xy _ Y=Y

Vl V2

e Ecuaciones paramétricas de la recta: {

., . X
e Ecuacion de la recta en forma continua:
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El Plano en el Espacio

Sea el sistema de referencia R ={0;0,,0,,0,} Un plano queda determinado por tres
puntos P, Q y R no alineados, cualquier punto coplanario con ellos verifica
X=P+ tﬁg@ sﬁ.

De la ecuacion vectorial, para P=(p,,p,,p;), Q=(d,,9,,9;), R=(r,r.r) Y
X = (x,,X,,X,) Se obtienen las ecuaciones paramétricas:

X, =P+ t(ql - pl) +S(r1 - pl)
X, =P, +t(q2 - p2)+s(r2 - pz)
Xy =P3+ t(qs - pa) +s(r3 - pa)

Si consideramos un punto P y dos vectores linealmente independientes
v=(v,V,,V,) Y w=(w,w,,w,) el plano queda determinado de forma vectorial por
X, =P, +tv, +sw,
X=P+tv+sw Yy pOr sus ecuaciones paramétricas: {x, =p, +tv, +sw, de donde
Xy =P,; + v, +sw,
X;=Pp Vi W,
eliminando los parametros t y s queda: x,-p, v, w, =0, la ecuacion general,
X3 - p3 V3 W3
cartesiana o implicita del plano ax, + bx, +cx, +d=0
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Distancia entre dos rectas

e Si las rectas son paralelas, r//r’, se construye un plano = perpendicular a ambas.
Sean P=rnn y Q=rnr. Entonces d(r,r’)=d(P,Q).

e Si las rectas se cruzan:
{pq,v,v}
VAV

respectivamente, P y Q sendos puntosdery r’.
2. Sea s la recta perpendicular cominaryar’. Sean P=rnsy Q=r'ns.. Entonces

d(r,r’)=d(P,Q).

1. d(r,r)= , siendo v y v los vectores directores de r y r’,
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DISTANCIA entre dos puntos A(a;,a,) y B(by,b,):

d(A, B):‘A—B‘:\/(bl_al)z +(b, _az)2

DISTANCIA entre dos puntos A(as,a,,a3) y B(by,b,,b3):

d(A.B)=[AB|= (b, ~a,)" +(b, -2, )" + (b, -, )
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Perpendicular comun

Se considera la recta perpendicular comun a dos rectas dadas cuando dicha
perpendicular es secante a ambas rectas dadas.

Célculo de la recta s perpendicular cominaryar’:
s=nnn'; siendo = =plano que contiene a la recta r y su vector caracteristico es

perpendicular a los vectores v, vAV' y n'=plano que contiene a la recta r’ y su
vector caracteristico es perpendicular a los vectores v' 'y vAV'.
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Simétrico

e Simetrico: que tiene simetria, puede ser respecto de un punto
(central), de una recta (axial), de un plano (especular) o de otro
elemento.

e Elemento simétrico: el que, operado con su elemento
correspondiente, da como resultado el elemento neutro. En la suma
se llama opuesto y en el producto inverso.

e Un endomorfismo f del espacio vectorial euclideo V es
simetrico cuando se verifica la siguiente igualdad entre
productos escalares:

Z.f@ :}f(ij, VX,yeV.

U.D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia 183



Area del triangulo

Area = lbh
2

Area = %absen 6

b

El &rea de un triangulo de vertices A(as,ay), B(b1,b,) y C(cy,Cy) es:

al a'2

b, b, 1

c, ¢ 1

El area del triangulo ABC es % del area del paralelogramo ABCD, luego:

S=

N| -

Area del triangulo ABC=%‘£A Ké‘.
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Volumen del tetraedro

A B
El volumen del tetraedro ABDE es un 1/6 del volumen del paralelepipedo
viene dado por:

1 a, a, a,
y_1 b b, b,
61 d, d, d,

1 e e, e

siendo A =(a,,a,,a;), B=(b,,b,,b,), D=(d,,d,,d;),y E=(e,.e,,€;)
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Angulo

Angulo figura geométrica constituida por dos semirrectas que tienen en comun el
origen.

Angulo de dos vectores

Angulo de dos vectores: si los vectores % = x,0, +X,0, +X,U, € y=y,0, +Y,0, + Y0,
estan referidos a una base ortonormal, B = {t,,,,t,} de V* entonces:
lel + X2y2 + X3y3

2 2 2 2 2 2
VX Hx2+x2\y2+y2 +y?

cos(X,y) =

Angulo entre dos planos

Angulo entre dos planos es el menor de los angulos diedros que dichos planos

n=ax, +bx, +cx; +d=0

forman al cortarse. Sean los planos { . Se verifica, entonces,

m'=a'x,+b'X,+c'x;+d'=0
que:

laa'+bb'+cc’
Ja? +b% +c?Ja?+b?+c?

cos(m, ') =

Angulo entre dos rectas

Angulo entre dos rectas es el menor de los dngulos que forman sus paralelas por un
punto cualquiera. Es el &ngulo entre sus vectores directores.

X, — X, — X. — X, — 1 X, — 1 X, — 1
Sean IaS rectas r= 1 p1: 2 p2 _ '3 p3 y r'= 1 p1: 2 p2 _ '3 Ip3 . Se

Vi Vv, Vs Vi Vo Vi

\vlv1 +V,V, " +V,V,

verifica, entonces, que: cos(r,r') =

Jvf +V,0 vy Jvl'2+v2'2+v3'2
Angulo entre recta y plano

Angulo entre recta y plano es el angulo entre dicha recta y su proyeccion ortogonal
sobre el plano.

X, — X, — X, —
Sean la recta r="1"PL_X2=P2 _Xs=Ps y el plano n=ax, +bx, +cx,+d=0. Se
Vl V2 V3

V,a+Vv,b+v

Jvf +v, +v, a2 +b% +c?

verifica, entonces, que: sen(r, ) =
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Base

Lado o cara horizontal a partir del cual se mide la altura de una figura plana o de un
solido.

Base de un espacio vectorial V es un subconjunto de V que sea sistema generador y
libre.
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Subespacio vectorial

Sea (V,+,.) un K-espacio vectorial y F una parte no vacia de V, diremos que F es un
subespacio vectorial de V si y solo si (F,+,.) en un K-espacio vectorial.

Sea F una parte no vacia del K-espacio vectorial V. F es un subespacio vectorial
de V con las operaciones +y - inducidas por V si y solo si se verifica:
VA unek, va,be F:>7»é+u5€ F
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Distancia de un punto a una recta

En el plano: Distancia de un punto P(XoYo) @ una recta ax+by+c=0:
_|aX, + by, +¢C

d(P,r)= m

En el espacio: Distancia de un punto P=(p,,p,,p;) a la recta

X=X _Y=Yo _27% (yn punto cualquiera A(x,.y,.z,) Y €l vector director
Vl V2 V3

V=(v,,v,,v,) de larecta):
P, — Yo p3—202+p3—20 P, = Yo

\/ Vs, V3 Vs Vs,

diP,r)=——=
Vi V2 +VE+ Ve

r

2 2

Pi=Xo P2y
+ 1 0 2 0
Vl V2

‘AP/\\?

Nota: En vez de aplicar la formula anterior, si se traza por P un plano =
perpendicular a r, la distancia buscada es d=d(P,Q), siendo Q el punto en el que el
plano = cortaar.
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Espacio vectorial euclideo

Un espacio vectorial V en el que se ha definido el producto escalar se dice que es
un espacio vectorial euclideo.
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Paralelepipedo

Poliedro cuyas caras son todas paralelogramos.

El volumen del paralelepipedo se obtiene mediante el producto mixto: sea
B={U,,U,,U,}] una base ortonormal de V3. Sean x,y,ZeV® tales que

X =X,U;, +X,U, +X,Uy; Y=VY,U0, +Y,U0, +y,U, Y Z=2,U, + 2,0, + z,U,. Entonces:
U1 UZ US Xl X2 X3
(Xlal +X,U, + Xsus) Yi Y2 V3= Y2 Y3

z, 7, Z,| |z, z, 1z,

; ooooooooooooooooo.‘

Volumen = [%,y,Z] = X- (YA 2)

A |y/\Z o° : JC)
.....:..............ﬁ.. :.
o . .: .: .'.
................'...w.
........... ’:. %
X, Xy, Xy
V=SH=ly, vy, VY,
Z, Z, I
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Ecuaciones implicitas o cartesianas
Ecuaciones cuyas incognitas son coordenadas. Relativo a las ecuaciones de un

subespacio vectorial las ecuaciones cartesianas forman el sistema homogéneo que
define dicho subespacio.
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Base candnica

Base canodnica, B, es la base: B, ={g =(10,...,0),&, =(0,1,0,...,0),...,§, = (0,0,...,0,1)} del
espacio vectorial V.
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Suma de subespacios vectoriales
Sean E; y E, dos subespacios vectoriales del espacio vectorial V. Llamaremos

suma de E; y E; al subespacio vectorial generado por E, UE, .
E,+E,=<E,UE, >
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Suma directa

Sean E; y E, dos subespacios vectoriales del espacio vectorial V. Llamaremos
suma directa de E; y E; a la suma cuando E, nE, = {6} y se escribe E, ®E, .
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Interseccion de subespacios vectoriales

Sean E; y E, dos subespacios vectoriales del espacio vectorial V, entonces E, N E,
(E; interseccion E,) es un subespacio vectorial del espacio vectorial V.
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Endomorfismo o transformacion lineal

Endomorfismo o transformacion lineal es una aplicacion lineal de un espacio
vectorial en si mismo.

U.D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia 91



Diagonalizable

Una matriz A<M, (K) es diagonalizable si existe una matriz diagonal semejante a

ella.
Una transformacién lineal de V es diagonalizable si su matriz asociada es

diagonalizable.
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Coplanarias

Pertenecientes a un mismo plano.

U.D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia

37



Triangulo Rectangulo

Rectéangulo si tiene un angulo recto.
& C
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Eje

Eje es la recta del plano o del espacio que sirve de referencia a los puntos de ese
plano o de ese espacio 0 bien a una figura o a una transformacion.

La elipse y la hipérbola tienen dos ejes de simetria; la parabola solamente uno que
pasa por su veértice.

Eje de coordenadas: cada una de las rectas mediante las que se define un sistema
de coordenadas cartesianas en el plano o en el espacio.

Eje de abscisas: eje de coordenadas, generalmente horizontal, en un sistema de
coordenadas cartesianas del plano y que se denomina X.

Eje de ordenadas: eje de coordenadas, generalmente vertical, en un sistema de
coordenadas cartesianas del plano y que se denomina Y.

Eje focal: en una conica es el eje de simetria que contiene a los focos.
e Eje mayor en la elipse corresponde al eje focal
e Eje menor en la elipse corresponde al eje no focal
Eje polar en coordenadas cartesianas polares es la semirrecta que parte del polo.

Eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico de los puntos del plano
que tienen la misma potencia respecto de las dos circunferencias.
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Ecuaciones parametricas

Ecuaciones en las que intervienen pardmetros.

e Ecuaciones paramétricas de una curva plana son ecuaciones de la forma
x=X(t), y=(t) donde el parametro t recorre los valores del campo de
existencia.

e Ecuaciones paramétricas de un subespacio vectorial son las coordenadas de
un vector del subespacio vectorial como combinacion lineal de los vectores
de una base.

e Ecuaciones paramétricas de una recta:
En el plano: siendo P(xo,Yo) un punto cualquieray v =(v,,v,) un vector director.
X=X, +1v;
Y=Y, + tv,
En el espacio: Siendo P=(py,p.,ps) un punto cualquiera 'y v=(v,,v,,v,) un vector
director de la recta.

Ecuaciones paramétricas de la recta: {

Xy =Py + v,
Ecuaciones paramétricas: <x, =p, +tv, .
X3 =Ps+ 1V,



Area del paralelogramo

Paralelogramo es un cuadrilatero en el que los lados
opuestos son paralelos entre si.

Area=b-h

El area del paralelogramo cuyos veértices son
A=(a,a,,a;), B=(b,,b,,b;), C=(c,c,,c;) Yy D=(d,,d,,d;),
puede calcularse mediante la formula:

b 2
=Jd

b

2 2

2 —a, bs_as
2 —a, ds_as

b3—83 bl_al
d3—83 dl_al

bl_al bz_az
dl_al dz_az

Area=|ABA AD
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Baricentro

Baricentro o lugar donde se cortan las medianas de un triangulo, corresponde al
centro de gravedad.
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Ortocentro

Ortocentro o lugar donde se cortan las alturas de un triangulo.
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Circuncentro

Circuncentro o lugar donde se cortan las mediatrices de un triangulo o centro de la
circunferencia circunscrita.
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