B+

Sistemas, matrices y determinantes

0 1 0
1.- Dada la matriz A=(0 O 1|, hallar las martrices
0 0 O
Q) B=(A+I)((A-I)", b) € = (T - A).

SoEI

2.- Comprobar que cualquier matriz cuadrada se puede expresar de forma Unica
como suma de dos matrices, una simétrica 'y otra antisimétrica.

Oz
Solucion
1 0 - 1)
3.- Dada la matriz A = |0 X\ 3 |, averiguar para qué valores del pardmetro A
e 1
la matriz A tiene /nversa.

Solucion

4.- Si la dimension de las matrices A, B, C, y D son 3x3, 2x2, 3x2 y 3x2
respectivamente. Calcllese la matriz X en cada una de las siguientes ecuaciones
matriciales:

a) [1] AXB+C=D. [2] A'™X=CB. [3] XA=DD'+2CC'.
b) Hallar el valor de X en los apartados anteriores siendo
) 1 -2 3] (1 2 ) 1 1] ) 2 O]
A=0 1 2|,B—_2 ZJ'C__I 2|, D=0 2]
0O 0 2 -1 lJ 1 lJ

Sollicion

3IX+Y=A
5.- Hallar dos matrices X e ¥ de dimension 2x3 tales que {4X :zy _B"
3 1
. g 2 'O 342
La misma cuestion para el caso concreto A = |y B= .
1 2 1 8
2 = 5J
2
Oz
Solucion
O cosa sena
6.- a) Hallar A3, siendo A = |cosa O -1 1.
sena 1 0
1 -7 1)
b) Hallar una matriz B tal que B> = |0 8 38i.
0 0 27|

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I1.T.G.C. 1


Administrador
Nota
Todas las palabras en color azul están recogidas en el Vademécum. 


@l

Sistemas, matrices y determinantes

11 0
¢) Hallar €", nc N, donde € = |0 1 li.
0 0 1]

Solucion

7.- Estudiar la compatibilidad o incompatibilidad del siguiente sistema, segtn los
valores del pardmetro a resolviéndolo cuando sea posible:
—6x—6y+(11-a)z+12=0

3x + (2-a)y-6z +3 =0
(2—a)x+3y-6z+21=0

Solucion

1 1 1
1 X X2 \°
3 X+2 2x+1 3\
3 2x+1 X*+2x 3\?

SoE

9.- Usa el teorema de Rouché para explicar qué tipo de sistema de ecuaciones
lineales:
a) Constituyen las ecuaciones de tres rectas en el plano que determinen un
triangulo.
b) Constituyen las ecuaciones de tres planos en el espacio que determinen un

tetraedro. -
Solucion

10.- La matriz A, cuadrada de orden tres verifica la ecuacién A* + A = B con

1

8.- Resolver la ecuacion

4|, ¢se puede asegurar que la matriz A es regular?

Solucion

11.- ¢Existe alguna matriz regular de orden impar tal que A' = —A®?

Sollicion

12.- Calcllese el rango de las siguientes matrices mediante el método de los

-2 1 6 7 1 2 -3 45
6 -3 5 O 01 -101
menores. A=|5 -17 -2/, B=|2 1 -3 11
2 5 0 3 10 -100
0O -5 4 -1 o1 -111

Solucion
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Sistemas, matrices y determinantes b2
13.- Sean A, B € M,(R), con |A| =4 y |B| = —3. Calcular los defermmanfes

siguientes: |AB|, |[A'|, [5A|, |A°|, [B"| y |-B].

Sollicion

14.- Sean B y (B — I)matrices de orden tres /nversibles.

o . ... |BX+Y=2B
a) Resolver el siguiente sistema matricial {B3X By -0
0O 1 1
b) Hallar X e Y para el caso concreto B={ 1 0 1].
-1 -1 0

Solucion

15.- Sean X, C y D tres matrices de orden 3. Suponiendo que la matriz
A-2I es /nversible, despejar X en la ecuacién: 2X + C — A" = D + (X'A" - A)".

oz
Solucion
1 3 -2
16.- Hallar la /nversa de la matriz A=|{2 4 O |y escribir A como producto
35 -1

de matrices elementales.

Solucion

1 3 -2
17.- éLa matriz A= 2 4 O | es invertible?
-1 -5 6
oz
Solucion
(1 3 2 -1 1 4)
1 41 1 2 3
18.- Hallar el rango de la matriz A={2 5 5 1 3 7
2 4 6 -1 2 8
387 0 4 11

Solucion

19.- Estudiar si existe alguna matriz A de dimension 3x2 talque AA" = I, donde
I es la matriz unidad de orden 3.
Oz
Solucion

20.- Comprobar que el valor de un determinante de Vandermonde es:
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1 1
a b c ... p
@@ b* ¢ ... p¥|= (b -a)c-a)...(p - a)-
-(c-b)...(p-b)-
an—l bn—l Cn—l pn—l ............

Sollicion

21.- Discutir, en funcion del pardmetro a, el siguiente sistema de ecuaciones
(x+2y+z = 1

Ineal 2x+y +3z = -4

neales
ineate <x—y+(<:(+2)z = -3a-5

4x+2y+(a+6)z = -3a° -8
z

Sollicion

22.- a) Resolver el sistema lineal siguiente AX = B mediante el método de
éauss:

1 0 -3)(x -5

2 3 -1l|ly|=|7

4 5 -2)(z 10
b) Hallar Ce M, (R) tal que CA sea una matriz triangular superior equivalente por
filas a A.

SolE
a O 0

23.- Sea la matriz A=|1 2a 1-a|: se pide:
a ab 2

a) Estudiar el rango de A en funcion de los parametros reales a y b.
b) Para b = 4, consideremos el sistema de ecuaciones lineales AX = B, donde

a

B = | 2|. Discutir el sistema segin los valores del pardmetro a y resolverlo para
a

a=0.

c) Calcular la /nversa de A-2I para a=b=3.

Solucion

24.- Sean A y B matrices cuadradas de orden n. Probar que si I-AB es
invertible, entonces I-BA también es invertible y que

(- BA)_1 =I+B(I- AB)_1 A. Nota: I es la matriz unidad de orden n.
Solucion
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Sistemas, matrices Yy determinantes
25.- Sea A una matriz cuadrada de orden n tal que A> + 2A+I =0. En'ronces A

es /nvertible. -
Solucion

10
26.- Encontrar el conjunto de matrices que conmutan con la matriz A = ( ]

11
Solu€ion

111
27.- Demostrar que la matriz A =|1 1 1| verifica la relacion:
111

A" =3"'A, neN.

SoE

10
28.- Dada la matriz A = 1 1| hallar A", ne N.
01

O = =

SoE

29.- Hallar p y q para que se verifique la ecuacién: A? + pA + qI = (0) siendo
2 1 10
lie)erlod)
oz
Solucion

30.- Resolver la siguiente ecuacién matricial C+AX=DB-EX siendo |A + E| = O.

SoE

31.- Hallar las matrices inversas de las siguientes matrices:

> 5 7 11 1 1
cos X —senx 1 1 -1 -1

A= ,B=|6 3 4|, C= .
senxX Cos X 5 2 _3 1 -1 1 -1
I 1 -1 -1 1

Solucion

32.- Probar que AA' y A'A son siempre matrices simétricas. ¢Es conmutativo
el producto anterior? Mostrar también que A + A" es simétrica, si A es
cuadrada; ¢qué sucede con A — A'?

Sollicion

33.- a) Si B es una matriz antisimétrica, ¢qué se puede decir de C=A'BA?
b) Si A y B son matrices simétricas, qué se puede decir de AB-BA?

Sollicion
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Sistemas, matrices y determinantes

1 3 4
34.- a) Hallar la /nversa de A =|-2 -5 -3| b) Escribir A como producto de
1 4 9

matrices elementales.

SoE

35.- Sabiendo que las matrices A, X e Y son de orden 7 y que el determinante
de A es igual a k20, se pide:

a) Calcular los determinantes de A2, 4A, A-1, 2A2A-1, A+A.
AX +Y =2A

A’X + AY = (0)

c) Resolver la siguiente ecuacion matricial siendo B, C matrices de orden7:
XA? — XA + CA = (X + B)A? + 3XA

Solucion

1 11
36.- Sea A=|0 1 1|, se pide:
001

a) Calcular A2, A3 y dar la expresion general de A".
b) Comprobar que A® - 3A> + 3A =1I.

c) Obtener Al. _
Solucion

37.- Sea A una matriz ortogonal (A-1=A"). Se pide:
a) Estudiar si A"l y A" son también matrices ortogonales.
b) Hallar |A|.

c) Si B es otra matriz ortogonal del mismo orden que A, estudiar si AB es

ortogonal. -
Solucion

38.- Discutir, segln los valores de los pardmetros a y b, el siguiente sistema de

b) Suponiendo que A-I sea invertible, resolver el sistema: {

ecuaciones. Resolverlo paraa = b = 1.
2%, — X, -3x, —-x;, =2
-X, + X, + X3 +2X, +2%x; =3
X, + X, + 3%, +2x; = 6
X, +2X; +a X, +% =Db

Solucion

39.-a) Resolver el sistema matricial siguiente:
{3AX +4Y =1,

3X+2Y =0,
¢Qué condicion ha de cumplirse para que el sistema anterior sea compatible?
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Sistemas, matrices y determinantes Yol

b) La matriz solucién X épuede verificar |X| = 0?
c) Resolver el sistema de ecuaciones lineales:
2x +0y+3z+t=0
Ox+0y+z-1t=0
x+0y+0z+2t=0

SolE

101 -1
40.- a) Estudiar el rango de la matriz M =1 O 3 -1| segln los valores de a
1 0a b

y b.
b) Resolver el sistema de ecuaciones lineales cuya matriz ampliada es M en los

casos en que sea compatible.
Solucion

2 3
41 .- Dada la matriz A = (4 7] hallar:

a) En funcion de los valores p y q, una matriz X tal que AX = [3]

b) Una matriz Y tal que A?Y + AY = A.
c) Un valor de A tal que |A - AI|=0.

d) El valor de los determinantes siguientes:
A%, [BA|, |A|, |-Al, |A-AT[, |A+ AT

Solucion

42.- Sean A, B, X, e Ye M, (R) matrices /nversibles que verifican el sistema:

2AX'+Y =0
~3A - YX = (AB)™ X
Se pide:
a) Hallar X eY.
1 2 1 1 2 -3
b) Resolverlo para el caso concreto: A=|0 -1 1|yB=|0 -1 1
0O 01 OO0

Solucion

43.- a) Calcular las matrices cuadradas de orden 3, X e Y, que satisfacen las
ecuaciones siguientes: 2X + Y = B
X-2Y=¢C
b) Si X e Y son las matrices anteriores, calcular, en funcion de B y C, la
matriz Z definida por:
Z=(2X + Y) X - (2X + Y)(2Y)

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I1.T.G.C. 7
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Sistemas, matrices y determinantes

Sollicion

44 - Sabiendo que las matrices X e Y son de dimension 2x3 y verifican el
6 0

istema % 2Y = A lque a=(2 % Y yB<|8 7| hallar dich
susemasx*+2y*=B en el que A = 01 1 y B= , hallar dichas
7 7
matrices X e VY.
oz
Solucion
h+1 1 1 1

, 1 h+1 1 1 L

45.- Dada la matriz B = 1 1 het1 1 |S€ pide:
1 1 1 h+1

a. Hallar el rango de B para los distintos valores de h
b. Calcular para qué valores de h existe la matriz inversa de B.
. ¢Para qué valores de h la matriz B es ortogonal?

0O

BX+Y=2B

d. Para el valor h = 2, resolver el sistema matricial siguiente: §
B°X+BY=1I

Sollicion

46.- a) Demostrar que (AB)! = B! A"!, siendo A y B matrices /inversibles del
mismo orden.
b) Consideremos la ecuacién matricial [I-(BA)']1X-(C-I)!=DX-A'B'X, siendo
A,B,C,D matrices cuadradas de orden n e I la matriz unidad del mismo orden.
i) Despejar X.
ii) ¢Qué condicion ha sido necesaria para poder despejar X?
iii) Hallar X, si es posible, en cada uno de los siguientes casos.

1 C{_Z? 41} y D:[@ﬁ H_OJWZ) c [27 41] y D{é 01]
olcion

47 .- a) Discutir el siguiente sistema segun los distintos valores de a:
(1-a)x+(1+2a)y+2(a+1)z=a
ax + ay = 2(a +1)

2x+(a+1)y+(a-1)z=a*-2a+9
b) Resolver el sistema para el valor de a que hace al sistema compatible
indeterminado.
c) Para el valor de a del apartado anterior razonar cudl es el minimo nimero de
ecuaciones linealmente independientes y qué ecuacion o ecuaciones son

13 . / . . [ X4 2
combinacion lineal del resto. ¢Hay alguna solucion en la cual x = —?

J11
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Sistemas, matrices y determinantes

SoEI

48.- Sean A, B, C, X matrices cuadradas de orden n. Se pide resolver la
siguiente ecuacion matricial indicando, cuando sea preciso, las condiciones que
deben cumplir las matrices que vayan surgiendo para poder despejar la incognita
X: (A +B'X") - (A1B")' = (C-2X)B - (A" B!)"!

Solucion

49.- a) Discutir y resolver, segin los valores de m, el sistema siguiente:
xX+y+2z=0
mx+y-z=m-2
3x+my+z=m-2
b) Hallar, para m = 2, la solucion particular tal que y =1.

Solucion
50.- Dado el sistema

ax +y+z+t=1 Se pide:
x+ay+z+t=b 1) Discutirlo segln los valores de a y b.
x+y+az+t=Db? 2) Resolverlo cuando sea compatible.

07
xey+ze t=bd Solucion
51. a) Dada la ecuacion matricial B (X A - D)= C+ X A, donde A, B, C, Dy X
son matrices cuadradas de orden n, obtener la matriz X, sabiendo que A, By
(B-I) tienen inversa. Siendo I la matriz identidad de orden n.

b) Hallar dos matrices X e Y de dimension 2x3 tales que cumplan que
X+Y=A

2
4 —-Y=8B
X+3

siendo A y B dos matrices cualesquiera de la misma dimension 2x3.
nx+2y+z=1
c) Dado el sistema de ecuaciones lineales {-2x —ny+z =1 se pide,
3x -2z =2
estudiar las soluciones del sistema en funcigg del parametro n.
52.- a) En el siguiente sistema de g@gggﬂgmmdriciales formado por matrices
cuadradas de orden 3, se pide obtener las matrices X e Y

3AX +4Y =1
3X+2Y =0

Siendo I la matriz identidad de orden 3 y O la matriz nula de orden 3.

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I1.T.G.C. 9
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Slstemas matrices Yy determinantes
b) Dada la ecuacion matricial B(XA+D)=-C+3BXA , donde las matrices

A,B,C y D son matrices cuadradas inversibles, se pide obtener la matriz X.

ax +2y+z =1
c) Dado el sistema de ecuaciones lineales {-2x —ay + z = 0
y=0

Discutir las soluciones del sistema en funcion de los valores del pardmetro a.

0z

Solucion

53.- La matriz A es nilpotente de orden 3 (A3=0) y la matriz B = I + A.
Demostrar que Bl = I - A + A2

SOIE
1 0 1

54 .- Dada la ecuacion matricial X A = A'+X, donde A=|0 -1 O |, obtener la
1 0 -1

matriz X.

Sollicion

55.- Probar que si I-AB es /nversible, entonces la matriz I-BA también lo es y
verifica:
(I-BA)'=I+B(I-AB)!A

Solucion

56.- Sean A, B, C, X matrices cuadradas de orden n. Se pide resolver la
siguiente ecuacion matricial indicando, cuando sea preciso, las condiciones que
deben cumplir las matrices que vayan surgiendo para poder despejar la incognita
X:

(A+ XB)- (A1B)= (C-2X)B - (B'A)!

Solucion

10 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C.
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010
1.- Dada la matriz A = |0 O 1|, hallar las matrices
00O
Q) B=(A+I)((A-I)", b) € = (I - A)*.
Solucién:
110 11 0o)*' (-1 -1 -1
A+l=|0 1 1|, A-D*t=l0 -1 1| =0 -1 -1|,
001 0 0 -1 0 0 -1

a) B=(A+1)(A-1)"=

12 1
b) C=(1-A) =(-D*(A-1)==—(A-1)’=—~(A-D|0 1 -2|=
00 1

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C.
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s Sistemas, matrices y determinantes "4.;% 4

2.- Comprobar que cualquier matriz cuadrada se puede expresar de forma Unica
como suma de dos matrices, una simétrica 'y otra antisimétrica.

Solucion:

Sea M = A+B siendo, A una matriz simétrica (A=A") y B una matriz antisimétrica (B'=-B), por
tanto

M=A+B

M'=A4+B'=A-B que resolviendo el sistema { . 5 se obtiene

t MMt
A:(M+M j yB:(M M j
2 2
Entonces podemos escribir _

. MM MM ) (M A(M) ] Memt (MM
siendo > SsImetrica, puesto que > = = y

M-M)
antisimétrica, ya que ( 5 j = =

La descomposicion es Unica:

Si fuera M=A,;+B; =A, +B, => A; -A, = B, —B; , siendo la diferencia de matrices a la vez
simétrica antisimétrica

simétrica y antisimétrica, pero la Unica matriz simétrica y antisimétrica simultaneamente es la

matriz nula. Asi pues,

2 4 5
Ejemplo. Si M= 3 -1 6 |, entonces
0 -3 7
2 7/2 5/2 0 1/2 5/2
A=%(M+Mt)= 7/2 -1 3/2 B:%(M—Mt)z -1/2 0 9/2]|.
5/2 3/2 7 -5/2 -9/2 0

12 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C.
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2 Sistemas, matrices y determinantes b2
1 0 -1
3.- Dada la matriz A = (O X 3 |, averiguar para qué valores del pardmetro A
4 1 )\
la matriz A tiene /nversa.
Solucion:
1 0 -1
AT |A=0 2 3 |=—-(A-)(r-3) 0=
4 1 A

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I1.T.G.C. 13




Sistemas, matrices y determinantes

4.- Si la dimension de las matrices A, B, C, y D son 3x3, 2x2, 3x2 y 3x2
respectivamente. Calcllese la matriz X en cada una de las siguientes ecuaciones
matriciales

a) [1] AXB+C=D. [2] A'™X=CB. [3] XA=DD'+2CC'.
b) Hallar el valor de X en los apartados anteriores siendo
1 -2 3 1 2 1 1 2 0
A=|0 1 Z,B:[_Zz],C=—12,D=02
0O 0 2 -1 1 11
Solucion:

a) Siexisten A"y B entonces,

[1] - .
[2] - .
[3] -

b)
1 -1 11
_ 1_(3 3
(D-C)=|1 0|. B*= 11
2 0 3 6
[1]
1 0 0 -1 4
(AHY?T=| 2 1 0| CB=|-5 2|.
-7/2 -1 1/2 -3 0
[2] X(A‘)1CB..
8 2 2
bpt+2cct)=|2 14 8|,
2 8 6
8 2 2\1 2 -7/2 8 18 -29
[3] X=(OD'+2cCcHA?*=(2 14 8|0 1 -1 |=|2 18 -17
2 8 6)l0O 0 1/2 2 12 -12

14 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C.
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Sistemas, matrices y determinantes

IX+Y=A

5.- Hallar dos matrices X e Y de dimension 2x3 tales que { 4X 12y — B
;10 3 4 2
La misma cuestion para el caso concreto A = y B= .
2 1 5 2 1 8
2

Solucion:

6X+2Y=2A _ .
ax+2y=8 7 '
{ex +2Y =2A N eh o em
AX+2Y =B 4o

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C. 15




Sistemas, matrices Yy determinantes DRl
O cosa sena
6.- a) Hallar A3, siendo A = |[cosa O -1
sena 1 0
1 -7 1
b) Hallar una matriz B tal que B> = |0 8 38|.
O 0 27
110
¢) Hallar €", nc N, donde C=|0 1 1].
001
Solucion:
0 Coso  Sena 0 cosa  Sena 1 sena —cosa
a) A? =| cosa 0 -1 |cosa O ~1 |=|-sena cos?a-1 cosaseno
sena 1 0 sena 1 0 seno. cosasena  sen’a -1
0 coso  sena 1 sena —Ccosa 0 0O
A3 =|cosa 0 ~1 |-sena cos?o-1 cosaseno|=|0 0 O
sena 1 0 sena  cosaseno  senZo -1 0 0O
b) Las potencias de una matriz triangular es una matriz triangular.
1 a b
B=|0 2 c|,
0 0 3
1 a byl a b 1 3a 4b+ac
0 2 c|0 2 c|=|0 4 5c
[0 0 3[0 0 3 0 0 9
1 a b\l 3a 4b+ac 1 7a 13b+6ac 1 -7 1
:>B3—02c]04 5c |=|0 8 19c =0838:>a:_11
0 0 30 O 9 0 O 27 0o 0 27 ~
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Veamos que

Por induccién.
Se verifica para n=1. Suponemos que se verifica para n, y probamos que se verifica para n+1.

L1 1 n n(n-1) 1 n+l n(n+1)
c'™=CcCc'"=|0 1 1|0 1 n =0 1 n+1
0 0 1)j0 0 1 0 O 1
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8 Sistemas, matrices y determinantes

7.- Estudiar la compatibilidad o incompatibilidad del siguiente sistema, segin los
valores del pardmetro a resolviéndolo cuando sea posible:
—6x—6y+(11-a)z+12=0
3x + (2-a)y-6z +3 =0
(2—a)x+3y-6z+21=0

Solucion:
-6 -6 1ll-a
Estudiamos la matriz de los coeficientes| 3 2—-a -6 | cuyo determinante es a*>-15a%-3a-17
2-a 3 —6
igualando a cero se obtienen las raices son -1y 17.
1¥" caso:
) -6  11-(-1) -6 -6 12 -
Sia=-1, resultar 3 2—-(-1 -6 =l=r 3 3
2—-(-1) 3 -6 3 3
2° caso:
-6 -6 11-(17) —6
Sia=17, resultar 3 2—(17) -6 |=2=r 3 -15 -6 -3
2—(17) 3 -6 -15

6X -6y -6z+12= O

. Resolviendo el sistema equivalente:
3x-15y -6z+3 O

, es decir, solucién l]nch

18 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C.
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Sistemas, matrices y determinantes SF
1 1 1 1
Lo N2 A3
8.- Resolver la ecuacion 3 %42 2y41 3 =0.
3 22 +1 N2 4+2)x 3\?
Solucion:
1 1 1 1 1 0 0 0 Lo
1 A 22 o R A A AR & -k 1 o1-
3 A+2 2h+1 3Bife<al3 A-1 A-1 a-1 Y
3 2h+1 AZ+2n 32 3 26-2 A2-1 2a%-2x
1 A-1 A2-1
= (-1 0o o =—(k—1)51 }L;J‘Z(X—l)(a:()ﬁ
e 2 A-1 20-2

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I1.T.G.C.
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Sistemas, matrices y determinantes

9.- Usa el feorema de Rouché para explicar qué tipo de sistema de ecuaciones
lineales:

a) Constituyen las ecuaciones de tres rectas en el plano que determinen un
triangulo.

b) Constituyen las ecuaciones de cuatro planos en el espacio que determinen un
tetraedro.

Solucion:
a) Sean las tres rectas:

r=a,x+a,y=>0b,s=a,x+a,y=>b,, t=a,Xx+a,y=>b, con(a,,a;,)#(0,0) Vi=1,2,3
En total tenemos tres ecuaciones lineales que forman un sistema incompatible (las 3 rectas no tienen
ningun punto en coman).

a12 a‘12 all alZ bl
Considerando: r(A)=|a, a, | ((A*)=|a, a, b,
a31 a32 aSl a32 b3

r(A) = 2; y r(A*) = 3 el [sistema es incompatible y ademas todas las submatrices de orden 2x2 son
de rango dos. [Las rectas se cortan dos a dos.

b) Sean los planos:

o =a,X, +a,X, +a,X, =a, con(a,,a,,a;) = (0,0,0);
B =b,x, +b,X, +bx, =b, con(b,,b,, b;)=(00,0);
Y =C X, +C,X, +C;X; =C, con(c,,C,,c;) #(0,0,0)
d=d,x, +d,x, +d,x, =d, con(d,,d,,d,) = (0,0,0)
considerando:

a, a, a, a, a, a, a,
b, b, b b, b, b, b
Cl C2 C3 Cl C2 C3 CO
d1 d2 d3 dl d2 d3 dO

r(A) = 3; y r(A*) = 4 el gistema es incompatible y los cuatro planos no tienen ninglin punto en
comun, ademas todas las submatrices de orden 3x4 son de rango tres, Los planos se cortan dos d
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10.- La matriz A, cuadrada de orden tres verifica la ecuacion A®> + A = B con

2 4 7

B=|0 2 4|, ¢se puede asegurar que la matriz A es regular?
0 0 2

Solucion:

|B|¢O:>|B|=‘A3+A‘¢0:>|B|=‘A(A2+Il¢0:>|B|=|A|‘A2+I‘¢0:>|A|¢0.

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I1.T.G.C.
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11. ¢Existe alguna matriz reqular de orden impar tal que A" = —A®?
Solucion:

Alt=-aA3 = ‘At‘ = ‘— A3‘ = |A| = —‘A3‘ ——|Al® = 1=—-|A]* , y esto, es absurdo en los ntimeros

reales.
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12.- Calcllese el rango de las siguientes matrices mediante el método de los
menores.

-2 1 6 7 1 2 -3 45
6 -35 0 01 -1 01
A=|5 -117 21, B=(2 1 -3 11
2 5 0 3 1 0 -1 00
0O -5 4 -1 o1 -111
Solucioén:
& 1 - 6 -3 5
|2 5|=—1o, 2 5 0/=38; > L
0 -5 0 e 4 2 5 0
0 -5 4
12 -3 12 4 124
|1 ;rso;01—1=o;010:‘1 4‘: ;010
0 1 2 1 3 oL 4 21 2 11
10 0
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13.- Sean A, B € M,(R), con |A| = 4 y |B| = —3. Calcular los determinantes

siguientes: |AB

’

-1

BA|, |A®

. B'| y [-BJ.

’ ’

Solucién:

18]~ |e| -]

ol
54/ =5¢|A| = [2500]
)= = 6.
IR =)
-8]~(-1)" || -[E&].

24
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14.- Sean B y (B - I)matrices de orden cuatro /nversibles.

_ ) . BX+Y =2B
a) Resolver el siguiente sistema matricial {B3X LBY =0
0O 1 1
b) Hallar X e Y para el caso concreto B=| 1 0 1
-1 10

Solucién:

BX+Y=2B=Y=2B-BX []] ) _
a) B +BY = 0= B2X +Y =0 [2] , sustituyendo [1] en [2] se obtiene
3B

B°X+B(2B-BX)=0= B?X+2B-BX =0=BX+2l-X=0=(B-)X=-2| =

el 3B 3(B-1)"?

Sustituimos este resultado en la ecuacion [1] y obtenemos

0 1 -1
b) B=1 O -1
-1 -1 0

Y=2B(1+(B-1)")=

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C.
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15.- Sean X, C y D tres matrices de orden 3. Suponiendo que la matriz A-2I es
inversible, despejar X en la ecuacién: 2X + C - A" = D + (X'A" — A)'.

Solucion:

2X+C-A'=D+(X'A'-A)' = 2X+C-A'=D+AX-A'= 2X+C=D+AX =
(2I—A)X:D—C y como 2I-A es inversible, multiplicando por la izquierda por la matriz
(21— A)"en la ecuacion anterior, se tiene
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1 3 -2
16.- Hallar la /nversa de la matriz A=|2 4 O | y escribir A como producto
35 -1
de matrices elementales.
Solucion:
13 2100 1 00 1 00
2 4 00 1 O|conE,=|-2 1 O|yE,=| 0 1 0] seobtiene:
3 5 -10 0 1 0 01 -3 01
1 3 -2/1 00 1 0 O 1 0 0
0 2 4/-2 1 0|conE,={0 -1/2 O0|yE,=|0 1 O seobtiene:
0 4 5|-3 01 0o 0 1 0 -2 1
13 -21 0 O 10 O
0 1 -21 -1/2 O|conE,=|0 1 O | seobtiene:
00 31 -2 1 0 0 -1/3
1 3 2|1 0 0 1 0 2 100
01 -21 -1/2 0 |conE,={0 1 O|yE,=/0 1 2 seobtiene:
0 0 1-1/3 2/3 -1/3 0 01 0 01
1 3 0/1/3 4/3 -2/3 1 30
0 1 0/1/3 5/6 -2/3|conE;=|0 0 | se obtiene:
0 0 1-1/3 2/3 -1/3 0 1

0 1 0/1/3 5/6 -2/3
0 0 1-1/3 2/3 -1/3

y escribir A como producto de matrices elementales.
100

E,E,E.E.E,E.E,LEA=|0 1 0| A=(EE,EEE,EEE)"=
001

1
0
1 0 0/-2/3 7/6 J

=E,'E,"E,'E,'Es 'E, 'E, "B, =7
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Solucion:
1 3 2] 100 1 3 2] 1 00
(A|I)= 2 4 0 | 010 o 0 -2 4 | -210
-1 -5 6 | 0 0 1) Bt 0 -2 4 ] 1 01
1 3 2] 1 00 13 2] 1 00
2 4 | 21 OJW 0 2 4 | -2 1 0],
0 -2 4 | 1 01 0O 0 0] 3 -11

Observamos que la matriz A [0 es inversible pues hay una fila formada por ceros que indica que
el determinante de la matriz cuadrada es nulo.
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11 4

(1 3 2

3
7

3

1

-1 2 8
387 0 411

2 4 6

18.- Hallar el rango de la matriz A={2 5 5

Solucién:

2 -11 4
-1 2 1 -1
1 3 1 -1
2 1 0 O
1 3 1 -1

3
1

1
0
0
0
0

-1 1 4
141 1 2 3
-1 2 8

1 3 2
2 4 6

-1
-2
-2

13 2 -11 4
01 -1 2 1
00 O 5 2
00 O 5 2
00 0 O

-11 4

f,=f, +1,
£, =f, +2f,
f. =f_ +2f,

|

-1
-1
0

0

-11 4
3 1
1

3 1

2
-1 2 1
1
2
1

3
1
-1
-2
-1

1
0
0
0
0

=}
o
c
[
o
—
o
o
s~ _

-1

-2
0
0

0
0

13 2
01-12 1
000 5 2
000 O
000 O

-1
-2 3
-2
0

13 2 -11 4
01 -1 2 1
00 O 5 2
00 O 5 2
00 O O O

29
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19.- Estudiar si existe alguna matriz A de dimension 3x2 talque AA" = I, donde
I es la matriz unidad de orden 3.

Solucion:
a d 5 a’+d*> ab+de ac+df 100
a c
AA'=|b e [d sz ab+de b*+e* bc+ef |=|0 1 0=
c f ac+df bc+ef c®+f? 0 01
2 2 —
a“+d° =1 a=Ccoso,
b e =1 d = sena,
2 2 —
c-+f =1 b =cosa
= Jo,,a,,0, €R/ ?
ab+de=0 e =sena.,
ac+df =0 C=Cosa,
bc+ef =0 f =sena,
. T, 3n
Ademas, ab+de=0=cosa, cosa, +Sena,sena., =cos(a, —o, ) = o, —0, =+ —0+—.
2 2
. T, 3n
Anélogamente: 0 = cosa, COSa., +Sena,senc, = cos(o, — 0, ) = o, — 0y, =+ —0+=—.
2 2
n, 3°
0 = cosa, Cosa, +Sena,;sena, =Cos(o, — 0y ) = a, —0, =+ —0 £ —.
2 2
0
. T, 3n
Pero, o, —a, = (0o, —a, )+ (0, —ay) =0, —0; =<y no coincide con J_rEoJ_r?,absurdo.
271

ILuego no existe tal matriz Al
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20.- Comprobar que el valor de un deferminante de Vandermonde es:

1
a b c ... Pp
a®@ b> ¢ ... p’l= (b-a)c-a)...(p-a)-
.. -(c-b)...(p-b)-
a"! bt ! 77 coccascsoccase:

.........

Solucion:

Restando en cada fila la anterior multiplicada por a el determinante queda:

1 1 1 ... 1 1 1 1 1
a b cC .. p 0 b-a c—-a p-—a
a? b> ¢ .. p*|=|0 b(b-a) c(c-a) .. p(p-a)|=

1 1 1

b c p

=(b-a)(c—a)...(p—a) b> ¢ .. p°
o oz o

este Gltimo determinante también s de Vandermonde); efectuando en él el mismo proceso y asf
sucesivamente se obtiene el resultado buscado.

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I1.T.G.C.
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21.- Discutir, en funcion del pardmefro a, el siguiente sistema de ecuaciones
lineales

(x+2y+z = 1
2x+y +3z = -4
x-y+(a+2)z = -3a-5
2
4x +2y+(a+6)z = -3a° -8
Solucién:
1 2 1
: 2 1 3 . i .
La matriz A = L -1 a+2 de los coeficientes es de orden 4x3 y la matriz ampliada
- +
4 2 a+6
1 1 1
. 12 1 3 —4
A = de orden 4x4 puede ser de rango 4.
1 -1 a+2 -3a-5
4 2 a+6 -3a°-8
1 1 1 1 2 1 1
-3 1 -6
g 201 3 -4 0 -3 1 -6
A= = =|0 a -3a|=
1 -1 a+2 -3a-5| [0 -3 a+1 -3a-6 )
) ) a —3a
4 2 a+6 -32a°-8 |0 -6 a+2 -3a°"-12
-3 1 -6 220
=0 a —-3a =9a2(a—1)=0:>{a: . Podemos distinguir tres casos:
0 0 —3a*+3a -
1. sif@#0ly a#1= r(A*)=4>r(A) SISTEMAINCOMPATIBLE,
2 1
1 3 . P
2. L 2 = 2<numero de incognitas.
2 6
1 1 1 1 2 1
2 3 4 2 1 3
3. =3; r(A)=r =3 =nlmero de
1 -1 3 -8 1 -1 3
4 2 7 -11 4 2 7
incognitas. SISTEMA'COMPATIBLE DETERMINADO

32 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C.




J?y Sistemas, matrices Yy determinantes Bl

22.- a) Resolver el sistema lineal siguiente AX = B mediante el método de
éauss:

1 0 -3)\(x -5
2 3 -1||y|=|7
4 5 -2)\z 10
b) Hallar Ce M, (R) tal que CA sea una matriz tfriangular superior equivalente por

filas a A.

Solucion:
1 0 -3-5) (1 0 -3-5 1 00

a)E;l2 3 -2/7 |={0 3 5|17 |siendo E, =|-2 1 0 |=f,-2f,
4 5 -2110 -2|10 0 01

1 0 -3-5 -3-5
E,]0 3 5|17 0 3 5/|17 |siendo E,
4 5

-2|10 0 5 10/30
1 0 -3-5 -3-5
E;|0 3 5|17 0 3 5|17 |siendo E, =
0 5 1030
1 0 -3-5 1 0 -3-5 1
E,0 3 5|17 |=/0 1 2|6 |siendo E,=|0
01 2|6 0 3 5|17 0
1 0 -3-5 1 0 -3-5 1
E.|O 1 2|6 |=/0 1 2 6 |siendo E;=|0
0 3 5|17 0 0 -1-1 0

X—-3z2=-5
Por tanto, el sistema equivalente:< Yy + 2z =6 , cuya solucién sera
-z=-1

b) Si llamamos A a la matriz de los coeficientes del sistema anterior, hallar una matriz C tal que CA
sea una matriz triangular superior equivalente en filas a A.
1 0 -3
E.E,E.E,EEA=|0 1 2 | C=EEE;EE =
0 0 -1
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a 0 O
23.- Sea la matriz A=|1 2a 1-a|: se pide:
a ab 2

a) Estudiar el rango de A en funcion de los pardmetros reales a y b.
b) Para b = 4, consideremos el sistema de ecuaciones lineales AX = B, donde
a

B = | 2|. Discutir el sistema segtn los valores del parametro a y resolverlo para
a

a=0.
¢) Calcular la /nversa de A-2I para a=b=3.

Solucién:

a) Para resolver el calculo del rango obtenemos el valor del determinante de A:

a o0 0
2a 1-a
Al=|1 2a 1-a=a ‘za(4a—ab+a2b)eigualamosacero
a ab 2
a=0
|A| —a(da—ab+a’bh)=0= 4 . Podemos distinguir los siguientes casos:
b-—ab=4=b=—nH
azl 1—-a
2 Sia¢o,b¢1i:>r(A)=3.
—-a
0 00O L1
3. Sia=0 =|A|=0;A=|1 0 1 |con ;| * 0= HA)=2
0 0 2
A a 0 0
4, Sib=1—:>|A|=O;A= 1 2a 1-a|=>[A)=2
—a
a at 2
1-a

a o0 0 \(x a
b) Para b=4 el sistemaqueda: | 1 2a 1-a |l y|=|2|.Porelapartado anterior:
a 4a 2 z a

a 0 0 |a
e Si a=0=r(A)=3y lamatrizampliada r(A")=|1 2a 1-a|2|=23elsistemaes
a 4a 2 |a

compatible determinado.
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0 0 0p
e Sia=0 =r(A)=2y lamatriz ampliada r(A")=| 1 0 1[2|=2<n°de incognitas el sistema
0 0 20
es compatible indeterminado.
) X+2=2
El sistema para a=0 es =>X=2=
22=0=1z=0
30 0 10 O
c) Paraa=b=3 queda A=|1 6 —2|ylamatriz A-2l=1 4 —2|con|A-2I|=18=0 tiene
3 9 2 39 0
inversa y por adjuntos tenemos que:
4 -2 0 0 [0 O
9 0 9 0 |4 -2
(A_Zl)n (A_2|)21 (A_2|)31 _
1 1 i1l 1 -2 1 O 1 0
(A_ZI) “Ta_o1l (A_2|)12 (A_Zl)zz (A_Zl)sz il ” - =
|A-2| 18| 3 0f 30 [ -2
(A_2|)13 (A_2|)23 (A_Zl)ss
1 4 10 1 0
39 39 1 4
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24.- Sean A y B matrices cuadradas de orden n. Probar que si I-AB es
invertible, entonces I-BA también es /nvertible y que

(I-BA) =I+B(I-AB) A
Nota: I es la matriz unidad de orden n.

Solucion:
Demostremos que: (I-BA)™ (1-BA)=1.
(1-BA) (1 BA) (| +B(I —AB)’lAXI BA)=(I- BA)+ B( —~AB)"A(1-BA)=
=(1-BA)+B(1-AB) '(A-ABA)==(1-BA)+B(I-AB) '(I-AB)A = -BA+BA =1.

Puesto que (1-BA)™(I-BA)=1, podemos asegurar que |l - BA| =0, luego y por
ser inica, se cumple (1-BA)1-BA)™" =1.

36 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C.




s Sistemas, matrices y determinantes "*@@3

25.- Sea A una matriz cuadrada de orden n tal que A?> + 2A + I = 0. Entonces A
es /nvertible.

Solucién:

De la ecuacion A? + 2A +1=0 setiene que A? +2A =0-1< A(A +21) = -1 y tomando
determinantes en la ecuacion anterior |A|A +2I|=|-1|=(-1)" =+1= 0y por tanto |A| 0 y

<210 SRR TREARR
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10
26.- Encontrar el conjunto de matrices que conmutan con la matriz A = ( )

Solucion:

Buscaremos matrices cuadradas X tales que AX=XA.

: a ¢ .
Si X= se tiene que:
b )

1 0)a c a c)\1 0 a c a+c ¢
AX=XA & = = = ,
(1 1J(b dJ (b dj[l 1) (a+b c+dj (b+d dj

a=a+c

dé donde resulta el sistema cuya solucion es d=a y ¢=0 y las matrices que
a+b=b+d

c+d=d

a 0
conmutan con A son de la forma X = {b ] , es decir -
a
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111
27 .- Demostrar que la matriz A =|1 1 1] verifica la relacion:
111

A" =3"'A, neN.

Solucién:

Utilizaremos el método de induccidn, evidentemente se cumple para n=1y para n=2 ocurre
111y111 3 33 111

que: A’=AA=I1 1 11 1 1|=|3 3 3|=31 1 1|=3""A.
111)111 (333 (111

Supuesto que se cumple paran, A" =3""A n e N, se demuestra para n+1:
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110
28.- Dada la matriz A=(1 1 1| hallar A", ne N.
001
Solucion:
1 1 0110 2 21
Paran=2setieneque: A>=AA=|1 1 1|1 1 1|=|2 2 2
0 0 10 0 1 0 0 1
1 1 0Y2 2 1 4 4 7
Paran=3setieneque: A’=AA*=|1 1 1|2 2 2|=|4 4 4
0 0 10 0 1 0 01

Ahora podemos suponer que - y demostrar para n+1 que sigue la

regla anterior,

An+l :AAn — 1 1 1 2n—1 2n—1 2n—1 n

0 0110

1 1 0 2n—1 2n—1 2n—1 n n 2n _l
1
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29.- Hallar p y q para que se verifique la ecuacién: A? + pA + qI = (0) siendo

(i )er-(a9)

Solucién:

Sustituyendo en la ecuacion A” +pA +ql = (0) se tiene que:

R e R P P R M R R

5+2p+q=0
5+2p+ 4+ 0 0 4+p=0
o P+q P & P y resolviendo el sistema se obtiene y
4+p 5+2p+q 0 0 4+p=0
5+2p+q=0
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30.- Resolver la siguiente ecuacion matricial C+AX=DB-EX siendo |A + E| # 0.

Solucion:

En la ecuacion C+AX=DB-EX agrupamos las expresiones que tienen la incognita X
quedando AX+EX=DB-C, aplicando la propiedad distributiva por la derecha (A+E)X=DB-C; por

hipdtesis |A+E|;at0<:>EI(A+E)’1 y multiplicando por la inversa por la izquierda en la Gltima
ecuacion (A +E) 1 (A+E)X=(A+E)*(DB-C)< [ X=(A+E) (DB-C)|
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31.- Hallar las matrices /nversas de las siguientes matrices:

1 1 1
2 5 7

1
- 1 1 -1 -1
A cos X scanx’B=6 3 4| c- |
senx Cos X 1 -1 1 -1
5 -2 -3 1

-1 -1 1

Solucion:

Primeramente calculamos el determinante de la matriz dada,
COSX —Senx

=c0s” X — (-sen’x) = cos® x +sen’x =1# 0, Vx
senx  CosX

A=

_ . . COSX  Senx
Luego existe la matriz inversa de A y sera: [A™ =( J (ue en este caso ocurre que

—Senx COosX

4 COSX  Senx . . .
A= = A"y se dice que A es una matriz ortogonal.

—senx CosX
2 5 7

|B| =16 3 4|=-1+#0. En este caso utilizaremos el método de Gauss para obtener la
5 -2 -3

inversa mediante combinaciones lineales de las filas de la matriz dada B. Consideramos la matriz B
ampliada con la matriz unidad de orden 3 que es la que se quiere conseguir:

2 5 71 00
6 3 410 1 O0f,simultiplicamos la fila primera por 3y se resta a la segunda y en la tercera
5 -2 =30 0 1

2 5 711 00O
fila le restamos los 5/2 de la primera obtenemos:| 0 -12 -17|-3 1 0/; ahora es la tercera

0 _2 M5 0 1

2 21 2

2 5 711 0 O
fila —29/24 por la fila segunda |0 -12 -17-3 1 0/; la fila tercera por 24 quedando

o o |9 .2

2 5 7|1 0 O
0 -12 -17-3 1 0 |; en lugar de la segunda fila se pone 17 veces la fila tercera més la
0 O 1127 -29 24
2 5 711 0 0
segunda  fila 0 —-12 0/456 —-492 408|; dividiendo por -12 la segunda
0 0 127 -29 24
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2 571 0 0 2 5 0-188 203 -168
filajO 1 0-38 41 —34|; primera menos 7 veces tercera [0 1 0[-38 41 -34 |;
0 0 1j27 -29 24 0 0 127 -29 24
2 0 0|2 -2 2
primera menos 5 veces segunda |0 1 0-38 41 —34|; y por Gltimo dividiendo por 2 la
0 0 1127 -29 24
1001 -1 1
primera 0 1 0-38 41 -34|. Resultando la  matriz inversa de B:
0 0 1127 -29 24

11 1 1
ParaC:ll_l_1

1 -1 1 -1

1 -1 -1 1
1 1 11 0 0
1 -1 -10 1 0
1 -1 1 -10 0 1
1 -1 -1 10 0 0
1 1 1 1|1 0
0 0 -2 -2-11
0 -2 0 -2-10
0 -2 -2 0/-1 0
1 1 1 1|1 0
0 -2 0 -2-10
0 0 -2 -2-11
0 0 -2 2|0 0
1 1 1 1|1
0 -2 0 -2f1
00—2—2—11
0 0 0 1|, -

44

utilizaremos el método de Gauss:

0
0
0
1
00)(1 1 1 1]/1 00 0
0 0[[0 -2 0 -2-1 010
1 0/'l0 0 -2 -2/-11 00
0 1)]l0 =2 -2 0-1 0 0 1
0 0)(1 1 1 1]/1 0 0 O
1 0[]0 -2 0 -2-1 0 1 ©
0o 0|l0 0 -2 -2-1 1 0 O
-1 1Jlo0 0o 0 4|1 -1 -11
1 0 0 0
0 0)j1 1 1 1
1 0 1 0 1 0
10 -2 0 -2/ 1 1 1 1
0 OpPlop 0 -2 0|2 2 “2 2
11 1 1 11
—120001______
4 4 4
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32.- Probar que AA' y A'A son siempre matrices simétricas. ¢Es conmutativo
el producto anterior? Mostrar también que A + A" es simétrica, si A es
cuadrada; équé sucede con A — A'?

Solucion:
Por definicion X es una matriz simétrica si X' =X, para AA" se tiene que:

(AAT) =(A') At =AA" ypara A'Aresulta que (A'A) =AY(AT) =A'A.

En general [no es conmutativo el producto anterior, baste considerar un contraejemplo:

10 10
1 21 . . (1 21 6 1
A= = A =|2 0] puesresulta AA" = 2 0= y
0 01 0 01 11
11 1
10 1 21 1 21
A'A=|2 0 0 0 J: 2 4 2| que evidentemente no pueden ser iguales.
11 1 2 2

Ahora la matriz A es cuadrada para poder efectuar la suma con su transpuesta A', en cuyo
caso (A +A' )t =A"+(AY) =A'+ A=A+ A" luego A+A! es simétrica; y
(A —A' )t =A' - (At )t =A'—A=—(A-A") cumple que la transpuesta coincide con la opuesta
que significa que A-Ates antisimétrica.
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33.- a) Si B es una matriz antisimétrica, <qué se puede decir de C=A'BA?
b) Si A y B son matrices simétricas, {qué se puede decir de AB-BA?

Solucién:

a) B es antisimétrica < B' =—-B. Y como C=A'BA tenemos que:
C'=(A'BA) =AB'(A') =A'B'A_ = A'(-BJA=-A'BA=—C luego .

B es antisimétrica

b) Por ser A 'y B matrices simétricas se cumple que A'=A y B'=B y entonces
(AB-BA)' =B'A' -A'B' =BA-AB= - (AB-BA)

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I1.T.G.C.
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1 3 4
34.- a) Hallar la /nversa de A =|-2 -5 -3| b) Escribir A como producto de
1 4 9
matrices elementales.
Solucioén:
1 3 411 0 0 1 3 41 0O 1 3 41 0 O
-2 -5 -30 1 0| =]0 152 1 0|, =1(011252 1 0,

f,+2f, fi—

1 4 9po0 1)t {0 15-101) (00 0-3-11
luego [A'no es invertiblg y no puede escribirse como producto de matrices elementales.

—h
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Sistemas, matrices y determinantes

35.- Sabiendo que las matrices A, X e Y son de orden 7 y que el determinante
de A es igual a kz0, se pide:

a) Calcular los determinantes de A2, 4A, A-1, 2A2A-1 A+A.
AX +Y =2A

A’X + AY = (0)

c) Resolver la siguiente ecuacion matricial siendo B, C matrices de orden 7:
XA? — XA + CA = (X + B)A? + 3XA

b) Suponiendo que A-I sea /nvertible, resolver el sistema: {

Solucién:

a) |a?|=|Af = [ké]:

)= 4[| - ]

o=

oA A7 =27 |A]*|A =27k = [27K];

A+Al=foa| - [EH]

b) Sabemos que A es invertible pues |A| =k = 0. En el sistema multiplicamos por la matriz A la
AX+Y =2A AAX+Y)=A2A [A’X+AY =2A°

A*X +AY =(0) :{ A*X +AY =(0) { A*X +AY =(0)

ecuaciones A’X —A’X =2A% —0= A*(X-AX) =2A’ = (I-A)X =21 = X =2(1-A)". Ahora

de la segunda ecuacion: AX + AY =0= Y =-A’X =-A?2(I-A) " =2A*(A-1)"

¢) En la ecuacion XA? — XA + CA = (X + B)A? + 3XA desarrollamos el paréntesis

XA? — XA +CA = XA® + BA? + 3XA agrupamos los sumandos con incognitas
XA? — XA - XA® —3XA =BA* - CA quedando —4XA = BA? — CA sacando factor comin A
tenemos —4XA = (BA —C)A y como A es invertible multiplicando por la inversa de A

—4XAA™' = (BA-C)AA' = —4X =BA-C vy, por ultimo, despejando X

primera ecuacion: { restamos las

1 1
X=—Z(BA—C) =Z(C—BA) .
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111

36.- Sea A=|0 1 1|, se pide:

0 01

a) Calcular A2, A3 y dar la expresion general de A".
b) Comprobar que A® — 3A* + 3A =1I.
c) Obtener A-1.

Solucioén:

50

11 1)1 11 1 2 3
a)AZ—AA—[011011—012
0 0 1)l0 01 0 01
1 2 3)1 11 1 3 6
A3—A2A—0121011—013]
0 0 1)l0 0 1 001

Para generalizar debemos considerar la sucesion 1+2+3+4+....+n=(n+1)n/2 entonces:

utilizando la demostracién por induccién: consideramos que se

cumple para n y lo demostramos para n+1.:

1n@111 1 n+l @+n+1
A =A"A=|0 1 n 01 1|=|0 1
00 1 001 |0 O
1 36 1 2 3 111
b) A>~3A°+3A=|0 1 3|-30 1 2[+30 1 1|=|1 1 1|=1
001 001 001
1 111 0 0 11 11 0 © 11 01 0 -1
¢0 110 10 =101001-1=]0100 1 -1
00100 1) ‘(oo 10 0 1 00 10 0 1

1001 -1 0
= 0 1 00 1 -1],luego
““loo 10 0o 1
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37.- Sea A una matriz ortogonal (A-1=A"). Se pide:

a) Estudiar si A"l y A" son también matrices ortogonales.

b) Hallar |A|.

c) Si B es otra matriz ortogonal del mismo orden que A, estudiar si AB es
ortogonal.

Solucién:

() o) B ()" () A= (o]

b) [A|=|A|=|A7 =ﬁ:>|A|2 :1:-.

0 (A8)* ~8°A" - A" - (o) — ARG
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38.- Discutir, seguln los valores de los pardmetros a y b, el siguiente sistema de
ecuaciones. Resolverlo paraa = b = 1.

2%, — X, -3x, —-% =2
-X, + X + X;+2X%X, +2%; =3
X, + X, + 3%, +2x; =6
X, +2X;+a X, +X =Db
Solucion:
2 -1 0 -3 -1|2 3
-1 101 2 23|12
A’ = , =6=+0, 1 2 2|=-6=0,
1 1 3 0 2i6| 3 0
3 0 2
2 a 11b
2 0 -3 -1 |0 21 3
2 1 3
-11 2 2| 0 4 2 4
= =0 0 -2=4(a-1)=0=a=1
1 3 0 2 |1 3 0 2
0 a-1 -2
0 2 a 1| |0 2 a 1
-10 -8 -4 -1 0 -3 -
1 1 2 2 0 1 -1
= =2(@-1)=0=a=1
1 3 0 2 0 3 -3
1 2 a 1 0 2 a-3
Caso 1:

a#1=r(A)=4=r(A")<nlmero de incognitas :>_.

Caso2: a=1=r(A)=3,icudlesel r(A")?
0 -3 -12 |0 -3 -1 2

1 2 23 @1 2 2 3 -3 -1 2
= =0 2 7 |=-6(b-1)=0=b=1
3 0 2 6 [0 -6 -4 -3
0 -2 b-8
2 1 1 b [0 -3 -3 b-6

Caso 2a:a=1yb#1=r(A)=3y r(A*)=4:>_.

Caso 2b:a=1 y b=1=r(A)=3 = r(A")< nimero de incognitas = -

Solucion paraelcasoa=1y b =1:
0 -3 -1 | 2-2x,+X, 1 2 2 3+ X, =X, 1 2 2 3+ X, — X,
1 2 2| 3+x,-X,|=|0 -3 -1 | 2-2X,+X, |[=|0 -3 -1 | 2-2X, +X,
3 0 2 6-x, — X, 0 6 -4 | -3-4x,+2x, 0 0 -2 -7

52 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.1.T.G.C.




~2j| | | | Q)
J?y Sistemas, matrices y determinantes Bl

39.-a) Resolver el sistema matricial siguiente:
{SAX +4Y =1,

3X +2Y = O,
¢Qué condicion ha de cumplirse para que el sistema anterior sea compatible?
b) La matriz solucién X épuede verificar [X| = 0?
c) Resolver el sistema de ecuaciones lineales:
2x+0y+3z+1t=0
Ox+0y+z-1t=0
x+0y+0z+2t=0

Solucion:

3AX +4Y =1, i . 3 . .
a , despejando en la segunda ecuacion Y = _EX y sustituyendo en la primera

3X+2Y =0,
3AX-6X=l3, por tanto (3A-613)X=l3, si suponemos que existe (3A-613) obtenemos:

c)
203 1 20 3 1 2 03 1
f,-1f, f+3f, 2x+3z+t=0
001 -1|—+5/00 1 -1|—=500 1 -1j=" "
100 2 0o 3 8 000 O -
2 2

por tanto, =, X=-2t para cualquier Valor dey,
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101 -1
40.- a) Estudiar el rango de la matriz M =1 O 3 -1]| segln los valores de a
1 0a b

y b.
b) Resolver el sistema de ecuaciones lineales cuya matriz ampliada es M en los
casos en que sea compatible.

Solucion:

101 -1 10 1 -1 10 1 -1
a1l 03 -1|—%L"31 0 3 -1|—"h500 2 O
10 a b 0 0 a-1 b+1 0 0 a-1 b+1

Si b = -1 entonces [rango(M)=2,
Si b = -1 entonces rango(M)=3.

b)
La solucion al sistema cuya matriz ampliada sea M es:
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2 3
41 .- Dada la matriz A = (4 7) hallar:

a) En funcion de los valores p y q, una matriz X tal que AX = (:)

b) Una matriz Y tal que A%Y + AY = A.
c) Un valor de A tal que |A —AI| = 0.
d) El valor de los deferminantes siguientes:
A%, [BA|, AT, |-Al, |A-AT|, |A+AT|.

Solucién:

.
a) A:(Z Sj, |A|=2,A1=[E
4 7 5

b) AN+AY=A = A(A+1)Y=A= (A+))Y=I= Y=(A+l) =

2-» 3
0 P e [

d)

-2

A% =[P =[],
5A=25/A| = [E0]
|-
-Al=(-1)' | -2
jan=[alj = A

G la 7
|A+A|=‘ ‘:
7 14
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42.- Sean A, B, X, e Ye M, (R) matrices /nversibles que verifican el sistema:

2AX'+Y =0
~3A - ¥YX = (AB)”
Se pide:
a) Hallar X e Y.
1 2 1 1 2 -3
b) Resolverlo para el caso concreto: A=|0 -1 1|yB=|0 -1 1
0O 01 0O 0 1
Solucion:
2AX+Y =0 Y = 2AX™ 71
5 1y = 3A+2AX‘1X (AB) X
~3A-YX =(AB) X (-2A

X)X =(AB)
=-A=(AB) X=- (AB)A x X =

Y =-2AX" =-2A(-ABA) " = 2AA‘18‘1A‘1

| -
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43.- a) Calcular las matrices cuadradas de orden 3, X e Y, que satisfacen las
ecuaciones siguientes:
2X +Y =8B
X-2Y=¢C
b) Si X e Y son las matrices anteriores, calcular, en funcion de B y C, la matriz
Z definida por:
Z=(2X +Y) X - (2X + Y)(2Y)

Solucion:

a) Multiplicando la primera ecuacion por 2 y sumando las ecuaciones
4X+2Y =2B

X-2Y=C
5X = 2B+C =

Multiplicando la segunda ecuacion por -2 y sumando las ecuaciones
2X+Y =B

-2X+4Y =-2C
5Y = B-2C =

b) Z=(2X+Y)X-(2X+Y)(2Y)=(2X+Y)(X-2Y)=

= iB+EC+EB—EC gB+1C—EB+£C =
5 5 b Y5 5 X5 5 5

2X -2Y
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44 - Sabiendo que las matrices X e Y son de dimension 2x3 y verifican el

matrices X e Y.

Solucion:
5X-2Y=A | 5X-2Y=A 1 t
R (= X=2(A+B)
3X'+2Y'=BJ ~3X+2Y=B 8
le(AJrBt):ﬂ(:i(SX—A):1 51(A+Bt)—A - 3a1B
8 2 2\"8 16~ 16

€n nuestro caso:
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h+1 1 1 1
. 1 h+1 1 1 o
45.- Dada la matriz B = 1 1 hat 1| se pide:

1 1 1 h+1
a. Hallar el rango de B para los distintos valores de h

b. Calcular para qué valores de h existe la matriz inversa de B.
c. ¢Para qué valores de h la matriz B es orfogonal?

) S BX+Y =2B
d. Para el valor h = 2, resolver el sistema matricial siguiente: §
B°X+BY=1I
Solucion:
a)

h+1 1 1 1
1 h+1 1 1
Bl=
1 1 h+1 1
1 1 1 h+
Si h es distinto de -4 o distinto de 0, entonces

h=0

—h(h+4)=0
(h+4) 3{h:-4

-4+1 1 1

-3 1 1
Sih=-4,entonces |1 -3 1|=-16+0= rango(B) = rango 14+l 1 1 =B
o L1 d OB/ =Ty 1 -4+1 1 |

1 1 1 -4+1

1 0+1 1 1
Si h=0, entonces rango(B) =rango 1 1 :

b) Si |h'es distinto de -4 o distinto de 0, entonces existe la matriz inversa, ya que
h+1 1 1 1

|- 1 h+1 1 1
11 1 h+1 1
1 1 1 h+1

=h*(h+4)=0

¢) B es una matriz ortogonal si y sélos B-B' =1
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h+1 1 1 1 Yh+1 1 1 1
C 11 h+1 1 1|1 h+1 o101
BB' = _
1 1 h+1 1] 1 1 h+1 1
1 1 1 h+1)l1 1 1 h+l
h®’+2h+4 2(h+2) 2(h+2) 2(h+2)
2(h+2) h*+2h+4 2(h+2) 2(h+2)
| 2(h+2)  2(h+2) h*+2h+4 2(h+2) |
2(h+2) 2(h+2) 2(h+2) h*+2h+4
h?+2h+4=1={IMPOSIBLE!
{2(h+2)=0:>h=—2

d)

t

BIX 4 Y - | restamos las ecuaciones
+ =

BX-B’X=2B-1= (B-B’)X=2B"-1= X =(B-B’)*(2B’-1).
Ahora de la segunda ecuacion: B°X+Y =1=Y =1-B*X =1-B*(B-B*)"*(2B° -1

{BX+Y:2B

Para el valor de h=2:

12 8 8 8 -9 -7 -7 -7

) 8 12 8 8 , |-T 9 -1 -7
=B = =B-B° = =

8 8 12 8 -7 -7 -9 -7

8 8 8 12 -7 -7 -7 -9

1
1
1
3
23 7 77
11| 7 28 77
(B-87) 60{7 7 23 7|7
7 7 7 -23
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46.- a) Demostrar que (AB)! = B! A*!, siendo A y B matrices inversibles del
mismo orden.
b) Consideremos la ecuacién matricial [I-(BA)']X-(C-I)!=DX-A'B"X, siendo
A,B,C,D matrices cuadradas de orden n e I la matriz unidad del mismo orden.
i) Despejar X.
ii) ¢Qué condicion ha sido necesaria para poder despejar X?
iii) Hallar X, si es posible, en cada uno de los siguientes casos.

2 - 0o 2 - 10
2 6{-7 4) Y Dz(o -1) 2) 6{-7 4) Y Dz(o -1)

Solucion:

a) (AB)B*A*)=A(BB AT =AIA? = |

b)

) X-A'BX-(C-1)" =DX-ABX < (1-D)X =(C-1)* = X=(I=D) (€= 1)
ii)  [Ha sido necesario que la matriz I-D sea inversible|

i) Caso 1:

o
SR

Caso 2:

N O

por tener determinante nulo, luego no es

posible despejar X.
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47 .- a) Discutir el siguiente sistema segun los distintos valores de a:
(1-a)x+(1+2a)y+2(a+1)z=a
ax + ay = 2(a + 1)
2x+(a+1)y+(a-1)z=a*-2a+9

b) Resolver el sistema para el valor de a que hace al sistema compatible

indeterminado.

c) Para el valor de a del apartado anterior razonar cudl es el minimo nimero de
ecuaciones linealmente independientes y qué ecuacion o ecuaciones son

13 o / 13 . [ X4 2
combinacion lineal del resto. ¢Hay alguna solucion en la cual x = —?

Vi1
Solucion:
a)
(1-a)x+(1+2a)y+2(a+1)z=a l1-a -1+2a 2@+1))(x a
ax+ay =2(a+1) < a a 0 yl=| 2(a+1)

2x+(a+1)y+(a-1)z=a’-2a+9 2 a+l a-1 )lz) (a*-2a+9
Aplicamos el teorema de Rouché-Frobenius para discutir el sistema.

1-a -1+2a 2(a+l) 0
a a 0 |=a(l-a)a-2)=0=a=+1
2 a+l a-1 2

Para a = 0, las matrices de los coeficientes y ampliada son:

1 -1 2 1 -1 20
a=0=rangof0 0 O |=2yrango|0 O O0|2|=3
2 1 -1 2 1 -19

Luego para @= 0 el sistema es incompatible.

Para a = 1, las matrices de los coeficientes y ampliada son:

0 3 4 0 3 4]1
a=1=rangoj1l 1 O|=2yrangoj|1l 1 O0}4|=2
2 20 2 2 08

Luego para @= 1 el sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad.

Para a = 2, las matrices de los coeficientes y ampliada son:

-1 56 -1 5 6|2
a=2=rango| 2 2 O0|=2yrango| 2 2 0 |6|=3Luego paraa= 2 el sistema es
2 31 2 3 15

incompatible.
Para el resto, es decir, paraja # 0,ya = 1y a # 2 el rango de A es 3 y por tanto,

determinadol
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b)
y+4z=1
{3y+4z:1
X+y=4 & =
X+y=4
2X+2y=8
c)

En el apartado a) hemos obtenido que para a=1 el rango de la matriz de los coeficientes = rango de

la matriz ampliada =2, luego el maximo numero de ecuaciones linealmente independientes es 2.

Observamos que la tercera ecuacion es 2 veces la segunda, luego el sistema es equivalente al
formado por las dos primeras ecuaciones.

Sustituimos el valor de x en el sistema equivalente y resolvemos el sistema eny, z.
3y+4z=1 3y+4z=1
y {3y +4z=1 y

X+y=4 & =< 2 : 3
X+y=4 ——+y=4=>y=4-

V11

) L, bt 3 1

— 4 22 4
2X+2y =8 Vi1
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48.- Sean A, B, C, X matrices cuadradas de orden n. Se pide resolver la
siguiente ecuacion matricial indicando, cuando sea preciso, las condiciones que
deben cumplir las matrices que vayan surgiendo para poder despejar la incognita
X:

(A +B"X") - (A1B") = (C-2X)B - (AT B!)!

Solucion:

Aplicaremos las siguientes propiedades
(A+B)C=AC+BC

(AB)! = B'A!, (A=A
(AB)!=BIAT, (AL

(A" = (A%

Suponemos que existen tanto A™ como

Aplicando las propiedades correspondientes mencionadas quitamos los paréntesis en la ecuacion
dada y se obtiene:

Al+ XB - B(A1)!'=CB - 2XB - B(AY)! y como (A)? = (AL)
Al + XB = CB - 2XB, sumando 2XB a ambos miembros y restando A’
3XB = CB - A!, multiplicando por B a la derecha de ambos miembros

3XBB!=CBB'-AB!= 3X = C- AB'y multiplicando por 1/3 ambos miembros:

X =(C-ABY/3
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49.- a) Discutir y resolver, segln los valores de m, el sistema siguiente:
XxX+y+2z=0

mx+y-z=m-2
3x+my+z=m-2
b) Hallar, para m = 2, la solucion particular tal que y =1.

Solucion:
a) Discutir segun los valores de m, el sistema propuesto:

X+y+22=0 1 1 2)\(x 0
mx+y-z=m-2 <m 1 -1{|y|=|m-2
3X+my+z=m-2 3 m 1){z m-2

Al tratarse de un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas hallamos, en primer lugar, el
determinante de la matriz A de los coeficientes (llamaremos A|B a la matriz ampliada)

1 1 2 5
m 1 —1:2m2—8:0:m:{2
3 m 1

Discusion:

i) Para [m#2 y m#2d rango (A) = 3 = rango (A|B), luego el sistema es compatible determinada y

su solucion es:

m-2
1 2\(x 0 1 2Y'( 0 m+2
m 1 -1|ly|=[m-2|e|y|=|m 1 -1 m-2|=| 122 |
m+2
3 m 1)z m-2 z 3 m 1 m-—2 om
m+2
i) Sim=-2
1 1 2
rr-2 1 -1|=2
1 1 2)\(x 0 3 o 1
-2 1 -1y|l=-4|= , luego para m=-2 el sistema es
3 2 1)\z -4 11270
rr-2 1 -1|-4(=3
3 2 1 |4

i) Si. |

1 1 2)\x) (0

2 1 -1 y|=|0],rango (A) =2 =rango (A*) < nimero de incdgnitas, luego el sistema es

3 2 1){z) \O
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y su solucion es:

b) Para y=1
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Sistemas, matrices y determinantes

50.- Dado el sistema
ax +y+z+t=1
x+ay+z+t=b
X+y+az+t=Db?
x+y+z+ t=0b3
Se pide:
1) Discutirlo segun los valores de a y b.
2) Resolverlo cuando sea compatible.

Solucién:
1)
ax+y+z+t=0 a 1 1 1)x) (1
X+ay+z+t=0 1 a 1 1|y]| |b
X+y+az+t=0 11 a 1|z| |p?
X+y+z+t=0 1 1 1 1)t ok
a 11
. . 1 a1l
Tenemos que la matriz de los coeficientes es: |A|=1 L a =a’-3a°+3a-1=0=a=1
111

r entonces rango (A) = rango (A|B) = 4y el sistema es [compatible determinado

Sia=1, setiene

111 1)x 1 111140

1111y b 11111b
= ., |=A|B= )

1111}z b 11111b

111 1)t b® 1111 |p

Rango de A =1 para cualquier b.

Distinguimos:

Si , en este caso, el rango de A|B es 2 y por tanto el sistema es .

Si . Para este valor rango A = rango A|B =1, luego el sistema es .

2) Resolucion si a es distinto de 1 por la Regla de Cramer
1 11

X_ib a
C|Allp? 1
b® 1

B oo
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a 1 1
11 b 1
y_W].bZ

1 b

a 1
,_ L[t a
AllL 1

11
a 11

t_11a1
Al 1 a
111
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Sistemas, matrices Yy determinantes

51. a) Dada la ecuacion matricial B (X A - D)= C+ X A, donde A, B, C, D y X
son matrices cuadradas de orden n, obtener la matriz X, sabiendo que A, By
(B-I) tienen inversa. Siendo I la matriz identidad de orden n.

b) Hallar dos matrices X e Y de dimension 2x3 tales que cumplan que
X+Y=A

2
4X + §Y =B
siendo A y B dos matrices cualesquiera de la misma dimension 2x3.
nx+2y+z=1
c) Dado el sistema de ecuaciones lineales {-2x —ny +z =1 se pide,
3x -2z =2

estudiar las soluciones del sistema en funcion del parametro n.

Solucion

a) De la ecuacion matricial dada B(XA-D)= C+ XA
Quitamos paréntesis: BXA-BD=C+ XA ; BXA- XA=C+BD ;(BX- X)A=C+BD
multiplicamos por At en ambos lados: BX- X=(C+BD)A™

Sacamos X factor comun (derecha): (B-1)X=(C+BD)A™? Donde I es la matriz unidad

Multiplicamos (B-1)" a ambos lados (izquierda): X=(B=1)1:(C+BD)A

b) En el sistema dado:
Multiplicamos por 2/3 la primera ecuacion y le restamos la segunda

2x+2y-2p
3773 3
2
4AX+SY =B
3
[3—4JX=3A—B
3 3
0y 2a o x=-2[2a-B|-|-2A+B=X
373 1003 5 10
~v=AX=vY-A-[-ia:3p|-[Ba-SB-v
510 5 10

c)

Si A es la matriz de coeficientes, |A| = 2n?+3n-2. Sus raices son n=-2 y n=1/2.

Para cualquier otro valor el sistema es compatible determinadd
Para [n=-2 rango(A)=2 = rango (A*), sistema compatible indeterminadd
Para n=1/2, rango(A) = 2 pero rango (A*) = 3 sistema incompatible
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Sistemas, matrices y determinantes

52.- a) En el siguiente sistema de ecuaciones matriciales formado por matrices
cuadradas de orden 3, se pide obtener las matrices X e ¥

3AX +4Y =1
3X+2Y =0

Siendo I la matriz identidad de orden 3 y O la matriz nula de orden 3.

b) Dada la ecuacion matricial B(XA+D)=-C+3BXA , donde las matrices
A,B,C y D son matrices cuadradas inversibles, se pide obtener la matriz X.

ax +2y +z =1
c¢) Dado el sistema de ecuaciones lineales {-2x —ay + z = 0
y=0

Discutir las soluciones del sistema en funcion de los valores del pardmetro a.

Solucion

a) Multiplicando la segunda ecuacion por 2 y restandola a la primera queda

3AX+6X=I de donde (3A-61)X = I quedando X = 3(A-21)*

Sustituyendo ahora en la segunda ecuacion queda 3(3(A-21)1)+2Y = 0 despejando

Y =-(9/2) (A-21)7Y

b) Operando, BXA+BD = -C+3BXA por tanto, BD+C = 2BXA y despejando la matriz X

X = (1/2)B1(BD+C)AY

c)
a 2 1
La matriz de coeficientes del sistemaes A=| -2 —-a 1| por tanto, |A|=-2-a
0 1 O

Asi pues cuando rango (A)=3 y el sistema es compatible y determinadd

Cuando , |A|=0 vy el sistema queda:
[—2.\' +2v4z

1
—2x+2v4z=0
V= ﬂ

Que, viendo las dos primeras ecuaciones, es un [Sistema incompatible!.
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- Sistemas, matrices y determinantes

53.- La matriz A es nilpotente de orden 3 (A3=0) y la matriz B = I + A.
Demostrar que Bl = I - A + A2

Solucion:
Ya que existe B, se cumple 1=B.B =(I+A)(I-A+A?)=1-A+A%+A-A2+A3=]+0=|

Analogamente se cumple: (I-A+A2) (1+A)=I

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I1.T.G.C.
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1 0 1
54 .- Dada la ecuaciéon matricial X A = A'+X, donde A=|0 -1 O |, obtener la
1 0 -1
matriz X.
Solucion:

Dada la ecuacion matricial X A = A+X de la cual podemos despejar X de la siguiente manera

XA-X=A
Por la propiedad distributiva X (A - 1) = At.

1 0 1)(1Lo00) o 0 1
Observamos que |[A—1|=[ 0 -1 0 |-|0 1 0|=[0 -2 0|=2=0
10 -1){00 1)1 0 -2
2 0 1

luego existe (A-1)1=| 0 —% 0 | y podemos multiplicar por la derecha

1 0 O
XA-HA-N)1=AA-I)?

Simplificando X = At(A - 1)}

En nuestro caso

Lo 142 01
X=A(A-)'=|0 -1 0o —% 0=
10 -y o o
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o Sistemas, matrices y determinantes

55.- Probar que si I-AB es /nversible, entonces la matriz I-BA también lo es y
verifica:
(I-BA)!=I+B(I-AB)!A

Solucion:

En efecto:

(I-BA)(I-BA)*=(1-BA) (I+B(I-AB)'A)=

=(I-BA)+ (I-BA)B(I-AB) A=
=(I-BA)+B(I-AB)'A-BAB(I-AB)*A=(I-BA)+(B-BAB) (I-AB)'A=
=1-BA+B(I-AB)(I-AB)A=I-BA+BA=I

Analogamente seria (I-BA)(1-BA)=I
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=, Sistemas, matrices y determinantes

56.- Sean A, B, C, X matrices cuadradas de orden n. Se pide resolver la
siguiente ecuacion matricial indicando, cuando sea preciso, las condiciones que
deben cumplir las matrices que vayan surgiendo para poder despejar la incognita
X:

(A+ XB)- (A1B)= (C-2X)B - (B'A) !

Solucion:
(A + XB)- (A1B)=(C-2X)B - (B'A) !
(A +XB)- (A1B)=(C-2X)B-A'B
A+ XB=(C-2X)B
A+ XB=CB-2XB

3XB=CB-A

X=1/3(CB-A)B-

Es necesario que xista la matriz inversa de B|, que por otra parte, ya aparece en el enunciado.
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Matriz.

Una matriz es un conjunto de elementos de un cuerpo K ordenados en filas y
columnas.
Si la matriz tiene m filas y n columnas, se escribe asi:

all a12 aln
dyy Ay e Ay

A= =(ay),,
a a a

ml m2
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Matriz cuadrada

Una matriz es cuadrada cuando su numero de filas coincide con el nimero de

a4 . Qg
a a .o a

columnas A=| * % " =(ay) -
dy A, .. A,
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Matriz inversa de una matriz cuadrada

Sea AeM,(K). Matriz inversa de A es la matriz A™eM, (K) tal que
A-A"=A".A=1_,siempre que dicha matriz exista.
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Sistemas de ecuaciones lineales

Se llama sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas a un conjunto de
ecuaciones lineales de la forma:
a; X, +apX, +..+a,,X, =b;

S A, X, +8pX, +.+8,,X, =D,

Ay Xy +a,X, +ota, X, =b,,
donde los coeficientes a;, i=1,...,m, j=1,...,n, y los términos independientes

b,, i=1,...,m, son escalares de un cuerpo Ky x,,x,,...,x, son las incognitas.
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Matriz nilpotente

Una matriz A<M, (K) es: nilpotente si para algtn nimero natural k, A* = 0.
La matriz A es un divisor de cero.
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Compatible

Ecuacion compatible es aquella que tiene alguna solucién. Puede ser, a su vez,
compatible determinada cuando tiene una Unica solucion, y compatible
indeterminada cuando tiene mas de una solucion (en este caso tendra infinitas
soluciones).

Sistema compatible es aquél que tiene alguna solucién. Puede ser, a su vez,
compatible determinado cuando tiene una unica solucion, y compatible
indeterminado cuando tiene mas de una solucidn (en este caso tendra infinitas
soluciones).
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Matriz unidad

La matriz unidad de orden n tiene nulos todos sus elementos excepto los de

10 ..0
: . 0 0

la diagonal principal que son unos; se denota por 1 =
00 1
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Dimension

El nimero de elementos de cualquier base de un espacio vectorial se
denomina dimension del espacio vectorial. Escribiremos dim(V).

La dimension de un espacio afin es la dimension del espacio vectorial
asociado.

a'11 a‘lZ aln
. : A, Ay . Ay, i : L, .
Se dice que la matriz A= =(a;)  tiene dimension mxn;
a a a

ml m2 mn

si m =n, diremos que A es una matriz de orden n.
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Solucion general

La solucion general (6 simplemente la solucién) de una ecuacién es el conjunto

formado por todas las soluciones particulares.
La solucidn general (6 simplemente la solucion) de un sistema es el conjunto

formado por todas las soluciones particulares.

Solucion particular
Una solucién particular de una ecuacion lineal es una n-upla de escalares
(c,,C,,...c,) tal que a,c, +a,c, +..+a,c, =h.

Una solucion particular de un sistema de ecuaciones lineales es una n-upla de
escalares (c,,c,,...,c,) que sea solucion de cada una de las m ecuaciones del sistema.
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Matriz nula

La matriz nula de dimension m x n es la que tiene nulos todos sus elementos.
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Rango de un sistema de vectores

Rango de un sistema de vectores es igual al nUmero maximo de vectores
linealmente independientes que contiene.

Rango de una aplicacion lineal
Rango de la aplicacion lineal f es la dimension del subespacio Imagen de f.
Rango de una matriz

Rango de la matriz A es el orden del menor de mayor orden no nulo de A. Lo
denotaremos por r(A) o bien por rg(A).

En Estadistica
Rango o recorrido de una variable estadistica

Es la diferencia entre el mayor y el menor valor de la variable estadistica.
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Matriz Ortogonal

Una matriz A<M, es ortogonal cuando su inversa coincide con su traspuesta,
es decir, A" =A".
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Linealmente independientes

Sean fy, f,,... T filas de una matriz cualquiera A. Las filas fy, f,,...,fx son
linealmente independientes, cuando no sean linealmente dependientes, es
decir, cuando si (0)=A,f, +..+1,f,, siendo (0) la fila formada por ceros, se

deduce obligatoriamente que %, =0, Vi.

Sean &,..,a, vectores de V. Los vectores &,,..,a, eV son linealmente

17
independientes, cuando no sean linealmente dependientes, es decir, cuando si
0=A43,+..+A 3 .se deduce obligatoriamente que A, =0, vi. También se dice

que constituyen un sistema libre.

Los puntos A, B, C y D son linealmente independientes si lo son los
vectores
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Combinacion lineal

Sean 4,,..,d, vectores de V. Llamaremos combinacion lineal de los vectores

n
a,,..,a, eV atodo vector v eV de laforma v=24,+.+1d,,siendo i,,..,.A, eK.

n?
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Ecuacion lineal

Se Ilama ecuacién lineal a una ecuacion de la forma:

a; X, +a,X, +...+a,X, =b,
donde los coeficientes a,,a,,..,a,, asi como el termino independiente b, son
escalares de un cuerpo conmutativo K, y x,,x,,..,x, son las incognitas.
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Determinante de una matriz cuadrada de orden 2.

. . a a
El determinante de la matriz A :( H Hje M, (K) es el escalar a,a,, —a,,a,,; Se

21 a22
. . a a a a
escribe asi: |A|=Detl * "= Pl=aja, —a,a,.
11722 12721
a21 a22 a'21 a22

Determinante de una matriz cuadrada de orden 3.

all a12 alS
El determinante de la matriz A=|a, a, a,|esM,(K) es el escalar:

a3l a32 a‘33
a,, a a, a a, a .
a,| 2 Pl-a,| *t Pl+ay,l *?|; seescribe:
a32 a33 a31 a33 31 a32
a‘ll a12 alS all alZ a13
|A| = Det Ay 8y Ay [T(@y Ay, Ay
a3l a32 a33 a31 a32 a33

Determinante de una matriz cuadrada de orden n

Si AeM, (K), se define el determinante de A, y se denota como antes, a la
suma de los productos de los elementos de la primera fila de A por sus
correspondientes adjuntos (que seran determinantes de orden n-1).

1) |Al=a;A; +apAjp +-+-+aApy , desarrollo del determinante de A por los

elementos de la fila i-ésima.
) |A| = ajAqj +agA, +---+apA,;, desarrollo del determinante de A por los

elementos de la columna j-ésima.
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Parametro

e Simbolo que representa una constante en un problema cuyo valor puede
variar de unos casos a otros.
e Variable que interviene en las ecuaciones de algunos lugares
geomeétricos.
En las conicas con centro el parametro focal es la semicuerda que pasa por el
foco perpendicular al eje focal, cuyo valor es: p = b¥/a

Ple.b*/a)

P(c.b’/a) ;
/"_j\ — : F(-c )
&—y

En la parabola es la distancia del foco a la directriz.

A4
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Matriz elemental

Una matriz elemental es la que se obtiene efectuando operaciones elementales
en las filas de la matriz unidad. Estas operaciones elementales son:

0--0--1 -0 |«i

0«10 0 |« j

(1) Intercambiar entre si las filas iy j: I1(i,j)=

I(i+ayj) =

0--0---0---1

matrices elementales que se obtienen al aplicar a la matriz unidad las
operaciones elementales (1), (2) y (3), respectivamente.

Nota: Las operaciones elementales entre las columnas de una matriz
AeM,, se pueden expresar de manera analoga, como producto, a la derecha de
A, por matrices elementales, las cuales se obtienen aplicando a la matriz
identidad I, la operacion elemental correspondiente.

U.D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia 140



Matriz simétrica

Una matriz cuadrada es simétrica cuando A' = A, es decir, A=(a;) tal que a; =
aji, siendo 1,j=1, 2, ..., n.
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Matriz antisimétrica

Una matriz cuadrada es antisimétrica cuando A'=-A, es decir, A=(a;) tal
que a;; = -a;, 1,j=1, 2, ..., n.
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Meétodo de Gauss-Jordan

Se trata de transformar un sistema de ecuaciones lineales S, mediante
operaciones elementales y siempre que sea posible, en un sistema S’ de la
siguiente forma que denominaremos diagonal:

Meétodo de Gauss para el calculo de la matriz inversa

Sea AeM,(K) invertible. Si encontramos E,E,,.,E, matrices elementales
tales que E_ .E,E,A=I, entonces, E,.E,E,AA'=IA" Yy, por tanto,
E,.E,E, I=A"".

Luego, efectuando en las filas de la matriz unidad las mismas
operaciones elementales que efectuadas sobre las filas de A nos la transforman
en la matriz unidad, obtenemos la matriz inversa de A. En esto consiste
precisamente el método de Gauss cuya forma practica de realizacion viene

dada por el siguiente esquema:

operaciones
elementales
AN- . (At

Meétodo de Gauss para la resolucién de sistemas.
Sea S un sistema de ecuaciones lineales, el método de Gauss consiste en
transformar S, mediante operaciones elementales, en un sistema S’ de forma

escalonada o triangular cuya resolucion es inmediata o sea evidente que sea
incompatible.
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Matriz triangular inferior

Matriz triangular inferior es la que tiene nulos todos los elementos por
encima de la diagonal principal.

Matriz triangular superior

Matriz triangular superior es la que tiene nulos todos los elementos por
debajo de la diagonal principal.
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Determinante de Vandermonde

1 a a’ a°
1 b b% bd
L 2 T (b—a)c—a)d-a)c-b)d-b)d-c)
1 d d*> d3
Se puede generalizar
1 1
a b c ... p
a® b* & ... p|= (b-a)c-a)...(p—a)-
. -(c-b)...(p-b)-
a”! p*! ! p"“1 ...............
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Incompatible
e Ecuacion incompatible es aquella que no tiene ninguna solucion:

0x, +0x,+...40x, =c,con c=0.
Sistema incompatible es aquél que no tiene ninguna solucion
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Teorema de Rouché-Frobenius

A, .. Ay, Xy b,
Ay A, e Ay Xy | |b, B . . .
Sea S= = < AX =B un sistema lineal de m ecuaciones
a‘ml am2 a‘mn Xn bm

con n incognitas, siendo A la matriz de los coeficientes y A" la matriz ampliada
(A=A | B). Bajo estas hipotesis se verifica que:

1) S es compatible si y s6lo si r(A)=r(A").

2) Si, r(A)=r(A")=n entonces S es compatible determinado.

3) Si r(A)=r(A”")<n entonces S es compatible indeterminado.
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Matriz regular

Una matriz A<M, (K) es: Regular cuando |A|=0.
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Menor complementario del elemento a;;

Si A=(aij)e M, (K), menor complementario del elemento a;;, se le denota por

aij, y es el determinante de la submatriz de orden dos de A que se obtiene
eliminando la fila iy la columna j.

Menor de orden h de A

Sea la matriz AeM_ . (K). Un menor de orden h de A es el determinante de
una submatriz cuadrada de orden h de A. Evidentemente, ha de ser h<m,n.
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Conmutativa

Sea V un conjunto donde hemos una operacion interna, que designaremos
por “+” V——V
Conmutativa: A+B=B+A para cualesquiera A,BeV.
Sea V un conjunto donde hemos una operacion interna, que designaremos
“7V—sV
Conmutativa: A.B=B.A para cualesquiera A,Be V.

por



Escalar

Cada elemento de un cuerpo K, generalmente el de los nimeros reales. Constituyen las
coordenadas de un vector respecto de una base de un espacio vectorial.

Los escalares (A,,...,A,) tales que Vv=A8+.+A €, son las coordenadas del vector Vv

n

respecto de la base B={€,,...,€,} del espacio vectorial V.
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