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Espacio Vectorial _
1.- Se considera R3? con la suma habitual y con el producto por un escalar que se
indica e casos siguientes. Prueba que en ninguno de ellos, (R3,+,-) es espacio
vectorial sefialando alguna propiedad del producto que no se cumpla:

a) A(x,y.z) = (Ax, Ay, 2)
b) A (x,y.z) = (0,0,0)
c) A(x,y.2) = (3rx, 30y, 3Az)

Solucion

2.- Definimos en R? las operaciones siguientes:
(x,y)+(x'.y)=(x+x",y+y'+1)
A(x,y) = (Ax, Ay +A - 1)
Determinar, para la suma, el elemento neutro y el elemento opuesto de (x, y)
Probar que R? con dichas operaciones es un espacio vectorial.

SoE)

3.- En cada caso, determinar si F es un subespacio vectorial de R3. En caso
afirmativo, buscar una base y unas ecuaciones implicitas'y paramétricas de F.

a) F = { (LLa,B)eR/ o,Be }
b) F={ (0,0,8) e R*/ a,p R}
c) F={ (

d) F= { (2a,—|3 ,y) eR¥/ a,B,y e R}

e)F = {(x,y,z)eR3 / x+2y+z2 =0, z = y-x }

f) F = {(x,y.2)eR3 / x, y, >0}

g) F= {(x,y.z)eR3 / max(x,y,z)<1}

Solugion

4. - Sea A={(2,1,3), (-1.,2,3), (-3,1,0), (5.0,3)}. Indicar si son correctas o
falsas las siguientes cuestiones:
a) A es /ibre.
b) A es sistema generador de un subespacio vectorial.
c) A es una base de R3.
d) rango(A)=4.
e) El vector (2,1,3) es combinacion lineal de los vectores de A.

f) El vector (1,1,1)e< A >. _
Solucion

5.- ¢Qué valores deben tener m y n para que el vector

(-3.m.n,2m-n)e<{(1,0,0,0),(0,1,1,1),(1,1,1,1)} >?

x,y.z) e€R® /-x+3y+2z=0}
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Espacio Vectorial

Solucion

6.- Sea Pn(x) el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y de
grado menor o igual que n. Demostrar que el polinomio x" y sus n primeras
derivadas forman una base de P(x) e indicar las coordenadas del polinomio

1+x+x% en esta base.
7

Solucion

7.- Determinar si los conjuntos siguientes Gi1 y 62 generan el mismo subespacio
vectorial de R® o subespacios distintos 61={(1,0,-1), (0,1,-1)} y 62 = {(1,1,-2),
(2.1,-3), (0.1,-1)}

74

Solucion

8.- Sea el subespacio vectorial E formado por el conjunto de matrices cuadradas
01

que permutan con la matriz A = (_ 10

F={(a l.)J/c\,b,c € R}Se pide:
c -a

a) Demostrar que E es un subespacio vectorial.
b) Una base de E.
c) Los subespacios vectoriales E N F y E+F.

Solucion

9.- a) ¢Para qué valores de x los siguientes sistemas de vectores son bases de
R? B, ={(1.-1,0), (x.1,0), (0,2,3)}: B, ={(2,x.1), (1,0,1), (0,1,3)}

b) Para x = 0, escribir las ecuaciones de cambio de base de B: a la candnica,
de la candnica a By, de B:1 a B2 y de Bz a B;.

Sollicion

- R
10.- Hallar las coordenadas del vector u =(x,y,z) en la base B'= {vl,vz,vs}

]. Y sea el subespacio vectorial

donde \Z =(12,0), \7; =(-3.-7.1) y Vs = (0,2,-1). ¢Cudl es la matriz de
cambio de la base B' a la canonica?

Solucion

11.-a) Probar que los sistemas de vectores 61 y G2 generan el mismo subespacio
vectorial F de R*.

6= {(1,2,-1,0), (4.8,-4,-3), (0.1,3,4), (2,5.1,4)}

6= {(1,-2,-13,-1), (1,1,-4,-5), (2,3,-5,-2), (1,1,-4,-1)}
b) Hallar la dimension, una base “escalonada”, unas ecuaciones paramétricas y las
ecuaciones cartesianas de F.(Vamos a llamar bases “escalonadas” de F a aquellas
cuyos vectores se pueden disponer como las filas de una matriz escalonada)
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c)SeaH ={(x,y, z, t)eR*talesque x +y +z=0, x + z -3 t = 0}. Seplde

1. Hallar la dimension y una base de H, de F + H y de F n H
respectivamente.

2. Unas ecuaciones cartesianas de F + H y de FnH.

d) ¢Es H un subespacio suplementario de F? En caso contrario halla un subespacio
suplementario de F.

Solucion

1 2 3 4
. 01 -2 -1 ) )
12.- Sea la matriz A = 14 7 0 de cambio de base de B a B', siendo
2 5 8 3

B = {Jli} y B'= {\Z\Z} Escribir Jz en funcion de los vectores de la

base B'. Hallar la matriz de cambio de base de B' a B.

oz
Solucion

13.- Comprobar que B= {(1,2,1), (1,1,0), (3.1,1)} y B'= {(1,3,1), (0,1.1),
(2,1,0)} son bases de R® y calcular las ecuaciones matriciales de cambio

a) de la base B a la base candnica Bc

b) de la base B' a B¢

c) de la base B a B’

d) de la base B' a B.

Solucion

14.- Se consideran los tres subespacios de R* siguientes:
F = { (a,B,0,0) / o,PBe }

F, =< (0,1,0,0), (0,0,1,0) >

F, =< (1,0,0,0) >

a) Hadllar F +F,

b) Hallar F, +F,

c) Las sumas anteriores ¢son sumas directas? Cuando asi ocurra, escribir la
descomposicion Unica de cada vector de la suma en suma de dos vectores uno de

cada subespacio.
Solucion

U. D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia. 3



sl

Espacio Vectorial 2l
15.- Dados los subespacios vectoriales F determinado por las ecuaciones
[ %, = A,

X, =A; + A
X +%X,—%, =0 2t

y G por las ecuaciones paramétricas {X; = A, + A,
X, +X,—%; =0

X, = A + A5
(X5 = Ay + Ag

cartesianas {

del espacio vectorial R%, se pide: basesde F, 6, F+6y Fn 6.

SoE

16.- Determinar, en cada caso, si los vectores dados generan y/o /ibre de R*.
a) {(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)}
b) {(1,3,-5.0),(-2,1,0,0),(0,2,1,-1),(1,-4,5,0)}
¢) {(1,0,-2,5),(2,1,0,-1),(1,1,2,1)}
a

Solucion

17.- Escribir cada uno de los siguientes polinomios como combinacion lineal de
x+1, x*+x, x*+2.

a) X* +3x +2

b) 2x* — 3x + 1

c) x* +1

d) x

Sollicion

18.- Determinar si los conjuntos siguientes Gi1 y 62 generan el mismo subespacio
vectorial de R3 o subespacios distintos

a. 61={(1,0,-1), (1,1,0), (0,1,1)} y 62 = {(2,1,-1), (1,2,1)}

b. 6:={(1,0,-1), (1,1,0), (0.1,1)} y 62 = {(2.1,-1), (1,-1,0)}

Sollicion

20.- En V = R®, sea F={ (x,y,2) /
suplementario de F.

x +y+z=0}. Buscar un subespacio
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Solucion

21.- Sean F1 y F2 los siguientes subespacios vectoriales de R®:
F ={§ /X + ...+ X =O}

F2={; /x1=...=x5}
Andlizar si F1 y F2 son subespacios suplementarios de R® obteniendo la

descomposicion de cualquier vector ucR® ensuma u = G:+ G; , donde G: eR vy
v eF.
oz
Solucion
22.- En cada caso, encontrar una base de V que contenga a v y/6 w
a)V=R3 v=(0, 1, 0)

b)V =R* v=(1-11-1), w=(0,1,0,1)
Vv

{

S
P, v=x*+1, w=x*+x

SoE

23.- Sea el subespacio vectorial F generado por los siguientes vectores de
espacio vectorial R*: 4, = (2,3,1,0):4, = (1,0,1,0): 4G, = (0, 3,-1,0). Se pide:
a) Rango de H = {i,:G,:4,}. ¢Qué clase de sistema es H? ¢Existe alguna relacién

de dependencia entre los vectores i, U, y U;?

b) Dimension y una base F.
c) Las coordenadas de los vectores 4, U, y U, respecto de la base obtenida en el

apartado anterior.

d) Unas ecuaciones paramétricas de F.

e) Unas ecuaciones cartesianas o implicitas de F.

f) A partir de las ecuaciones cartesianas otras ecuaciones paramétricas distintas
del apartado d).

g) ¢El vector (1,0,0,0) pertenece o no a F?

h) Una base B* del espacio vectorial R* que contenga a los vectores de una base
de F.

i) Las ecuaciones del cambio de base de la base B* (del apartado anterior) a la
base candnica B. de R*.

J) Las ecuaciones del cambio de /a base B. a la base B*

k) La expresion analitica del vector &, de la base candnica respecto de la base

B*.

SoE

24.- Si F y 6 son subespacios de V, demostrar que F U Ges subespacio de V si y
solosiFc 6 6 6cF.
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Solucion

25.- Sea V el espacio vectorial de las funciones reales de variable real. Sea
F={feV/fespar} y F, ={g e V/g es impar}. Demostrar:
a) F1 y F2 son subespacios vectoriales de V.

b) V=F @ F, (Nota: f(x)= 1)+ T2 T2,y

SoE

26.- Consideremos el conjunto R? formado por todas las parejas (x,y) de nimeros
reales. Se define en R? la operacién interna (x,y)+(x',y)=(x+x",y+y") y una de las
operaciones externas siguientes:

a) A(x,y)=(Ax,0)

b) A(x.y)=(Ax.Ay)

c) Mx,y)=(A+Ax-1,A+ry-1)

d) Mx,y)=(Ay.Ay)
para A € R.Decir, para cada uno de los cuatro casos, si se obtiene o no una
estructura de espacio vectorial en RZ.

Solucion

27.- Comprobar que el conjunto {(1,1,0), (1,0,2), (0,1,2)} forma una base del
espacio R3. Hallar las coordenadas del vector (2,5,10) en dicha base.
Oz
Solucion
28.- Demostrar que los vectores (1,0,-2,1), (1,3,2,-2) y (2,3,4,1) son
linealmente independientes. Construir, a partir de la base candnica, una base que

contenga a estos tres vecfores.
oz
Solucion

29.- Encontrar una base del subespacio F de R3 engendrado por los vectores
(1,2,3) (-1,5,2) y (1,9,8). ¢Qué valor hay que dar a x para que el vector
(x,16,13) sea de este subespacio?

Solucion

30.- Si los nimeros 1,3 y 5 son las coordenadas de un vector Vv en la base
{1,1,0),(0,1,1), (1,0,1)}, hallar las coordenadas del vector vV en la base

| Solucion

31.- Sean B={i,v,w} y B'={i',v' ,w'ldos bases de R3 tales que
i'=d+V+w, V'=U+Vyw' =u+w. Hallar las ecuaciones del cambio de la
base B a B' y de la base B’ a B

Solucion
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32.- Dadas las bases de R3, B=(i, = (2,1,0), &, = (-1,0,1), G,= (0,1,-2)} y
B ={v, = (0,1,1), v, = (1,0,0), Vv, = (2,0,1)}. a) Hallar la expresion analitica del

cambio de base de B a B', de B'a B y de B'a la base candnica. b) Si
a =(1,1,1) respecto de B ccudles son sus coordenadas respecto de B'? c) Si

b = v, — V,, escribir la expresién de b respecto de B.
oz
Solucion
111
33.- Sea la matriz A=|2 O 2| de cambio de base de B a B’, siendo
11 4

B={id,,u,,4;} y B ={V,,V,,V,}. Escribir el vector @i, en funcién de los vectores de
B'. Hallar la matriz del cambio de base de B’ a B.

Solucion

34.- Consideremos las bases de V3:
Bi={& = (1,0,0),&, = (0,1,0),&, = (0,0,1)},

RPE U U SN DA SIS S B |
BZ-{ul-(zl\/Elz)luZ-(\/Elol \/E): U3-(2, \/2,2)}.
a) Hallar el cambio de base de B1 a Bz b) Hallar el conjunto F de vectores que

tienen las mismas coordenadas respecto de B: y de Bz. Demostrar que F es
subespacio de V3 y hallar una base de F.

SoE

1 2 4 3
i 5 -3
35.- a) Hallar el rango de la matriz A= 6 17 —7 10! b) Hallar una base del
1 3 -3 2

subespacio engendrado por los vectores fila de la matriz A. c) Hallar unas
ecuaciones vectoriales, paramétricas e implicitas de dicho subespacio.

Solucion

36.- Hallar una base del subespacio vectorial F formado por las matrices de la

forma [ a4

b O]' Encontrar un subespacio suplementario de F.

oz
Solucion
37.- Sea F el subespacio vectorial F = < (1,-1,0), (0,6,2), (1,5,2), (3.3.2) >.
Se pide:
a) Una base y unas ecuaciones paramétricas de F.
b) Un subespacio & suplementario del subespacio F.
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c) Sea X = (3,-1,-3). Indicar si xcFé6xe66xecF+6. Descomponer el

vector X en suma de dos vectores, uno paralelo y otro perpendicular al vector
u=(1,-1,0)¢eF
d) Una base B: del espacio vectorial F+G.

e) Una superficie en R’ tiene de ecuacién 3x2+2xy-2xz+3y2+2yz+322=1.
Determinar la ecuacion (lo mas simplificada posible) de esta superficie, respecto

B odi=(lol)lv-(! _1olaz(ol_ 1
de la nueva base: Bz-{u—(z,O,Z],v—(z, 2,0),w—(0,2, 2)}

f) Ecuaciones del cambio de base de B: a Ba.

g) El conjunto H de vectores que tienen las mismas coordenadas respecto de Bi y
B2.

h) Demostrar que H es un subespacio vectorial del espacio vectorial R3.

Solucion

38.- Se considera el espacio vectorial R*. Se pide:
a) Determinar si los siguienfes conjuntos de vectores generan V:

F={ = (1,1,1,1),4 = (0,1, '1):33=(0,0,1,1),i=(o,o,o,1)}

H = {\71 - (1,3,-5,0),v, = (-2,1,0,0), v, = (0,2,1,-1), v, = (1,-4,5,0)}

¢Cudl de ellos es, pues, una base de R?*, que llamaremos B?

> > >

b) Sean S = {;;;} y T= {u, v,w} donde:

x = (1,2,5,3) u=(214,-3)
y = (3.1,5,-6) v=(313-2)
z=(1,1,3,0) w=(9,2,3,-1)

Sea U=<S>y V=<T>. Hallar la dimension y una base de cada uno de los
subespacios U, V, U + Vy UNV.

c) Completar la base de U + V obtenida en el apartado anterior para formar una
base B' de R*. Escribir las ecuaciones de cambio de base de B a B' y de B' a B.

Solucion

39.- a) Demostrar que si los vectores &,,&,,&, son base de R3 y el vector i es
tal que U=\, + A€, + A;€; con A, # O entonces los vectores €,u,e; son base
de R3.

b) Generadlizar el resultado anterior: Si é€,,¢€,,...,€, son una base de un espacio
vectorial V 'y u=\é€ + 1,6, +...+A,€,, con A, #0, entonces los vectores
é€.é,...6,,0¢€,,...., € son ‘ramblen base de V.
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Solucion

40.- Sea {V,,V,,...,V,} una base de un espacio vectorial E. Demostrar que los n

vectores de E siguientes:

W, =V, W, =V, +V,, Wy, =V, +V, + V;,...,W, =V, + V, + ...+ V. son base de E.
74

SoEI

41.- a) Hallar la suma y la interseccion de los subespacios vectoriales E y F
definidos por los siguientes sistemas generadores:

E=<(1,1,1), (1,0,1), (2,6,2)>; F=<(2,0,1), (1,-1,3), (0,2,-5)>
b) ¢Son E y F suplementarios?
c) Sean B;={(1,1,1), (1,0,1), (0,0,1)} y B2={(2,0,1), (0,1,0), (1,-1,1)} dos bases
de R3. Hallar el cambio de base de Bi a Bz y las coordenadas respecto de B; y
de B2 del vector de coordenadas (1,0,0) en la base candnica.

Solucion

42.- En R3 se considera el subespacio vectorial S engendrado por los vectores
{(1,0,1), (1,1,0), (1,-1,2)} y el Ahijperplano H de ecuacion {x + y = O} respecto de
la base candnica de R3.

Se pide:

1. Ecuaciones paramétricas e implicitas de S y de H

2. Obtener las bases de SnH y S+H

Solucion

1 10
43.- a) Hallar el rango de la matriz A=|0 -2 2
1 -3 4

b) Sea F el subespacio vectorial de R® engendrado por los vectores fila de la
matriz A. Hallar una base de F.

c) Hallar unas ecuaciones paramétricas de F.

d) Hallar unas ecuaciones implicitas de F.

e) Sea C el subespacio vectorial de R® engendrado por los vectores columna de la
matriz A. Hallar una base de C.

f) Encontrar una relacion de dependencia lineal existente entre los vectores
columna de la matriz A.

g) Hallar unas ecuaciones paramétricas de C.

h) Hallar unas ecuaciones implicitas de C.

i) ¢F y C son hiperplanos distintos?

J) Calcular una base y unas ecuaciones paramétricas de FnC.

Solucion

44 .- Sea G el subconjunto de vectores de .4 formado por los vectores
{(2,3,2,0), (4,6,4,1), (1,0,1,0), (0,0,0,6)} y sea S el subespacio vectorial

U. D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia. 9
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generado por dichos vectores. Se pide:

a) Obtener una base de S

b) Ecuaciones paramétricas e implicitas de S

c) Valores de los pardmetros a y b para que los vectores (a,a,2,2) y (1,b,1,b)

pertenezcan ambos a S. .
Solucion

45.- Se consideran en R* los subespacios vectoriales S = < (1, 1, 1, 1), (1, -1,
1,-1)> yT=<(1,1,0,1), (1 2 -1, 2), (3 5, -2, 5)

a) Hallar la dimension y unas ecuaciones implicitas del subespacio S + T.

b) Hallar la dimension y unas ecuaciones paramétricas del subespacio S N T.

Soluicion

46.- Dadas las bases B, = {J1 - (1,0,0).u = (1,1,0), G, = (1,o,-1)} y

B, = {\Z = (2,1,0),\72 = (3. 2,—1),\7; = (0,0, 1)} del espacio vectorial R®. Se pide:

a) Ecuacion matricial del cambio de base de B: a la base Ba.

b) Ecuacion matricial del cambio de base de Bz a la base Bi.

c) Si el vector tiene coordenadas (1,1,1) respecto de la base B:1 ¢cudles son sus
coordenadas respecto de la base Bz?

SoE

47 .- Sea el subespacio vectorial F de R* generado por los siguientes vectores:
4, =(1,1,2,0): 4, =(2,-1,0,1); 4G, =(5,-1,2,2). Se pide:

a) Una base de F.

b) Ecuaciones paramétricas de F.

c) Una base B' de R* que contenga la base de F obtenida en el apartado a).
d) Las ecuaciones del cambio de base de la candnica B. de R* a la base B’ (del

apartado anterior).

Sollicion

48.- En el espacio vectorial real R*, se consideran los siguientes conjuntos de
vectores:

s={0=(231-5),v=(0,2-13),w=(405-19),1 = (-2,1,-3,11) |
T={p=(250,-1),9=(212,-7) }
Sean F y G los subespacios engendrados por S y T, respectivamente, es decir:
F=(S)y 6=(T).

a) Hallar los rangos de Sy de T.
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b) Hallar a y b para que el vector (2, a, 3, -b) e F.

c) Dar unas ecuaciones implicitas de F y de 6.

d) Calcular la dimensién y una base de cada uno de los subespacios siguientes:
F, 6, F+6 y Fn 6. ¢Es F+6 suma directa?

e) Hallar una base B de R* que contenga a los vectores { uv,p } Escribir

las ecuaciones de cambio de base de B a la base candnica y de la base

candnica a B. _
Solucion

49.- Sea A = {(1, 3, -1, 4), (3, 8, -5, 7), (2, 9, 4, 23)}cR*. Se pide:
a) Estudiar si A es un sistema libre o ligado.
b) Si F es el subespacio vectorial de R* generado por A, hallar a partir de A,
una base Bg, unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas de F.
c) Hallar una base Bs de un subespacio S, que sea suplementario de F, tal que B
u Bs sea una base escalonada de R*.
d)SeanB ={(1,1,1),(1,2,1), (1,2, 3)}yB ={-1,0,1), (0,2, 1), (0,0,
1)} c R3. Comprobar que B y B’ son bases de R3y hallar las ecuaciones del cambio

de B a B'. -
Sollicion

50.- Sean los subespacios vectoriales:
E={(a+v.B+yv.0+B+2y)/0,ByeR}: F={(x,y,2) eR/x-y+2z=0}

Se pide:

a) Bases de E, F, E+F y EnF.

b)  Ecuaciones implicitas de E N F.

SoE

51.- Sea el vector d =(1,2,3) expresado en la base B={V,,V,,V;} del espacio
vectorial R3. Hallar las coordenadas de @ en la base B' = {i,, i, U,}, sabiendo
que:

G, = 3, + 27, - v,

U = 4v, + V, + V,

G, = 2V, - ¥, + V,

Sollicion

52.- Dado el espacio vectorial R3:
a) Hallar una base del subespacio vectorial generado por los vectores:

S= {6 - (2,4,0),b =(1,2,1),é = (3,2,1),d = (3,4, 1)}y expresar el vector d en

dicha base.

U. D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia. 11
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b) Encontrar un vector comin al subespacio E generado por los vectores
4 =(1,23) vy 4 =(3,21) y al subespacio F generado por los vectores

v, =(1,0,1) y v, =(3,4,3).

¢) Indicar si los subespacios vectoriales
H={(x,y,z)/2x+y-z=0:x+y =0}y
6={(a-B+2y,p-a-2y,0—PB+2y)/ B,y e R}son iguales.

d) Sean B = {i =(2,1,0),v = (-1,0,1),w = (0,1,-2)} y
B'= {ﬁ' =(0,1,1),v'=(-1,0,0),w'=(2,0, 1)} Hallar la matriz del/ cambio de
base de B a B'.

Solucion

53.- a) Dados los subespacios vectoriales de R* siguientes:

X =2\, + A,
y=»A; — A, 2x+y-z=0
= A, A, eR 6 =
F z=A, 1 B2 € {x+2y—1’=0
t=-A, - A,

Se pide calcular sendas bases de F, 6, F + 6, F n 6.
b) Dadas las bases de R3 siguientes:
B={1.,1,1), (1,1,0), (1,0, 0)} y B' = {(2,1,2), (1,0,3), (-1,4,2)}

Se pide hallar la ecuacion matricial del cambio de /a base B a la base B'.

SoE

54.- En R* consideramos los subespacios vectoriales:
A = {(x y.z.t) € R* tales que x-y = z-1 = 3z-x = O}
B=((3120), (110,-1), (3,1,3,-2), (11,-1,1))
C = {(a +B+7v,0+2y,7,B) € R* tales que a,B,y € R} . Se pide:

a) Dimension y una base del subespacio B\ C. b) Dimension y una base del
subespacio A+C. c) Determinar un subespacio A’ tal que A ® A= R*.

Sollicion

55.- Encontrar los escalares que permiten escribir el vector de R*, (8, 4, 2, 0)
como combinacion lineal de los vectores (1, 0, 0, 0), (1, 2, 0, 0), (2, 1, 1, 0).

Solucion

56.- Se consideran los vectores q,=(2,1,0,0), a,=(1,1,-1,0), 4,=(3,1,1,0) y
E=<4d, G, d >y 6={(x.%,%,.x,) € R x, = —x,} subespacios vectoriales

de R*. Se pide: a) Dimension'y bases de E y 6. b) Dimension y una base de un
suplementario de E que se denominara F. c) Ecuaciones implicitas de E. d)
Dimension'y una base de EN G . e) Formar una nueva base de R*, B' formada por
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Espacio Vectorial b ol
los vectores a,, 4, y los restantes vectores pertenecientes a G. f) Encom‘rar las

coordenadas de los vectores a, y b = 2é, + 2&, + 2é, + 2¢, en la base B, siendo
B={¢&, &, &, &, } la base candnica.

SolE

57.- En el espacio vectorial R? se tienen las siguientes bases:
=1{(1,0,0), (0.1,0), (0,0,1)}, B'={ (1,1,0), (0,-1,0), (1,0,1)} y
B" = {U,,0,,0;}. Sean (x, y, 2), (X', ¥, 2)y (X', ¥, 2°) las coordenadas de un
vector en las bases B, B' y B” respectivamente.
a.- Escribir la ecuacion matricial del cambio de base de B a B'.

X=x +2z

b.- Sabiendo que {y =y -2z , dar las coordenadas de los vectores i,,,, U,

zZ=-X +2

respecto de B y de B'.

Sollicion
X=a-§

58.- Se considera un subespacio F de ecuaciones {y = a
z=0

a.- Obtener una base de F.
b.- Si 6 es el subespacio generado por el sistema {(1,1, - 1) . (1,1,0)} ,

b.1.- Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas
del subespacio 6.

b.2.- Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas

del subespacio FN G.

Sollicion

59.- En el espacio vectorial R? se tienen las siguientes bases:

={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}, B'={ (1,0,1), (1,1,0), (0,-1,0) } y
B" = {U,,0,, G;}. Sean (x, y, 2), (X', ¥, 2) y (X', y. 2) las coordenadas de un

vector en las bases B, B' y B” respectivamente.

a.- Escribir la ecuacion matricial del cambio de base de B a B'.
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Espacio Vectorial
X=y +2
b.- Sabiendo que |y = x -2z , dar las coordenadas de los vectores i, ,, U,
z=-y +2

respecto de B y de B

Sollicion

X
60.- Se considera un subespacio F de ecuaciones { y =

¥ 4

|
= Q R

|

=

a.- Obtener una base de F.
b.- Si 6 es el subespacio generado por el sistema {(1,-1, -1), (1,2,0)} s

b.1.- Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas
del subespacio G.
b.2.- Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas

del subespacio FN 6.

Solucion

61.- En un espacio vectorial V, sea la base candnica B = {&,,&,,&;}. Se

considera el subespacio S1 de ecuacion cartesiana en x = y-z.
a) Obtener una base de S: formada por vectores unitarios.
b) Si Sz es el subespacio engendrado por el sistema {&; + €,-€;, & + &}, hallar

unas ecuaciones paramétricas y cartesianas del subespacio Sz.
c) Hallar una base de cada uno de los subespacios vectoriales S; 1S, y S1+Saz.

Solucion

62.- Dado el espacio vectorial R* consideremos los subespacios:

Vi =<1, 2,0, 1)

V2={(x,y, z, 1) / x-y+z+'r=0,y-z=0}
X, =A

Vs = X, =A+p
X; =Y
Xs = H

a) Hallar una base de cada uno de los subespacios anteriores.
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Espacio Vectorial
b) ¢Pertenece el vector v = (2, 4, 0, 2) a Vi1 6 V2 6 V3? En caso afirmativo
calcular sus coordenadas respecto de la base correspondiente obtenida en el

apartado a). _
Solucion

63.- En R* consideramos los subespacios vectoriales

A={(x,y,z,1‘)eR4|x=y=z},
B={(xy.zt)eRY/ x=a+B+y+py=a+B+2npz=y+pt=0+y}

a) Calcular una base y dimension de A y de B.
b) Calcular una base y dimensionde AN B y de A +B.

c) Determinar un subespacio F suplementario de A.

Solucion

64.- En el espacio vectorial real de dimension cuatro. Se dan las bases
B={l, G, U3, Ug} y B'={V,, V,, V5, V,} las cuales estdn relacionadas por
Gl = 2\71 + \73 + 2\74
Up = Vi +V2 — V3
CI3 =2\71+\72—\73
Ug = —\71 + 2\73 + 3\74
1° Se considera el vector X R4 cuyas coordenadas respecto de la base B son

X = (1, 2, 0, 0). Determinar sus coordenadas respecto de la base B'.

2° Se considera el vector y e R4 cuyas coordenadas respecto de la base B' son

y = (-1, 2, 0, 1). Determinar sus coordenadas respecto de la base B.

Solucion

65.- En R* consideramos los subespacios vectoriales:
F = {(x,y,z,‘r) € R* tales que x = y = z}
G = {(x,y,z,f) cR* talesque x =a +B+y,y=a+2y,z=171= B}

a) Calcular una base y la dimension de los subespacios F, 6, FN 6 y de F+6.
b) Determinar un subespacio F para que F & F'= R*.

Solucion

66.- Dadas las bases de R3,
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Espacio Vectorial
B={i=(1,00)v=(0,11),w=(10 1)},

B= {i'= (0, 0, 1),¥'= (0, 1, 2),w= (1, 1, O)}
a) Hallar la ecuacion mafmcual de cambio de base de B a B'.
b) Si a = (1, 1, 1) respecto de la base B, écudles son sus coordenadas

respecto de B'?
c) cCudles son las coordenadas del vector w respecto de la base B?

SoE

67.- En R* consideramos los subespacios vectoriales:
A= <(2, 0,1,1) (1,1,1,1) (1,-3,-1,-1) (3,-7, —2,2)>

E= {(x Y. 2, 1') € R* tales que x +y +2z =0, 2x-y-2z=0 }

a) Calcular una base y la dimension de los subespacios A, £, AN E y de A+E.
b)Determinar un subespacio A’ para que A ® A= R*.

68.- Dadas las bases de R®, B = {i,V, } y B'={G',v',w'} sabiendo que:

i=240'-v'; v=ud'-w';, w=v'+2-w'
a) Hallar la ecuacion matricial de cambio de base de B' a B.
b) Si a = (1, 1, 1) respecto de la base B’, ¢cudles son sus coordenadas
respecto de B?

c) <Cudles son las coordenadas del vector w respecto de la base B y respecto
de la base B'?

Sollicion

69.- En R* consideramos los subespacios vectoriales:
S = {(x Y. 2, t) e R* tales que -2x + 3y + 2z + t = 0}
=((3.1.2,0): (1.1,0,-1): (3,1,3-2): (La,-11))

a) Calcular el valor de “a” para que T tenga dimension 3.

b) Con el valor de a determinado, hallar la dimension y una base de los subespacios
SNT yde 5+T.

c) Determinar un subespacio S’ para que S ® S'= R*.

Solucion

70.- Se consideran dos bases de R:

B={i=(111).,v=(-1,10),w=(121)}y
B'= {i'= (1,0.0),v'= (3.7.-2),w'= (0.4,1)}
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Espacio Vectorial
a) Hallar la ecuacion matricial de cambio de base de B a B'.

b) Si d = (1, -1, 1) respecto de la base B, ¢cudles son sus coordenadas

respecto de B'?
c) cCudles son las coordenadas del vector w respecto de la base B, respecto
de la base B' y respecto de la base candnica?

Sollicion

U. D. de Mateméticas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia. 17



Espacio Vectorial

1.- Se considera R3 con la suma habitual y con el producto por un escalar que se
indica en los casos siguientes. Prueba que en ninguno de ellos, (R3, +,-) es
espacio vectorial sefialando alguna propiedad del producto que no se cumpla:

a) A(x,y,2) = (Ax,Ly, 2)
b) A(x.y.2) = (0,0,0)
c) A(x,y,z) = (3rx, 30y, 3)2)

Solucion:

a)
[A6] (L +p)d=rd+pd VAueKyVvaeR’.

(L +wa=(A+p)(xy,2)=((A+p)% (2 +n)y,z)=((Ax+px),(ry +pny),z)

A +pd =4 (X,Y,2)+p(X Y, 2) = (ALY, Z)+ (X, py, 2) = ((Ax + px), (Ry +py), 22)
(A+p)#rd+pd.

INo se cumple la condicién A§

b)
[A8] 14 =& para cualquier & € R®.
1a=1(x,y,z)=(0,0,0)=a
l-d+#4a.
INo se cumple la condicion A8

c)
[A8] 14 =4 para cualquier d € R®.
1a=1(x,y,z)=(3x,3y,3z) %@
l-a=4d.
INo se cumple la condicion A8

18 U. D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia.




Espacio Vectorial

2.- Definimos en R? las operaciones siguientes:
(x,y)+(x".y)=(x+x"y+y'+1)
A(xy) = (Ax, Ay + A - 1)
Determinar, para la suma, el elemento neutro y el elemento opuesto de (x, )
Probar que R? con dichas operaciones es un espacio vectorial.

Solucion:

Previamente comprobemos que R? con la suma tiene estructura de grupo abeliano:
[A1] Asociativa: (é + B) +C=a+ (B + 6) va, b, eR2.
Sean d = (x,y),b=(x",y'),€ = (x",y") e R? entonces:
(3+D) +E= ((6y)HOCY)) HOKy )0 y+y+L)H(KY )= (O, (YY) +y'+2)
&+ (DHC) 200Y)+( (€Y HCY)) SO Y Y +1)= (XXX Y+ +Y')+2)
Por ser R un cuerpo se cumple la asociativa y se tiene que
(é + B) +C = (XXX YHYHy'+2) =d+ (B + E) y se verifica la propiedad asociativa

(é+5)+6:é+(5+6)

[A2] Existencia de elemento neutro: Existe un elemento el vector nulo, que designaremos
0=(0,—1) que verificaque a+0= 0+4d =4 para cualquier e R?.

En  efecto:  d+0=(x,y)+(0,-1)=(x+0,y—-1+1)=(x,y)=d y por  otra
parte0+3 = (0,-1) +(X,y) = (0+x,—-1+y+1) =(X,y) =3 luego a+0=0+a=a y 0=(0,0) es el
vector nulo.

[A3] Existencia de elemento simétrico: Para cualquier @ € R?existe un nico elemento de
R?, que designaremos por -a =—(X, y) = (-x, -2-y) tal que @+ (-d) = (-d) +a =0.

El elemento —3 =(-x,—-y—2) es el elemento opuesto del vector &= (x,y) eR? ya que
a+(-a) = (X, y)+(-%,-y-2) = (X=X, y-y—2+1)=(0,-1) =0 y que
(d)+d=(—X,—-y—2)+(X,y) = (=X + X,—y -2+ y+1) = (0,-1) =0 y se cumple
a+(-3) = (-d)+a=0.

[A4] Conmutativa: a+b=b+3d V&b eR?
Sean a=(xy),b=(x,y) eR? entonces: a+b=(x,y)+ (X, y)=(x+X"y+y'+1) y
permutando b+a=(x"y')+(x,y)=(X"+x, y+y+1) y por ser conmutativoR d+b=b +a.

Por tanto, es (R?,+) un grupo conmutativo.

AX,Y)=(AX, Ay+A-1)

Vamos a estudiar las cuatro condiciones:

[A5] L(A+b)=2d+Ab A eK Va,b eR?
En efecto: A(A+b) = A(GY)*H(XY)) =A (XX y+Y'+1) =
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=(AXHAX AY+HAY+HA+A-1) = (AXAY+A-D)+(AX Ay +A-1) = Ad + Ab

[A6] (L+p)da=rd+pd VA,neKy VaeR?.

En este caso:
+wa=A+p)(%y)=((A+n)x (A +p)y+(h+u)-1)=((Ax+px),(Ay +py + A +p-1)) =
= (AX+pX, Ay + A =1+ py +pu—1+1) = (A, Ay + A —1) +(px,py +p—1) = A (X, y) +p(X,y) =Ad+pd

[A7] Mud)=(Aw)d  VA,pneKy VdeR?.
Ahora:
A(ud) =2 (n(x,y)) =2 (ux,py +p—1) = (Aux, Ay + A=A +A =1) = (Ap)(x,y) = (Ap)a

[A8] El elemento unidad del cuerpo K, que designaremos por 1, verifica 1.a=3a para
cualquier @ eR?.
Por dltimo: 1.3 =1(x,y) = (x,ly+1-1) =(X,y) =4a.
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Espacio Vectorial AN 3

1)

3.- En cada caso, determinar si F es un subespacio vectorial de R®. En caso
afirmativo, buscar una base y unas ecuaciones implicitas y paramétricas de F.
a) F={ (Lo,B)eR*/ o,p R}

b) F =§ (0,0.B) eR*/ a,B e R}

c) F={ (x.y.z) eR® /—x+3y+22=0}
d) F = { (Za,—Bz,y) eR®/ a,B.ye R}

e)F = {(x,y,z)eR3 / x+2y+z2 =0, z = y-x }
f) F = {(x.y.z)eR3 / x, y, >0}

g) F= {(x.y.z) eR3 / méx(x,y,z)<1}
Solucidn:

<) oS ubespaeid, pues G < .

b) Si es subespacio; una base es

Ecuaciones paramétricas: ; implicitas:

c) Si es subespacio; una base es

Ecuaciones paramétricas: ; implicitas:

d) -; (—1); ¢ F, en general.

. X+2y+z =0 . 1 2 1
e) En este caso, el sistema se puede escribir

1 -1

/-

X
1 2 1 0

abreviadamente AX=0 y el subconjunto F={X/AX=0} siendo A = (1 L J;x =y ;0=(0J,
z
a=XeF=AX=0

entonces VA,u e K, Va, beF= Xa+ub e F se cumple, puesto que < . y resulta
b=X'eF=> AX'=0

que Ad+pb=AX+pX'eF ya que A(AX)+B(uX')= MAX) + =A0+u0=0+0=0.

Tenemos un subespacio vectorial, por ser un sistema de ecuacmnes Ilneales homogeneo.
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Espacio Vectorial

Para obtener una base resolvemos dicho sistema quedando y una base posible

@.0-1)}.

f) En este caso: F = {(x,y,z) eR3/ x, y, >0} basta con considerar un vector (1,0,0) del subconjunto
F y observar que su opuesto (-1)(1,0,0) = (-1,0,0) ya no es un vector del subconjunto F , ya que
—1<0 ynose cumple x >0. Por tanto

g) F={(x,y,2) eR3/ méax(x,y,z)<1} es un caso analogo al anterior, tomando al vector (1/2,0,0) del
subconjunto F y se le multiplica por 3 se obtiene 3(1/2,0,0)=(3/2,0,0) con 3/2>1 y por consiguiente
(3/2,0,0) ¢ F, luego .
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Espacio Vectorial

4 - Sea A={(2,1,3), (-1,2,3), (-3,1,0), (5.0,3)}. Indicar si son correctas o
falsas las siguientes cuestiones:

a) A es /ibre.

b) A es sistema generador de un subespacio vectorial.

c) A es una base de R3.

d) rango (A)=4.

e) El vector (2,1,3) es combinacion lineal de los vectores de A.

f) El vector (1,1,1) e< A >.

Solucién:

a) [Falso, el sistema A de cuatro vectores de un espacio vectorial de dimensién 3 es siempre ligado,
puesto que el mayor nimero de vectores linealmente independientes es 3.

b) Merdadero|, cualquier sistema de vectores genera un subespacio vectorial.
c) [Falsa, por no ser libre.

2 13
-1 2 3
d) , no hay menores de orden 4; r = 1 0l7 2
5 0 3
e) Merdaderd, es uno de los vectores de A.
2 13
-1 2 3
f) , no se puede poner como combinacion lineal de los vectoresde A, r={ -3 1 0|=3
5 0 3
1 11
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5.- ¢Qué valores deben tener m y n para que el vector

(-3.m,n,2m-n)e< {(1,0,0,0),(0,1,1,1),(1,1,1,1)} >?
Solucion:

Es obvio, que (1,1,1,1)=(1,0,0,0)+(0,1,1,1), luego el subespacio generador por los tres vectores es el
mismo que el generado por los dos primeros.

(-3.m,n,2m-n)e<{(1,0,0,0),(0,11,1)} > (-3,m,n,2m-n)=2(1,0,0,0)+p(0,1,1,1)

~3=2
m=p

n=p
2m-n=p
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Espacio Vectorial

6.- Sea Py(x) el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y de
grado menor o igual que n. Demostrar que el polinomio x" y sus n primeras
derivadas forman una base de Pn(x) e indicar las coordenadas del polinomio
1+x+x? en esta base.

Solucion:
Derivando Qn(X)=x" Qn’(X)=nx""%; Qn’*(x)=n(n-1)x"2;...: Qn"(x)=n!
Tenemos que {Qn(X), Qn’(X), Qn’’(X),..., Qu"(X)} que demostrar que es una base de Pn(X).

El espacio vectorial Pn(X) = {a0 +a,X+a,X’ +..+a,x"/a e R} es de dimension n+1.

Es suficiente con demostrar que cualquier vector se puede poner como combinacion lineal de las
sucesivas derivadas:

P (X)=a, +a,Xx+a,X* +..+a,X" =4,Q, (X) +1,Q, '(X) +1,Q, "(X) +...+1,Q," (X) =

X" +A,NX" +A,n(N=D)X"? +...+A nl=

Ao =4,
7\'0=an kl:an—l
AN =a, "

a
An(n-1)=a Ay, =—"E—
2( ) n-2 — 2 n(n—l)
A.nl=a,
n =20
" nl

El sistema formado por las sucesivas derivadas es sistema generador de cualquier polinomio y el
numero de polinomios coinciden con la dimension, por tanto, forma una base.

En particular, 1+x+x* =1x? +%(2x)+6j 2, entonces (1,1/2,1/2) son las coordenadas respecto de

la base
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7 Espacio Vectorial

7.- Determinar si los conjuntos siguientes 61 y G2 generan el mismo subespacio
vectorial de R® o subespacios distintos 61={(1,0,-1), (0,1,-1)} y 62 = {(1,1,-2),
(2'1'-3)' (Olll-l)}

Solucion:

Ecuacion cartesiana del subespacio vectorial generado por G

1 0 x
0 1 y=0=x+y+z=0
-1 -1 z

Ecuacion cartesiana del subespacio vectorial generado por G2

1 2 0 2 0 x
rrlt 1 1(=2=|1 1 y=0=>2x+2y+2z2=0=>x+y+2z=0
-2 -3 -1 -3 -1 z

Son iguales, luego son [subespacios idénticos.
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Espacio Vectorial

8.- Sea el subespacio vectorial E formado por el conjunto de matrices cuadradas

01

que permufan con la matriz A = (_ 10

F={(: _b)/a,b,c € R}Se pide:

a) Demostrar que E es un subespacio vectorial.
b) Una base de E.
c) Los subespacio vectorial E N F y E+F.

). Y sea el subespacio vectorial

I R
I e O i e
E:{(_O[; ije M, /a,B e R}

E es un subespacio vectorial < VA, ueK,va,beE=rd+pubeE

En este caso é=[a BjeE y 5=(a' BJeE,Iuego
a

B «

. (a P o' B [ hatpa’  AB+uB’
7»&+Hb—7{_ﬁ ajﬂ{_ﬁ. a-j_[_(MHqu Mwuo&'JEE

Siendo [E un subespacio vectorial de dimension 2|

i3

c) El subespacio interseccion, ENF sera:

o=a

[oc BJ (a bj B=b {oc:azo
= = =
B a c -a —-B=c B=b=-cC

o=-a

Aplicando la formula dim(E+F) =dimE+dimF-dim(EnF)=2+3-1=4
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9.- a) ¢Para qué valores de x los siguientes sistemas de vectores son bases de

R? B ={(1-10), (x,1,0), (0.2,3)}: B, ={(2,x,1), (1,0,1), (0,1,3)}

b) Para x = 0, escribir las ecuaciones de cambio de base de Bi a la candnica,

de la candnica a B1, de B: a B2 y de Bz a B:.

Solucion:

a1) [Para cualquier nimero real x# -1l en efecto:
1 x O
-1 1 2[=3+3x#0<<x=-1
0 0 3

a2) [Para cualquier nimero Feal X =173, en efecto:

=—1—3x¢0<:>x¢—%

R X N
=
w P o

b) Cambio de B: a la candnica:
1 0 0)\(x X
-1 1 2|y, |=|Y. |&
0 0 3)\z z

C

c

Cambio de la canénica a Bs:

1 0 0)(x) (x, x) (1 0 0Y'(x, 1002 X,

-1 1 2|y, |=|Y. ||l |=-11 2 yc=11—§yc

0 0 3)\z, zZ, zZ, 0 zZ, 1 [\Z
005

Cambio de B a la candnica:

2 1 0)\(x, X,
0 0 1|y, |=|Y.
1 1 3)(z, Z,

igualando las ecuaciones matriciales del cambio de base de By a Bc y de B a Bc del sistema
matricial anterior podemos responder al cambio de base de B; a B2 y de B2 a B1, simplemente
despejando:
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Cambio de B1 a Bo:
1 0 0)(x) (x.) (2 10 2 10
11 2|y |=ly.|=|0 0 1]ly,|=|0 0 1| |1 1 2|y, ]|=|y,
0 0 3){z z 113 113

[
X

e
X

[N)

N
N
o
o
N
-
N
N

Cambio de B2 a By:
1 0 0\(x) (x 0 0)'(2 1 0)(x,
-1 1 2|y, |=|Y. |= 1 0 0 1]y,
0 0 3){z Z, 0 1 1 3)\z,
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10.- Hallar las coordenadas del vector u = (x.y.z) en la base B'= {\71\72\73}

donde v; =(1,2,0), v, =(-3,-7,1) y vs =(0,2,-1). (Cudl es la matriz de
cambio de la base B' a la candnica?

Solucion:
Escribimos el vector U = (x, Y, z) como combinacion lineal de los vectores de la base B’:
U=(XY,2) =AY, +A,V, + AV, =
X =%, —3%,
=2, (1,2,0)+ 2%, (=3,7,1) + 25 (0,2,~1) = (A, = 3%,, 24, = Tk, + 2hg, h, =g ) = Y =24, = Th, + 2\,
Z=Lk,— A,
Resolviendo el sistema:
A, =-5X+3y+62
=, =-2X+Yy+2Z =
hy=2X-y-12

Cambio de B’ a la candnica:
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11.-a) Probar que los sistemas de vectores 61 y G2 generan el mismo subespacio
vectorial F de R*.
6:= {(1,2,-1,0), (4,8,-4,-3), (0,1,3,4), (2,5,1,4)}
6= {(1,-2,-13,-1), (1,1,-4,-5), (2,3,-5,-2), (1,1,-4,-1)}

b) Hallar la dimension, una base “escalonada”, unas ecuaciones paramétricasy las
ecuaciones cartesianas de F.(Vamos a llamar bases “escalonadas” de F a aquellas
cuyos vectores se pueden disponer como las filas de una matriz escalonada)
c)SeaH={(x, y, z H cR*talesque x+ y+ z=0, x+ z-3 = 0}. Se pide:

1.- Hallar la dimension'y una base de H, de F + Hy de F n H
respectivamente.

2.- Unas ecuaciones cartesianas de F + H y de FnH.

d) ¢Es H un subespacio suplementario de F? En caso contrario halla un subespacio
suplementario de F.

Solucion:
a)
1 4 0 2 1 4 0 2 1 4 0 x
2 8 15 8 1 5 2 8 1 vy
=0=rango =3= =0=-21x+9y-3z=0
-1 4 31 -1 4 31 -1 4 3 z
0 -3 4 4 0 -3 4 4 0 -3 4 t
1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1
-2 1 3 1 -2 1 3 1 -2 1 3 1
=0=rango =3= =0>
-13 -4 -5 4 -13 -4 -5 4 -13 -4 -5 4
-1 -5 -2 -1 -1 -5 -2 -1 -1 -5 -2 -1

-196x+84y—-282=0=-7x+3y-z=0
Observamos que se obtiene la misma ecuacién -7x+3y-z=0, luego G y G. [generan el mismo
subespacio F de R4,

b) La [dimensién de F es 3 (el nimero de vectores no nulos obtenidos en la reduccién por Gauss)
Una base escalonada de F est4 formada por los vectores no nulos obtenidos en la reduccion por
Gauss del apartado anterior

Br ={(1,0,-7,0), (0,1,3,0), (0,0,0.)}

X=A

y=u

Unas ecuaciones paramétricas de F son Ay eR
Z=—TA+3un

t=vy
Ecuacion cartesiana de F: [IX = 8y + z =0, ya que todo vector (X, y, z, t) de F depende
linealmente de los vectores de Br
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c) 1. Para hallar una base de H resolvemos el sistema dado por sus ecuaciones cartesianas

X=A
x+y+z:0:> y=h N R
=X -1 e
X+z-3t=0 z=—h=p !
1
t=——n

3
Por tanto, una base de H es BHE{(E0-50). (O.L-L-1/3)} y su Himension es 2

Un sistema generador del subespacio F + H esta formado por los vectores de B y de Bn. Para hallar
una base de F + H calculamos el rango del sistema formado por los 5 vectores:

1 4 0 1 O
2 8 1 0 1
rango =4
1 4 3 1 -1
0 -3 4 0 -1/3
Br By

luego F + H = R* r y una base es, por ejemplo, la base canénica [[(1,0,0,0),

FAH es el subespacio formado por los vectores comunes a F y H, luego dichos vectores deben
verificar las ecuaciones de F y las de H. Unas ecuaciones paramétricas de FnH se obtienen al
resolver el sistema formado por las ecuaciones de Fy H

X=A
3
F=-7x+3y-z=0 YZEK
_[x+y+z=0 = 5%, reR
Ix+z-3t=0 Z__E
t=—1y
2

uego |a dimension de FAHEsT y una base es {23151}
2. Como F + H = R* [no tiene ecuaciones cartesianas, pues la tinica condicién para que (x, v, z, t)

eR*esquex,y, z,teR

Unas ecuaciones cartesianas de F N H pero podemos hallar més.

Para hallar otras ecuaciones cartesianas de FNH partimos de que todo vector (X,y,z,t) de FnH

X z
depende linealmente de su base luego rango(2 ;/ .

orden 2 son todos nulos y como dim(F~H)=1, necesitamos 4-1= 3 ecuaciones cartesianas
linealmente independientes,

le, en consecuencia, los menores de
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:O’

X t
5 JJ=O:> FH

) RSB RERARG R porave F -+ -
Todo subespacio suplementario de F tiene dimensién = dim R*- dimF=4-3 = 1.

Un subespacio S suplementario de F se construye a partir de un vector G ¢F, por ejemplo S =
((011,0)) yaque

1 4 0O

2 8 11
=2=%0

-1 -4 3 1

0 -3 40

y en consecuenciaF+S=R* yFNS = {6}
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1 2 3 4

. 01 -2 -1

12.- Sea la matriz A = 14 7 0
2 5 8 3

de cambio de base de B a B', siendo

B = {l}:t;:} y B'= {\71\74} Escribir G; en funcion de los vectores de la

base B'. Hallar la matriz de cambio de base de B' a B.

Solucioén:

2 5
La segunda columna de A son las coordenadas de u: en la base B', luego:

3 4
-2 -1
7 0
8 3

Matriz de cambio de base de B'a B:
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13.- Comprobar que B= {(1,2,1), (1,1,0), (3.1,1)} y B'= {(1,3,1), (0.1,1),
(2,1,0)} son bases de R3 y calcular las ecuaciones matriciales de cambio:

a) de la base B a la base candnica Bc

b) de la base B’ a B¢

c) de la base B a B’

d) de la base B' a B.

Solucion:

B={(1,2,1), (1,1,0), (3,1,1)} y B’={(1,3,1), (0,1,1), (2,1,0)} son bases de R? porque
1 1 3 1 0 2
2 1 1=-30 y (3 1 1/=3=0
1 01 110

a) Ecuacién de cambio de la base B a la base candnica Bc

b) Ecuacion de cambio de la base B’ a la base canonica Bc -

1 1 3(x) (1 0 2Yx
Luego 2 1 1|y|=3 1 1|y|=>
10 1\z) (1 1 0z
x) (1 0 2)'(1 1 x) (1 1 3)'(1 0 2Yx
[y'=311J21 y |y|=l2 1 1] |3 1 1]y
2] l110)(10 z z) (1 0 1)1 1 0)\z

Operando, tenemos que

c) Ecuacion de cambio de labase Ba B’ =

d) Ecuacion de cambio de labase B’aB =
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14.- Se consideran los tres subespacios de R* siguientes:
F ={ (o,B,0,0) / o,Be R}

F, =< (0,1,0,0), (0,0,1,0) >

F, =< (1,0,0,0) >

a) Hallar F, +F,

b) Hallar F, +F,

c) Las sumas anteriores ¢son sumas directas? Cuando asi ocurra, escribir la
descomposicion dnica de cada vector de la suma en suma de dos vectores uno de
cada subespacio.

Solucion:

a) Bases de F,, F, y F, son: B, ={(1,0,0,0),(0,1,0,0)}, B, ={(010,0),(0,010)}, y B, ={10,0,0)},
respectivamente.

Una base B,, de F +F, estd constituida por los vectores linealmente independientes de
B, UB, ={(10,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}, es decir:

B, = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}

Por tanto, [F, + F, = { (e, ,%.0) /B,y € R}

b) Una base B,, de F,+F, esta constituida por los vectores linealmente independientes de
B, UB, ={(0,1,0,0),(0,0,1,0),(1,0,0,0)}, es decir:

B,, = {(01,0,0),(0,01,0),(1,0,0,0)}

Por tanto, |F, + F, = {(o,B,7,0) /o.,B,y € R} =F, +F,

c)
F, +F, |no es suma directa pues B, N B, = {(0,1,0,0)} # ¢

F, + F, §i es suma directa pues B, N B, = ¢

Descomposicion Unica de un vector de F, +F;:
(,B,7,0)=(0,B,7,0)+(c,0,0,0)
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15.- Dados los subespacios vectoriales F determinado por las ecuaciones

[ X, =2,
X, =A +A
. X +X,—%x3=0 . P ? ' i
cartesianas xtx —x =07 G por las ecuaciones paramétricas {X; = A, + A,
P X, = Ay + Ay
(X5 = Ay +Ag

del espacio vectorial R®, se pide: basesde F, 6, F+Gy Fn 6.

Solucién:

a) Una base del subespacio vectorial F debe tener tres vectores de F linealmente independientes,
puesto que la dimension de F es la dimension del espacio vectorial R menos el numero de
ecuaciones linealmente independientes de F. Los tres vectores necesarios son soluciones

X, =a X, 1 0 0
X, = X 0 1 0
_ _ X, +X, = X5 =0 2 =P 2
particulares del sistema SIX;=a+B | X; =0 1|{+p[1|+7]0
X, +X,—X; =0
X, =Y X, 0 0 1
Xs =0 +Yy Xe 1 0 1

luego una base de F puede ser

b) En el caso del subespacio vectorial G tenemos las ecuaciones paramétricas
X, =M X, 1 0 0

X, =\ +A, X, 1 1 0
Xg=A+A, & | X5 [=A|L|+A,|1|+As 0] ;unabase:
X, =k, +A, X, 1 0 1
Xe =Ny +A, Xg 1 0 1

¢) Una base del subespacio suma sale de la unién de los vectores de cada base quitando los que sean
combinacion lineal de los restantes, para ello calculamos el rango de la siguiente matriz

100 0
0 0
ri 0
0 1
1 11 1

independientes y por lo tanto la base, _ Si queremos escribir

1
1
1 =4, la matriz que identifica el rango indica los vectores linealmente
1

_ O O O

1
1
0
0

o O - B
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las ecuaciones del subespacio F+G, podemos escribir el siguiente determinante

0

= O B O -
o O P P O
=)

1

1
1
1
1

X;=0& X, =X, =X, +X; =0

d) Para obtener las ecuaciones del subespacio vectorial FNG solamente debemos juntar las

ecuaciones cartesianas de cada subespacio vectorial F {

X, +X,—=X;=0 )
y G; de las ecuaciones
X, +X, =X =0

paramétricas de G obtenemos las ecuaciones x, = X;; X, = X, .
Por tanto, x1=0; X, = X4;X, =X, cuya dimension es 2.

Una base de F~ G puede ser

38
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16.- Determinar, en cada caso, si los vectores dados generan y/o libre de R*.

a) {(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)}
b) {(1,3,-5.0),(-2,1,0,0),(0,2,1,-1),(1,-4,5,0)}
c) {(1,0,-2,5),(2,1,0,-1),(1,1,2,1)}

Solucién:

a) [Sf'son un sistema generador] (libre con 4 vectores), en efecto:

1 1

=1+0

O O - -
Juny

0
0
0

o

b) [NG'Son i sistéma generador, ni libre:
1

-2 1 0 O
0o 2 1 -
1 4 5 0

c) [Noson un sistema generador, pues solamente hay tres, pero si es libre:

1 0 -2 5
rango|2 1 0 -1|=3
11 2 1

U. D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia.

39




= E ra
Finp1®

Espacio Vectorial

x+1, x*+x, x*+2.
a) x* +3x +2
b) 2x* - 3x + 1
c) x> +1
d) x

17.- Escribir cada uno de los siguientes polinomios como combinacion lineal de

Solucion:

8) X*+3X+2 =2y (X+1)+ 1y (X7 +X)+ A5 (X2 +2) = (hy + 2 ) X* + (A + 2, ) X+ 1y + 20,
1=k, +%, (A =2
=<3=A+A, =A,=1
2= + 2\,

b) 2x* =3x+1=2; (X+1)+ 2, (X* +X)+ 5 (X2 +2) = (hy + g ) X* + (A +2, ) X+ 2y + 20,

2=, +MA, A =-3
=1-3=A+A,=><A,=0
1=A +2A, Ay =2

€) X*+1=0y (X+L)+ Ay (X7 +X)+ 25 (X7 +2) = (R + 25 ) X* (A +4, ) X+ Ky + 20

1
7\,1:—5

1=%,+A,
=:0=2+2, :><x2=%
1=2+2), 5
3

d) x=%x,(x+1) +7» x +x +x x +2) = (hy +215) X2+ (R + 4y ) X+ Ay + 20,

12
0=R,+2, 3

=<A=A+2, = AZ:%
0=A,+2%, 1

Ay =
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18.- Determinar si los conjuntos siguientes 61 y G2 generan el mismo subespacio
vectorial de R® o subespacios distintos:

a) 61={(1,0,-1), (1,1,0), (0,1,1)} y 62 = {(2,1,-1), (1,2,1)}
b) 6:1={(1,0,-1), (1,1,0), (0.1,1)} y 62 = {(2,1,-1), (1,-1,0)}

Solucion:

a) Ecuacion cartesiana del subespacio vectorial generado por G1

1 10 1 10 x 10
0 1 1j=0=rango| 0 1 1|=2=|y 1 1lj=x-y+z=0
-1 0 1 -1 0 1 z 01

Ecuacion cartesiana del subespacio vectorial generado por G2

x 2 1
y 1 2/=3x-3y+3z=0
z -1 1

Son iguales, luego son subespacios idénticos.

b) Ecuacion cartesiana del subespacio vectorial generado por G2

x 2 1
z -1 0

Son ecuaciones distintas.
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a) {E- V,V— W, W— G}
b) {3+ 3,3+ \7va1+ G}
c) {G_ V.- W, W—2Z,2— G}
d) {G+ 3,3+ ﬁ;\?ﬁ ;;+ G}
Solucién:
a)- u v +A (v Wj+k (% Hj 6:
A —Ay=0
(hy =AUt (= Ay + 2 )V (=2, + A )W =0 ==, +A, =0 = Ay, =&, = A4
A, +A, =0
b)- u+v +A (v+v7/j+x3(\7v+aj=6:>
A+, =0
(hy + 2, )u+(x + ) +(A, +2 )w=o: AM+A,=0=h, =%, =4, =0
A, +hy; =0

c)- Jor i) efuiz)orf7-0)=3=

hoy Ut (= +x) F(ch, )W (-, 42,)2=0=

kl—M:O

-A +A, =0 A = o =i

Y _ =AM FAhy =Ag =Ny
,+A; =0

—Ay+A, =0

d)- u+v (3+®j+x3(®+§)+x4(§+ﬁ]:6:

-

(x1+x4)u+(xl+x2)v+(x2 +7»3)\7v+(7»3 +h,)Z 0=
doy 4, =0
A+, =0: 1
hoy+ g =0
Ay+A,=0
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20.- En V = R®, sea F={ (x,y.,2) / 2x+y+z=0}. Buscar un subespacio
suplementario de F.

Solucién:

F es un plano vectorial de R3. Un subespacio suplementario de F es cualquier recta vectorial no
contenida en él.

Por ejemplo: que es ortogonal al plano (de hecho es su

subespacio ortogonal)
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21.- Sean F1 y F2 los siguientes subespacios vectoriales de R®:
F ={; /X + ...+ X5 =O}
F, ={; /x =...= x5}
Andlizar si F1 y Fz2 son subespacios suplementarios de R® obteniendo la
descomposicion de cualquier vector ueR® en suma u = 31+ L_l; , donde Jl eF vy

J;GFZ.

Solucién:

Sea UueF, NF, = U=(X;,...Xs) CON X, +..+X; =0 ¥ X, =...= X, €s decir, u =(X,...,X),
con 5x =0 y, por tanto, 3:6 Luego, F, NF, :{6}
F, +F, = V. En efecto:

UeV, U=(Xg0Xe)= Yy Yo )+ (L t) = (Y, + 1,y +1) =

= ek,
X, + ¥ X :(y1+t)+...+(y5+t)=(yl+...+y5)+5t:5t:>t=L5'+X5
X; =y, +t=>y, =X, —t=Xx, —% i=1,..5

Queda demostrado que V =F, @ F,, es decir, que [F ¥ F, son subespacios suplementarios.
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22.- En cada caso, encontrar una base de V que contenga a v y/6 w:
a)V=R3 v=(0, 1, 0)
b) V = R* v =(1,-1,1-1), w=(0,10,1)
)V =Ps, vext+1, w=x+x
Solucion:

a) dimR3=3, necesitamos dos vectores linealmente independientes entre si y con el vector dado:
B =(0,1,0),(1,0,0),(0,0,1)}

010
Efectivamente, |1 0 0[=-120

0 01

b) dimR*=4, necesitamos dos vectores linealmente independientes entre si y con los vectores dados:

B ={(1,-1,1,-1),(0,1,0,1),(1,0,0,0),(0,1,0,0)¥
1. 010

Efectivamente, -1 01 =120
1 00

0 0

o -

-1

[EEN

c) dimP3=4, necesitamos dos vectores linealmente independientes entre si y con los vectores dados:
B={x* +1,x°+x,1,x3}
Obsérvese las coordenadas de cada polinomio en la base {1, x, x?, x°}
x?+1=1+0 x+1 x2+0 x3=(1,0,1,0)
x%+x= 0+1 x+1 x?+0 x3=(0,1,1,0)
1= 1+0 x+0 x2+0 x3=(1,0,0,0)
x3= 040 x+1 x%+1 x3=(0,0,0,1)
1010

Luego, 0 =-1#0

1

0
0
0 1

(o T S T
o O O
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23.- Sea el subespacio vectorial F generado por los siguientes vectores de
espacio vectorial R*: 4, = (2,3,1,0):4, = (1,0,1,0):4, = (0,3,-1,0). Se pide:

a) Rango de H = {i,:0,:G;}. <Qué clase de sistema es H? ¢Existe alguna relacién
de dependencia entre los vectores i, U, y U;?

b) Dimension y una base F.
c¢) Las coordenadas de los vectores 4, U, y U, respecto de la base obtenida en el

apartado anterior.

d) Unas ecuaciones paramétricas de F.

e) Unas ecuaciones cartesianas o implicitas de F.

f) A partir de las ecuaciones cartesianas otras ecuaciones paramétricas distintas
del apartado d).

g) ¢El vector (1,0,0,0) pertenece o no a F?

h) Una base B* del espacio vectorial R* que contenga a los vectores de una base
de F.

i) Las ecuaciones del cambio de base de la base B* (del apartado anterior) a la
base candnica B. de R*.

J) Las ecuaciones del cambio de base B. a la base B*

k) La expresion analitica del vector €, de la base candnica respecto de la base

B*.

Solucidn:

a) El rango del sistema de vectores H se halla como rango de la matriz formada por dichos vectores
2 3 1 0

1 0 1 O0]quees?2, entonces r(H)=2
0 3 -10

El sistema H es y la relacién de dependencia existente es [l =20, + Uy, como se comprueba
facilmente.

b) YaqueH = {01;02;03} es ligado se cumple F =< H >=<1,; U, >. Tenemos que Br={U,; U, } es
una base del espacio vectorial F y su|dimensién es 2| el cardinal de cualquier base.

c) De la relacion |U; = 21, + U, resulta [ty = 21U, + Us = (2,1)g_{coordenadas respecto de la base Br y

para|U, =10, +0U; = (1,0)g |y [U; =00, +1U; = (0,1)5

d) Veamos, unas ecuaciones paramétricas de V. Como VXeFcR® se tiene que

X = M, + uly < (X, X5, X5, X, )= M10,1,0)+1(0,3-1,0) = , 0 bien,
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X, 1
X 0 3
Xz =) 1 + U L Ecuaciones paramétricas del subespacio vectorial F, pues dando valores a
, _
X, 0 0

los pardmetros A, se obtiene las coordenadas de los vectores de F, siendo la dimension de F el
numero de parametros linealmente independientes que tienen sus ecuaciones parametricas.

e) Eliminando los parametros obtenemos las ecuaciones cartesianas o implicitas de F.

1 0 x, 1 0
0 3 T X, 0 3
r(Hy=r =2 y por el teorema de Rouche-Frébenius r =2 luego todos los
1 -1 X, 1 -1
0 0 X, 0 0
X, 1 0 X, 1 0
menores de orden 3 son nulos x, 0 3|=0y|x, 0 3=0= son
X, 1 - X, 00

las ecuaciones cartesianas o implicitas que identifica a F; las coordenadas de cualquier vector de F
cumplen la ecuacion anterior. Podemos observar que la dim F=dim R* - nimero de ecuaciones
linealmente independientes. Cuando F=R* no hay ecuaciones cartesianas.

f) Se puede pasar de las ecuaciones cartesianas a las ecuaciones paramétricas, simplemente
resolviendo el sistema de ecuaciones. En nuestro caso, con la ecuacion —-3x, + X, +3x, =0 se

despeja una incdgnita x, = 3x, —3x, quedando en funcion de las otras dos otras

ecuaciones paramétricas de F.

g) Las ecuaciones permiten saber que vectores son del subespacio vectorial F. Sustituyendo las
coordenadas en las ecuaciones -3.1+0+3.0=0 y 0=0, evidentemente no se cumple, por tanto la

respuesta es que

h) Ampliamos la base de F del apartado b) {U,;U,} con el vector del apartado e) puesto que no es
de F y conseguimos {U,;U,;(1,0,0,0)} tres vectores linealmente independientes, basta conseguir

otro, por ejemplo (0,0,0,1) puesto que evidentemente no pertenece a F y que no sea combinacion
lineal de los otros tres. Por tanto, una base del espacio vectorial R* es

B*={.10, (£000)000.) ya =

1 0 1 O 1 0 1 O

0 3 -10 0 3 -10
0o =4

1 0 0 O 1 0 0 O

00 0 1 0 0 0 1
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i) Las ecuaciones del cambio de la base B* a la base B son:

J) Las ecuaciones del cambio de la base B, a la base B* son:
-1

x) (1 0 1 0)(x
1[0 3 0 0] |x]|_
;| |1 -1 0 0 |x
x,) (0 0 0 1) (x,

k) La expresion analitica del vector €, se obtiene de la segunda columna de la matriz del cambio de

base de B¢ a la base B*, es decir, -
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24.- Si F y G son subespacios de V, demostrar que F U G es subespacio de Vsi
ysolosiFc 6 6 6cF.

Solucién:

=) Supongamos que FUG es subespacio vectorial de V. Razonemos por el absurdo vy
supongamos que F & G y que G ¢ F. Existen entonces dos vectores x e y tales que x € F, pero,
x ¢ G vy, viceversa, y e G, pero, y ¢ F.

L XeyeF
xeF=xeFUG - - i
=>x+yeFUG =16

yeG=yeFUG s
yeG=yeFU Xx+yeG

Si ;+§ € F, entonces, [x+ yj — X =Yy eF, por ser F un subespacio; absurdo, pues y ¢ F.

Si ;+; e G, entonces, (;+ ;) —§ = ; € G, por ser G un subespacio; absurdo, pues ; zG.

<) EIl reciproco es inmediato: Si FcG o GcF, entonces FUG=G o FUG=F,
respectivamente, y [FEUG es subespacio por serlo F y G|
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25.- Sea V el espacio vectorial de las funciones reales de variable real. Sea
FF={feV/fespar} y F, ={g e V/g es impar}. Demostrar:
a) F1 y F2 son subespacios vectoriales de V.

b) V= F, ®F, (Nota: f(x) = 110 T =120,

Solucion:

a)Seanf,geF y A,peR; Af +ugeF. Enefecto:

(M +pg (= x) = Af(=x)+ pg(- x)f = AF(x)+ug(x)= (\f +pug)x), luego Af+pg es una funcion
geh

par, es decir, Af + g € F, y|F, €s subespacio vectorial|.

Seanf,g eF, y A,ueR; Af +pugeF,. En efecto:

(Af +ug Y= x) = Af (= x)+ pg(- X)f;pz A= (x)]+ u[-g(x)] = =(\f + ug)(x), luego Af +pg es una

funcion impar, es decir, Af +pug € F, y [, €s subespacio vectorial.

b) Operando, se observa que VfeV, se verifica que: f(x)=g(x)+h(x), siendo

o(x)= f(x)+2f(—x) v h(x)= f(x)—zf(—x) |

f(- f
o) L1
hex)= FEX)=F0) sy ner,
Si feF,NF,, entonces, f(-x)=f(x)=-f(x), luego f(x)=0, ¥xeR; es decir, f=0. Asi,
FNF, ={0}.
Queda demostrado que V =F ©F,.

—g(x):>geF1
=f=g+heF +F,. Portanto, V=F +F,.
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26.- Consideremos el conjunto R? formado por todas las parejas (x,y) de nimeros
reales. Se define en R? la operacién interna (x,y)+(x',y)=(x+x",y+y") y una de las
operaciones externas siguientes:

a) A(x,y)=(rx,0)

b) A(x,y)=(Ax,Ay)

c) Mx,y)=(A+Ax-1,A+ry-1)

d) A(x,y)=(ry.Ay)
para AL € R. Decir, para cada uno de los cuatro casos, si se obtiene o no una
estructura de espacio vectorial en R2.

Solucion:

Previamente comprobemos que R? con la suma tiene estructura de grupo abeliano:

[A1] Asociativa: (é + B) +

ol

=a+(b+c) va,bceR’,

Sean @ =(x,y),b=(x",y'),€=(x",y") e R? entonces:

(A+B)+E=(00y) +0¢,¥)) + (XY ) = XX,y +Y) +(XY") = (K X) + X, (y +Y') +Y")
)= (61 + () +(XY1)) = (Y) + (XX Y +Y') = (X (), Y + (Y +Y))

Por ser R un cuerpo se cumple la asociativa y se tiene que
+B)+E:(x+x'+x",y+y‘+y") :a+(6+6) y se verifica la propiedad asociativa

)+é:é+(5+6)

Tl

§+(

(
(

Q|

+

Q|
(o]

[A2] Existencia de elemento neutro: Existe un elemento que designaremos 0 = (0,0) € R?
que verificaque @+0= 0+4 =4 para cualquier 4 e R?.

En  efecto: a+0=(x,y)+(00)=(x+0,y+0)=(x,y) =42 y  por  otra
parte0+4d = (0,0) +(x,y) = (0+x,0+y) = (x,y) =3 luego a+0=0+da=a y 0=(0,0) es el
vector nulo.

[A3] Existencia de elemento simétrico: Para cualquier d € R?existe un Gnico elemento de
R?, que designaremos por -3 tal que d + (—a) = (&) +a =0.

El elemento —d=(—x,—y) es el elemento opuesto del vector a=(x,y) eR* ya que
d+(-8) = (%Y) +(-x-y) = (x=x,y-y) = (0,0 =0 y que
(8) +@ = (=X,—y) + (X,y) = (X +X,—y +y) = (0,0) =0 y se cumple a+ (-&) = (-d) +a=0.

[A4] Conmutativa: a+b=b+3d V&b eR?
Sean  d=(x,y),b=(x,y')eR? entonces: d+b=(xy)+(X,y)=(X+X,y+y) vy
permutando b +3 = (X',y') + (X, ) = (X +X, Y +Y) Y por ser conmutativo R a+b = b +3.

Por tanto, es (R?,+) un grupo conmutativo.
A continuacion iremos viendo las siguientes condiciones para cada caso:
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a) M(x,y)=(2x,0)
Este caso se resuelve rapidamente considerando la [A8] El elemento unidad del cuerpo K,
que designaremos por 1, verifica 1.d = & para cualquier @ e R”.
Como 1d=1(x,y) = (L x,0) = (x,0) # (x,y) =a. No se cumple una de las condiciones y .

b) A(X,y)=(Ax,Ly)
Vamos a estudiar las cuatro condiciones:

[A5] L(A+b)=2d+Ab A eK Va,b eR?
En efecto: A(A+b) = A((x,y)+ (X, y)) = A(x+X,y+Yy') =
= (AX +AX, Ay +AY') = (AX,Ay) + (WX, AY') = Ad+ Ab

[A6] (L +p)da=Ad+pd VA,neKy VaeR?.
En este caso:
(A +w)a =+ 1), y) = (4 px, (0 +wly) = (% +ux), (hy +ny)) =
= (b + px), (ay + py)) = (0, Ay )+ (ux wy) = 0%, )+ p(x, y) = Aa +pa

[A7] Mud)= (An)d  VA,ueKy VvdeR?.
Ahora: A(ud) = A(u(x,y)) = Mux, uy) = (hpx, hy) = () (%, y) = (hp)d

[A8] El elemento unidad del cuerpo K, que designaremos por 1, verifica 1.a=3a para
cualquier @ eR?.
Por dltimo: 1.d =1(x,y) = (Ix,ly) = (x,y) =4.

Cumple las ocho condiciones y con estas operaciones [R% s un espacio vectorial sobre K|

) A(X,Y)=(A+Ax-1,A+Ay-1)
Podemos verificar en primer lugar cualquier condicion, por ejemplo, [A6]
(A+pwa=Ad+pd VApeKy VdaeR? Y resultaque:
(h+pa=0+phxy)=t+p+(rpx =10 +p+(+ply-1)=
=(A+p+ (X +px) =LA+ p(y +py)=1) # (A + p+ (X +px) = 2,0+ u(hy +py)-2) =
= (A4 () =LA+ (hy) = 1)+ (u+ (ux) =L p+ (uy) = 1) = A(X,¥) + u(x,y) =A@ +pd.  Por
tanto, (A +p)a=Ad+pud no se cumple la condicion y

d) A(x,y)=(ry.Ly) _ _ _
Este caso se resuelve rapidamente considerando la [A8] El elemento unidad del cuerpo K,

que designaremos por 1, verifica 1. = d para cualquier @ e R*.
Como 1a=1.(x,y)=(@.y,Ly)=(y,y) #(X,y) =a. No se cumple una de las condiciones y
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27.- Comprobar que el conjunto {(1,1,0), (1,0,2), (0,1,2)} forma una base del
espacio R3. Hallar las coordenadas del vector (2,5,10) en dicha base.

Solucion:

Sabemos que dim R3=3 y que el cardinal del conjunto {(1,1,0), (1,0,2), (0,1,2)} es 3 si
calculamos el rango del conjunto {(1,1,0), (1,0,2), (0,1,2)} obtenemos que:

1 10 110
1 0 1j=-4#0=rl1 0 1|=3 que quiere decir que el sistema es libre contres vectores

0 2 2 0 2 2
linealmente independientes y por tanto base del espacio vectorial R3.

Para hallar las coordenadas se plantea el sistema:
1

2 1 1 0 1 1 0)(x X 2)(1 1 0) 1
5(=x{1|+y/0|+z1|=|1 0 1||y|<|y|=|5]|1 0 1| =|1|. Siendo que el
10 0 2 2 0 2 2)\z z 100\0 2 2 4

vector (2,5,10) respecto la base candnica es igual al vector [(1,1,4) respecto la base [{(1,1,0), (1,0,2),

012}
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28.- Demostrar que los vectores (1,0,-2,1), (1,3,2,-2) y (2,3,4,1) son
linealmente independientes. Construir, a partir de la base candnica, una base que
contenga a estos tres vecfores.

Solucion:

Calculamos el rango del sistema formado por los tres vectores (1,0,-2,1), (1,3,2,-2) y

1 1 2 1 0 O 1 0 0
0 3 3 0 3 3 0 3 0 i

(2,34,1): r =r =r = 3. Los pasos seguidos par obtener el
2 2 4 -2 4 8 -2 4 4

1 -2 1 1 -3 -1 1 -3
rango son: 1)c2-cly c3-2cl. 2)c3-c2.

N

La base canodnica B, = {é’l,éz,é3,é’4} del espacio vectorial R* permite escribir:
(1,0,-2,1) =1€, + 08, — 28, + &, pudiendo despejar €, = (1,0,-2,1) —1€, — 0€, + 2€,. Con lo cual la
nueva base serd: B, = {(1,0,-21),€,,&,,€,}.

Ahora el segundo vector (1,32,-2) =18, + 38, + 28, — 28, y como
€, =(1,0,—2,1) - 1€, — 08, + 28, sustituyendo se tiene que (1,32,-2)=18, + 3¢, +26,—-2¢, =
=18, + 38, + 26, — 2((1,0,-2,1) - 18, — 08, + 2€;) = —2(1,0,-2,1) + 3, + 3¢, — 28, pudiendo
despejar €,=—-(10,-21)-1/2(1,32,-2)+3/2€, +3/ 28, y otra base
B, ={(10,-21),(132,-2),&,,&,} .

Por dltimo  (2,3,41)=2¢6, +36, +4€,+€, y los resultados anteriores de
€,=-(10-21)-1/2(1,32,-2)+3/2¢,+3/2¢, y ¢€,=(10,-21)—-1€, 08, +2€, permiten
escribir €, =(10-21) - 18, - 08, + 2(—(10,-2,1) -1/2(1,32,-2) + 3/ 2€, + 3/ 28, ) =
=-3(1,0,-2,1) - (1,3,2,-2) + 28, + 3¢, resultando (2,34,1) =28, +36, +48, +8€,
=26, + 36, +4(-(10,-2,1) -1/ 2(1,3.2,-2) + 3/ 28, + 3/ 28,) - 3(1,0,-2,1) - (1,3,2,-2) + 2€, + 3§,
=-7(10,-2,1) - 3(1,3,2,-2) +10€, + 128, .

Despejando €, =7/12(1,0,-2,1) +3/12(1,32,-2)-10/12¢, y la base definitiva
B={(10-21),(132-2),(2341),8}
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29.- Encontrar una base del subespacio F de R3 engendrado por los vectores
(1,2,3) (-1,5,2) y (1,9,8). cQué valor hay que dar a x para que el vector
(x,16,13) sea de este subespacio?

Solucién:

Los vectores (1,2,3) (-1,5,2) y (1,9,8) son claramente linealmente dependientes, puesto que
(1,9,8)=2(1,2,3)+(-1,5,2). Nos quedamos con (1,2,3) y (-1,5,2) que son linealmente independientes
y generador de F. Una posible base de F es [Be={(1,2,3),(-1,5,2)}.

Para que (x,16,13) € F tiene que ser (x,16,13) combinacion lineal de los vectores de la base

x 1 -
de F que se puede expresar mediante el determinante de los tres vectores 16 2 5[=0 y cuya
13 3 2

ecuacion es -11x+11=0, de donde k=1
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30.- Si los nimeros 1,3 y 5 son las coordenadas de un vector v en la base
{(1,1,0),(0,1,1), (1,0,1)}, hallar las coordenadas del vector v en la base
canonica.

Solucion:
La expresion analitica del vector v teniendo en cuenta que sus coordenadas son 1, 3y 5 es

v =1(11,0)+3(0,1,1)+5(1,0,1), de donde v =1 (1,1,0)+3 (0,1,1)+5 (1,0,1)=((6,4,8), siendo 6, 4 y
8 las coordenadas respecto de la base canonica.
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31.- Sean B={i,v,w} y B'={i',v' ,w'ldos bases de R3 tales que
U'=U0+Vv+w, V'=U+Vyw' =0d+w. Hallar las ecuaciones del cambio de la
base B a B' y de la base B' a B.

Solucion:

El sistema U'=U+V+W,V=U+VyW=0U0+wW en forma matricial seria:

Cualquier vector v eR*® se puede escribir respecto a las dos base B’ y B en la forma

X' X
matricial v=(0" v W) y'|=(0 Vv W)y
z' y
Ahora sustituyendo la ecuacion anterior, resulta
' 1 1 1yX X
v=(U Vv W)y |=(0 v W)y|=(@ v w)1 1 0|y|=(0 Vv W)y]|.
z z 1 0 \7Z z

1 1 1)x X
Como la expresion de un vector respecto de una base es Gnicaqueda |1 1 0| y'|=|y
1 0 \z z

que son las ecuaciones del cambio de base de B’ a B.

Para obtener las ecuaciones del cambio de base de B a B’ basta con despejar (x’,y’,z’) con

respecto a (X,y,z) en el sistema anterior,
1

1 1 1)\x' X 1 1 1) (x
11 0(y'|=|y|<ll1 10 y|=
1 0 1)\z' z 1 01 Z
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32.- Dadas las bases de R3, B={i{, = (2,1,0), &, = (-1,0,1), G,= (0,1,-2)} y
B ={v, = (0,1,1), v, = (1,0,0), v, = (2,0,1)}. a) Hallar la expresion analitica del

cambio de base de B a B', de B'a B y de B'a la base candnica. b) Si
ad =(1,1,1) respecto de B ccudles son sus coordenadas respecto de B'? c) Si

-

b = v, — V,, escribir la expresion de b respecto de B.

Solucion:
a) Si consideramos la base candnica B, = {él =(1,0,0),€, =(0,1,0),&, = (0,0,1)} y que los vectores
de las bases B y B’ vienen referidos a la base canonica, tenemos los sistemas en forma matricial:

2 -1 0 01 2
(W, T, Uy)=( €& &)1 0 1|y(v Vv, V;)=(6 €& &)1 0 0. Cualquier
0 1 -2 101
vector Vv eR® se puede escribir respecto a las tres bases B, B’ y B¢ en la forma matricial
X X' X,
\7:(01 u, Us) y :(\71 v, \73) y' :(él €, és) Ye |-
z z' zZ,
Ahora sustituyendo las ecuaciones anteriores, resulta:
X Xe 2 -1 0)(x
v=(U, O, U)ly|=(8 & &) Yo =(6 & &)1 0 1]|yly
z 7 0 1 -2)\z
' Xe 0 1 2)\(x
\7=(\7l v, \73) ' =(él €, é3) Y, =(é1 €, és) 1 0 0fy].
Z 7 1 0 1){7
C

Como la expresion de un vector respecto de una base es Unica queda

xC 2 -1 0)\(x 0 1 2\(Xx

Yo |= 1 0 1jy|=|1 0 O|y| de donde, podemos obtener cualquier cambio de base
Zc 0 1 -2z 1 0 \Z
entre las tres bases consideradas, a saber B, B’ y Bc:
Xs 0 1 2)\(X X, =Yy'+2z'
e Cambio de base de B’ a Bc: Yo |= 1 0 O} y'| ysusecuaciones |3y, = X"
Z, 1 0 1I\7 Z,=X+2'
e Cambio de base de BaB’:
0 1 2)(x) (2 -1 0)(x x) (0 1 2Y'(2 -1 0)(x 1 0 1)x
1 0 Ofly|=|1 0 1 {|yl<|Y|=/2 00|12 0 1jy|=|l4 -3 6]|Vy
1 0 1){z) (0 1 -2)\z z7) \1 0 1 0o 1 -2){lz) \-1 1 -=3){z
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Yy Sus ecuaciones

e Cambio de base de B’ a B:

3 1 3
2 -1 0)\(Xx X' g' 41 41 '
1 0 1 = o2 = _= '
0 1 2 ) y' 2 2 2 y'
- z z 1 _i _E Z

4 4 4

Yy Sus ecuaciones

b) Para el vector a = (1,1,1) respecto de la base B usamos las ecuaciones ultimas
X' 1 0 1}x
yi=l4 -3 6|y
z -1 1 -3)z
X' 1 0 1)1 2
y sustituimos(x,y,z) por (1,1,1) quedando |y'|=| 4 -3 6 |1|=| 7 |, siendo
z' -1 1 -3)1 -3
coordenadas del vector @ respecto de la base B.
c) Analogamente para el vector b = V, —V, necesitamos las ecuaciones del cambio de base de B’ a

las

3 1 3
X 4 4 4 (X
B y =% —% —% y' y sustituimos  (x’,y’z’) por (0,1,-1) puesto que
z) |1 1 _3\*7
4 4 4
3 1 3 1
X 4 4 4 -=
L : 3 01 1 2
b=V,-v,=(01-1),, de donde se obtiene |y |= 5> T, TS 1= (1) con lo cual
z) |11 3
4 4 4

b=v,-v,=(01-Ds =(_%’0%j :-.
B
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1
33.- Sea la matriz A=|2 O 2| de cambio de base de B a B’
1

1 4

B={{,,4,.0,} y B ={V,,V,,V,}. Escribir el vector G, en funcién de los
de B'. Hallar la matriz del cambio de base de B' a B.

siendo

vectores

Solucion:

La matriz A que representa el cambio de base de B a B’ esta construida con las coordenadas

de los vectores de la base B referidos a la base B’, en nuestro caso sera

SR N
Sk O -
S N -

U, = (L2]) =1V, + 2V, +1V;;
U, = (124) 5 =1V, +2V, +4V,.

La matriz del cambio de base de B’ a B serd la inversa de la

>
AR
|
RN
=
NG
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Espacio Vectorial

34.- Consideremos las bases de V3:
Bl={é’1 =(1,0,0),é, =(0,1,0),¢e;, = (0,0, 1)},

1 1 1 1
{U1 (2 \/E 2) (J_ \/—) (E'-ﬁ'i)}
a) Hallar el cambio de base de B1 a Bz b) Hallar el conjunto F de vectores que

tienen las mismas coordenadas respecto de B

subespacio de V3 y hallar una base de F.

y de Ba.

Demostrar que F es

Solucion:

a) La matriz

|\>||—\%|‘|—\|\J||—\

1

=

0
1

=

N N -
5=

representa el cambio de base de B2 a By, pues las columnas son

los vectores de la base B2 respecto de la base B:. Entonces calculamos la matriz inversa de la
anterior, que resulta ser la misma (es ortogonal) y tenemos la matriz del cambio de base de B a Ba:

b) Buscamos los vectores que tienen las

N < X
Il

1
V2
0

1

=

1
2
1
V2
L
2

o -

X

y |, de aqui se obtiene

z

-1

Xy

Y |=
Z,

N |~ N~
N

1

2
1

V2
1
2

11
J2 2

1
0-1 ——

J2
1 1
- =1
J2 2

X
y
z

mismas coordenadas respecto a las dos bases:

0
=| 0] y resolviendo
0

el sistema queda X — \/Ey —z =0 como Unica ecuacion. Por tanto, _

Para demostrar que F es un subespacio vectorial del espacio vectorial R® utilizamos la
caracterizacion: Vi,p eK,va,b eF= Ad+ub eF

VA, pn eK,Va, beF:{

a=(xy,2) eFe x— J_y z=0
b=(x,y', z)eF<:>x—J_y 7’=0

A= (AX,AY,A2) € F < AX—+/2Ly —Az=A0=0
ub = (ux',py', puz') € F < px'—/2py'—pz'= n0 =0
Ad+ub = (X +pxX, Ay + uy', Az + uz') e F < kx+ux‘—\/§(ky+py') —(Az+uz')=0.
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Ad+ub eF. Por tanto, se cumple la caracterizacién de subespacios vectoriales y F es un
subespacio vectorial con x—\/iy—z =0 la ecuacion cartesiana que lo determina, de donde se

X 1 0
puede despejar z siendo z = x — \/Ey obien |y|=2/0|+pn| 1 | unasecuaciones paramétricasy
z 1 2

una posible base de F es _y por supuesto dim(F)=2.
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1 2 4 3
) 5 -3
35.- a) Hallar el rango de la matriz A= 6 17 -7 10| b) Hallar una base del
1 3 -3 2

subespacio engendrado por los vectores fila de la matriz A. c) Hallar unas
ecuaciones vectoriales, paramétricas e implicitas de dicho subespacio.

Solucion:

a) El rango de la matriz A se obtiene mediante combinacion lineal de las filas de dicha matriz:

1 2 -4 3 1 2 -4 3 1 2 -4 3 1 2 -4 3
2 5 -3 4 01 5 -2 01 5 -2 01 5 =2
= = =
6 17 -7 10|e240 5 17 -8|u%,/0 0 -8 2 |n2e0 0O -8 2
1 3 -3 2)¥"{01 1 =1 00 -4 1 00 0 O

La dltima matriz indica que son tres las filas linealmente independientes, luego el [fango de

b) Una base posible es la formada por las tres filas resultantes en el proceso anterior.

c) Las ecuaciones del subespacio vectorial se obtienen a partir de la base anterior.

e Ecuaciones paramétricas:

X, 1
Xy 2
e Ecuacion implicita:
X, —4
X, 3
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36.- Hallar una base del subespacio vectorial F formado por las matrices de la

b
forma ( ) Encontrar un subespacio suplementario de F.

a
b O

Solucién:
Puesto que podemos escribir la matriz como combinacion lineal de dos matrices
. . a b 10 0 1 10 0 1
independientes =a +b se cumple que son
-b 0 00 -1 0 00 -1 0

10 0 1
independientes ya que ( j;ﬁk( OJ,Vk por tanto una base de F puede ser

00 -1

Como el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2 es de dimensioén 4
a b . L . : .
M, = {(c OIj/a, b,c,d e R}, la dimensidon del subespacio complementario de F, F’, seré:

dim F’=dim My-dim F= 4-2=2. Necesitamos dos matrices cuadradas de orden 2 independientes y
que no pertenezcan al subespacio F.

b 10 0 1
El subespacio F dado es F = 8 la,beR}=1a +b /la,beR
-b 0 00 -1 0
: . 00
Y un subespacio suplementario _ puesto que (1 OJ gF vy

00
( 0 J ¢ F' y son independientes.
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37.- Sea F el subespacio vectorial F = < (1,-1,0), (0,6,2), (1,5,2), (3.3.2) >.
Se pide:

a) Una base y unas ecuaciones paramétricas de F.

b) Un subespacio G suplementario del subespacio F.

c) Sea X = (3,-1,-3). Indicar si xcFéxec66xcF+6. Descomponer el

vector X en suma de dos vectores, uno paralelo y otro perpendicular al vector
u=(1,-1,0)eF.
d) Una base B: del espacio vectorial F+G.

e) Una superficie en R’ tiene de ecuacién 3x2+2xy-2xz+3y2+2yz+3zz=1.
Determinar la ecuacion (lo mas simplificada posible) de esta superficie, respecto

B di=(toBv-(t_ 1o)w=(ol_ 1
de la nueva base: Bz—{u—(z,o,z),v—(z, 2,0),w-(0,2, 2)}

f) Ecuaciones del cambio de base de B: a Ba.
g) El conjunto H de vectores que tienen las mismas coordenadas respecto de Bi y
B2.

h) Demostrar que H es un subespacio vectorial del espacio vectorial R3.

Solucién:

N N N O

}2, entonces dimF=2 y una base de [Fi {(@,-1,0), (0,6,2)} y las ecuaciones

X
paramétricas |§yY=-t+6s|.
z

b) dimG=dimR3-dimF=3-2=1; G se forma con cualquier vector que no pertenezca a F, por ejemplo,

3 -1 -3
;:(3,—1—3), yaquer|1 -1 0 |=3, luego [G={(BA A, -3N)/[LeR}
0 6 2

) X¢FyxeG = xecF+G=R’

El vector X=X, +X%, tal que X, =Al0=A(1,-10) (paralelo a G) y ademés X, LU=(1-10)
(perpendicular a ).

Por tanto, X=X,+X,=A0+X,=>X,=X-A0=(3-2,-1+1,-3) 'y como debe ser
7(2LU@XZ.U:(3—k,—1+k,—3)(1,—1,0):0©4—2X:0<:>X:2

Resulta X, =AU =2(1,-1,0) =[2,=2,0)|= X, =X — Al = (3-1,~1+1,-3) =|(41,-3)
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d Como F+G=R® cualquier base del espacio vectorial, por ejemplo,

e) Ecuaciones del cambio de base de Bz a Bi:

1 l 0 X=ﬁ+ﬁ
2 2 X, X 2 2

1 1 Y, Z, .
0 5 5 Y, =Y | y=—?+? y sustituyendo en la ecuacion:
Loy AN 6
2 2 2 2
2

3x +2xy-2xz+3y2+2yz+322:1 obtenemos _ respecto de la base B.

f) Ecuaciones del cambio de base de B a Bo.

11 5 11
2 2 ) (x) (%) |2 2 «
o 1 1 Ivlely [2lo 21 2
N 1o e Y R
2 2
1, 1 1, 1
2 2 2

g) El conjunto H de vectores que tienen las mismas coordenadas respecto de B: y Bo.
X 1 1 1)\(x x=0

Z 1 1 -1)\z z=0

h) Demostrar que H es un subespacio vectorial del espacio vectorial R®.

H es un subconjunto de R® y contiene a cualquier combinacion lineal de los vectores de H, puesto
que es el vector nulo.
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38.- Se considera el espacio vectorial R*. Se pide:
a) Determinar si los siguientes conjuntos de vectores generan V:

F = {Jl - (1,1,1,1),8 = (0,1,1,1), 0, = (0,0,1,1), u, = (o,o,o,1)}

H= {\71 - (1,3,-5,0),v, = (~2,1,0,0),v, = (0,2,1,-1),v, = (1,—4,5,0)}

¢Cudl de ellos es, pues, una base de R*, que llamaremos B?

-> > >

b) Sean S = {;;;} y T= {u, v,w} donde:

x = (1,2,5,3) u=(214,-3)
y = (3,1,5,-6) v =(31,3-2)
z =(1,1,3,0) w=(9,23,-1)

Sea U=<S5>y V=<T>. Hallar la dimension y una base de cada uno de los
subespacios U, V, U + Vy UNV.

c) Completar la base de U + V obtenida en el apartado anterior para formar una
base B' de R*. Escribir las ecuaciones de cambio de base de B a B' y de B' a B.

Solucion:

a)

1 0 O

110
=1+0

11 1

= O O o

111

Por tanto, F es un sistema libre de V con 4 vectores, como indica la dimR?, luego, es generador de
V.

1 2 0 1
3 1 2 -4
5 0 1 5|
0 0 -1 0

Por consiguiente H no es libre en V' y, por tanto, no es generador.
La base B de V es, entonces: B={(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0, 1)}

b)
1 3 1
2 1 1
rango =2
5 5 3
3 6 0

Luego, y una base de U puede ser §(1,2,5,3), (1,1,3,0)}
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2 3 9
1 1 2
rango 4 3 3 =2
3 -2 -1

Por tanto, MW=y una base de V es [214:3).313:2)]

Uniendo las bases respectivas de U y de V y eliminando los vectores que dependan de los demas, se

11 2 3

2 1 1 1
rango =3

5 3 4 3

3 0 -3 -2

U \
Luego G (U%V)=3|y una base de U+V puede ser fI25:3)(L130).E13.2)]

Ya que rango =3

w kW

1
1
3
0

w o1 N

-2

Se verifica que: dim (U QM) = dimU + dimV - dim(U+V) =2 + 2 -3 =1

Busquemos una base de U N V.

Un vector genérico de U N V ha de ser combinacién lineal de los vectores de la base de U y de los
vectores de la base de V simultaneamente:

X 11 2 3

a+AiA=0
y 2 1|fa 1 1 (A
Z 5 3|\B 4 3 |(p

n=0
t 30 -3 -2

Dando a A un valor cualquiera, por ejemplo A = 1, y sustituyendo en la expresion de los vectores de
U NV, se obtiene (2,1,4,-3).

Luego, U N V es la recta vectorial engendrada por el vector |2, 4, 4, =3) que constituye, él mismo,
una base de U N V.

c)

Las bases de R* tienen 4 vectores, luego, para lograr una base de R* hay que afiadir un vector
linealmente independiente a la base de U+V: {(1,2,5,3),(1,1,3,0),(3,1,3, -2)}

Probemos con un vector de la base candnica:

1
3
-2

Una base de R es, entonces: BEE{(:25.8).(L1.3.0).3.1.8.°2),(L.0.0.0)}

rango =4

w o1 N -
o W -
o O O B+
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39.- a) Demostrar que si los vectores &, ¢&,,&, son base de R3 y el vector i es
tal que uU=A.€, + A,€, + L;€; con A, = O entonces los vectores €, u,€é, son base
de R3.

b) Generalizar el resultado anterior: Si €,¢€,,...,€, son una base de un espacio
vectorial V 'y u=\.e +1,€e, +...+A.e,, con A, #0, entonces los vectores

n=n?¢

- > -

€.e,...e,0¢&.,,....,e son también base de V.

Solucién:

a) Si U=MAq81 +A9€y +A3E3 con A, =0 significa que se puede despejar &,,
8, =-A,A,6, + 30— A,A €, resultando que &, es combinacion lineal de los vectores &,,T,&,. Por
tanto {€,,0,€,} es una base de R®.

b) Si U=A8 + A6, +... + A8 +.. .+ &, con ri=0 podemos despejar
€= M8 A AEy — — A B+ AU A8, A A B, resultando que € es combinacion
lineal de los vectores €,€,...€8j_1,U,€j41,....,65 forman una base de V.

n
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40.- Sea {V,,V,,...,V,} una base de un espacio vectorial E. Demostrar que los n

vectores de E siguientes:

W, =V, W, =V, +V,,W; =V, +V, + V;,..., W,

=V, +V, +...+V, son base de E.

Solucién:

Si{Vq,Vs,...,V,} es una base de E entonces dim E = n.
Consideramos la ecuacion vectorial A,W, + A, W, + A, W,+..+A W, =0 sustituyendo los vectores

W, resulta A,V + A, (Y, +V, )+ g (Vy +V, + Uy )+4h, (V, +V, + Vy+.4V, ) =0
desarrollando los paréntesis y agrupando los vectores
Ay + Xy + Ayt A IV, + Ay + Mgt dX, IV, + (At Ah )V + AV, =0
que por ser {Vq,Vo,...,V,} un sistema libre (es una base) todos los escalares de la ecuacion
Ay +A, +Az+.4+A, =0
Ay +Az+. 44, =0
vectorial son nulos Agt..th, =0 =>A =k, =A;=..=A, =0y se cumple que el

sistema {W,,W,,...,W, } es libre y su cardinal coincide con la dimensién de E, luego es una nueva
base de E.
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41.- a) Hallar la suma y la interseccion de los subespacios vectoriales E y F
definidos por los siguientes sistemas generadores:
E=<(1,1,1), (1,0,1), (2,6.2)>

F=<(2,0,1), (1,-1,3), (0.2,-5)>
b) ¢Son E y F suplementarios?
c) Sean B:1={(1,1,1), (1,0,1), (0,0,1)} y B2={(2,0,1), (0,1,0), (1,-1,1)} dos bases
de R3. Hallar el cambio de base de Bi a Bz y las coordenadas respecto de B; y
de B2 del vector de coordenadas (1,0,0) en la base canonica.

Solucién:

a) Estudiamos el rango de los vectores que generan respectivamente E y F para hallar dimE y dimF.

11 2 2 1 0
rr1r 0 6|=2;r0 -1 2|=2
11 2 1 3 -5

Luego dimE = dimF=2. Bases de E y F:

E=(111), (1,0,1)); F=((2,0,), (1,-1,3))
Un sistema generador de E+F es el formado por las bases de E y F.
Hallamos la dimension y una base de E+F:

112 1
rrl 0 0 -1|=3
1 11 3

— —_—
BE BE

Luego dim(E+F) = 3= [E+F=RY,

Estudiamos ahora ENF.

Ahora bien, al ser dimE+dimF= dim(E+F)+dim(EnF) =dim(EnF)=2 +2 -3 =1.

Para hallar una base de ENF hallamos unas ecuaciones implicitas de E y de F respectivamente

1 1 X
1 0 yl=x-z=0

1 1 z

2 1 x
0 -1 yj=x-5y-2z=0

1 3 z

Resolvemos el sistema formado por ambas ecuaciones:

X=a
E=x-z=0 } a
=>qy=——=
F=x-5y-2z=0 5
Z=qa

Luego EAF = ((5,-15)) .

b) E y F no son subespacios suplementarios pues ENnF+ {0}
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c) Designando por (X1, y1, Z1), (X2, Y2, Z2) ¥ (Xc. Ye, Zc) las coordenadas de un vector cualquiera
respecto de Bi, B, y de la base candnica Bc respectivamente, entonces:

Las ecuaciones de cambio de la base B1 a B¢ son:
1 1 0)(x, X,
100}y |=]Y
11 1)z z

c

Las ecuaciones de cambio de la base B, a B¢ son:

2 0 1)(x,

01 1|y,

1 0 1)\z,

En consecuencia:
1 1 0)(x, 2 X,
1 0 0|y, |= 01 1|y,
11 1)z 1 z,
Luego las ecuaciones de camb odela base B1 a B2 son:

2 0 1) 0

01 - 0

10 1 1

operando

Las coordenadas de (1,0,0) respecto de By son:

1 1 0)\x, X, 1 X, 11 0)(1 0
1 0 0fly,|=|Y.|=|0|=|Yy,|=/1 0 0] |O|=]| 1
11 1)(z zZ, 0 zZ, 11 1) 1\0 -1
luego [[@:2,=1) son las coordenadas respecto de Bi.
Las coordenadas de (1,0,0) respecto de B> son:
2 0 1Y) (x) (1 x,) (2 0 1Y)'(1 1
01 -1y, |=|y,|=|0|=|y,|=|0 1 -1| |0|=|-1
10 1)\z,) \z.) o) |z,) \1 0 1) lo) (-1

luego [@=1,-1) son las coordenadas respecto de B..
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42.- En R3 se considera el subespacio vectorial S engendrado por los vectores
{(1,0,1), (1,1,0), (1,-1,2)} y el hjperplano H de ecuacion {x + y = O} respecto de
la base candnica de R3.

Se pide:

1. Ecuaciones paramétricas e implicitas de S y de H
2. Obtener las basesde SN H y S+H

Solucién:

1) Para S:

1
0
1

una base {(1,1,0), (1,0,1)}

X 11
yl=/0 1
Z 10

o)

X=a+p
y=p

Z=Q

1 1 11 1
1 -1=0=rango|0 1 -1|=2
0 2 1 0 2

ecuaciones paramétricas de S

ecuacion implicita[x=y+2, o bien xy=z=0.

Para H:

tenemos una ecuacion cartesiana o implicita y de aqui se deduce que dim (H)=2 y que una
base de H puede ser {(1,-1,0), (0,0,1)}

X 1 0
yl=|-10
Z 0 1
2)

o)

Interseccion S N H
Para sacar las ecuaciones implicitas basta unir lasde Sy H

X-y-z=0
X+y=0

X=o
y=-a

2=

ecuaciones paramétricas de H

}que, como se ve son independientes y forman las ecuacionesde S N H

luego dim (S N H) =dim (R®) — n° ecuaciones = 3-2 =1

X=A

y = —\ ¢ ecuaciones paramétricas de (S N H) y una posible base es cualquier solucion particular,

Z2=2\

por ejemplo, [(@-1,2).

Suma S+H

Uniendo las dos bases {(1,0,1), (1,1,0), (0,0,1), (1,-1,0)} se obtiene un sistema generador de S+H,
pero que no puede ser base de S+H, ya que S+H= R3, sin embargo, {(1,0,1), (1,1,0), (0,0,1)} es una

base de S+H.
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1 10
43.- a) Hallar el rango de la matriz A =0 -2 2
1 -3 4

b) Sea F el subespacio vectorial de R® engendrado por los vectores fila de la
matriz A. Hallar una base de F.

¢) Hallar unas ecuaciones paramétricas de F.

d) Hallar unas ecuaciones implicitas de F.

e) Sea C el subespacio vectorial de R® engendrado por los vectores columna de la
matriz A. Hallar una base de C.

f) Encontrar una relacion de dependencia lineal existente entre los vectores
columna de la matriz A.

g) Hallar unas ecuaciones paramétricas de C.

h) Hallar unas ecuaciones implicitas de C.

i) ¢F y C son hiperplanos distintos?

J) Calcular una base y unas ecuaciones paramétricas de FnC.

Solucion:
1 1 0 1 1 0
a0 -2 2/=0=rango|0 -2 2|=2;
1 -3 4 1 -3 4

b) [Base de F: {(1,1,0).(0.-2.2)}

x 1 0
dly 1 -2/=2x-2y-2z=0;
z 0 2
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x 1 1
h)yly 0 -2/=2x+4y-2z=0;
z 1 -3

Espacio Vectorial

ecuaciones parameétricas del subespacio FN C

. F=x-y-z=0
) y }

C=x+2y-z=0
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44 .- Sea G el subconjunto de vectores de .4 formado por los vectores
{(2,3,2,0), (4,6,4,1), (1,0,1,0), (0,0,0,6)} y sea S el subespacio vectorial
generado por dichos vectores. Se pide:

a) Obtener una base de S

b) Ecuaciones paramétricas e implicitas de S

c) Valores de los pardmetros a y b para que los vectores (a,a,2,2) y (1,b,1,b)
pertenezcan ambos a S.

Solucion:
a)
2 410 2 410
36 00 36 00
=0= rango =3 una base puede ser
2 410 2 410
0106 0 106

ecuaciones parameétricas

=18x-18z2=0

X
y
z
t

O N WD
O B O -

X=2=0; ecuacion implicita.

L =2 0, L T e )
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45.- Se consideran en R* los subespacios vectoriales S = < (1, 1, 1, 1), (1, -1,
1, -1)> yT=<«(1,1,0,1),(1,2, -1, 2), (3, 5, -2, 5>

a) Hallar la dimension y unas ecuaciones implicitas del subespacio S + T.

b) Hallar la dimension y unas ecuaciones paramétricas del subespacio S N T.

Solucion:

a) La dimension de S es 2 ya que los vectores no son proporcionales. Los dos vectores forman una
base de S.
La dimension de T es también 2 ya que (3,5,-2,5)=(1,1,0,1)+2(1,2,-1,2). Asi pues, tomamos como
vectores de una base de T los dos primeros vectores.
S+T esta generado por la unidn de los vectores de la base de Sy de T

1 1 1 1] 1 1 1 1
-1 1 - 0 -2 0 -2
1 0 1[0 o -1 ol
2 -1 2, 0 0 -2 O

De aqui obtenemos que una base de S+T es {(1111),(1-11-1)110.1)} y Bim(S+T)=3.

0.

= = =

1 1 1 1
.. 1 -1 1 -
Una ecuacion de S+T es =0=
1 1 0 1
X y z t

b) Sabemos que se verifica la relacion
dim(S+T) =dim(S) +dim(T)—Dim(SNT) .

Por tanto, 3=2+2-Dim(SNT) :>_.

Un vector x pertenece a la interseccion si:

a(L 11 1)+B(L -1 1L -1)=A(L L 0, 1)+pn(L 2, -1 2)

resolviendo el sistema queda:
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46.- Dadas las bases B, = {1.71 = (1,0,0),1.72 = (1, 1,0),(.73 = (1,0,—1)} y

B, = {\Z = (2,1,0),\7; = (3. 2,—1),\;; = (0,0, 1)} del espacio vectorial R3. Se pide:

a) Ecuacion matricial del cambio de base de Bi a la base B:.

b) Ecuacion matricial del cambio de base de Bz a la base B:.

c) Si el vector tiene coordenadas (1,1,1) respecto de la base B: ¢cudles son sus
coordenadas respecto de la base B2?

Solucion:
Relaciones entre los vectores de la base B, ={U,,U,,U,} y la base canénica B, ={g,,€,,&,} :
111
(G, G, U,)=(& & &)0 1 0
0 0 -1
Relaciones entre los vectores de la base B, ={V,,V,,V,} y la base canénica B, ={&,,,,&;} :
2 3 0
(V, Vv, v,)=(8 & &)1 2 0
0 -11
Todo vector del espacio vectorial se puede escribir respecto de las tres bases:
Xl X2 Xc
(Ul Uz Us) Y1 =(\71 \72 V3) Y, =(él éz éa) Y.
Zl ZZ ZC
Sustituyendo
1 1 1)\(x 2 3 0)(x, X,
(_él g, és) 01 0}y =(§1 €, éa) 1 2 0]y, :(él €, 83) Ye
0 0 -1){z 0 -1 1){z, Z,
Simplificando

0 0 -1){z 0 -1 1){z, z
a) Ecuacion matricial del cambio de base de B: a la base Bo.

c

-1

b) Ecuacion matricial del cambio de base de B: a la base Bs.
x,) (1 1 1Y'(2 3 0)(x,
y,|=|0 1 0 1 2 0)y,|=

z,) 00 -1) (0 -1 1)z
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c) Siun vector tiene coordenadas (1,1,1) respecto de la base B; ¢cuéles son sus coordenadas
respecto de la base B,?
X, 2 -1 2)\(1 3
Y, |=|-1 1 -1||1|=|-1|= (3,-1-2) son las coordenadas respecto de la base Bo.

z,) -1 1 =2){1) (-2
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47.- Sea el subespacio vectorial F de R* generado por los siguientes vectores:

G =(1,1,2,0); 4, =(2,-1,0,1); G, = (5,-1,2,2). Se pide:

a) Una base de F.

b) Ecuaciones paramétricas de F.

c) Una base B' de R* que contenga la base de F obtenida en el apartado a).
d) Las ecuaciones del cambio de base de la candnica B. de R* a la base B’ (del

apartado anterior).

Solucion:
1 2 5
. 1 -1 -1
a) dimF=rango =2.
2 0 2
01 2

b) Ecuaciones paramétricas de F

¢) Una base B’ de R* puede ser

puesto que el rango de la matriz formada con los 4 vectores es 4.

X 1 2 1 0)x'

1 -1 01 '

d) Tenemos que Y- y
z 2 0 0 0y 2z

t 0 1 0 o)t
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48.- En el espacio vectorial real R*, se consideran los siguientes conjuntos de
vectores:

s={u=(231-5),v=(02-13),w=(405-19),F = (-2,1,-311) }
T={p=(250-1).9=(212-7) }

Sean F y G los subespacios engendrados por S y T, respectivamente, es decir:
F=(S)y 6=(T).

a) Hallar los rangos de S y de T.

b) Hallar a y b para que el vector (2, a, 3, -b) e F.

c) Dar unas ecuaciones implicitas de F y de 6.

d) Calcular la dimension y una base de cada uno de los subespacios siguientes: F,
6, F+6 y Fn 6. CEs F+6 suma directa?

e) Hallar una base B de %* que contenga a los vectores {G, v, 5} . Escribir las

ecuaciones de cambio de base de B a la base candnica 'y de la base candnica a B.

Solucion:

2 0 4 =2
a) rango(S) =rango 3 0 1 =

1 -1 5 3

-5 3 -19 11

rango(T) = rango 0 = , ya que p y g son linealmente independientes.
-1 -7

b) Hallar a y b para que (2, a, 3, -b) pertenezca a F:

2 2 0 a=-1

a 3 2 b=11
= o+ =

3 1 -1 a=1

—-b -5 3 B=-2

c) Ecuaciones implicitas de F:

X
o=—
2
X 2 0 B_X_B_x
y|_ 2 2 4
Z B 1 ar -1 B: 2_5_[l_3_xj—§ _ly
t -5 3 2 2 4 4 2
t=—55 3 y_3x =—Ex+§y
2 2 4 4 2

82 U. D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia.




’ @ ;
Finp1®

n Espacio Vectorial
Ecuaciones implicitas de G:

g XLy
8 4
X 5X
y Bz?_%
= o+ = =
z 0 5 1
Z=—X—-=Y
t -1 -7 4 2
t= —£x+§y
4 2
d)
, pues rango(T)=2. Una base de F es .
, pues rango(S)=2. Una base de G es .
2 0 2 2
3 2 5 1
rango =3
1 -1 0 2
-5 3 -1 -7
Be Bg
Luego, . Una base de F+G es:
= dim(F) + dim(G) - dim(F+G)=2+2-3=
Ecuaciones de FNG:
F 4 2
19 3 X=
t=——X+—-Vy
4 2 = ly=2y
G= 4 2 = —lt
t= —£x+§y 3
4 2

Una base de FNG:
F+G pues FNG no se reduce al vector nulo.

e) Base de R* que contenga a{ﬁ, v, 5} ;

2 0 2 1

3 2 5 0 .
=5%0 Base B de R™:

1 -1 0 O

-5 3 10

Ecuaciones de cambio de base de B a la canodnica:
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2 0 2 1)(x) (x
3 2 5 0|y| |V

1 -1 0 o0ollz]| |z
-5 3 -1 0)it) |t

Ecuaciones de cambio de base de la candnica a B:

o -1 7

. 5 5

X 2 0 2 1 Xc 1 22
yl |3 2 5 0ol |v||® 5 5 !
2|1 1 00|z ||, 2 19 |

t) -5 3 -1 0) |t 5 5
1 2 4% g

5 5
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49.- Sea A = {(1, 3, -1, 4), (3, 8, -5, 7), (2, 9, 4, 23)} c R*. Se pide:
a) Estudiar si A es un sistema libre o ligado.

b) Si F es el subespacio vectorial de R* generado por A, hallar a partir de A,
una base Br, unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas de F.
c) Hallar una base Bs de un subespacio S, que sea sup/ementario de F, tal que B
u Bs sea una base escalonada de R*.

d)SeanB ={(1,1,1), (1,2, 1), (1,2, 3)}yB ={-1,0,1) (0,2, 1), (0,0,
1)} c R3. Comprobar que B y B' son bases de R®y hallar las ecuaciones del cambio
de B a B'.

Solucion:
1 3 2
a) rango 30809 =2
®l1 5 4l
4 7 23
[A"es un sistema ligado), el mayor niimero de vectores linealmente independientes es 2.
b)

Una base [Be={(1,3,-1,),(8,8,5,7)} del subespacio vectorial F.

Ecuaciones paramétricas de subespacio F:

Unas ecuaciones cartesianas o implicitas se obtienen eliminando los parametros:

c)  Unabase Bs={(0,0,1,0),(0,0,0,0)] del subespacio vectorial S suplementario del F.

Para conseguir una base escalonada es suficiente con poner un vector de F cuya primera coordenada
sea cero: 3(1,3,-1,4)-(3,8,-5,7)=(0,1,2,5)
base escalonada de R*.

1 000
i 1 00 N

Efectivamente, 21 0 se trata de una matriz triangular.
4 501

d)

111 111

1 2 2/#0=rango|1l 2 2|=3

11 3 11 3
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es base de R®, por ser 3 vectores linealmente independientes de R,
-1 00 -1 00

0 2 0O#0=rango| 0 2 0|=3
1 11 1 11
es base de R®, por ser 3 vectores linealmente independientes de R,

Relacionamos los cambios de base de B y B’ a la base canonica, ya que los vectores de cada base
vienen referidos a la base

X.) (1 1 1)x) (-1 0 0)/x' -1 0 0) (1 1 1)x) (x
canonica| y, |[=|1 2 2|y|={0 2 O|y'|=|0 2 0| |1 2 2| y|=|Y
z,) \1 1 3)\z 1 1 1)\z 1 1 1)1 1 3)\z z'
, -1 -1 -1
X 1
y'|= > 1 1 son las ecuaciones del cambio de base de B a B’
ZI
31 3
2
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50.- Sean los subespacios vectoriales:
E={(a+y.B+7.0+B+2y)/ap,ycR}:
F={(xy.2) eR®/x-y+2z=0}
Se pide:
a) Bases de E, F, E+F y EnF.
b) Ecuaciones implicitas de E N F .

Solucion:
a) Para E:
X 1 0 1)« 1 01 1 01
yl=|0 1 1||B|=10 1 1=0=r|0 1 1|=2 unabase{(1,021),(0,1,1)}
z 1 1 2)\y 11 2 11 2
X 10 X=X\
=0 1 [k SHly=u ecuaciones paramétricas de E.
z 11 H Z=A+p
1 0 X
0 1 yl=—-x-y+z=0 ecuacion implicita, o bien .
11 2z
dim E=2; [Be={(1,0,1),(0,1,1)] base de E.
Para F:

tenemos una ecuacion cartesiana o implicita y dim (F)=2. Despejando x=y-2z
X 1 -2 N X=A-21
yl={1 0 ( ]<:> y=2»A ecuaciones parameétricas de F.
z 0 1 H Z=p

dim F=2; BE={(1,1,0),(-2,0,)] base de F.

b) Ecuaciones implicitas o cartesianas de ENF:
Intersecciéon E N F
Para sacar las ecuaciones implicitas basta unir lasde Ey F

que, como se ve son independientes y forman las ecuaciones de E N F

luego dim (E N F) = dim (R®) — n° ecuaciones = 3-2 =1

X 1
Resolviendo el sistema. |y |=| -3 |aa = base de ENF, es cualquier solucién
z -2

particular del sistema.
dim (E+F) =dim E+ dim F - dimE nF =2+2-1=3

E+F=R3. La base canénica Be={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es una base de E+F.

U. D. de Mateméticas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia. 87



Espacio Vectorial

51.- Sea el vector a =(1,2,3) expresado en la base B={\71,\72,\73} del espacio

vectorial R3. Hallar las coordenadas de @ en la base B' = {i,, i, U,}, sabiendo

que:
G, = 3V, + 2V, — V,
U, = 4v, + V, + V,
U; = 2V, — V, + V,
Solucién:

Directamente del enunciado tenemos las ecuaciones del cambio de base B’ a B:

1 13
x) (3 4 2)(x) (x) (3 4 2YYx) |4 4 4
, , 1 5 7
yi=l2 1 -1li|ly'|=|y'|=]2 1 -1 y=—§§§y
z -1 1 1)\z z -1 1 1 z § _Z _§ z
8 8 8
En particular, para el vector (1,2,3):
1 .13 _5
X' 4 4 4 1 2
, 1 5 7 15
y = —— — — 2 = ——
, 8 8 8 3 4
SR B A N I <
8 8 8 4

Siendo sus coordenadas

(-5/2,-15/4,-13/4) en la base B’.
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52.- Dado el espacio vectorial R3:
a) Hallar una base del subespacio vectorial generado por los vectores:

S= {6 = (2,4, O),E =(1,2,1),¢ = (3,2, 1),3 = (3,4, 1)}y expresar el vector d en
dicha base.

b) Encontrar un vector comin al subespacio E generado por los vectores
g =(1,2,3) y 4, =(3,21) y al subespacio F generado por los vectores
v, =(1,0,1) y v, =(3,4,3).

¢) Indicar si los subespacios vectoriales
H={(x,y.2)/2x+y-2=0:x+y =0}y
G={(a -B+2y.p—a-2y,a—B+2y)/ B,y € R}son iguales.

d) Sean B = {i = (2,1,0),v = (-1,0,1),w = (0,1,-2)} y
B'= {ﬁ' =(0,1,1),v' = (-1,0,0),w' = (2,0, 1)} Hallar la matriz del/ cambio de

base de B a B'.
Solucion:
a) Una base
2 1 3 3 2 1 3
rango|4 2 2 4 |=3;yaquel|d 2 2/=8=0
0111 011
Una base puede ser la canénica [{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} del espacio vectorial R3, puesto que S

genera R®.

Y expresar el vector d en dicha base.
Al escoger la base canonica el vector queda igual

b) Un vector comuan
X 1 3 1 3

yl=|2la+|2p=|0|r+l4|lu=a=p=p
z 3 1 1 3
El vector o cualquier otro proporcional incluido el vector nulo.

c)
2X z=0 X !
+ —_— =
y =|y|=|-1|a.UnabasedeF: {(1,-1,1)}
X+y=0 , 1

X 1 -1 2\« 1
yl=|-1 1 =2|B|=|-1|r.UnabasedeG: {(1,-1,1)}
z 1 -1 2 )\y 1
Si|H = G son subespacios vectoriales iguales, son de igual dimensién y coinciden las bases.
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d) Cambio de base de B a B’

Relacionamos los cambios de base de B y B’ a la base canonica, ya que los vectores de cada base
vienen referidos a la base
1

X, 2 -1 0)\(x 0 -1 2)\(x' 0 -1 2) (2 -1 0)\(x X'
canonica| y. [=|1 0 1 |y|=|/1 0O Ofy'|=|1 0 O] |1 O 1|yl=Yy
z,) \0 1 -2)\z 1 0 1)lz') (1 0 1)\0 1 -2z z'
Matriz del cambio de base de B a B’
0 -1 2Y'(2 -1 0

1 0 0|1 0 1|=
1 0 1)1\0 1 -2
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53.- a) Dados los subespacios vectoriales de R* siguientes:

X =2\ + A,
Yy=A, -4, 2x+y-z=0
= A, A, eR 6=
F z=A, ot s {x+2y—1’=0
t =2 -,

Se pide calcular sendas bases de F, 6, F + 6, F n 6.

b) Dadas las bases de R? siguientes:

B={(1.11), (1,10, (1,0, 0} y B = {(2,1,2), (1,0,3), (-1,4.2)}

Se pide hallar la ecuacion matricial del cambio de /a base B a la base B'.

Solucion:

a)

El subespacio F viene dado por unas ecuaciones paramétricas, luego es inmediato obtener un
sistema generador F=(2,1,0,-1), (1,-1,1,-1)3, se observa ademas que estos dos vectores son
linealmente independientes pues no son proporcionales, en consecuencia constituyen una base de F.

El subespacio G viene dado por dos ecuaciones implicitas, por lo tanto para obtener una base se
X=a X 1 0

. 2x+y-z=0 y=8 y 0 1

resuelve el sistema: = ==l B>
X+2y—-t=0 z=20+p z 2 1
t=a+2p t 1 2

G=<(1,0,2,1), (0,1,1,2)3]

2 1 10
. - 1 -1 01
Un sistema generador de F+G es el constituido por las bases de F y G: rango 0 1 2 117 3
-1 -1 1 2
— —_—

Luego F+G=K(2,1,0,-1), (1,0,2,1), (0,1,1,2)>

El subespacio FNG esta determinado por unas ecuaciones implicitas de F y G. Tenemos unas
ecuaciones implicitas de G y nos falta obtener unas ecuaciones implicitas de F

X=2\ +A\, A =y+z

y=A—2, A, =2 X=2y+3z
F= = =
zZ=A, Xx=2(y+2)+z t=-y-2z
t=—h -2, =—(y+2)-z
I:_{2x+y—z:0 X 1
C|x+2y-t=0 -1
Y = y A, Luego FNG=<(1,-1,1,-1)>
_[x=2y+3z z
C|t=-y-2z t ) (-1
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b) Llamamos (x,y,z) a las coordenadas respecto de B; (x’,y’,z’) a las coordenadas respecto de B’y
(Xc,Ye,Zc) a las coordenadas respecto de B, entonces :

Relacionamos los cambios de base de B y B’ a la base canonica, ya que los vectores de cada base
vienen referidos a la base candnica

x.) (11 1)(x) (2 1 -1)(x) (2 1 -1\7(1 1 1)(x) (x'
y.|=|1 1 0fly|=|1 0 4|y |=|1 0 4||110|yl|=|y
z,) 1 0 0)\z 2 3 2)\7 2 3 2)\1 0 0)\z z'

Matriz del cambio de base de B a B'

13 17 4
2 1 -1\ 1 1) | 2 7
10 4|11 0l=-L 4 2

7 7 7
23 2)l100

2

21

Y la ecuacion matricial del cambio de base de B a B’:
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54.- En R* consideramos los subespacios vectoriales:
A = {(x y.zt) € R* tales que x-y = z-t = 3z-x = O}
B=((3120), (1,10,-1), (313,-2), (11,-11))
C = {(a +B+ 7.0+ 2y,7,B) € R* tales que B,y € R}

Se pide:

b) Dimension y una base del subespacio B C.

c) Dimension y una base del subespacio A+C.
d) Determinar un subespacio A’ tal que A ® A’= R*.

Solucién:
31 3 1
: . . 1 1
a) El sistema generador de B es un sistema ligado, ya que » 0 3 l=O,ysecump|e
0 -1 -2 1
3 1 3 1 3 1 3
1 1 1 1 1 1 1 .
que r =r = 3. Calculamos la ecuacién implicita de B.
2 0 3 -1 2 0 3
0 -1 -2 1 0 -1 -2
31 3 x
1 1 1 vy
=-5x+7y+4z+2t=0
2 0 3 z
0 -1 -2 t
X=a+p+y X 1 1 1
=a+2 1 0 2
A partir de las ecuaciones paramétricas de C: y=awey e a+| _|f+]. |lr=
Z=y z 0 0 1
=p t 0 1 0
1 1 1 x
1 0 2 vy
=X—-y+z-t=0
0 01 z
0 1 0t

Los vectores del subespacio B(1C deben verificar las ecuaciones:
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( 1 5
X=——a+—
2957
—-5x+7y+4z+2t=0 9 3
TlyTazy =3y=——a+—=/ , portanto la y una base de B C es
X—y+z-t=0 2 2
=«
t=p

b) De las ecuaciones cartesianas del subespacio A obtenemos que se trata de un subespacio
vectorial de dimension 1 con una posible base {(3,3,1,1)}.

Un sistema generador de A+C esta formado por la unién de las bases de A y de C. Los cuatro

vectores {(3,3,1,1),(1,1,0,0),(1,0,0, 1), (1, 2, 1,0)} forman un sistema generador y un sistema
ligado, por tanto,

Una posible base de A+C [IEI000)N (000 (210}

¢) Utilizamos 3 vectores de R* que sean linealmente independientes con los de A. Asi pues

ou=10.00.0,0.10.9,0.02.0). [ B SR EEHER)
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55.- Encontrar los escalares que permiten escribir el vector de R*, (8, 4, 2, 0)
como combinacion lineal de los vectores (1, 0, 0, 0), (1, 2, 0, 0), (2, 1, 1, 0).

Solucién:

De la combinacién lineal entre los vectores dados,

+A, + A,

1 1 2

0 2 1

0 0 1

0 0 0
obtenemos el sistema:

A +A,+20,=8

20, + )\, =4

Ay =2

Cuya solucion |Ay =3, A, = 1y A; = 2|son los escalares pedidos.
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56.- Se consideran los vectores a,=(2,1,0,0), a,=(1,1,-1,0), 4,=(3,1,1,0) y
E=<4d, &, @G> y 6={ (X.%,%.,%.)eR"/x,=-x,}  subespacios
vectoriales de R*. Se pide: a) Dimension y bases de E y G. b) Dimensidn y una
base de un suplementario de E que se denominara F. c) Ecuaciones implicitas de
E. d) Dimension y una base de EN G . e) Formar una nueva base de R*, B'
formada por los vectores a,, 4, y los restantes vectores pertenecientes a G. f)
Encontrar las coordenadas de los vectores @, y b = 2, + 2é, + 2é, + 2¢, en la
base B', siendo B = { &, &,, &, €, } /a base candnica.

Solucion:
2 1 3
SO, 1 1 1
a =rango((a,, a,, a. )=rango =
) go((d &, d;)=rango) - "
0 0 O

no pertenecen a subespacio E y la dimension de F es dimR*-dimE= .

C) rango

X X X X
N

N

X
o O L, N

d) Los vectores de E(G verifican el sistema de ecuaciones:

X, =\ Las tres ecuaciones son linealmente
E- {_Xl +X3+2%, =0 X, = independientes, por tanto, DIm(ENG)=4-3=1
Xy = _ . base de ENG es

f) La matriz de cambio de base es Pg. ,; =

0
b, 2 4
n b 2|_|2
b=(2,2,2,2) en la base candnica y bz =Q? 2 _4 |» por tanto, en la base
3
b 2 2

4
B’
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Espacio Vectorial

57.- En el espacio vectorial R? se tienen las siguientes bases:
B ={(1,0,0), 0,1,0), 0,0,1)}, B' = { (1,1,0), (0,-1,0), (1,0,1)} y
B = {U,,0,0,}. Sean (x, y, 2), (X, y, )y (X", y, Z) las
coordenadas de un vector en las bases B, B' y B™ respectivamente.
a.- Escribir la ecuacion matricial del cambio de base de B a B'.
X=X +2
b.- Sabiendo que {y =y -2z , dar /as coordenadas de los vectores
Z=-X +2

d,, U,, U; respecto de B y de B'.

Solucion:

a) La expresion matricial que relaciona las coordenadas de un vector respecto de las dos bases es:

1 0 0)\x 1 0 1)x"
0 1 0fly| =|1 -1 0|y’
0 0 1)lz 0O 0 1)tz

B B’

y la ecuacion del cambio de base de B a B’ es:

b) Disponemos como dato las ecuaciones del cambio de base de B* a B. Su expresion matricial sera:

*

X 1 0 1)\(x
y| =0 1 1|y
Z -1 0 1|7

B

Por tanto, las columnas de la matriz son las coordenadas de los vectores de B en B, es decir:

Si utilizamos la expresion del cambio de base calculada en el apartado anterior, podremos cambiar
de base a cada uno de los vectores de la base B”.
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X=a-
58.- Se considera un subespacio F de ecuaciones {1y = a
z=p

a.- Obtener una base de F.
b.- Si 6 es el subespacio generado por el sistema {(1,1,—1), (1,1,0)} ,

b.1.- Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas
del subespacio 6.

b.2.- Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas

del subespacio FN G.

Solucion:

p

a_
o por lo que la dimensién de F es 2 y una base de
p

X
a.- Las ecuaciones paramétricas de F son< y
z

x 1 -1
F es . Siendo [y 1 0|= x-y+z=0 una ecuacion cartesiana del
z 0 1

subespacio F.

b.- Un sistema generador de G es ((1,1,-1),(1,1,0)), la dimension de G es 2.

b.1.- Unas ecuaciones paramétricas son Yy unas ecuaciones cartesianas

x 1 1
y 1 1=0=
z -1 0

b.2.- Los vectores de FN G deben satisfacer las ecuaciones cartesianas de F y G, por tanto,

) . . X-y+z=0
seran solucion del sistema:

0 :>. son las ecuaciones cartesianas de FNG y unas
X-y =

ecuaciones paramétricas son:

98 U. D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia.




=

]

Espacio Vectorial

59.- En el espacio vectorial R? se tienen las siguientes bases:

B={(.,0,0), (0.1,0), (0,0,1)}, B'={(1,0,1), (1,1,0), (0,-1,0) } y

B" = {0, 0, U;}. Sean (x, vy, 2), (X', ¥, 2) y (X', y, 2) las coordenadas de un

vector en las bases B, B' y B” respectivamente.

a.- Escribir la ecuacion matricial del cambio de base de B a B'.

X=y +2

b.- Sabiendo que {y = x -2z , dar las coordenadas de los vectores u,,4u,, U,
z2=-y +2

respecto de B y de B'.

Solucion:

a) La expresion matricial que relaciona las coordenadas de un vector respecto de las dos bases es:

1 0 0)x 1 1 0)\(x"
0 1 Ofjy| ={0 1 -1}y
0 0 1){z), (1 0 0)(z

B

y la ecuacion del cambio de base de B a B’ es:

X' 0 0 1)(x
y'f ={1 0 -1
z' 5 1 -1 -1){z 5

b) Disponemos como dato de las ecuaciones del cambio de base de B* a B. Su expresion matricial

sera:
X 0 1 1)\x
y| =|1 0 -1y
z 0 -1 1|7

B
Por tanto, las columnas de la matriz son las coordenadas de los vectores de B en B, es decir:

B" ={(0,1,0)5,(1,0,-1)g,(1,-1,1)g}

Si utilizamos la expresion del cambio de base calculada en el apartado anterior, podremos cambiar

de base a cada uno de los vectores de la base B".

B" ={(0,0,-1g,(-1,2,2)g:,(1,0,1)g'}
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Espacio Vectorial

X
60.- Se considera un subespacio F de ecuaciones < y
z

[
= Q R

I

=

a.- Obtener una base de F.
b.- Si 6 es el subespacio generado por el sistema {(1,-1, - 1), (1,2,0)} ,

b.1.- Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas
del subespacio G.

b.2.- Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas

del subespacio FN 6.

Solucién:
X=a

a.- Las ecuaciones paramétricas de F son 1Y =a -B por lo que la dimension de F es 2 y una base

z=p
x 1 0

de F es . Siendo |y 1 -1= x-y-z=0una ecuacion cartesiana del
z 0 1

subespacio F.

b.- Un sistema generador de G es ((1,-1,-1),(1,2,0)), la dimension de G es 2.

b.1.- Unas ecuaciones paramétricas son y unas ecuaciones cartesianas

x 1 1
-1 2|=0=>
z -1 0

b.2.- Los vectores de FN G deben satisfacer las ecuaciones cartesianas de F y G, por tanto,
serén solucion del sistema:

X-y-z=0
=
2Xx-y+3z =0

11UV U. V. Ut ivialciiiatvas uc 1a . 1..0.1. Tl 1 Upuyidliq, \ocuucsia y vallvyiailia.

es la ecuacion paramétrica de FNG y unas ecuaciones cartesianas




£ Espacio Vectorial

61.- En un espacio vectorial V, sea la base canénica B = {€;,&,,&3}. Se

considera el subespacio S: de ecuacion cartesiana en x = y-z.
a) Obtener una base de S: formada por vectores unitarios.
b) Si Sz es el subespacio engendrado por el sistema {é’l + €,-€3, € + é’z} , hallar

unas ecuaciones paramétricas'y cartesianas del subespacio S..
¢) Hallar una base de cada uno de los subespacios vectoriales S, S, y S1+Saz.

Solucion:

a) S1

Ecuacion cartesiana x =y -z. Dimension : dim S; = 3-1=2
X=o-f
Ecuacion. paramétrica y = a

2= P

b) | S,

Sistema generador {&, + &, - &3, & +&,}, como son linealmente independientes, forman base de S..
Base de S={(1, 1, 1), (L 1 0)}

x 1 1
Ec. paramétrica Ec.cartesiana |ly 1 1(= , para todo valor de z.
z -1 0

<) | sins,

. : X-y+z=0 X=y
Ecuacion cartesiana de S;NS;: = .
x-y=0 z=0

Dimensién dim S, N'S,=3-2=1. Base de S;NS,, -

S]+SZ

Sistema generador de Bg . = 1 1,1,0), 1 1,0,-1), (1,1,-1),(1,1,0);, y rango de
$,+5; \/E \/E
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Espacio Vectorial

62.- Dado el espacio vectorial R* consideremos los subespacios:
Vi = <1, 2, 0, 1)>

Va = {(x Y.z, 1) / x-y+z+t=0, y-z=0}
X, =A

Vs = X, =A+p
X3 =Y
Xs = H

a) Hallar una base de cada uno de los subespacios anteriores.

b) ¢Pertenece el vector v = (2, 4, 0, 2) a Vi1 6 V2 6 V3? En caso afirmativo
calcular sus coordenadas respecto de la base correspondiente obtenida en el
apartado a).

Solucion

a) Basede Vi {(1, 2, 0,1)}
Caélculo base de V-

. X—y+z+t=0
Ec. Cartesianas =
y-z=0
X=A
-X+y-z-t=0 -Xx+0-t=0 =
Ec. Paramétricas: y=z = X+ = y=H
y—Z:O y—Z:O =u
t=-1

Base de V2: [{{,0,0,-1),(0,11,0)}

Célculo base de V3
Con las ecuaciones paramétricas, calculamos un sistema generador, dando a > p v los valores
siguientes: A=1 pu=0vy=0;A=0 pu=1 y=0; A=0unu=0 y=1
s=f(1,1,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0)
¢ Es base? Para ello calculamos el rango:
1100

Rango| 0 1 0 1 |=3.Luego los tres vectores son linealmente independientes. Por tanto, el
0010
sistema S es una base del subespacio V3

b) ¢v=(2,4,0,2) perteneceaVi?
V=(2,4,0,2) |pertenece al subespacio V41 ya que es proporcional.
Es decir: v=(2,4,0,2) =2(1,2,0,1).

¢v=(2,4,0,2) pertenece aV2?
Sustituimos las componentes del vector V en las ecuaciones que define el subespacio V2. Si las
coordenadas del vector Vv cumplen dichas ecuaciones, entonces el vector V pertenece a dicho
subespacio.
Primera ecuacion:
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X-y+z+t=0, 2-4+0+2 =0 cumple esta ecuacion.
Segunda ecuacion:

y-z=0,4-0=0 No cumple.

Luego el vector V |no pertenece al subespacio V4

¢V =(2,4,0,2) pertenece aVs?

El vector v pertenece al subespacio V3 si es combinacion lineal de los vectores de la base de

Espacio Vectorial

V3. Para ello, calculamos el determinante, formado por los tres vectores de la base y el vector
V. Si dicho determinante es cero, podemos decir que el vector v es combinacion lineal de los

vectores de la base, luego el vector V perteneceria a Vs:
11

0
0101
0 01
2 4 0 2
Luego el vector [V pertenece a Vg

Bases elegida para Vi1 y V3
B1=9(1,2,0,1)¢
Bs=1(1,1,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0)¢

Calculo de las coordenadas de v respecto las bases elegidas

(2,4,0,2) =2(1,2,0,1).
Luego la coordenada del vector v respecto B: es .
X, =4 2=1

X, =A+ 4=+
2 H = H Resolviendo nos queda que:
X3 =7 0=y
Xg=H 2=u
A=2, un=2, y=0. Luego:

(2,4,0,2) =2(1,1,0,0) +2 (0,1,0,1) +0(0, 0, 1, 0)

Luego las coordenadas del vector V respecto Bs es |2, 2, 0).
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63.- En R* consideramos los subespacios vectoriales
A= {(x,y,z,'r) eR'|x=y-= z},
B={(x,y,z,1')eR‘/x=a+[3+y+u,y=a+[3+2u,z=y+u,'t=|3+y}
a) Calcular una base y dimension de A y de B.

b) Calcular una base y dimensionde ANB y de A+B.

c) Determinar un subespacio F suplementario de A.

Solucion

a) Una base de A es [[EZ10}(0.001]] - Gim(A)=2
Una base de B es _ = - También puede ser la

base candnica de R*=B.

b) ue ANB si satisface las ecuaciones implicitas de A y B, pero B no tiene luego:

X =Yy =z unabase de Ans son [[L410}(0.0,0:1)] y dim(ANB)=dim(A)=2

Un sistema generador de A+B esta formado por la union de los vectores de las bases de Ay B
{(11,0,0),(11,0,1),(1,0,1,1),(1,2,1,0)} U {1.110),(0,0,0.1)} y una base esta formada por los

vectores linealmente independientes,

¢) dim F = dim R* —dim A = 4 — 2= 2. Debemos escoger dos vectores linealemente independientes
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g Espacio Vectorial

64.- En el espacio vectorial real de dimension cuatro. Se dan las bases

B={t, G, U3, Ug} y B'={V,, V,, V;, V,} las cuales estdn relacionadas por

=2\71+\73+2\74
=\71+\72—V3
—2\71+Vz—\73
= —\71 +ZV3 +3\74

£5& s
|

1° Se considera el vector X ¢ R* cuyas coordenadas respecto de la base B' son

X = (1, 2, 0, O). Determinar sus coordenadas respecto de la base B.

2° Se considera el vector Yy € R4 cuyas coordenadas respecto de la base B son

y = (-1, 2, 0, 1). Determinar sus coordenadas respecto de la base B'.

Solucién:

2 1 2 -1

0 1 1 o0
La matriz de cambio de base de B a B’ es:

1 -1 -1 2

2 0 0 3

Yy, por tanto, la matriz de cambio de base de B’ a B es

21 2 -t /o0 -3 3 2

01 1 0| |-1 -6 -85
1 -1 -1 2| |1 7 8 =5/
2 0 0 3 0 2 2 -1

1° De las férmulas de cambio de base se tiene

0 -3 -3 2)\(1
-1 6 8 5|2
1 7 8 -5{|0
4 o 2 2 -1)\0

=

X X X X
w N
I

2° Analogamente

i) (2 1 2 -1 -1
v,'| o1 1 2] 2]
y,)| |1 -1 -1 0|0
y,) (2 0 0 3)| 4
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65.- En R* consideramos los subespacios vectoriales:
F = {(x y,z,'r) e R* tales que x = y = z}
G = {(x,y,z,f) €R* talesque x =a+B+y,y=a+2y,z=y,1t= B}

a) Calcular una base y la dimension de los subespacios F, 6, F( G y de F+6.
b) Determinar un subespacio F’ para que F & F'= R*.

Solucion:

a) Los vectores que pertenecen a F son vectores que tienen las tres primeras coordenadas iguales y
la cuarta sin restriccion, asf pues, U =(a, a,, ) € F . Una base de F es

B - {(1.2.10).(0.0.01)}}yEim (F)=3
X=a+p+y
=q+2
Los vectores de G son tales que 4 4
z=y

t=4

Para calcular F (G primero hallamos la ecuacion implicita de G.
111 x
10 2 vy
=X—-y+z-t=0.
0 01 z
010t

Los vectores de F (G deben satisfacer x =y; x =z; x -y +z -t =0, sistema con soluciéon x =y =

Un sistema generador de F+G esta formado por la union de las bases de F y de G. Los cuatro

vectores (1,4, 1,0, (0,0,0, 1), (1, 1,0,0), (1,0, 0, DY forman un sistema generador y un sistema
libre, por tanto también es base. DiM(F+ &) =4

b) Utilizamos dos vectores de R* que sean linealmente independientes con los de F, asi pues

B~={(0, 1, 0,0),(1, 0,0, 0)}. [EES(01110,0),(1.0,0,0)5

y el rango de la matriz es tres, por

o O - B
= O O =
o N
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66.- Dadas las bases de R3,
B={i=(1,00).v=(0 1 1).w=(10 1)},
B'= {i’= (0, 0, 1),¥= (0, 1, 2),w'=(1, 1, 0)}
a) Hallar la ecuacion matricial de cambio de base de B a B'.
b) Si @ = (1, 1, 1) respecto de la base B, ¢cudles son sus coordenadas

respecto de B'?
c) <Cudles son las coordenadas del vector w respecto de la base B?

Solucién:

La expresion que liga las bases B y B’ es:

1 0 1)\/xX 0 0 1) «x'
0 1 Ofly|=l0 1 1|Yy'
01 1/){z 1 2 0){z'

a) La ecuaciéon matricial de cambio de base de B a B’ es:
1

0 0 1) (1 0 1)x X'
01 1|01 O0)|y|=Y
1 20 0 1 1)z z'
b)
X' 2 -1 3)\(1
y'i=|-1 1 -1{1]|=
z' 1 0 1)1

c) El vector wes el tercer vector de la base B por tanto sus coordenadas respecto de la base B son
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Espacio Vectorial

67.- En R* consideramos los subespacios vectoriales:
A=(20,11) (L111) (1,-3,-1,-1) (3,-7,-2,2))
E = {(x Y. 2, 1') € R* tales que x + y +2z =0, 2x-y-2z=0 }

a) Calcular una base y la dimension de los subespacios A, £, ANE y de A+£.
b)Determinar un subespacio A’ para que A ® A’= R*.

Solucién:
21 1 3
1 -3 -7
01 -3 -7
a) 11 1 2:0 y 1 -1 -2|#0, por tanto, y una base de A es:
o 1 -1 2
11 -1 2

X+y+2z=0
2Xx—y—-22=0

Para calcular AN E primero hallamos la ecuacién implicita de A.

Los vectores de E son de la forma: { }:> x=0ey=-2z.

1 1 3 x
1 -3 -7y
= =—X—-y+2z=0paratodoteR.
1 -1 -2 z
1 -1 2 t

Los vectores de A E deben satisfacer el sistema de ecuacionesx +y-2z=0; x+y +2z=0; 2X —

y - 2z =0, cuya solucion es x =y =z = 0 para todo valor teR.
Por tanto, la dimensién y una base de A(E son:

fim ANE =3y B.ce = {(0.00)}

Un sistema generador de A+E estd formado por la unién de las bases de Ay E. Los cuatro vectores

D) (@850 (857.-2,2), (0,0,0, D)) forman un sistema generador y adems un
sistema libre, por tanto también es base. [Dim (A+E) =4

b) Utilizamos un vector de R* que sea linealmente independiente con los de A. Asi pues

Ba={(0,0, 0, 1)}. RE=(010,0/ D)
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68.- Dadas las bases de R3, B = {ﬁ, v, W} y B'= {Ei',\'i',v'i'} sabiendo que:
i=20"-v'; v=4d'-w', w=v'+2-w'
a) Hallar la ecuacion matricial de cambio de base de B' a B.
b) Si a = (1, 1, 1) respecto de la base B’, {cudles son sus coordenadas
respecto de B?

c) <cCudles son las coordenadas del vector w respecto de la base B y respecto
de la base B?

Solucién:
2 1 0

a) Segun el enunciado la matriz de cambio de basede BaB’es: | -1 0 1|, asi pues, la
0 -1 2

ecuacion matricial de cambio de base de B’ a B es:

X 2 1 0) (x
y|l=(-1 0 1| |y'|=
z 0O -1 2 z'
b)
111
x‘lIr 411
=1 1 —=l1l=
y 2 21
11t
4 2 4

c) El vector w es tercer vector de la base B, por tanto - .

Al ser Ww=v'+2-W', las coordenadas respecto de B’ son [0, 1, 2)|
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69.- En R* consideramos los subespacios vectoriales:
S = {(x y.z,t) € R* fales que -2x + 3y + 2z + t = O}

T=<(3,1,2,0); (1.1,0,-1): (3,1,3,-2): (1,0,—1,1)>

“w_n

a) Calcular el valor de “a” para que T tenga dimension 3.

b) Con el valor de a determinado, hallar la dimension y una base de los subespacios
SNT yde $+T.

c) Determinar un subespacio S’ para que S ® S'= R*.

Solucién:
31 3 1
1 1 1 a
a) =7a-7=0=
2 0 3 -1
0 -1 -2 1
3 1 3 x
o 1 1 1 vy
b) Calculemos la ecuacién implicita de T. 2 0 3 Z=—5x+7y+4z+2t=0
0 -1 -2 t
Los vectores del subespacio ST deben verificar las ecuaciones:
X=a
y=a
2X+3y+2z+t=0; -5Xx+7y+4z+2t=0 = , por tanto la y una
t=—a-24

Un sistema generador de S+T estd formado por la union de las bases de T y de S. Los cuatro

vectores forman un sistema generador y un
sistema libre, por tanto también es base.

¢) Utilizamos un vector de R* que sea linealmente independiente con los de S. Asi pues

Bs={(0,0,0, 1)}. EIESI(010, 005
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70.- Se consideran dos bases de R:
B={i=(111).v=(-1,1,0),w=(1.21)} y
B'= {i'= (1.0,0),v’= (3.7,-2),w’= (0.4.1)}
a) Hallar la ecuacion matricial de cambio de base de B a B'.
b) Si a = (1, -1, 1) respecto de la base B, écudles son sus coordenadas

respecto de B'?
c) cCudles son las coordenadas del vector w respecto de la base B, respecto
de la base B' y respecto de la base candnica?

Solucion:

La expresion que liga las bases B y B’ es:

1 -1 1)(x 1 3 0)\(x'
1 1 2|y|=/0 7 44y
1 0 1)z 0 -2 1)z

8 6 7

X' 5 5 5

. 1 1 2
=y == = -——
, 5 15 15
13 2 ou
5 15 15

c) ¢Cuadles son las coordenadas del vector w respecto de la base B, respecto de la base B’ y
respecto de la base candnica?

Obsérvese que el vector dado es el tercer vector de la base B y se corresponde con la tercera
columna de la matriz del cambio de base de B a B’.
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Conmutativa

Sea V un conjunto donde hemos una operacion interna, que designaremos
por “+” V——V
Conmutativa: A+B=B+A para cualesquiera A,BeV.
Sea V un conjunto donde hemos una operacion interna, que designaremos
“7V—sV
Conmutativa: A.B=B.A para cualesquiera A,BeV.

por



Espacio Vectorial

Sea V un conjunto donde hemos definido una ley u operacion interna, que
designaremos por “+” V—— V. Sea K un cuerpo (conmutativo) y sea, por Gltimo,
una operacion externa que designaremos por “-”KxV ——-V.
Diremos que (V,+, -) tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K, o
simplemente que (V,+, -) es un K-espacio vectorial cuando se verifiquen las
condiciones siguientes:

[A1] Asociativa: (a + B)+ c=a+ (B + E) para cualesquiera 4,b,ce V.

[A2] Existencia de elemento neutro: Existe un elemento que designaremos
0eV que verificaque a+0=0+a =4 para cualquier aeV.

[A3] Existencia de elemento simétrico: Para cualquier a €V existe un unico
elemento de V, que designaremos por -a tal que @+ (-a) = (-4) +a =0.

[A4] Conmutativa: a+b=b+a para cualesquiera a,beV.
Observemos que (V,+) debe ser, por tanto, un grupo conmutativo.

[A5] A(@+b)=2rd+Ab para cualquier » Ky cualesquiera a,beV.

[A6] A\ +wa=rda+pa paracualesquiera 1,ueKy cualquier @aeV.

[A7] M(ud)=(ru)a para cualesquiera A,u Ky cualquier @e V.

[A8] El elemento unidad del cuerpo K, que designaremos por 1, verifica

1-a=a paracualquier deV.
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Subespacio vectorial

Sea (V,+,.) un K-espacio vectorial y F una parte no vacia de V, diremos que F es un
subespacio vectorial de V si y solo si (F,+,.) en un K-espacio vectorial.

Sea F una parte no vacia del K-espacio vectorial V. F es un subespacio vectorial
de V con las operaciones +y - inducidas por V si y solo si se verifica:
VA unek, va,be F:>7»é+u5€ F
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Base
Lado o cara horizontal a partir del cual se mide la altura de una figura plana o de un solido.
Base de un espacio vectorial V es un subconjunto de V que sea sistema generador y libre.

Base candnica

Base candnica, Bc, es la base: B, ={€, =(1,0,..,0),&, =(0,1,0,..,,0),...,&, = (0,0,...,0,1)} del espacio
vectorial V.

Base escalonada
Base de un espacio vectorial cuyos vectores forman una matriz triangular

Base ortonormal o métrica

La base B={U,U,,.,U0,} es ortonormal o métrica cuando sus vectores son unitarios
(|u;| =1 i=1,2,...n) y ortogonales entre si (perpendiculares dos a dos).

Base ortogonal

La base B={U,U,,.,0,} es ortogonal cuando sus vectores son ortogonales entre si

(perpendiculares dos a dos).
Base unitaria

La base B={0,,0,,...U,} es unitaria cuando sus vectores son unitarios, es decir, su médulo es 1
(o =1 i=1.2,...n).
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Ecuaciones implicitas o cartesianas

Ecuaciones cuyas incognitas son coordenadas. Relativo a las ecuaciones de un
subespacio vectorial las ecuaciones cartesianas forman el sistema homogéneo que
define dicho subespacio.



Linealmente independientes

Sean fy, f,,... T filas de una matriz cualquiera A. Las filas fy, f,,...,fx son
linealmente independientes, cuando no sean linealmente dependientes, es
decir, cuando si (0)=A,f, +..+1,f,, siendo (0) la fila formada por ceros, se

deduce obligatoriamente que %, =0, Vi.

Sean &,..,a, vectores de V. Los vectores &,,..,a, eV son linealmente

17
independientes, cuando no sean linealmente dependientes, es decir, cuando si
0=A43,+..+A 3 .se deduce obligatoriamente que A, =0, vi. También se dice

que constituyen un sistema libre.

Los puntos A, B, C y D son linealmente independientes si lo son los
vectores
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Rango de un sistema de vectores

Rango de un sistema de vectores es igual al nUmero maximo de vectores
linealmente independientes que contiene.

Rango de una aplicacion lineal
Rango de la aplicacion lineal f es la dimension del subespacio Imagen de f.
Rango de una matriz

Rango de la matriz A es el orden del menor de mayor orden no nulo de A. Lo
denotaremos por r(A) o bien por rg(A).

En Estadistica
Rango o recorrido de una variable estadistica

Es la diferencia entre el mayor y el menor valor de la variable estadistica.
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Sistema generador

Sea H=1{3,,..,a,} un subconjunto de V. H es un sistema generador de V si
para todo vector v eV existen A,,...,A, eK tal que v=»x1a,+.+1 4.
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Ecuaciones parametricas

Ecuaciones en las que intervienen pardmetros.

Ecuaciones paramétricas de una curva plana son ecuaciones de la forma
x=X(t), y=(t) donde el parametro t recorre los valores del campo de
existencia.

Ecuaciones paramétricas de un subespacio vectorial son las coordenadas de
un vector del subespacio vectorial como combinacion lineal de los vectores
de una base.



Combinacion lineal

Sean 4,,..,d, vectores de V. Llamaremos combinacion lineal de los vectores

n
a,,..,a, eV atodo vector v eV de laforma v=24,+.+1d,,siendo i,,..,.A, eK.

n?
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Base candnica

Base canodnica, B, es la base: B, ={g =(10,...,0),&, =(0,1,0,...,0),...,§, = (0,0,...,0,1)} del
espacio vectorial V.
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Cambio de base en un espacio vectorial

U}, B'={oy,u,,...,0,} dos bases de V
u, =a,u' +a,,u",+---+a,u',
tales que: U, =a,U'+a,u',+-+a, U,
u,=a,U" +a,,u',+--+a,U',
X' X, a;; any any
Si X = X:Z , X'= Xf , P= afz a? aTZ , abreviadamente la ecuacion matricial
X'n X, din Ao ann

anterior se escribe [ X' =PX| donde P es la matriz que define el cambio de la base B a
la base B'. Diremos que P es la matriz de paso de B a B’.

Este sistema de ecuaciones se denomina ecuaciones del cambio de la base B a
la base B'.

X1 dyp  ap any || X1
X2 dyp  ap anz || X2
X n aln a2n ann Xn
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Coordenadas de un vector

Los escalares (r,,...,A,) tales que v=2x,§& +.+AE, son las coordenadas del vector
v respecto de la base B={g,,....€,} del espacio vectorial V.

A
Las coordenadas de un vector libre AB son las

coordenadas del extremo B menos las

coordenadas del origen A, es decir, AB = OB-

OA.
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Dimension

El nimero de elementos de cualquier base de un espacio vectorial se
denomina dimension del espacio vectorial. Escribiremos dim(V).

La dimension de un espacio afin es la dimension del espacio vectorial
asociado.

a'11 a‘lZ aln
. : A, Ay . Ay, i : L, .
Se dice que la matriz A= =(a;)  tiene dimension mxn;
a a a

ml m2 mn

si m =n, diremos que A es una matriz de orden n.
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Subespacios suplementarios

Sean E; y E, dos subespacios vectoriales del espacio vectorial V. Si se cumple
E,®E, =V, diremos que E; y E, son subespacios suplementarios, en cuyo caso se

verifican las dos condiciones siguientes: E, +E, =V y E, nE, ={0}.
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Suma directa

Sean E; y E, dos subespacios vectoriales del espacio vectorial V. Llamaremos
suma directa de E; y E; a la suma cuando E, nE, = {6} y se escribe E, ®E, .
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Vector
e Elemento de un espacio vectorial, se identifica por sus coordenadas respecto

de una base del espacio vectorial.
e Segmento orientado, se caracteriza por su direccion, sentido y médulo.
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Hiperplano

Un subespacio vectorial H del espacio vectorial V es un hiperplano si y solo si
dim(H)=dim(V)-1.
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Parametro

e Simbolo que representa una constante en un problema cuyo valor puede
variar de unos casos a otros.
e Variable que interviene en las ecuaciones de algunos lugares
geomeétricos.
En las conicas con centro el parametro focal es la semicuerda que pasa por el
foco perpendicular al eje focal, cuyo valor es: p = b¥/a

Ple.b*/a)

P(c,b/a) .
/”_m — - F(-c o
&—y

En la parabola es la distancia del foco a la directriz.

A\ 4
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Linealmente dependientes

Sean f,, f,,... T filas de una matriz cualquiera A. Las filas fy, f,,...,fx son
linealmente dependientes, cuando existan los elementos ,,...,A, € K no todos
nulos, tales (0) =a,f, +...+4,f,, siendo (0) la fila formada por ceros.

Sean &,,..,a, vectores de V. Los vectores 3,,..,a, eV son linealmente

1 n

dependientes, cuando existan los elementos A,,...,A, € K no todos nulos, tales
que 0=A& +..+A a . También se dice que constituyen un sistema ligado.

Los puntos A, B, C y D son linealmente dependientes si lo son los
vectores
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Escalar

Cada elemento de un cuerpo K, generalmente el de los nimeros reales. Constituyen las
coordenadas de un vector respecto de una base de un espacio vectorial.

Los escalares (A,,...,A,) tales que Vv=A8+.+A €, son las coordenadas del vector Vv

n

respecto de la base B={€,,...,€,} del espacio vectorial V.
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