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TEMA 1: EL ESPACIO AFIN

EL ESPACIO AFIN
Definicion: Sean E el conjunto de puntos del espacio, V*(R) el espacio vectorial real de los vectores

¢:EXE > V*(R)
libres del espacio, y _, una aplicacion que verifica:
(A,B) > ¢(A,B) = AB

I) “Relacion de Chasles” Si A, B,y CeE
o(A,B)+¢(B,C)+¢9(C,A)=0 o  también B

X§+§6+EK:O

A C

IT) VA e E,VV € V, existe un unico punto B € E tal que ¢(A,B)=v.
Entonces a la terna (E, V3(R), @) se le denomina espacio afin y se escribe A°>.

. 3 . . . .
Los elementos del espacio afin A” son los puntos del espacio ordinario. En ocasiones, se suele
“identificar” el espacio afin A con el conjunto de puntos E, lo que no es correcto, pero si permisible,
para simplificar la notacion.

Definicion: La dimension del espacio afin es la dimension del espacio vectorial asociado V3(R).

Definicion: Diremos que los puntos A, B, C y D son linealmente independientes (o linealmente

- >

dependientes) si lo son los vectores AB,AC,AD.

Propiedades:

1) AB=0= A =B:;
2) A—A:G;

3) E):—ﬁ;

4) AB+BC = AC

Demostracion:

1) De la segunda condicion de la definicion: II) ‘v’AeE,‘v’ﬁeV, existe un unico

punto B € E tal que ¢(A,B)=AB= 0=B=A.
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2) De la relacion de Chasles WA, A) +9(A,A)+@(A,A) =0

o también E‘FE‘FE:() :»E =0.
3) Ahora (A, B)+@(B,A)+®(A,A)=0 o también AB+BA+AA =0 y de aqui AB=—BA.
4) Analogamente, E?;+ EC>+EA> =0,

< AB+BC—AC=0< AB+BC=AC, que

3)

constituye la definicion de suma vectorial.
C

A AB+BC=AC

SUBESPACIO AFINES
Definicion: Sea A® = (E, V3(R), ¢) un espacio afin. Sea F un subconjunto no vacio de E, se dice que

B=(F,V(F),) es un subespacio afin de A® si existe un punto A € F tal que V(F)Z{A—X/X € F} es un

subespacio vectorial del espacio vectorial V>(R).
Al subespacio afin también se le denomina variedad lineales afines o variedades lineales.

Proposicion: El subespacio afin es independiente del punto que se tome.
Demostracion:

Sea el subespacio afin B del espacio afin A®. Si P,Q B entonces {W/X € B} = {Q—X/X € B}.
En efecto:

PX=PQ+QX=-QP+QX e {ﬁ/xe B}

QX =QP+PX=-PQ+PXe {Q—X/Xe B}

Al subespacio vectorial V(F) se le denomina subespacio vectorial asociado al subespacio afin. B.
Definicion: La dimension del subespacio afin es la dimension del subespacio vectorial asociado.

Definicion: Sean A® un espacio afin, A un punto de E y W un subespacio vectorial de V*(R). Entonces
B=(F,W, ¢ ) es un subespacio afin de A®, siendo FZ{X cEB/AX e W}

Al subespacio vectorial W se le llama direccion de F.
Al subespacio afin B=(F,W,¢) que contiene al punto A y de direccion W se le expresa de forma

simplificada: B=A+W
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Clasificacion de los subespacios afines:
SidimB=0 X = A punto.
SidimB=1 X=A+1tv recta.
SidimB=2 X=A+tv+sw plano.

Sidim B=3 X:A+XT+y]+ZR; B=A3 espacio total

SISTEMAS DE REFERENCIA
Definicion: Sea A® un espacio afin y

R = {O,Ul,UZ,U3} una cuaterna de puntos, se

dice que R constituye un sistema de referencia
del espacio afin A® cuando los vectores

OU,,0U,,0U, forman una base de V’(R). O

es el origen del sistema de referencia.

—

L R
Si OU, =4,,0U, =1u,,0U, =1, entonces se

tiene €R={O;Ul,ﬂz,ﬂ3} un sistema de

referencia.

Definicion: Sea R = {O; 01,02,03} un sistema de referencia afin, si A €E al vector libre OA se le

denomina vector de posicion del punto A.

Proposicién: Sean A® ER={O;E|1,UZ,U3} una referencia afin y R® el espacio vectorial real de

dimensién 3. Entonces la aplicacion c:E->R® definida por c(A)=(x,y,z) son las coordenadas del vector

OA respecto de la base B= {Hl ,U,, T, }es biyectiva.

Demostracion:
Para cada punto A se obtiene el vector de posicion que respecto a la base B= {u,,u,,u,} es

P i
E—>V'(R)>R’

S , luego c =10, que es biyectiva por ser
A > OA - (x,Y,2)

OA =xu, + yu, +zi, =(X,y,z), es decir,
composicion de aplicaciones biyectivas.

Definicion: Con la misma notacion, se dice que (x,y,z) son las coordenadas del punto A respecto del
sistema de referencia R si c(A)=(x,y,z).

—
Corolario 1: Las coordenadas vectoriales de OA son las coordenadas afines del punto A.
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Corolario 2: Las coordenadas de un vector

—

libre AB son las coordenadas del extremo B
menos las coordenadas del origen A, es decir,

AB = OB-OA.

CAMBIO DE SISTEMA DE REFERENCIA

Sean R = {O;ﬁl,ﬁz,HS} y R'= {O';VI, v,,V } dos sistemas de referencia del espacio afin A tales que:

u, =

,ta,Vv, +a;;

—

Si X tiene por vectores de posicion OX = (x,y,z) y

O'X=(x",y,z') respecto de R y R

_— —

respectivamente, luego O'X = O0'O+OX. Entonces:

'

X a a“ 321 331 X
LI —
y'|=|bl+]a, ay a,||y|e [X]R' = A'[X]R
'
Z C 313 a23 333 Z

que representan las ecuaciones del cambio de sistema

de referencia de R a R’, que considerando la matriz

A por bloques sera:

Vi
1 1 0 0 01 1
X' a a a a X 1 0 X
11 21 31 . . . - - -
= = , siendo P la matriz del cambio de la base {ul,uz,us} a
y b a, a, ay|y 00 PJ|Y
z' C a; a, ap)\z z

la base {\71,\72,\73}. Para obtener el cambio de sistema de referencia de R’ a R, basta despejar en la

ecuacion anterior:
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Casos particulares:

)] Si la base no cambia, es decir, U, = v,,U, = V,, 0, = V, resulta:
1 1 0 0 0)1
x' a 1 0 0|x )
= una “traslacion”
y' b 01 Oy
z' c 0 0 1)\z
1)) Si los origenes coinciden(O=0"), es decir a=b=c=0 resulta:
1 I 0 0 0})1
X' 0 a, ay a;|x : :
= un “cambio de base” vectorial.
y 0 a, ay ay|y
z' 0 a; a, a;lz

Proposicion: Todo cambio de referencia en el espacio afin es igual al producto de una “traslacion” por
un “cambio de base”.

Demostracion:
En efecto:

1 0 0 O 1 00 0)(1 0 0 O 1 0 0 0)3)(1 0 0O
a a; a ay| (a 1 0 0|0 a, a, a;| |0 a;, a, ayj|ja 1 0 0
b a, a, a, /b0 1 0}]0 a, a, aj 1o a, a, a, (/b 0 1 0
C a; a, asy c 00 1){0 a; a, ay 0 a, a, ay)lc 0 0 1
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LA RECTA EN EL ESPACIO

Una recta queda determinada por dos puntos P
y Q distintos. Si X es un punto cualquiera de la
recta y R={0;u,,u,,u,} un sistema de

referencia del espacio afin, la ecuacion vectorial

—

de la recta es OX =OP +t PQ y sus ecuaciones
paramétricas para P=(p,,p,.P3)>
Q=0q,,9,.93), ¥ X=(X,,X,,X;) respecto de
X, =p, +t(q, —py)
R, son:{x, =p, +t(q, —p,)
Xy =p; +t(q; —p3)

Sea v=(v,,v,,v;) un vector director de la recta, es decir, un vector de la direccion de la recta
X, =p; +tv,
entonces la ecuacion vectorial es X = P +tv y las ecuaciones paramétricas: {X, =p, +tv, .

X, =p; +tv,

. . . X, — X, — Xy —
De donde eliminando el parametro t queda en forma continua: —! Pr X 7Py X5 7Ps

EL PLANO EN EL ESPACIO
Sea el sistema de referencia R ={0;1,,1,,,}

Un plano queda determinado por tres puntos P,
Q y R no alineados, cualquier punto coplanario
con ellos verifica X =P+t PQ+s PR .

De la ecuacion vectorial, para P =(p,,p,,p;),

Q=(q,,9,.95), R =(r,,1,,13) y

X =(x,,X,,X;) se obtienen las ecuaciones
X, =p; +t(q, —p,) +s(r, —p,)

paramétricas: <X, =p, +t(q, —p,) +s(r, —=p,)
X3 =p; +1(q; —p;) +5s(r; —p;)
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Si consideramos un punto P y dos vectores linealmente independientes v =(v,,v,,v;) Yy

W =(w,,w,,w,) el plano queda determinado de forma vectorial por X =P+tv+sWw y por sus
X, =p, +tv, +sw,

ecuaciones paramétricas: {X, =p, +tv, +sw, de donde eliminando los pardmetros t y s queda:
X, =p; +tvy; +sw,

=P Vi W

X,—-p, VvV, W, =0,]laecuacion general, cartesiana o implicita del plano ax, + bx, +cx;+d=0

X3 =P V3 Wj

POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS
Sean los planos:
o=2aXx, +a,X,+a;Xx; =a,con(a;,a,,a;)#(0,0,0);

B=bx, +b,x, +b;x; =b, con(b,,b,,b;) #(0,0,0) considerando:

I'(A) —r al aZ a3 r(A*) —r a’l a’2 a3 a'0
bl b2 b3 bl b2 b3 bO
e Sir(A)=r(A*) =2 el sistema es compatible

indeterminado 'y los dos planos son
secantes, es decir se cortan segin una recta.

NOTA: Toda recta queda identificada
como interseccion de dos planos
secantes mediante sus ecuaciones
cartesianas. Denominamos “haz de
planos” que contienen a una recta a la
combinaciéon lineal de dos planos
cualesquiera que contengan a dicha

recta: A (a,X, +a,X, +a,X; —a, )+

u(blx1 +b,x, +byx;—b,)=0.

e Sir(A)=1;yr(A*) =2 el sistema es incompatible y los dos planos son paralelos.
e Sir(A)=r(A*)=1 el sistema es compatible indeterminado y los dos planos son coincidentes.
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POSICIONES RELATIVAS DE TRES PLANOS
Sean los planos:

o =a,X, +a,X, +a;Xx; =a,con(a,,a,,a;) #(0,0,0);
B=bx, +b,x, +b;x; =b,con(b,,b,,b;) #(0,0,0);

Y =c¢,X, +¢,X, +C3X; =, con(c,,c,,c;) # (0,0,0) con:

a, a, 4a; a, a, a; a,

_ ®) _
r(A)=r1lb, b, b, r(A*)=r1|b, b, b; b,
¢ € G ¢, € C3 ¢

e Sir(A)=r(A*)=3 el sistema es compatible determinado y los tres planos se cortan en un punto.
e Sir(A)=2;yr(A*) =3 el sistema es incompatible y se presentan dos subcasos:
I) Si todas las submatrices de orden 2x3 son de rango dos. Los planos se cortan dos a dos.
1) Si todas las submatrices de orden 2x3 son de rango dos, salvo una que es de rango uno. Dos
planos son paralelos y el tercero les corta.
e Sir(A)=r(A*)=2 el sistema es compatible indeterminado y se presentan dos subcasos:
IIT)  Si todas las submatrices de orden 2x4 son de rango dos. Los tres planos se cortan formando
una recta. En este caso, dos planos constituyen lo que se denomina un “haz de planos™.
IV)  Si todas las submatrices de orden 2x4 son de rango dos, salvo una que es de rango uno. Dos
planos son coincidentes y el tercero les corta.
e Sir(A)=1; r(A*) =2 el sistema es incompatible y se presentan dos subcasos:
V) Si todas las submatrices de orden 2x4 son de rango dos. Los tres planos son paralelos.
VI)  Si todas las submatrices de orden 2x4 son de rango dos, salvo una que es de rango uno. Dos
planos son coincidentes y el tercero paralelo.
o Sir(A)=r(A*)=1 el sistema es compatible indeterminado y los tres planos son coincidentes.

POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS
Sean las rectas r y s determinadas por los planos:

o =a,X, +a,X, +a;x; =a,con(a;,a,,a,)# (0,0,0)
r
B=bx, +b,x, +b;x, =b,con(b,,b,,b;) = (0,0,0)
Y =c¢,X, +¢,X, +C;X; =¢, con(c,,c,,c;) # (0,0,0)
s con:
d=dxx, +d,x, +d;x; =d, con(d,,d,,d;) = (0,0,0)

a, a, az; a,
a, a, a;
b b bl b2 b3 bO
r(Ay=1 = ° r(A*)=rlc, ¢, c; c,
LRI d d, d. d
dl d2 d3 1 2 3 0

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia 9
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e Sir(A*)=4. Las dos rectas se Cruzan, pues no estan en el mismo plano.

o Sir(A*) # 4. Las dos rectas son coplanarias y se presenta los siguientes subcasos:
e Sir(A)=r(A*)=3. Las dos rectas se cortan en un punto.
e Sir(A)=2;r(A*)=23. Las dos rectas son paralelas.
e Sir(A)=r(A*)=2. Las dos rectas son coincidentes.

POSICIONES RELATIVAS DE RECTA'Y PLANO
Sean la recta r determinada por los planos oy 8 y el plano y:

o =a,X; +a,X, +a;X; =a,con(a;,a,,a;) #(0,0,0);
B=bx, +b,x, +b;x; =b,con(b,,b,,b;) = (0,0,0);

Y =¢,X, +¢,X, +C3X; =¢, con(c,,c,,c;) # (0,0,0) con:

a, a, 4a; a, a, a; a,

_ %) _
r(A)=r/b, b, b, r(A*)=r1/b, b, b, b,
c, €, G ¢, € €5 ¢,

e Sir(A)=r(A*)=23. Larecta es incidente con el plano.
e Sir(A)=2;r(A*¥)=3. Larecta es paralela al plano.
o Sir(A)=r(A*)=2. Larecta esta contenida en el plano.

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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TEMA 2: EL ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO

PRODUCTO ESCALAR

Definicion: Sea V(R) el espacio vectorial de los vectores libres del espacio sobre el cuerpo R.

3 ... V® xV'R) >R
Llamamos producto escalar en V°(R) a la aplicacion:

(X,y) > Xx-y= |§<|.|§/|.cosoc

siendo a el angulo

que forman, en un punto cualquiera, un representante de X y otro de y con 0 <o < r. El nimero real

|i|.|§1|.cosa se llama producto escalar dex por y.

Proposicion: El producto escalar de dos
vectores es el producto del mdédulo de un vector
por la proyeccion del otro sobre él. Ademas,

X #0ey =0, el producto escalar deX por y es

un nimero positivo, negativo o cero segun que

el angulo que formen X e y sea agudo, obtuso

o recto respectivamente.

Demostracion:

X.y = ‘XHSI‘ cos o = ‘i‘ proy_ (¥)

Propiedades del producto escalar

1)Six=00y=00Xey son perpendiculares, entonces X - y=0.

Demostracioén:

Xy =|>?|.|§/|.coscx =|)?|.|§/|.cos90°= 0

2)Si x#0ey=0,entonces X -y=0 siysolosi X e ¥ son perpendiculares.

Demostracién:

0=i~§1=|i|.|§1|.coscx:> y=0

cosoo=0=a=90°

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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3) Conmutativa: X- y=y- X, VX,y eV’

Demostracion:
-5 = 3] 5l-cosa =[R|f.cos(x.3) = . {]-cos(3.%) = 3-%

4) Distributiva respecto de la suma: X-(y+2)=X-y+X-Z, VX,y,Ze V’
Demostracion:

Mediante la proyeccion de los vectores y,Z e y+Z sobre el vector X :

X-(§l+2) = |i|.|§/+2|.cos(i,§/+2) = |)?|proy)Z (§/+2) = |§|(pr0yi (?)+proyi (2)) =

—R|proy, (5)+[{lproys (7) =% -3+ %2

5) Pseudoasociativa: A(X-¥) = (AX)-y = X-(A§) = (X-§)A, VX,y € V',VA eR
Demostracion:
A(X-5) =1[x].|§]-cos o0 = L[X|.[§]-cos (X, ¥) =|X|.[§] 1.cos(%,¥) =
|%].|7]|A.cos (2%, ¥) si. >0
=40 si. A=0¢=[X|.[§]-[A].cos(A%,¥) = (1X)-¥
|%|.[|A.(—cos(A%,¥)) si A <0

A<0 A>0
AX

< = >
AX

X

6)Si X #0 , entonces X-X>0; X-X=0siysolosi =0 .
Demostracioén:

%% = [%|.[%|.cos o0 =|R][]-cos (%, %) =|R].[%|-cos 0°= %[ > 0

Antes de pasar a enunciar el resto de las propiedades del producto escalar necesitamos dar la

siguiente definicion: Para cada X e V?, llamamos norma de X: ||§|| =+/X X = +1/|§|2 =|X|, es decir,

. . , , 3
la norma de un vector coincide con su modulo. Mas generalmente, se define norma en V° como
V'(R) - R

- _, que verifiquen las siguientes condiciones:
x|

cualquier aplicacion:

1) |5 > 0;
2) [x|=0<%=0;
3) [k +3l<[x]+[y
4) |- = [AL[%]

9
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V? >R
: L . . 3
En particular, la aplicacién: |ﬂ , que asocia a cada vector su modulo, es una norma sobre V.
X — X

7) Desigualdad de Cauchy-Schwartz: |z-y| < |&[.|[y| V%5 €V’.
Demostracion:
[%- 1= %151 cos o =[] |3]-[cos o < ] |5

<1
8) Desigualdad de Minkowski: [k +y|<[x[+[|y| VX,y eV’
Demostracion:

Aplicando la desigualdad anterior X -y < |>? . §/| < ||>Z||||§I||

y de aqui: |§ + §/| < |)?| + |§/| VX, y eV’

Expresion analitica del producto escalar

3

05T 3 < %= % 5 o
Sea B—{ul,uz,u3} una base de V°. Sean X, tales que X=x,u, +X,U, +Xx;u; €

y=y,4, +y,U, +y,U,. Entonces: X-y=(x, x, x; i, 4,-4, U,-U,]y,

yeV
u-u, u-u, U -ug )y,
)uz-
Us-u; Uz U, U3 U3/\Y;

Definicion: Un espacio vectorial V° en el que se ha definido el producto escalar se dice que es un
espacio vectorial euclideo.

ORTOGONALIDAD
Definicion: Se dice que los vectores X e y son ortogonales si su producto escalar es cero.

Teorema de Pitagoras

Dos vectores de un espacio vectorial euclideo son ortogonales si, y solo si el cuadrado de la norma de
. . - —12 —2 |2 - -

su suma es igual a la suma de los cuadrados de sus normas; es decir: |x + y| = |X| + |y| < XLy.

Demostracion:

VX7 eV R+ = (R+7)-(R+9) =X X +X-y+5-x+7- =7 +[§)] X Ly

>

Proposicion: Tres vectores ortogonales dos a dos y distintos del vector nulo forman una base del
espacio vectorial V°.
U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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Demostracion:
Supongamos que los tres vectores X, y, Z son ortogonales dos a dos no nulos y ademas linealmente

dependientes, entonces A, X +A,y+A,z=0, I\, #0. Si multiplicamos escalarmente los dos miembros
por X, obtenemos A (X-X)+A,(X-¥)+A,(X-Z2)=%-0=0 y como (X-y)=0, (X-Z)=0, resulta
A (X-X)=0 y como X #0= 2, =0. Anilogamente se obtiene A, =0, A, =0 y los tres vectores son

linealmente independientes y constituyen una base de V°.

Definicion: Decimos que la base B = {ﬁl,ﬁz,ﬁ3} es ortonormal o métrica cuando sus vectores son

unitarios (||ﬁi|| =1, 1=1,2,3) y ortogonales entre si (perpendiculares dos a dos).

1 0 0
o . Y i =14, -5, =1
X'yz(xl X, X3) 01 0|y, =(X1 X, X3) Y, |,y que: =0 sii%]
0 0 1 y3 y3 i j

Con la misma notacion anterior, si la base B es ortonormal la expresion analitica del producto escalar
de X por y es: X-y=X,y, +X,¥, +X3¥;.

Por tanto, el modulo de un vector es [%| = /X + X +x; cuando la base es ortonormal.

Definicion: Sea V un espacio vectorial euclideo y F y G dos subconjuntos de V, se dice que F y G son
ortogonales (escribimos F_LG) si y solo si todo vector de F es ortogonal a cualquier vector de G.

Teorema: F y G son ortogonales si y solo si los subespacios vectoriales que generan lo son. En

particular en V3 se verifica:

1) Dos rectas vectoriales son ortogonales si y solo si lo son sus vectores directores.

2) Una recta vectorial es ortogonal a un plano vectorial si y solo si el vector director de la recta es
ortogonal a una base del plano.

Demostracion:

Sean Fz{ﬁl,...,ﬁp} y G ={V1,...,\7q} dos subconjuntos de vectores de un espacio vectorial V. Se

cumple que F L G << F>1< G >. Veamos la demostracion:

Por ser < F >, <G > subespacios ortogonales todos su vectores son ortogonales entre si. F 1. G .

Reciprocamente, todo vector del subespacio <F > es de la forma A, +...+ A U, y wv, +...+ 1.V, €s

un vector del subespacio < F>, <G >. Efectuando el producto:
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(M, A+t 2T (Y, A+t B V)= AT, + o+ AT 0 Y, =Ry (§,9,)+.+24p (6,9,)=0, y por

tanto F L G o< F>1<G >

Proposicion: La interseccion de dos subespacios ortogonales es {6} .

Demostracion:

ueF
SiieFNG con FLG&<F>1<G >, resulta que ﬁeFmG@{ﬁ G:>ﬁ~ﬁ=|ﬁ
u

Consecuencia: En V3 dos planos nunca son subespacios ortogonales.

Definicion: Dado un subconjunto F de V, llamaremos ortogonal de F y se escribe F*, al subconjunto

de V formado por todos los vectores ortogonales a F. F" es siempre un subespacio vectorial de V
aunque F no lo sea.
Demostracion:

F'= {\7 eV/v-u=0,VieF } es un subespacio vectorial de V, ya que cumple la caracterizacion de

los subespacios vectoriales, es decir, VA,peR VV,w e F* = Av+pw e F".
eF eF* eF eF*
Puesto que: U-(AV+uw)=A| 0V |[+p| G- W [=2.0+p0=0

Teorema: Si F es un subespacio vectorial de V, se verifica:
1) (F*)* =F (Si F no es un subespacio vectorial de (F*)" o F)
2) F&F =V

3) dimF* = dimV - dimF
Demostracion:

Como F* ={veV/v-u=0,VieF } resulta (Fl)l ={ﬁeV/ v-i=0,vveF" } y cualquier vector de

Floesde F'.
Veamos que F+F' =V :
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Sea una base ortonormal {61,...,6r} del subespacio vectorial F, se puede prolongar hasta conseguir una
base ortonormal {g,,...,€,€.,,...,¢, } del espacio vectorial V; siendo {g,,...,€,} un sistema libre por

ser vectores de una base y ademas sistema generador del subespacio vectorial F~.En efecto.

vveF" 3x,,...x, eR/V=x78 +..+X8& +X,06, +..+X,¢€ conv-i=0 Vie F, en particular con

r+l

¢, € F, se cumple que:

0=v-8 =(X8 +..+ X8 + X, €, +..#X,&, ) & =XE& +...+ X, &€ +X,, €& +..+X &8 =X,.

Andlogamente  multiplicando  escalarmente = por  ¢,,..,e,  resulta x,=..=x,=0=

V=x.,8&, +..+X,8 queprueba que {€_,,...¢,} es un sistema generador de F* y por lo tanto base,
siendo la dim F*=n-r=dimV-dimF y ademéds como FNF" = {()} la suma F+F" =V es suma directa y

se tiene que FOF" = V.

Consecuencias:

1) El ortogonal de toda recta (subespacio vectorial de dimension 1) es un hiperplano (subespacio de

dimension n-1). Por tanto, en V3, el ortogonal de una recta es un plano y viceversa.
2) Todo vector u eV se puede descomponer de manera Unica en la forma, u=1u,+u, donde

- - 1
u, eF,u, efF .

ANGULO DE DOS VECTORES

Xy

%1

Por definicion X -y = |)?|.|§/|.cos(i, y), de aqui se obtiene: cos(X,y) =

Si los vectores estan referidos a una base ortonormal, entonces:
Xy, +X,¥, X35

2 2 2 [ 2 2 2
\/Xl +X2+X3\/Y1 Yy, +Y;

cos(X,y) =

COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR
Definicion: Si X = x,1, +x,1, + x,1;, siendo B={i,,1,,l;} una base de V?, se llaman cosenos
directores de X a los cosenos de los angulos que forma X con los vectores de la base.
Si la base es ortonormal, los cosenos directores son:
X X, X,

1

cos(X,u,) = — ; cos(X,u,) = — ; cos(X,U;) = -

2 2
X1+X2+X3 X1+X2+X3 X1+X2+X3

y se verifica entonces que : cos” (X,1,) + cos’ (X, 1, ) + cos” (X,1,) = 1.
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PRODUCTO VECTORIAL
N : . VIV SV
Definicion: Se llama producto vectorial en V* a una aplicacion: qx - _)ﬁ _ tal que:
(X,y) > XAy
1)|)? A S/| = |i|.|§/|.senoc .

2) La direccion del vector XAy es

perpendicular al plano definido por X e y.

3) El sentido del vector X Ay viene determinado por la “ley del sacacorchos™: es el sentido de
avance de un sacacorchos que gire intentando llevar el vector X a la posicion de vector y segun el

angulo menor de 180°.

Expresion analitica del producto vectorial

Sea B= {ﬁl,ﬁz,ﬁ3} una base ortonormal de V°. Sean X,y €V tales que X = x,1i, + X,1i, +X,1, e
y =Yy,u, +y,u, +y,;u;. Entonces:

u, u, u,

X, X3

U; =X, X; X3

Yi Y2 Y3

Demostracion:
Buscamos un vector X A ¥ =W perpendicular a los vectores X e y, que respecto a la base ortonormal

serd: W =w,u, + w,U, + w,l, cuyas coordenadas deben verificar el siguiente sistema:
XLWwWeSX-W=XW,+X,W, +X,W, =0
YLW YW=y W, +y,W, +y;w; =0

y . .y - ~|2 -2 |=|2
Y cuyo modulo satisface la ecuacion |x A y| = |x| |y| .
X, X

Y, Y3

resolviendo el sistema se obtiene: X Ay =

Propiedades del producto vectorial
1)Si x=00y=00%ey son paralelos (linealmente dependientes), entonces X A y=0.
Demostracion:

Si son paralelos forman un angulo de 0°:

X A Y| =[%]|§]-sen o = |%].[7].5en0°=0= X A =0
2) Si X e y son perpendiculares, entonces |>?/\ §1| = |?(||§/|
Demostracion:

Si son perpendiculares forman un dngulo de 90°:

XA §/| = |i|.|§l|.senot = |i|.|§/|.sen90°= |§||§/|
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3) XAy ==YV A i,V?{,er3 A
XAY
Demostracion: y
Aunque sus moédulos son iguales, sus sentidos
son opuestos.
X
yAX
v

4) Distributiva respecto de la suma:

XAF+Z)=XAV+XAZ, (J+Z)AX=JAX+ZAX, VX,y,ZeV’

Demostracion:

Es consecuencia de las propiedades de los determinantes, puesto que si escribimos las coordenadas

respecto de una base ortonormal o métrica, se verifica:
u, u, U, U Uy Uzl U U, U
XA(¥+2)=| x, X, X, =X, X, X3+[X, X, X;|=XAY+XAZ

Ywtz, y,tz, Yy;+Z;| |V, Y. Vil |4 Z, Z4

5) Pseudoasociativa: M(XAY) = (AX) Ay =XA(AY) = (XAY)A, VX, 7 eV?, VA eR
Demostracion:

i, u, u, |u, U, U,
MEAY)=AX, X, X|=|Ax; Ax, Ax;|=(AX)AY

Yoo Y2 Y3 [ Y2 s

6) No es asociativo.
Demostracion:

Veamos un contraejemplo para demostrar que X A(YAZ)#(XAY)AZ

Si X=y#Z tenemos que el vector )Z/\(Sl/\i) es distinto al vector cero y perpendicular al X y en

cambio (XAY)AZ=0AZ=0

RS =R -9

Demostracién:

[R AT = (%" [3]" -sen® o =[=[" [3]".(1-cos> &) =& [3[ ~([%[" |3 cos” &) =[&" J3[ ~ (%)
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Interpretacién geométrica del producto vectorial
Se verifica lo siguiente: el modulo del producto
vectorial de los vectores X e y es igual al area

_IIIIIII;I/:I;IIIII:‘
H *
b

*
»e

del paralelogramo construido con un

representante de X y uno de y por un punto.

|§ A §I| = |i|.|§1|.senoc = |§|h = area

PRODUCTO MIXTO
Definicion: Se llama producto mixto en V* a una aplicacion:

VixVxV? 5> R

(iayai) - [iayai] = i(y/\i)

Expresion analitica del producto mixto
Sea B = {ﬁl,ﬁz,ﬁ3} una base ortonormal de V°. Sean X,y,Z € V* tales que X = X,T, + X, 1, + X,1,;
y=y,u, +y,u, +y;u; y Z=z,u, +z,uU, +2z,u,. Entonces:
U U, U, X X, X,
[f(,?,?] = i'(?/\f):(xlﬁl +X,U, +X3ﬁ3) Yo Y. Y=V Y2 Y3
z, z, z,| |z, z, z,
Propiedades del producto mixto
1) [i,?,i] =% (FAZ)=(XAY)-Z VX,y,Z2eV’
Demostracion:
Es consecuencia de las propiedades de los determinantes, puesto que si escribimos las coordenadas

respecto de una base ortonormal o métrica, se verifica:
X Xy X
[X.9.2]=X-(3 A2 =(RAY)-Z=y, ¥, ¥;
Z, Z, Z

2) [%,9,2] = [3,2.%] = [2.%,5] = [9,%,2] = -[%.%.§] = {2.5,%] V&.7,.z2eV’

Demostracion:
Intercambiando las filas:
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X X, X3 Yi Y, Y5 Z, Z, Z, Yo Y. Y3 X Xy, X3 Zy Z, Z,
Yi Yy Y3 T|4 Z, Zi| =X Xy, X=X Xy, X3 =7Z Z, Zz ==Y Y, Ys
Zy Zy, Zy X Xy X3 Yyi Y. ¥ Z, Z, Z4 Yo Y. Vs X X, X

3) [i+i‘,§l,2]:[§,§,2]+[i',§l,2] vXx,X',y,Z eV?
Demostracion:
X, +x'| x,+x', x;+xY| X, X, X [x} x', x';
[x+X.5.Z]=| v, Y, Y, [=vi v, yslHy oy, v | =[R2 +[XLT.EZ]
Z, Z, Z, Z, Z, Zj Z, 7, Z

4) M[X,¥,2] = [A%,3,2] =[X,03,2] = [X,¥,AZ] VX,¥,Z2eV’, VL eR
Demostracion:
El escalar A multiplica a una fila o una columna exclusivamente.
X, X, X5 [AX, AX, AX,
ME3Z =My, v, wil=|y. v. v |=[A%5.7].
z, 7, Z

1 2 3 Zl ZZ Z3

5) [i,?,i] =0 < X,y,z son linealmente dependientes <> X,y,Z son coplanarios
Demostracion:

X X X
[i,?,i] =ly, Yy, Y;/=0 < X,y,Zson linealmente dependientes <> X,y,Z son coplanarios

Z, 2, Z,
6) Dos rectas X =P +tv y X =Q +tw son coplanarias <> [56,\7,\7@ =0.

Demostracion:
Por la propiedad anterior los tres vectores son coplanarios, en caso contrario las rectas se cruzan.
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Interpretacion geométrica del producto mixto
Se verifica lo siguiente: el valor absoluto del
producto mixto de tres vectores es igual al
volumen del paralelepipedo construido sobre
dichos vectores.

Demostracion:

[i,?,i]:i-(y/ﬁ):

=|X|.[y AZ|.cos(%,5 AZ)=|X].|]y A Z|.cosa =

= |§|.S.cosa = |i| .S.sen(90" —OL) =SH =V =volumen del paralelepipedg.

DOBLE PRODUCTO VECTORIAL
Definicion: Se llama doble producto vectorial en V* a una aplicacion:

ViIxV3ixV? >R
(X,¥,2) > XA (YA Z)

Expresion analitica del doble producto
Sea B = {ﬁl,ﬁz,ﬁ3} una base ortonormal de V°. Sean X,y,Z € V* tales que X = X1, + X, 1, + X,i,;

y=y,u, +y,u, +y,u; y Z=z,u, +z,u, +2z,u,. Entonces:

XA(YAZ) =| X, X, X,
Ys Vi 1 Y2
Zy 4| |4 %

Propiedad de expulsion XA (yAZ) = (X-2)-y—(X-y)-Z VX,y,Ze V’
Demostracién:

Utilizaremos la notacion vectorial X =(x,,X,,X;), ¥ =(¥,,¥2.¥3)» Z2=(2,,2,,2;)
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ul u2 u 3
Veamos el primer miembro de la igualdad XA (YAZ) =| X, X, X, |=

Yo Y3 Y5 Wi i Y2

V4 V4 V4 V4 V4 V4

2 3 3 1 1 2

= (X2Y1Z2 =X, ¥2Z —X3Y5Z) + X3Y125, X, Y,Z) — X Y12, —X3Y3Z, +X3Y,25,X,Y32, —X,¥,25 T X, Y57, — X3Y1Z3)

El segundo miembro:

(x-2)-y-(X-y)-Z2= (x]z1 +X,2, +x3z3)(yl,y2,y3)—(xly, +X,y, + x3y3)(zl,zz,z3) =
=(X,2,Y, + X,2,¥, + X32, ¥, = X,¥,Z, —X,¥,Z, —X3Y,32Z),
» X021Y, T X,2,¥, X323 Y, =X\ Y1Z, — X, Y22, —X3Y3Z,,
VX Z Yy X2, Y, F X2, Y, — XY, 2, — X, Y,Z — X Y57),

y ambas expresiones coinciden.
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TEMA 3: EL ESPACIO EUCLIDEO

Definicion: Se llama espacio afin euclideo o espacio euclideo al espacio afin cuando el espacio
vectorial real asociado V* es un espacio vectorial euclideo. Lo representamos por E°.

COORDENADAS CARTESIANAS RECTANGULARES
Definicion: Un sistema de referencia R ={0;1,,d,,0,} se llama métrico u ortonormal si la base

B={u,,u,,0,} es ortonormal.

Si R={O;ﬁ1,ﬁ2,ﬁ3} es un sistema de referencia ortonomal y A, B, y C son puntos tales que

OA =1,,0B=1,,0C =1u,, las rectas OA=i, OB=j, y OC=k se llaman ejes de coordenadas
cartesianas rectangulares.

Definicion: Se llaman coordenadas cartesianas rectangulares de un punto a sus coordenadas
cartesianas cuando el sistema de referencia es métrico u ortonormal.

DISTANCIA. ESPACIO METRICO
Definicion: Sea A un conjunto cualquiera, no vacio. Llamamos distancia en A a una aplicacion

d:AxA - R U{0}
(x,y) = d(x,y)
Dd(x,y) =0 x=y,VXx,ye A
2)d(x,y) =d(y,x),Vx,ye A
3)d(x,y) <d(x,z)+d(z,y),Vx,y,z€ A

que verifique las condiciones siguientes:

Definicion: Llamamos espacio métrico a un conjunto A en el que se ha definido una distancia.

DISTANCIA EN EL ESPACIO EUCLIDEO
d:E*xE’ > R" U{0}
Proposicion: La aplicacion

—

<~ es una distancia en el espacio euclideo E’.

(X,Y) > d(X,Y) =

Demostracion:
En efecto, se cumplen las tres condiciones:

1)d(X,Y) =‘X—Y‘ —0= X=Y,VX,Y €E®
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2) d(X,Y) = ‘ﬁ‘ = ‘?X‘ =d(Y,X),VX,Y € E’

3) d(X,Z) = ‘X—Z‘ < \ﬁ\ + ‘ﬁ‘ = d(X,Y) +d(Y,Z),VX,Y,Z € E*

Podemos, entonces, dar la siguiente definicion.

Definicion: Dados dos puntos X e Y del espacio euclideo, llamamos distancia entre dichos puntos al

E—
numero real: d(X,Y)=|XY|;y ya el espacio euclideo es un espacio métrico.

Calculo de d(X,Y): Si X =(Xx,,X,,X;) ¢ Y =(y,,¥,,¥;)respecto a cierta base ortonormal, entonces

d(X:Y):\/(Y1 _X1)2 +(Y2 _Xz)z +(Y3 _X3)2 :

Nota: A partir de aqui, y hasta el final del tema, mientras no se diga lo contrario, trabajaremos en el
espacio euclideo con la distancia anterior y supondremos que el sistema de referencia utilizado es
ortonormal.

VECTOR PERPENDICULAR A UN PLANO

Proposicion: Dado el planor = ax, + bx, +cx, +d =0, el vector i =(a,b,c) es perpendicular a dicho
plano. Se le llama vector caracteristico de =.

Demostracion:

Si n=X=P+tv+sw, de las ecuaciones paramétricas, eliminando los parametros
=P Vi W

X,—p, V, W, =0, laecuacion general, cartesiana o implicita del plano ax, +bx, +¢cx, +d =0,
X3=P; V; Wi

i ]k
siendo i=VvAw=|v, Vv, v,[=(a,b,c).Portantofiesun vector perpendiculara .

W, W, W,
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VECTOR PARALELO A UNA RECTA
Definicion: Dada larecta r= X =P +tv, a v lo llamamos vector director der (v es paralelo ar).

ax, +bx, +cx;+d=0

Nota: Si rz{ , Y

a'x, +b'x, +c¢'x;+d'=0
llamamos #=(a,b,c) y 1d'=(a",b',c"),

podemos obtener un vector director haciendo
v=hAf.

ANGULOS

Angulo entre dos planos.
Definicion: Se llama angulo entre dos planos al menor de los angulos diedros que dichos planos
forman al cortarse.

n=ax, +bx, +cx; +d=0 .

Proposicion Sean los planos . Se verifica, entonces, que:
n'=a'x, +b'x, +c'x; +d'=0

\aa'+bb'+cc'

Ja? + b2 +¢?/a +b +c”

cos(m, ') =

Angulo entre dos rectas.

Definicion: Se llama angulo entre dos rectas al menor de los angulos que forman sus paralelas por un
punto cualquiera. Es el angulo entre sus vectores directores.

X, — X, — X,y — X, —-p, X,—p X, —p'
Proposicion Sean las rectas r = ~! Pr_ % 7P X 7Ps y r'=s"! Pr_X7P _%7Ps g

v, v, 2 v v vy
verifica, entonces, que:

‘V1V1'+V2V2 '+V3V3"

cos(r,1') =

2 2 2 12 12 12
\/V1 +V2 ‘I‘V3 \/V1 +V2 +V3
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Angulo entre recta y plano.
Definicion: Se llama angulo entre una recta y un plano al angulo entre dicha recta y su proyeccion
ortogonal sobre el plano.

P _ % 7Py % 7Ry y el plano m=ax, +bx, +cx;+d=0. Se
Vi Va Vs

..y X
Proposicion Sean la recta r =~

verifica, entonces, que:
‘Vla +v,b+ V3C‘

2 2 2
\/V1 +Vv, +v, JaZ +b% +¢

sen(r, ) =

PERPENDICULARIDAD Y PARALELISMO ENTRE PLANOS, ENTRE RECTAS Y ENTRE
PLANOS Y RECTAS.

Perpendicularidad y paralelismo entre dos planos.
Definicion: Dos planos 7 y 7', con vectores perpendiculares n y fi', respectivamente, son paralelos
cuando n y fi', lo son. Andlogamente, © y @', son perpendiculares cuando lo son 1 y fi'.

- n=ax, +bx, +cx; +d=0 .
Proposicion Sean los planos . Se verifica, entonces, que:
n'=a'x, +b'x, +c'x; +d'=0
Drimed=b_C
al b ¢
2) nln'< aa'+bb'+cc'=0

Perpendicularidad y paralelismo entre dos rectas.
Definicion: Sean r y r’ dos rectas con vectores directores v y V', respectivamente. Decimos que r y r’
son paralelas cuando lo son v y v'. Andlogamente r y r’ son perpendiculares cuando lo son v y v'.

- X, — X5 — X, -p, X,—-p, x;-p
Py _ X, 7Py _ X5 p3yr's 1'p1: 2'p2: 3 p3.S€

. X,
Proposicion Sean las rectas r=
vy v, V3 Vi Vi &

verifica, entonces, que:

\% \% \%
Dr/r'et="2="
ViV VY,

' ] [ "
) rlr'e viv,'+v,v,'+v, vy '=0
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Perpendicularidad y paralelismo entre una recta y un plano.

Definicion: Sea una recta r con vector director ¥V y un plano 7w, con vector perpendicular n. Decimos
que ry m son paralelos cuando v y fi son perpendiculares. Andlogamente, r y m son perpendiculares
cuando V y fi son paralelos.

X, 7P _ X, 7Py _X37Ps

\4 AL V3

Proposicion Sean la recta r =

y el plano m=ax, +bx, +cx;+d=0 Se

verifica, entonces, que:
Dr/neva+v,b+v,e=0
Vo, Vs

Drlne n="2_%
a b c

DISTANCIAS

Distancia de un punto a un plano
Proposicion: sea el plano m =ax, +bx, +¢cx, +d=0 y el punto P =(p,,p,,p,). La distancia de P a

|ap1 +bp, +cp; + d| .

Val+bi+¢?

n viene dada por: d(P, )=

Demostracion:
Se define: d(P,n) = Inf {d(P,X)/X € n} .

Sea P'e m la interseccion de la perpendicular a

=]

7 trazada desde P. AN
Entonces d(P,n)=d(P,P')=d y de Ia N
definicion de producto escalar: o K.
XP-fi = ‘ilg‘.|ﬁ|cosa =|d|d = \ *
p:
b
X P
_P..ﬁ| _ ‘(p1 —X;,Py —X,,D; —x3)-(a,b,c)‘ _ |apl +bp, +cp, —ax, —bx, —cx3| _ |apl +bp, +cp, +d|
| |

d:{X

| Jal+br+¢c? Jal+br+¢? Jar+br+¢c?

“Ja? +b? +¢?

En particular, si el punto es el origen 0(0,0,0): d(O,n) =
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El espacio afin euclideo.

Distancia de un punto a una recta

. X—X —~ 72—z _
Proposicion: Sea la recta r = 0 Y7 Yo _ ¢ (un punto cualquiera A(X,,y,,z,) y €l vector
Vi Vi Vs

director v =(v,,v,,V,) de larecta) y el punto P =(p,,p,,p;). La distancia de P a r viene dada por:
2 2
P>~Yo P3—% +p3—ZO P> = Yo

_ \/ Va Vs Vs Va

v Vi viay?

2
 — _X J—
APAT +‘p1 o P2=Yo

Vi v,

d(P,r) =

Nota: En vez de aplicar la formula anterior, si se traza por P un plano © perpendicular a r, la distancia
buscada es d=d(P,Q), siendo Q el punto en el que el plano © cortaar.

Demostracion: -
Se define: d(P,r) = Inf{d(P,X)/X € r} . o

Sea A er, el area del paralelogramo formado P
por los vectores AP yV es:

$=[AF A¥|=[ijn =

$

)

iw
P
' %h
Y
.

.
-~

‘H’/\V‘
d(P,r)=d(P,H)=h= M

Distancia entre dos planos paralelos.
Sean m y m' dos planos paralelos. Sea r una recta perpendicular a ambos. Sean P=rnn y
Q=rnn'. Entonces, la distancia entre © y 7' viene dada por d=d(P,Q).

Distancia entre dos rectas.
e Si las rectas son paralelas, r//r’, se construye un plano 7 perpendicular a ambas. Sean P=rnm y
Q =r'n7. Entonces d(r,r’)=d(P,Q).

e Si las rectas se cruzan:

Dos procedimientos a seguir:

{PQ,V,V'

1. d(r,r") = , siendo Vv y V'los vectores directores de r y r’, respectivamente, P y Q sendos

|V/\V|

puntos deryr’.
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El espacio vectorial euclideo.

Demostracion:
Se define: d(r,r') = Inf{d(X,Y)/X er,Ye r'} )

Sean Per,Qer', el volumen del paralelepipedo

formado por los vectores PQ, v yV' es:

V=SH:wvAvym=[§QVﬁjk:

e

|VAV'|

H=d(r,r") =

2. Sea s la recta perpendicular cominaryar’. Sean P=rnsy Q =r'ns. Entonces d(r,r’)=d(P,Q).

Célculo de la recta s perpendicular cominaryar’:
s=nnNn'; siendo © =plano que contiene a la recta r y su vector caracteristico es perpendicular a los
vectores v, VA V' y w'=plano que contiene a la recta r’ y su vector caracteristico es perpendicular a

los vectores V' y VA V'.

ECUACION NORMAL DEL PLANO.
Definicion: Se dice que la ecuacion de un plano es normal cuando el vector perpendicular al plano es
unitario. La ecuacion normal del plano n = ax, +bx, +cx; +d =0 es la siguiente:

a N b N c N d
X y z
va? +b? +¢c? Ja? +b% +¢? Va2 +b% +¢? Va2 +b2 +¢2

es decir, cosa x+cosP y+cosyz+d(O,m) =0, siendo cosa,cosP ycosy los cosenos directores del

T = =09

vector perpendicular al plano 7.

AREAS

Area del paralelogramo.

El 4rea del paralelogramo cuyos vértices son B C
A=(a,,a,,a;), B=(b,,b,,b;), AR Atererrrrreseanaaiy
C=(c,,c,,c;) y D=(d,,d,,d,), puede ///f ABAAD|
calcularse mediante la formula: :"’

A AD D
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EL ESPACIO AFiN EUCLIDEO

2 2 2
b,—a, b;—a, by—a, b, —a, b,—a, b,-a,

Area= XﬁAXB = \/

d,-a, d;-a, dy—a, d,—a, d —a d,-a,

Area del triangulo
El area del tridngulo ABD es % del area del
paralelogramo ABCD, luego: area del triangulo

B C

ABD=%Z§AAD.

A AD D
Area de un poligono plano

Se descompone el poligono en tridngulos que sélo tengan en comun un lado o un vértice y se obtiene el
area de cada uno de ellos, el area del poligono ser la suma de dichas areas

VOLUMENES

Volumen de un paralelepipedo

_ s —>

El volumen del paralelepipedo que tiene a los vectores AB,AD y AE como aristas, siendo
A=(a,,a,,a,), B=(b,,b,,b;,), D=(d,,d,,d;), y E=(e,,e,,e;) puede calcularse mediante la

1 a, a, a,
A l bl b2 b3
formula: V=
1 d d, d,
I e e e
Demostracién ooooooo.ooooooooo‘
. . M L ] 0. ()
Se consideran las tres aristas concurrentes, : FCIN
[} L]
L]

=[50 (.5 -

1 a, a, a, H.: .‘. .'.
b,—-a, b,—-a, by-a, 1 b b b D . .
d]—a] d2—32 d3—a3 =1 dl d2 d3 llllllllllllll.'.llw
e,—a, e,—a, b,—a, . e] e2 e3 S ..°...‘
1 2 3
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L|, El espacio vectorial euclideo.

Volumen del tetraedro
Con la misma notacion del apartado anterior, el volumen del tetraedro ABDE viene dado por:

Demostracion:
El volumen del paralelepipedo es igual a dos
veces el volumen del prisma triangular
ABDEFG y este a su vez tres veces el volumen
del tetraedro ABDE, luego:
1 a, a, a,
Il b, b, b,
T6[l d, d, d,

1 e e, e, A B

Nota: El determinante puede ser un numero positivo 0 negativo, por lo que el volumen
sera el valor absoluto de dicho namero.

Volumen de una piramide
El volumen de una piramide se obtiene calculando el area de la base, S, y la distancia del vértice a la

base, h, con la siguiente formula V=1/3 S.h.

Volumen de un poliedro convexo
Se toma un punto interior de la figura y se consideran tantas pirdmides como caras tiene el poliedro.
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