O APLICACIONES LINEALES. DIAGONALIZACION .

I.- Sea f una transformacion lineal de un espacio vectorial V de dimension n. Sea B
una base de V. Sea A la matriz asociada a f respecto de la base B.

Sefala, sin demostrar, cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas (V) y
cuéles son falsas (F):

a) Para calcular la imagen de cualquier vector de V basta conocer la imagen de los
vectores de la base B.

b) f es biyectiva< |A|# 0
0) r (A) = ne N(f) ¢{6}

d) Si A es valor propio de A, entonces A’ es valor propio de A°.
e) Si A= 0 es valor propio de f, entonces |A| =0.

f) dim (Im f) = r (A) -
Solticion

I1.- Sea f una aplicacion lineal tal que:

f(1,1,0) = (5,-1,3); f(1,-2,0) = (5,2,3); f(0,0,1) = (0,a,b)

Se pide:

a) Hallar la matriz A asociada a f respecto de la base canonica y el valor de |A|

b) Hallar los valores de ay b para los que f es biyectiva.
c¢) Para b = 0 hallar sendas bases de N(f) e Imf.

Soltcion

I11.- Sea f la transformacion lineal de R®que tiene por matriz asociada:

4 -3 -1
A=|3 -2 -1]|.Sepide:
3 -3 0

a) Hallar los valores propios de A y una base de cada uno de los subespacios
propios asociados.

b) ¢ Es A diagonalizable?

¢) En caso afirmativo,

hallar una matriz diagonal D semejante a A

dar una matriz P que permita la diagonalizacion de A

escribir la relacion que existe entre Ay D.

> > o

d) Dar una base B’= {vl,vz,v3}de R*® formada por vectores propios de A tal que D
= M(f, B).
e) Expresar los vectores f(vlj, f(vzj, f(vgj como combinacion lineal de los

vectores de la base B’.
f) ¢ Es f biyectiva?
g) Hallar el subespacio de vectores invariantes por f.

Sallicion
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f;?’ APLICACIONES LINEALES. DIAGONALIZACION

I.- Sea f una transformacion lineal de un espacio vectorial V de dimension n. Sea B
una base de V. Sea A la matriz asociada a f respecto de la base B.

Sefiala, sin demostrar, cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas (V) y
cuales son falsas (F):

a) Para calcular la imagen de cualquier vector de V basta conocer la imagen de los
vectores de la base B.

b) f es biyectiva < |A|# 0

o) r (A) = nes N(f) ¢{6}

d) Si A es valor propio de A, entonces A°es valor propio de A®.
e) Si A= 0 es valor propio de f, entonces |A|=0.
f) dim (Imf) =r (A)

Solucion:

a) Para calcular la imagen de cualquier vector de V basta conocer la imagen de los
vectores de la base B. VERDADERO

b) f es biyectiva< |A| = 0 VERDADERO
0) 1 (A) = ne> N(f) = {6} FALSO

d) Si A es valor propio de A, entonces A°es valor propio de A*. VERDADERO

e) Si A= 0 es valor propio de f, entonces |A|=0. VERDADERO

f) dim (Im ) = r (A) VERDADERO
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f; APLICACIONES LINEALES. DIAGONALIZACION

I1.- Sea f una aplicacion lineal tal que:

f(1,1,0) = (5,-1,3); f(1,-2,0) = (5,2,3); f(0,0,1) = (0,a,b)

Se pide:

a) Hallar la matriz A asociada a f respecto de la base canonicay el valor de |A|

b) Hallar los valores de ay b para los que f es biyectiva.
c) Para b = 0 hallar sendas bases de N(f) e Imf.

Solucion
a)
Nos dan las imagenes de tres vectores 1.i. entre si, pues:
1 1 0
#1: DET 1 -2 0 = -3
0 1

Como 1a ecuacioén de la ap11cac1on 'I1nea1 es de 1a forma f(X)=AX

1 1 0
#2: Al 1 -2 0 -1 2 a

0 0 1 3 3 b
y podemos despejar A, que es la matriz asociada respecto de Ta base
canénica

5 50][1 1 o071 5 00
#3: A = -1 2 a1 20 =l 0 -1 a
3 3 b 0 0 1| 3 00b
5 00
#4: DET| 0 -1 a | = E5:B
3 0b

b)
f es biyectiva para los valores de a y b tales que det(A)z0, Tuego

para todo

c)
Para b=0, rg(A)=dim(Imf)=2, por tanto una base de Imf es:

£(5,0,3)(0,-1,0)}

entonces d1m(N(f)) =1 y para obtener una base resolvemos:

ol

y
Z
0 0
#6: SOLVE[|] 0 -1 a y |=| 0|, [x,y, z]
3 0 0117¢z 0
#7: X=0Ay-az=20

Luego una base es {(0,a,1)}, obtenida haciendo z=1
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/; APLICACIONES LINEALES. DIAGONALIZACION K
I11.- Sea f la transformacion lineal de R®que tiene por matriz asociada:
4 -3 -1
A=|3 -2 -1]|.Sepide:
3 -3 0

a) Hallar los valores propios de A y una base de cada uno de los subespacios
propios asociados.

b) ¢Es A diagonalizable?

¢) En caso afirmativo,

hallar una matriz diagonal D semejante a A

dar una matriz P que permita la diagonalizacion de A

escribir la relacion que existe entre Ay D.

d) Dar una base B’= {\Z,\Z,\Z}de R?® formada por vectores propios de A tal que D
= M(f, B").
e) Expresar los vectores f(\Zj f(\Zj f(\Z) como combinacion lineal de los

vectores de la base B’.
f) ¢Es f biyectiva?
g) Hallar el subespacio de vectores invariantes por f.

Solucién

a) Hallar los valores y vectores propios de A

4-) -3 -1
A-M|=| 3 -2-% -1|=-A*+20*-A=0= x={
3 -3 0-A

0 simple
1 doble

Vectores propios

4—5 -3 -1 3/ X 0
(A-M)v=0«<| 3 -2-1 -1 ||ly|=|0
z 0

Para A=1
4-1 -3 -1 \(X 0

(A-1-1)v=0<| 3 -2-1 -1 |ly|=0|={3x-3y-z=0
3 -3 0-1)\z 0

Una posible base del subespacio propios

(120).(10.9)

Para A=0
4-0 -3 -1 \(x 0 Ax—3 0 X=a
(A-0-1)v=0e| 3 —2-0 -1 y:0:>{3::2y:§:0: y=u
3 -3 0-0)lz) lo y=2=% li-a

Una posible base del subespacio propios
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que es la base del Nucleo de f.

b) (Es A diagonalizable?
AVes diagonalizable, pues coincide para cada valor propio, el orden
de multiplicidad de dicho valor propio como raiz de su polinomio
caracteristico con la dimension del subespacio propio asociado.

c) En caso afirmativo,
hallar una matriz diagonal D semejante a A
dar una matriz P que permita la diagonalizacion de A
escribir la relacion que existe entre Ay D

formada por los valores propios en la diagonal principal

formada por los vectores propios en las columnas

d) Dar una base B’= {vl,vz,vg} de R® formada por vectores propios de A tal que

D= Mif, B’i

e) Expresar los vectores f(vl} f(vzj, f(vsJ como combinacion lineal de los

vectores de la base B’.

f) ¢(Esf biyectiva?
ING|, pues detA = 0.

g) Hallar el subespacio de vectores invariantes por f.

Como A = 1 es valor propio de f, el subespacio de vectores invariantes por f
coincide con el subespacio propio asociado al valor propio w = 1:

Es el subespacio engendrado por los vectores
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