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Problemas de homotecias y semejanzas en el espacio.

PROBLEMAS DE HOMOTECIAS Y SEMEJANZAS EN EL

Mediante
marcadores puede
escoger el tipo de
problema

ESPACIO

82. Sea T una transformacion afin definida por sus ecuaciones:

x'=-2+2x
y'=2+2y
z'=-2+2z

a) Clasificar T y hallar sus elementos caracteristicos.
b) Hallar los vértices y el area del triangulo transformado del tridngulo de
vértices: A(2, 0, 0), B(2, 2, 0), C(2, 1, 2).

Sollicion

83. Demostrar que la composicion de una homotecia y una traslaciéon es una

homotecia.
Solucion

84. Clasificar y hallar los elementos caracteristicos de la transformacion T dada por
las ecuaciones:

2 4 4
x'=-3+_x+-y+—-z
3 3 3

P, yv=_2+ix_iy+zz

3 3 3

' 4 2 4
z2'=-1+—x+—y—-—z

3 3 3

L

Solucion

85. Encontrar dos homotecias cuya composicion sea una traslacion.

Solucion

86. Clasificar la siguiente transformacion del espacio obteniendo sus elementos

caracteristicos:
1 1 0 0 01
x' _ 0 -1 -2 2|lx
vyl |1 =2 2 -1y
z' 3 -2 -1 2 )\z

Soluicion

87. Hallar las ecuaciones de las homotecias que transforman, el pentagono regular P
de centro O(-1, -1, -1) y lado 2 en el pentagono regular P’ de centro 0’3, 3,3) y

lado 6.
Soluicion
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88. Estudiar si la siguiente ecuacion corresponde a una semejanza del espacio. En
caso afirmativo, calcular sus elementos caracteristicos:

1 0 0 o0
1Y o 2 2 1|1
X' 9 9 9|
. 9 9 9f°

22

9 9 9

Solucion
89. Clasificar la transformacion resultante de aplicar la semejanza del problema 85
por la semejanza del problema 87.

Solugion
90. Hallar la ecuacién matricial, de la transformacion resultante de componer, el
giro de angulo 7 y eje la recta (x,y,z)=(0,0,1)+t(0,1,1), seguido de la homotecia de
centro C(0,0,1) y razon k=5.

Hallar los elementos caracteristicos de la transformacion producto. ;Es

Solucion

91. Hallar las ecuaciones que definen la transformacion resultante, de componer,

conmutativo dicho producto?

una homotecia de centro C(-l, 0, 1) y razén k = -5 seguida de una rotacion de

x=0
angulo o =—§ respecto del eje e={y=t.
z=2

Hallar los elementos caracteristicos de la transformacion producto. ;Es conmutativo

Solucion

92. Estudiar y hallar los elementos caracteristicos de la transformacion producto

dicho producto?

S,oH_y , siendo, la ecuacion del plano de simetria t=y-1=0, el centro

C(0, 1, 0) y la razén de la homotecia k =-3 ;Es conmutativo dicho producto?

Solucion
93. Hallar el centro de la homotecia producto de dos homotecias, cuando dicho
producto no es una traslacion. Demostrar que los tres centros estan alineados.

Solugion
94. Hallar las ecuaciones de una semejanza inversa, de razéon k =4, de centro el

punto C(1, 1,1) , de angulo a=§ y cuyo eje de semejanza es la recta

e=(x,y,z)=(1,1,1)+t(1,1,0).
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Solucion

95. Estudiar la transformacion geométrica T, tal que los puntos A = (0, -1.5, 0.13), B =
(0.5,-0.3,-1.3), C=(-0.3,0.7,0.9) y D = (0, 0.9, 0.15) se transforman en A’ = (-6,
7.5, 3.35), B’ = (-8.5, 1.5, 10.5), C’ = (-4.5, -3.5, -0.5), y D’ = (-6, -4.5, 3.25)

respectivamente.
Solucion
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82. Sea T una transformacion afin definida por sus ecuaciones:

x'=-24+2x

y'=2+2y

2'=-2+2z2
a) Clasificar T y hallar sus elementos caracteristicos.
b) Hallar los vértices y el area del triangulo transformado del triangulo de
vértices: A(2, 0, 0), B(2, 2, 0), C(2, 1, 2).

Solucion

1 0
1. Determinar la matriz N = .
T(O) | M

Si al sistema de ecuaciones que define T le afladimos la ecuacion trivial 1=1, este sistema en forma
matricial se puede expresar

1 1 0 0 0)1

! -2 2 0 0 ST o
e "le NX=X'
y' 2 0 2 0|y
z' -2 0 0 2)\z

2. SiM=Kk-I;,conk=0,1,es decir, si M es una matriz escalar, la transformacion es una
homotecia afin de razon k.

La matriz M de la transformacion ortogonal que define T puede escribirse de la forma:

2 00 1 00
M=/0 2 0|=2-10 1 O
0 0 2 0 0 1

asi pues, se trata de una homotecia.

Calculo de los elementos caracteristicos de la homotecia:
. Razoén de la homotecia: es el numero real k tal que M = k-I;.

. Centro de homotecia: es el punto doble obtenido al resolver (N —I) X = 0.

Es la solucion del sistema:
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0

—_—

00 0 0

— 210 0llx| |o x=2
(N-DX=0 < LS
2 01 0yl |o )

2 00 1)lz) (o B

Por tanto, T es una homotecia directa de centro O(2, -2, 2) y razén 2.

b) Los vértices A’ B’ C’ transformados de A, By C son:

1 0 0 01 1

2 20 02| |2
A'=NA = =

2 0 2 0o |2

2 0 0 2)lo) |2

1 0 0 0)1 1

2 20 02| |2
B'=NB= -

2 02 o0fl2] |6

2 0 0 2)lo) |2

1 00 0Y1) (1

2 20 02 |2
C'=NC= =

2 02 01| |4

2 00 2)l2) |2

= A‘(zo 29 _2) s B’(za 69 _2) s C’(2’9 43 2) .

C’

Homotecia de centro O y razoén 2

El 4rea de un tridngulo cualquiera ABC, se obtiene facilmente con la formula

S e :%\A‘ﬁAA‘a\ .

=l

Sasc =

S O =
—_— N .

0 :%|(4, 0, 0)|:2u2a Y Suse :2ZSABC =2"-2=8v’

N | —
e}
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|
5

83. Demostrar que la composicién de una homotecia y una traslacion es una
homotecia.

Solucion

Las matrices de las homotecias y de las traslaciones de orden 3 son:

1 0 0O 1 000
a k 00 a" ' 1 0 0 .
R respectivamente
b 0 k O b" 0 1 0
c 0 0 k c" 0 0 1

La matriz del producto sera, segun el orden de composicion:

1 0 0 O 1 00 O 1 0 0 0
a k 0 O0j|a"1 0 0| |a+ka" k 0 O
b 0k O||b" 0 1 O b+kb' 0 k 0
¢c 0 0 k){lc" 0 O 1 c+kec' 0 0 k
es una homotecia de razén k y de centro C = atka ,b+kb ,C+kc
1-k 1-k 1-k
o bien:
1 0 0O 1 0 0 O 1 0 0 O
a’ 1 0 0||a k O 0| |a+a k 0 O
b’ 01 0| b 0 k 0 b+b 0 k 0]
¢' 0 0 1 c 0 0 k ¢c+c 0 0 k

es una homotecia de razéon k y de centro C :(Tri ,}TE ’Cl+§ j

Vemos pues que la com posicion (en cualquier or den) es una ho motecia de igual razén q ue la
homotecia de partida, pero la composicion no es conmutativa por tener distinto centro cada una de

Inicio

las homotecias resultantes, ya que, el trasformado del origen es distinto en cada caso.
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84. Clasificar y hallar los elementos caracteristicos de la transformacion T dada
por las ecuaciones:

-

2 4 4
x'=-3+ xt y+ 7
3 3 3

. 4 4 2
1y ——2+§x—§y+gz

4 2 4
z2'=-1+—x+—-y——z
3 3° 3

L

Solucion

1 0
1. Determinar la matriz N = .
(T(O) Mj

La matriz de la transformacién geométrica es:

1 0 0 0
L2 4 4
3 3 3
N= ,
L 442
3 3 3
L o424
3 3 3

2. Si M-M'= p-,, es decir, si el producto es una matriz escalar, entonces la ecuaciéon
. , . 1 .
corresponde a una semejanza cuya razon es k =\/5 y la matriz Q = m ‘M es la matriz

ortogonal asociada al movimiento.

2 04 42 4 4
R DA B G

MIM'=3 =3 S35 73 3(7|°4°
4 2 _4fa 2 4 004
3 3 303 3 3

por tanto, observamos que T no es un movimiento (MM" #1).

Si [M| = [kQ| > 0, la semejanza es directa
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2 4 4

3 3 3

4 4 2
M == -= Z|=8=k=38=2
M 33 3

4 2 _4

33 3

y por tanto, la transformacion T es una semejanza directa de razon k=2 y Q es la matriz de un
giro.
Si hacemos k =+/4 =2, la matriz M se puede expresar de la forma M =k Q.

1 2 2

3 3 3

1 2 2 1
M=kQ=>Q=-M = Q=|= -= =
Q=Q=¢ Q=3 73 3
21 2

3 3 3

Cdlculo de los elementos caracteristicos de la semejanza directa:
- Razén de la semejanza: es el nimero real positivo k tal que k’ = det(M), es
decir, k = \/H tal que M-M'=pl;.
Ya calculada k=2.
. Centro de la semejanza: el punto doble obtenido al resolver (N —I) X = 0.

Por ser el centro C un punto invariante de la semejanza, C es la solucion del sistema de ecuaciones

lineales:
2 4 4 S .
O (=3) 1303 3y 33 30 (3 x=3
S S Y R 2 T 200 oly=2,
S N ORI N A A
’ 402 4 a2 7 .23
303 03 303 03 3

luego, C(3§§j es el centro de semejanza.

- Eje dela semejanza: el eje e pasa por el centro de la semejanza C y su vector
director se obtiene resolviendo el sistema Q X=X < (Q-1)X=0

El vector € del eje de semejanza, es una solucion particular no nula, del sistema de ecuaciones

lineales (Q-1)X =0, es decir:
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22 2
33 3 |\ (o
E_Elyzo
3 3 3
2 1 s\ \0
3 3 3

este sistema de ecuaciones tiene por solucion general, x =2z, y=z , siendo (2, 1, 1) una solucion

particular de dicho sistema.

, 45 ., . .
Asi pues, (x,y,z)= (3,3,5] +(2, 1, It, es una ecuacion del eje de semejanza.

« Angulo de la semejanza: coincide con el angulo a de la matriz Q del giro y se
calcula igualando la traza de la matriz dada con la traza de la matriz definicion

del giro, es decir:

1 0 0
Traza Q=Traza (%Mj =Traza |0 cosa -sena
0 sena cosa

El angulo o de la semejanza ha de verificar:

1+2cosa=traza(Q):5————:—1 = 1+2cosa=-1 y por tanto, o =m.

Inicio

85. Encontrar dos homotecias cuya composicion sea una traslacion.

Solucion

Consideremos las matrices de dos homotecias:

1 000 1 0 0 O
a k 00 a' k' 0 0
b 0k 0 |b 0 k' O
c 0 0 k ¢ 0 0 k'

la matriz de su composicion sera:
1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 0

a k 0 0j|a" k' 0 O| |a+ka' kk' 0 0
b 0k 0||b" 0 k' O b+kb' 0 kk' O
c 0 0 k ¢' 0 0 k' c+ke' O 0 kk'
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que corresponde a la matriz de una traslacion de vector (a+ka', b+kb, c+ke') siy solo si kk'=1,

86. Clasificar la siguiente transformacion del espacio obteniendo sus elementos
caracteristicos:

luego debemos componer homotecias cuyas razones cumplan que k=1/k’.

i L 0 O @ @)l
X . 0 -1 -2 -2||x
velll o o [y
z' 8 =2 < 2 MN#z
Solucién
SiMM ' = p1 ., es decir, si el producto es una matriz e scalar, entonces la ecuacion

. , . 1 .
corresponde a una semejanza cuy arazones k= \/5 y lamatriz Q = m ‘M es la matriz

ortogonal asociada al movimiento.

t

-1 2 2)-1 -2 =2 9 00
M-M'=-2 2 -1[-2 2 -1|=|0 9 0|=9I
-2 -1 2 )2 -1 2 009

Si |M| = |kQ| <0, la semejanza es inversa

-1 -2 =2 . -1 -2 =2
Porser, [ M|=|-2 2 -1|=-27<0y Q= -2 2 -1| una matriz ortogonal, se trata de
| =27
-2 -1 2 -2 -1 2
una semejanza inversa de razon k = \3/—27‘ =3.

Calculo de los elementos caracteristicos de la semejanza inversa:

« Razon de la semejanza: es el numero real positivo k tal que k>= - det(M), es
decir, k= \/H tal que M-M'=p-I;,

Ya calculada k=3.

« Centro de semejanza: es el punto doble obtenido al resolver (N —I) X = 0.

El centro de esta semejanza es su unico punto doble y por lo tanto, la solucion del sistema:
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3

1 1 0 0 0)1 0 0 0 0)1 0
X| |0 -1 -2 -2 - 0 -2 -2 -2|x| |0
y 1 -2 2 -1y 1 -2 1 -1l|y 0
z 3 -2 -1 2)\z 3 -2 -1 1)z 0
—2X—-2y-2z2=0 x=1
= 1-2X+y-z=0; = <y=0.
3-2x-y+z=0 z=-1

Luego el punto C(1, 0,-1) es el centro de semejanza.

Por tratarse de una semejanza inversa de centro C y razon k=3, puede descomponerse en el
producto de un giro, cuyo eje pasa por C, y una homotecia inversa de centro C y razén -3.

. Eje delasemejanza: el eje e pasa por el centro de la semejanza C y su vector
director se obtiene resolviendo el sistemaQ X=X < (Q-1) X =0

En este caso, Q = ik M, para que efectivamente Q corresponda a un giro.

Por lo tanto, el eje de giro es la recta que pasa por el punto C(1, 0,-1) y tiene como vector

direccion un vector invariante por Q.

Resolviendo el sistema:

22 2
-DX=0=| = -= = =0
(Q) 333y0

2 1 5|

3 3 3

X=2z . - =
, y una solucion particular €=(2,1,1).

se obtiene la solucién general {
y=z2

Luego una ecuacion del eje de semejanza es:
x=1+2t, y=t, z=-1+t.

« Angulo de la semejanza: coincide con el angulo o de la matriz Q del giro y se
calcula igualando la traza de la matriz dada con la traza de la matriz definicion

del giro, es decir:

1 0 0
Traza Q=Traza(iij =Traza |0 cosa -sena

0 seno cosa

El &ngulo o de la semejanza ha de verificar:
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1+2005a=traza(Q)=§—§—§:—1 = cosa =-1 Yy portanto, o =m.

87. Hallar las ecuaciones de las homotecias que transforman, el pentagono
regular P de centro O(-1, -1, -1) y lado 2 en el pentagono regular P’ de centro
0’(3, 3,3) y lado 6.

Solucién

Existe una homotecia directa y una homotecia inversa que transforma el pentdgono P en el
pentagono de centro P’.

Si el pentagono P, se transforma por una homotecia en el pentdgono P’, el centro O(-1, -1, -1), se
transforma en el centro 0'(3,3,3) y el lado ¢=2 en el lado ¢'=6. Por lo tanto, las razones de las

posibles homotecias son k = i% =+3.

Si k=3 se trata de una homotecia directa y si k = -3 de una homotecia inversa.

La ecuacion general de las homotecias es:

1 1 000 1 1 1 0 0 0)1
X'l |a k 0 Ofx-a x"| |@-kKa k 0 0} x
y'l |b 0 k 0| y=b y'| |@-kKb 0 k 0]y
z' c 0 0 kjlz-c z (I-k)c 0 0 k)\z

Célculo de la homotecia directa, sustituimos k =3 y las coordenadas de Oy O’

1 1 0 0 0)1
3=-2a-3

3 -2a 3 0 . .

37| op 0 3 resolviendo el sistema <3=-2b-3 nos queda = (a, b, c)=(-3, -3-3)
3=-2c-3

3 -2¢c 0 0 3)\-1

luego, la homotecia de razén 3 y centro O(-3, -3, -3) transforma el pentagono P en el pentdgono
P’

{'=6

Homotecia de centro O; y razéon k=3
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Calculo de la homotecia inversa k =-3

1) (1 0 0 0)1
3)_[4a 3 0 0l )-(0,0,0)
3| |4 0 -3 0] -1
3

4c 0 0 -3)\-1

luego, la homotecia de razén -3y centro O, (0, 0, 0) transforma el pentagono P en el pentagono P’.

('=6

. Inicio
Homotecia de centro O, y razén k= -3 -

88. Estudiar si la siguiente ecuacién corresponde a una semejanza del espacio. En
caso afirmativo, calcular sus elementos caracteristicos:

1 0 © ©
Y |lg 2 2 1lj1
o 9 9 9],
y' = 1 _g l z y
. 9 9 9f°

. £ _Z z

9 9 9

Solucion

Si M-M'= p-1n, es decir, si el producto es una matriz escalar, entonces la ecuacion corresponde a
. , . 1 . .
una semejanza cuya razon es k =ﬁ y la matriz Q = M M es la matriz ortogonal asociada al

movimiento.
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202 12 2 1) (1
9 9 9119 9 9 9
Maro|-2 Lo2|2 12 g1 gl
9 9 9 9 9 9 9 9
122|122 gL
9 9 9)L9 9 9 9

2 21
9 9 9
2 1 2 1 - . .
|M| = 5 9 9 = > # +1 no es un movimiento, tampoco una homotecia, ya que la matriz no es
12 2
9 9 9

escalar, la ecuacion del enunciado corresponde a la ecuacion de una semejanza directa de razon
1

3 —

27

k=

1
3

2 2 1 2 1

9 9 9| |3 3 3

Calculamos la matriz Q:lM: Ptz 12y 2 12
k 3|M| 1 9 9 9 3 3 3

2771 1 2 2 1 2

9 9.9) 3 33

Calculo de los elementos caracteristicos de la semejanza directa:

« Razon de la semejanza: es el nti mero real positivo k tal que k *= det(M), e s
decir, k= \/p tal que M-M'=p-I;

Ya calculada k=1/3.

« Centro de semejanza: es el punto doble obtenido al resolver (N —I) X = 0.

El centro de esta semejanza es el unico punto doble:

0 0 0 0
0 272 i 0
_ _ 9 9 94l lo
X=NX& (N-)X=0 = 2 8 2 = =
1 -= -2 =yl |o
9 9 9 0
p L2 7l
9 9
O—Zx+—y+—z=0 le
9 2
. . . 2 8 2 5
Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones: I_EX ——y+-z=0=<y= 2
1+lx—gy—zz:0 z=1
9 99
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c(l, 5, lj.
27 4

+ Eje de la semejanza: el eje e pasa por el centro de la semejanza C y su vector
director se obtiene resolviendo el sistema Q X=X < (Q-1) X=0

2 2 1
3 3 3
La matriz ortogonal del giro que compone esta semejanza es la matriz Q = —% % % , obtenida
2 2
3 33

anteriormente.

El eje de giro es la recta que pasa por C y tiene como vector direccidon, un vector invariante por Q.

121
33 3 )y (o
(Q-I)X=0 = 2202 y|=[0 :{X_Z
3 3 y=0
o2 =)0
3 3 3

y una solucion particular del sistema anterior es, i =(1,0, 1).

Asi pues, la ecuacion del eje de giro en forma paramétricas es:

« Angulo de la semejanza: coincide con el angulo a de la matriz Q del giro y se
calcula igualando la traza de la matriz dada con la traza de la matriz definicion
del giro, es decir:

1 0 0
Traza Q=Traza (%MJ =Traza |0 cosa -sena |=1+2cosa
0 sena cosa

El 4ngulo a de la semejanza es solucion de la ecuacion:

1+200sa=traza(Q)=§+l+§=§ = 1+2cosa=§:> cosa=% y por tanto, OL:iarccos(%j.

3

154 U. D. de Mateméticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



B g
fme.
5l ggf

R Problemas de homotecias y semejanzas en el espacio.

89. Clasificar la transformacion resultante de aplicar la semejanza del problema
85 por la semejanza del problema 87.

Solucién

Sea T la semejanza del problema 85 de ecuacion

1 1 0
x' 0 -1
)
z' 3 =2

|
oo O~ vl o

Ol ol o~ o

La ecuacion de la transformacion producto S=T'T sera:

1 0 0 O

1 Oggl
X' 9 9 9
o=l 22 L2
, 9 9 9
L 202
9 9 9

—_

X

gl
z

1

X

y

z

0 0)1
-2 2| x
2 -1y
-1 2)\z

y m ultiplicando las m atrices anterior es obtenem os la ecuacié n m atricial del producto de las

semejanzas dadas

—_—

I
o|Z e|lx elu —
I

Clasificacion de transformacion producto S=T T .
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8 1 4
9 9 9
4 4 7 . : :
Por ser |M| = 5 9 9 =-1, y M una matriz ortogonal, se trata de una simetria especular,
1 8 4
9 9 9

deslizante o rotacional.

Estudiar el tipo de movimiento:

Estudiemos el sistema de ecuaciones lineales:

1 0 0 0
1 5 -8 1 4 1
_ N I I i St
X:NX<:>(N—I)X=0<:> =l16 4 7
Yy 505 9 ||
2o 1 8 4 |V
9 9 9 9

Por ser rg(N—1)=rg(M—1I) =3 se trata de un sistema compatible determinadoy S=T' T es una

90. Hallar la ecuacion matricial, de la transformacion resultante de componer, el
giro de angulo 7 y eje la recta (x,y,z)=(0,0,1)+t(0,1,1), seguido de la homotecia
de centro C(0,0,1) y razoén k=5.

simetria rotacional.

Hallar los elementos caracteristicos de la transformacién producto. (Es
conmutativo dicho producto?

Solucion

Se trata de obtener las ecuaciones de la transformacion T=H., oG

r,o®

La ecuacion del G, , se obtuvo en el problema 67.

X' 0 -1 0 0)\x
G, ,—|y'[=|-1|+|0 0 1]y
z' 1 0 1 O)Nz

La ecuacion de la homotecia Hg 1) -5 €S:
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1 1 0 0 0)1
x' 0 -1 0 0fx
Gron—) =
y'| -1 0 0o 1y
z' I 0 1 0O){z
1 1 0 0 0)1
x' 0 5 0 0 x
Hey — =
y' 0 0 5 0y
z' -4 0 0 5)\z
y la ecuacion de la composicion en el orden dado sera:
1 I 00 01 0 0 0)\1
x| 10 50010 -1 0 0x
vyl 1o 05 0/|-1 0 01|y
z' -4 0 0 5){1 0 1 O)\z

multiplicando las matrices de orden 4 anteriores, se obtiene la ecuacion matricial de la

transformacion T

00
x' 0 -5 0 0)(x
X' 0 -5 0 0fx .
= ,obien, | y'|=|-5|+| 0 0 5| y]|.
y' -5 0 0 5|y ,
z 1 0 5 0)\z
z' 1 0 5 0)\z

En este caso el producto es conmutativo, por ser el centro de la homotecia un punto del eje de

giro.

T es la composicion de una homotecia directa y un giro, ademas, el centro de la homotecia es un

punto del eje de giro, por tanto, T es una semejanza directa, de razén 5, de centro C(0, 0, 1) y cuyo

eje y angulo coincide con el eje de giro.

Inicio
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91. Hallar las ecuaciones que definen la transformacion resultante, de componer,
una homotecia de centro C(-1,0, 1) y razon k = -5 seguida de una rotacion

x=0
de angulo oc=—§ respecto del eje e={y=t.
ZA=—12

Hallar los elementos caracteristicos de la transformacion producto. (Es
conmutativo dicho producto?

Solucion

Se trata de obtener las ecuaciones de la transformacion T=G_ oH., .

La ecuacion del G, se obtuvo en el problema 73.

x' -2 0 0 I)\x
G,—|y'|=] 0|+ 0 1 Ofy
z' 2 -1 0 O)\z

La ecuacion de la homotecia Hc_ ), s €s:

! -1 -5 0 0)x+1
Heoppes— |y [=] 0 |+] 0 =5 0 ||y-0].
z' 1 0 0 -S5)\z-1

X

Ambas ecuaciones pueden escribirse de la forma

1 1 0 0 0)1
G X' B -2 0 0 1] «x
vl o 0o 1 oy
z' 2 -1 0 Oz
1 1 0 0 01
! -6 -5 0 0
HC’K—> =

N
(=]
(=
n

1 1 0 0 0Y(1 0 0 0)1
x'| |[-2 0 0 1|[-6 =5 0 0|x
y'ilo 0o 1 o0[[0 0 -5 0y
z' 2 -1 00)l4 0 0 -5z
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1 1 0 0 0)1
Xx'=2-5z
x' 20 0 -5«x .
=10 0 =5 o , 0 bien, < y'=-5y
y Y z'=8+5x
z' 8 5 0 O0)\z

En este caso el producto no es conmutativo, ya que, el centro de la homotecia no es un punto del
eje de giro.

T es la composicion de una homotecia inversa y un giro, ademas, el centro de homotecia no es un

punto del eje de giro, por tanto, T es una semejanza inversa, de razén 5y angulo —g .

Calculo de los elementos caracteristicos de la semejanza inversa:

« Razén de la semejanza: es el namero real positivo k tal que k’= - det(M), es

decir, k = \/ﬂ tal que M-M'=p-I;,
Ya dada k=5.

« Centro de semejanza: es el punto doble obtenido al resolver (N — ) X = 0.

El centro de semejanza es el unico punto doble, se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones
lineales:

Xx=2-5z
y=-5y
z=8+5x

por tanto, C —Q, 0, i .
13 13

+ Eje de la semejanza: el eje e pasa por el centro de la semejanza C y su vector
director se obtiene resolviendo el sistema Q X=X < (Q-1)X=0

1 . .
En este caso, Q = _kM , para que efectivamente Q corresponda a un giro.

0 0 -5
(Q-1)X =0 siendo Q:LSO -5 0 | es:
5 0 0
-1 0 X
0 0 Ojy|=|0 z(x,y,z):(O,t,O),
-1 0 -1)\z 0
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|
5
»

__19
13
Luego una ecuacion del eje de semejanzaes <y=0+t.
9
Z=—
13

Inicio

92. Estudiar y hallar los elementos caracteristicos de la transformacion producto

S, o H , siendo, la ecuacion del plano de simetria n=y-1=0, el centro

C(0, 1, 0) y la razén de la homotecia k =-3 ;| Es conmutativo dicho producto?

Solucion

La ecuacion de la homotecia H ), 5 €S:

x' 0 -3 0 0)x-0
HC(O,I,O),k:—} —>|y'|=|1|+] 0 3 0| y-1].
z' 0 0 0 -3)lz-0

La ecuacion del S_ se obtuvo en el problema 72.
x' 0 1 0 0)x
S,—>|y'|=[2|+|0 -1 0]l y]|.
z' 0 0 0 1){z

Se trata de obtener las ecuaciones de la transformacién T=S_oH_, .

Las ecuaciones de la homotecia y simetria, se pueden escribirse de la forma

1 1 0 0 0)1
I x' 3 0 -3 0 O0|x
ox y'| |4 0 3 0y
z' 0O 0 0 -3)\z
1 1 0 0 0)1
S x' B 01 0 0fx
. vl 12 0 -1 0y
z' 00 0 1){z

y la ecuacion de la composicion en el orden dado sera:
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B g
i
-ﬂ!*f

1Y (10 0 0Y(1 0 0 0)1
x'| {01 0 oflo 3 0 ofx
vy (20 <1 0ll4 0o 3 oy
z) oo o 1)lo o o =3)(z

multiplicando las matrices anteriores se obtiene la ecuacion matricial de la transformacion T

1 1 0 0 0)1 ’
x'=-3x
x' 0 -3 0 0]x .
= ,0bien, <y'=-2+3y.
y' -2 0 3 0|y ,
z'=-3z
z' 0 0 0 -3)\z

En este caso el producto es conmutativo, ya que, el centro de la homotecia es un punto del plano de
simetria.

T es la composicion de una homotecia inversa y una simetria especular, por tanto, T es una
semejanza directa, de razon 3, y centro C(0, 1, 0).

« Eje de la semejanza: el eje e pasa por el centro de la semejanza C y su vector
director se obtiene resolviendo el sistema Q X=X < (Q-1) X=0

-3 0 0
(Q-1)X =0 siendo Qzé 0 3 0
0 0 3
La solucion de (Q-1)X =0 es:
-2 0 0)\(x 0
0 0 0] yl|=|0 :>(x,y,z):(0,t,0)
0 0 2)\z

por tanto, una ecuacion del eje de semejanza sera

x=0
y=1+t.
z=0

« Angulo de la semejanza: coincide con el angulo o de la matriz Q del giro y se
calcula igualando la traza de la matriz dada con la traza de la matriz definicion
del giro, es decir:

1 0 0
Traza Q=Traza (%M) =Traza |0 cosa -sena |=1+2cosa

0 seno cosa
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Por ser la traza de la matriz Q (matriz del giro) un invariante

Inicio
—1+1-1=1+2coso. = o = arccos(—1) =180°, por tanto, o =180° es el angulo de semejanza. -

93. Hallar el centro de la homotecia producto de dos homotecias, cuando dicho
producto no es una traslacion. Demostrar que los tres centros estan alineados.

Solucion

Sean Ty, T, dos homotecias de centros C,(a,,b,,c,) , C,(a;,b,c,) y razones ko, ki,

respectivamente.

Las ecuaciones de estas homotecias son:

x' a, k, 0 0\ x-a,
To — y'|=|b, [+| 0 k, O ||y-Db,
z' o 0 0 k,)\z—c,
y
! a, k0 0)x-a,
T, — "I=|b, |+ k, 0 y-b

Las matrices de estas homotecias son:

1 0 0 O

o N, = a,1-k) k, 0 0

b,(1-k) 0 k, 0

c,1-k) 0 0 Kk,

1 0 0 O

I _ N = a(l-k) k 0 0

b(1-k) 0 k 0

c,1-k) 0 0 Kk,

La composicion T =T, o T, tendra por matriz:
1 0 0

a, (1_k0)+ko(l _kl)al KOkl 0
b,(1-k,)+k,(1-k)b, 0 Kk,
c,(I-k)+k,(I-k)e, 0 0 Kk

01

N=NN, =
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Ademas k =k k, #1 para que T no sea una traslacion. El centro de T es la solucion del sistema

(N-DX =0
ao(l—k0)+k(1—k1)al+(k0k1—1)x:0
b, (1-k,)+k(1-k)b, +(kk, -1)y=0} =
co(l—k0)+k(l—k1)cl+(k0k1_1)Z:0
C(x,y,2) = ao<1_k0)+k0(1_kl)a],bo(l_k0)+k°(l_k1)bl,co(l_ko)"'ko(l_kl)(:] =
=k 1=Kk, -k,
1_k0 kO(l_kI)
= a ﬂb Y +——a ,b ,C
l_kokl( 0 0 0) l_kokl (1 1 1)
por tanto:
C- 1-k, C +k0(1—k1)

Cl-kk, 0 1-kk,

Ahora debemos imponer la condicion para que C, Cy y C; estén alineados, es decir, para que los
vectores C,C, y C,C sean proporcionales. Lo mas facil es verificar que el producto vectorial de los

vectores es el vector nulo.

Coclz(al_ao: b, —b,, cl_co)

5 >

q(.j:[(al —a,)k, (1-k,) (b, —b,)k, (1-k,) (c, —co)ko(l—k,)J:

-k, -k, -k,
k, (1-k,)
:{’_T()kl‘(al—ao, b, —b,, ¢, —¢,)

la igualdad anterior nos permite concluir que los centros C, Cy y C, estan alineados.

La ecuacion anterior es una interpolacion lineal de los centros de las homotecias de partida, pues
1-k, +k0(1—k1)
1-k.k,  1-kk,

Vemos asi que el centro de T esta alineado con los de Ty y T;.

Inicio
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94. Hallar las ecuaciones de una semejanza inversa, de razén k =4, de centro el
punto C(1, 1,1) , de angulo 0L=§ y cuyo eje de semejanza es la recta

e=(xy,z)=(@,1, 1)+t 10).

Solucion

Una semejanza inversa es la composicion de un giro y una homotecia inversa, asi,

S(C,k,e,a) =H(C,K)oG(e,a) con Cee.

La ecuacion matrici al del giro de eje e= (x,y,z) =(1,1,)+t(,1,0) y angulo a =§ fue obtenida

en el problema 78 es:

L \/5 1 0 0 0
, 1 1 2 x' X
T2 2 2P T2 L 2y
\/5\/5 5 2 2 2 2 ,
5 4 L 2 2
2 2

La ecuacion de la homotecia, en forma matricial, de centro C y razén k =—4 es:

Iy (1 0 0 0)1

x' 1 -4 0 0)(x-1
x' 54 0 0]x
y'l=[1]+] 0 —4 0 |y-1 = =
y' 50 4 0]y
z' 1 0 0 —4)lz-1
z' 50 0 —4)\z
La composicién T =T, o T, tendrd por matriz:
1 0 0 0
Y (1o o0 oy Y2 11 N2
x| |5 40 of 2 2 2 2|«
ylI7ls 0 4 of|d2 1 1 2y
2) s 0 0 4 2 2 2 2|,
V2 A2
1 X= X2
2 2
1 1 0 0 0
x'| |5-242 2 2 242 |«
v |s+242 2 2 22|y
z' 1 242 22 0 )\z
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95. Estudiar la transformacion geométrica T, tal que los puntos A = (0, -1.5, 0.13),
B =(0.5,-0.3, -1.3), C=(-0.3, 0.7, 0.9) y D = (0, 0.9, 0.15) se transforman en A’
= (-6, 7.5, 3.35), B’ = (-8.5, 1.5, 10.5), C’ = (-4.5, -3.5, -0.5), y D’ = (-6, 4.5, 3.25)
respectivamente.

Solucion

Se cumple que: T(A)=A’, T(B)=B’, T(C)=C’ y T(D)=D’ y en forma matricial, escribiendo

1 1

. X x'
conjuntamente N =| | para los cuatro puntos:

y y

z z'

o111 U B B
0 05 03 0 | | -6 -85 45 -6
1-15 -03 07 09| |75 15 -35 —-45
013 -13 09 015/ (335 105 -0.5 3.5

-1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 O
-6 -85 -45 -6 0 05 -03 O -6 -5 0 O
= N= =
75 15 =35 45| -15 -03 07 09 0O 0 -5 0
335 105 -05 325){0.13 -1.3 09 0.15 4 0 0 -5

Las ecuaciones de la transformacion geométrica T, son:

1 1 0 0 0)1
x' 3 -6 -5 0 0| x
vyl 10 0 =5 0y
z' 4 0 0 -S5)\z
-5 0 0
La matriz asociadaesM=| 0 -5 0 |=-5L
0 0 -5

Luego se trata de una homotecia inversa del espacio Es.

Célculo de los elementos caracteristicos de la homotecia:
. Razén de la homotecia: es el numero real k tal que M = k-I5.

Larazones k= 3/-125 =-5.

U. D. de Mateméticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia 165



iR Problemas de homotecias y semejanzas en el espacio.

. Centro de homotecia: es el punto doble obtenido al resolver (N — 1) X = 0.

Es la solucion del sistema:

1 0 0 0Y1) (0
— 6 -6 0 0l x| |o x=1
(N-DX=0 05y,
0 =6 0yl |0 )
4 0 0 -6)lz) lo 2=
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