Conicas
1.- Hacer un estudio completo de las siguientes con%]
a) 11x? + 14y? — 4xy + 40x + 20y + 45 = 0 @@H

b) x> -8xy +y* -4x -4y +1=0 @@M@
c) xX* —4xy +4y* -2x +8y =0 @@M@
d) 4x* +y* —4xy +2x + 4y -10=0 @@M@

2.- Hallar la ecuacion de la conica que pasa por los punfos
31 3 -3

0,0 2,0 0,-2 Ty —.— |-

0.0). 20). (0.-2). (3.5]v (33

Sollicion

3.- Hallar el centro y las asintotas de la cénica: 2 + x* +2xy = 0.

Sollicion

4.- Clasificar la siguiente conica segun los valores del parametro “a”:

a) x° - 2axy + 2ay’ -2x + 4ay = 0 @@H@]@ﬁ@ﬁﬂ
b) ax? — 2xy + ay? - 2x +2y +3 = 0 Solucion

5.- Hallar A y p sabiendo que las ecuaciones x> + Ay’ =1, x'y' =y,

corresponden a una misma conica expresada en dos sistemas de referencia

ortonormales distintos.
Solucion
6.-

a) Clasificar la suguuerrre conica segun los valores del parametro “a”:
x? +2ay’ —2axy —2x + 4ay = 0.
b) Hacer un estudio completo de la conica anterior para a = 2:
Ecuacion reducida
Pardmetro de la conica
Eje y vertice
Foco y directriz
Dibujo de la cénica.

i Sollicion

a) Clasificar la siguiente conica segin los valores del parametro “a":
a+2x+2y +ax’ +2xy +ay’ = 0.
b) Hacer un estudio completo de la conica anterior para a = O
Ecuacion reducida
Semiejes, excentricidady pardmetro de la conica
Centro, si procede
Ejes y vértices
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Nota
Todas las palabras en color azul están recogidas en el Vademécum. 
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Conicas
Focos y directrices
Asintotas, si procede
Dibujo de la cdnica.

oz
Solucion
8.- Dada la cdnica 2x?-y?+4xy-x=0, se pide:
a) Clasificacion
b) Ecuacion reducida
c) Semiejes y excentricidad
d) Centro
e) Ejes
f) Asintotas
g) Veértices
h) Dibujo de la conica.

oz

Solucion
9.- Dada la cdnica de ecuacién: 9x%+6xy-22x+y?-34y+49=0. Se pide:
a) Ecuacion matricial.
b) Clasificacion.
¢) Ecuacion reducida,
d) Pardmetro de la conica.
e) Vérticey eje.
f) Foco y directriz.

Solucion

10.-Dada la cdnica x? + y? + kxy - 10x - 2y + 1 = 0, se pide:
a) La ecuacion matricial

b) Ecuacion de las Asintotas y eje focal para el valor k = 2.
¢) Ecuacion reducida para el valor k = 1

d) Hallar la excentricidad para el valor k =

1
E .
e) Clasificar segun los valores del parametro k € R

f) Demostrar que la excentricidad de cualquier Ajpérbola equildtera es e = /2

Solucion

11.- Dada la cdnica de ecuacion: 1+2x+4y+3x2+4xy=0 Se pide:
a) Clasificacion

b) Ecuacion reducida

c) Semiejes, excentricidady Pardmetro de la conica

d) Centro, si procede

e) Ejes 'y Vértices

f) Focos'y directrices

g) Asintotas, si procede
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Conicas "
h) Dibujo de la cdnica y de los elementos hallados en los apartados anteriores.

Solucion

12.- Sea la conica de ecuacién: 2x%+y?+2/2xy+2y=0 Se pide:
a) Clasificacion

b) Ecuacion reducida

c) Excentricidad y Pardmetro de la conica

d) Veértice, si procede

e) Ejes

f) Dibujo de la conica

74

Solucion

13.- Dada la cdnica de ecuacion 3x> — 8xy — 3y* + 10x — 10y + 10 = O, se pide:
a) Ecuacion matricial.

b) Clasificacion.

c) Ecuacion reducida

d) Semiejes, excentricidady Pardmetro de la conica.

e) Centroy Ejes.

f) Asintotas

oz

Solucion

14.- Dada la cdnica de ecuacion 2x*> — 2xy + 3y* + 6x — 8y + 3 = 0, se pide:
a) Ecuacién matricial.

b) Clasificacion.

¢) Ecuacion reducida

d) Semiejes y Pardmetro de la conica.

e) Cenftro.

f) £jes (indicando cudl es el eje focal).

g) Veértices principales (sobre el eje focal).

Solucion

15.- Dada la cdnica de ecuacion x?+2xy+2y?-2x-1=0

Se pide:

a) Clasificacion

b) Ecuacion reducida

c) Centro

d) E£jes _
Solucion

16.- Dada la cdnica de ecuacién x* - 2 y* + 4

a) Clasificacion

b) Ecuacion reducida

x +1 = 0. Se pide:
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Cobnicas
c) Semiejesy excentricidad

d) Centro

e) Ejes

f) Asintotas

1
17.- Sea la cdnica de ecuacién: (1 x y)|-1 a 1| x|=0.
-a 1 a)ly

a.- Clasificarla segtn los valores del parametro real “a”.
b.- Para a = 0, se pide:

Clasificacion

Ecuacion reducida

Semiejes, excentricidady pardmetro de la conica

Centro

Ejes

Asintotas

Sollicion

18.- a) Probar que sélo uno de los siguientes polinomios de segundo grado en x y
en y representa una eljpse
1. x%+4xy+y?=7
2. 2x+By-3+x2+3xy+2y?=0
3. 9y?-24xy-40y+16x?-30x=5
4. 5y2+5x%-1-8xy+4x-2y=0
b) Hallar el centro, los ejes, los focos y las asintotas de la cdnica

y2+4xy+x2-7=0. -
Solucion

19.- Clasificar la conica 2xy+4x-1=0 y hallar su excentricidad, eje focal y

focos.
Solucion

20.- Dada la conica x* + y? -2xy - 6x + 2y + 7 = 0, se pide:

a) Las coordenadas del foco.

b) La ecuacion de la directriz.

oz
Solucion

21.- Dada la cdnica de ecuacién 36x> + 29y® + 24xy — 96x — 22y — 115 = 0. Se
pide:

a) Clasificacion

b) Ecuacion reducida
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Conicas
c) Semiejes, pardmetroy excentricidad
d) Centroy ejes

e) Directrices

Solucion

22.- Dada la conica de ecuacién: x> + 2xy + y> —2x — 10y + 9 = 0. Se pide:
a) Ecuacion matricial
b) Clasificacion
¢) Ecuacion reducida
d) Excentricidad'y pardmetro de la conica
e) Vérticey eje
f) Foco 'y directriz
g) 6rafica de la conica donde aparezcan los elementos que se calculan en los

dos apartados anteriores. -
Solucion

23.- Sea la cdnica de ecuacién: 11x? + 17y® — 64/3xy - 40 = 0

a) ¢Es el Centro de la conica el origen del sistema de referencia? ¢Son los gjes
de la cdnica paralelos a los de coordenadas? En caso negativo, calcular el angulo
a que forman con ellos.

b) Utilizando el apartado anterior, calcular la Ecuacion reducida de la conica.

c) Hallar las ecuaciones de los gjes.

d) Directrices.

e) Focos.

f) Vértices.

Sollicion

24 .-
a) Clasificar la siguiente conica segin los valores del parametro “a":
(a® + 4)x? + 9y® + 6axy — 4(a® + 1)x — 12ay + 4a° -8 = 0.

b) Hacer un estudio completo de la cdnica anterior para a = 1:
Ecuacion reducida y area de la conica.
Semiejes, excentricidady parametro de la conica.
Centro, ejes, focos y vértices principales.
Ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (0,2) y son tangentes a la
conica.
Dibujo de la cdnica.

Sollicion

25.- Dada la cdnica de ecuacion 8x? — 6+2xy + y* — 36v2x + 14y + 49 = 0. Se
pide:
a) Clasificar la conica
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Conicas
b) La Ecuacién reducida.
c) La excentricidad.
d) La ecuacion del gje focal.
e) Las ecuaciones de las asintotas.

Solucion

26.- Dada la conica de ecuacién x> + 2ay’ — 2axy — 2x + 4ay = 0, se pide:

“w_n

a) Clasificar la conica en funcion del parametro “a”.

b) Para a = -10, hallar
bl) Ecuacion reducida.

b2) Centro, si procede.
b3) £jes, indicando cudl es el focal.
b4) Asintotas, si procede.

b5) Dibujo de la conica y de los elementos geométricos hallados en los

apartados anteriores -
Solucion

27.- Dada la conica de ecuacién: x* + y*> + 2kxy + 2x + 1 = O, se pide:
a) Clasificar la cdnica en funcion del parametro “k".
b) Para k = -1
b1) Ecuacion reducida y pardmetro de la conica.
b2) Vértice y eje de la conica.
b3) Dibujo de la cdnica y de los elementos geométricos hallados en los

apartados anteriores. -
Solucion

28.- Dada la conica de ecuacién: 2 + x* + 2xy = O, se pide:
a) Clasificarla

b) Coordenadas del centro

¢) Asintotas

Solucion

29.- a) Determinar entre todas las cdnicas de la familia
X2+ xy +y?+2x + y + 3+ Nxy +y?-2x+y+1)=0
aquellas no degeneradas cuyos centros estdn sobre la recta x -y -2 = O
b) Clasificar la cdnica para A=1.

Sollicion
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Conicas

30.- Dada la elipse: x%+y?-xy+x+y=0. Se pide:
a) Centro

b) Excentricidad y semiejes

c) Ejes de simetria

d) Ecuacion de las rectas tangentes a la elijpse y paralelas a la recta y = x

Sollicion

31. Dada la cdnica de ecuacién: 5x? + By? +2xy - 6x - 6y - 3 = 0, se pide:
a) Ecuacion reducida. b) Excentricidad. c) Centro. d) Ejes.

Solucion

32.- Dadas las conicas

3x% + 2xy + 3y + 4x +1 =0
4x? + y® -4xy + 2x + 4y -3 =0
Se pide:
a) Calcular los puntos de interseccion de ambas conicas.
b) Hallar la ecuacion de la recta r que pasa por ambos puntos de /nterseccion.
c) Calcular los puntos de corte de la recta r con cada uno de los gjes focales de
ambas conicas.

Sollicion

33.- Hallar las coordenadas del centro, las ecuaciones de los ejes y las asintotas
de la hipérbola 6x* —12xy + y* + 3x + 2y - 13 = 0.

Sollicion

34.- Escribir la Ecuacion reducida de la conica x> + 3y’ —2xy —-2x+1=0 y
determinar la excentricidad.

Sollicion

35.- Sea la cdnica de ecuacién: Ax® + Xyz -2xy+2x+2y+1=0.
a.- Clasificarla segin los valores del parametro real “A".
b.- Para A = 0, se pide:
Ecuacion reducida
Semiejes
Excentricidad
Centro

Asintotas

Sollicion

36.- a) Clasificar las siguientes conicas:
a1) 2+ x?+2xy =0
az) x2-4xy +4y’-2x +8y =0
as) x?+2xy +2y?-2x-1=0
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Conicas :
b) Hallar los semiejes a y b, y las ecuaciones de los ¢jes de la elijpse
X2 -2xy + 2y?-2x +4y = 0

Solucion

37. Dada la cdnica ax® — 2xy + ay> —2x +2y + 3 =0 con o € R. Se pide:

a) Para a = -2 la Ecuacion reducida y la excentricidad
b) Para a = -1 el gje focal
¢) Para o = O las asintotas

d) Clasificar la cdnica si o = —

Solucion

38.- Dada la cdnica de ecuacién 4x* — 400x + By? — 1800y = 80036 . Se pide:
a) Clasificarla para los valores: B = 4, 0, -9.

W/ =

b) Para B = - 9, calcular: semiejes, distancia focal, excentricidad y
pardmetro de la conica.
c) Siguiendo con B = - 9, hallar: centro, vértices, focos y asintotas.

Solucion

39.- Hacer un estudio completo de la siguiente conica: x?+y?-xy+x+y=0.

Sollicion

40.- Dada la cdnica que pasa por los puntos
(3,4),(-3,9),(-3,-1), (-9,4) y (% , o] .

Hacer un estudio completo:

Ecuacion reducida

Semiejes

Excentricidad, distancia entre focos y pardmetro de la conica

Centro de la conica

Ejes

Vértices

Focos

Directrices
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Conicas
Problemas propuestos.

P1.- Hallar la ecuacion de la cdnica que pasa por los puntos
(7.1), (5.-3), (-1, -3), (-3.1) y (-3,-7).
Calcular sus elementos caracteristicos, la Ecuacion reducida y representar la

conica.

Solucion

P2.- Hallar la conica que pasa por los puntos (1,0), (3,2) y (1,-4) y tal que e=0.

Solucion

P3.- Hallar la ecuacion de la eljpse cuyos ejes son paralelos a los ejes
coordenados, su centro es C(-2,1). el eje mayor es paralelo a OY, su longitud es

10 y la distancia focal 8. .
Solucion

P4.- Dada la cénica 25x° + 36y® + 150x — 288y — 99 = O .Hallar: a) Ecuaciones

de la recta normaly de la recta tangente que pasa por E(3/5,0). b) Ecuaciones
de las rectas que pasan por (9,9) y son tangentes a la elipse.

Solucion

P5.- Estudiar las siguientes conicas:
a) X* +y2 +2xy + 6/2x - 22y -14 =0b) x* +y* + 2xy + x +y—-2 =0

c) xy-x=0 d)x* + 4y* + 4xy - 2x -4y +1=0
e) 2x* +2y* +x+1=0 f)3x? + 3y? + 2xy — 64/2x — 1042y + 10 = 0
g) Xy+x-y=0 h) 8x* +y? —6V2xy +2x +1=0.

Sollicion
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= E 7
Finp1®

Conicas

1.- Hacer un estudio completo de las siguientes conicas:
a) 11x*> + 14y* — 4xy + 40x + 20y + 45 =0

Solucion:
Clasificacion
45 20 10 Ay, =150 0 _
A=|20 11 -2/, = Elipse
|A|=-750%0
10 -2 14

(0 +az )=+ <0 =

Ecuacion reducida
AX"+ 0,y +k=0

A, VA, valores propios de A_ = 1 =2 = A, =10 a que se toma como A, el valor
VY brop *Tlo2 14) 7, =15 0 '

propio de menor valor absoluto.
IAI

Semle‘es

Excentricidad y parametro de la conica

a®= 1, o2 =t
2 3
c>=a’-b’ —£:>c:—
6
Centro
20+11x -2y =0
=
10—2x+14y =0
Ejes
Pasa por el centroC (- 2,1
Eje focal X’ = P ( ) . :
Es paraleloa los vectores propios asociadosa A, =10

LR A

Pasa por el centro C (—2,-1)
Es perpendicular al eje focal
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http://www2.topografia.upm.es/asignaturas/matematicas/videos/Elipse.mp4

'@' Cénicas
Vértices

Se hallan intersecando el eje focal con la circunferencia de centro el de la conica y radio a =

i

y+1=l(x+2)
2 1:>
(x+2)2 +(y+1)2 =3

Los vértices secundarios se hallarian de manera analoga, intersecando el eje no focal con la

. . - . 1
circunferencia de centro el de la conica y radio b=—

Nk
y+1=-2(x+2)
(x+ 2)2 +(y+1)2
Focos
Se hallan intersecando el eje focal con la circunferencia de centro el de la cénica y radio c:
?—a’-bp?=ioc- L

Directrices
2
. . . a -
Son rectas paralelas al eje no focal y’” y tales que distan — del centro de la conica:
c

dir=sy=-2x+m& 2x+y-m=0

o |4-1-m| a? e 30 30
d C,d =|—=—=— 5 =— =+ _§5
(C,dir) i = =[5+m| o= m 5
-3 -2 !
Dibujo de la conica : - +—1
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Cobnicas

1.- Hacer un estudio completo de las siguientes conicas:
b) x* -8xy+y* -4x -4y +1=0

Solucion:

Ecuacion matricial

X'AX =0 <

Clasificacion
1 4 - e
4 1 ‘ = —15 < 0 = Conica de tipo hiperbadlico.
|A| = —55 % 0 = Se trata de una
Ecuacion reducida
A XZP+L, yP+k=0
(AL A - 1[=22=2% -15=0= 1 ={_

Ap 3 5
De acuerdo con el criterio expresado anteriormente, tomamos para A ,el valor propio de
signo contrario a k, es decir, A , =-3, A, =5;.
Por tanto, la Ecuacion reducida queda:

Aoo =

Semiejes

Excentricidad y parametro de la conica

. ya que a’ =E , b? =E , % =a’+Db? =§ .
9 15 45
Centroy ejes
. —2+x-4y=0 _,
Para calcular el centro, resolvemos el sistema , obteniéndose el punto.
—2-4x+y=0

Los ejes son rectas que pasan por el centro y tienen la direccion de los vectores propios
asociados a A , Yy A, , respectivamente.

Los vectores propios asociados a A , son las soluciones del sistema:

= = X y—0<:>y_X.

Por tanto, el eje focal tiene de ecuacion:

El eje no focal es perpendicular al anterior, luego tiene de ecuacion:
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Para calcular los vértices, intersecamos el eje focal con la circunferencia de centro C y
radio a:

Cobnicas

2., 2, 11
X+=) +(y+=2) =—
( 3) (y 3)

9
y=X

Focos y directrices
Los focos son los puntos de interseccion del eje focal con la circunferencia de centro C
y radio c:

2., 2., 88
X+=) +(y+2) =—
O+ )7+ +2)° =
y=Xx

Las directrices son rectas paralelas al eje no focal que distan del centro —
C

Su ecuacion ha de ser, por tanto, de la forma y = -x + n, determinando n de modo que

‘// ‘ 8++/55
2

. Resulta n = _T luego, las directrices son las
~8++/55

6

C6x/_

rectasy = —x+

Asintotas
Las asintotas son rectas que pasan por el centro y tienen de pendiente m, siendo m

solucion de la ecuacion 1+ m® —8m=0.
Al resolver la ecuacion anterior, se obtienen dos valores para m:

m, =4-+/15, m, = 4+4/15.

Las ecuaciones de las asintotas son:

Dibujo de la conica

,—j 2 13



& Conicas

1.- Hacer un estudio completo de las siguientes conicas:
c) x> —4xy + 4y* -2x +8y =0

Solucion:

Ecuacion matricial

X'AX =0 <

Clasificacion
1 —

Ay :‘ 9 4 ‘ =0 = Conica de tipo parabdlico.

|A| =4 # 0 = Se trata de una

Ecuacion reducida
es del tipo A,y"'?+2b,x"'=0, siendo), =a,, +a,, =1+4 =5,

—|A
yblzi/—| | :i\/gzig\/g.
a;, +a, 5 S)

Tomamos el signo de b, contrario al de A,, resultando la Ecuacion reducida:

Parametro de la conica

Eje y vértice

De todas las rectas que tienen por direccion la dada por los vectores propios de A,
asociados al valor propio A, , vamos a considerar la recta r que corta a la parabola en
Unico punto. Dicho punto seré el veértice V de la parébola.

Los vectores propios asociados a A, =5, son las soluciones del sistema:

1-5 -2 \(x 0
= & —4X-2y =0 y=-2X
-2 4-5)\y 0

Por tanto, la pendiente de la recta r es -2, y tiene una ecuacion de la forma:
y=-2x+k.

Hay que hallar k de forma que el discriminante A de la ecuacién de segundo grado que
se obtiene al intersecar la parabola y la recta r, sea nulo:

{4x2 +y° —4xy+2x+4y-10=0

otk & 25x2+(—20k+18)x+(4k2+8k)=0 =
y=-2X+

A = (~20k +18)% — 4- 25 (4K +8K) = 0 = k:%.

El vértice es ya la solucion del sistema anterior para k:%, es decir:

25X2—99X+%:03X:%:y:—2%+§:i: _
100 50 50 20 100
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Cénicas 4

El eje es la recta que pasa por el vértice y es perpendicular a r, es decir, tiene de
pendiente 1/2. Su ecuacion es, por tanto:

Foco y directriz
Para calcular el foco y la directriz, intersecamos el eje con la circunferencia de centro V

p J5

y radio > siendo p el pardmetro de la parébola, p = 22—5 :

9 1 99 19 1
Y- =2 (x-2) X=1, y= o
100 2 50 N 10 20
(X_%)Z_i_(y_i)zzi X:@’ :E
50 100 125 50 100

¢ Cudl de los dos puntos anteriores es el foco y cudl pertenece a la directriz?

Para averiguarlo, analicemos el discriminante de la ecuacion del apartado anterior para
k=0:

A =18>0. Por tanto, para k = 0, la correspondiente recta perpendicular al eje corta a la
parabola en dos puntos, luego la conica se dirige hacia la izquierda.

El foco es, entonces, el punto y la directriz es la recta perpendicular al eje

103 13 I . : o
que pasa por el punto 0100 )" Por consiguiente, la ecuacion de la directriz es:

Dibujo de la conica

-4
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Conicas

1.- Hacer un estudio completo de las siguientes conicas:
d) 4x* + y* —4xy +2x + 4y -10=0

Solucion:

Ecuacion matricial

X'AX =0 <

Clasificacion

4 -2
) 1 ‘ =0 = Conica de tipo parabdlico.

|A| =-25% 0 = Se trata de una

Ecuacion reducida
es del tipo A,y"'*+2b,x"'=0, siendor, =a,, +a,, =4+1=5,

AL :i\/z—?:i\/g.
ay Ty 5

Tomamos el signo de b, contrario al de A, , resultando la Ecuacion reducida:

Parametro de la conica

Eje y vértice

De todas las rectas que tienen por direccion la dada por los vectores propios de A,
asociados al valor propio A, , vamos a considerar la recta r que corta a la parabola en
Unico punto. Dicho punto seré el veértice V de la parébola.

Los vectores propios asociados a A, =5, son las soluciones del sistema:

4-5 -21\x 0 1
=| |©ox+2y=0y=-=X
-2 1-5)\y) (0 2

Por tanto, la pendiente de la recta r es —% , Y tiene una ecuacion de la forma:

Aoo =

x
= ——+ k.
Y 2

Hay que hallar k de forma que el discriminante A de la ecuacién de segundo grado que
se obtiene al intersecar la parabola y la recta r, sea nulo:

AX* +y® —4xy +2x+4y-10=0

X & 25x% - 20kx + (4k? +16k —40)=0 =
y=—§+k

A =400k* —4-25-(4k* +16k —40) =0 = k = g
El vértice es ya la solucion del sistema anterior para k = g , €s decir:
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f § f
s Conicas

25x* —50X+25=0=> X = 1:>y_——+—_2:>-

El eje es la recta que pasa por el vértice y es perpendicular a r, es decir, tiene de
pendiente 2. Su ecuacion es, por tanto:

Foco y directriz
Para calcular el foco y la directriz, intersecamos el eje con la circunferencia de centro V

p . , , V5.

y radio > siendo p el parametro de la parabola, p = =

y-2=2(x-1) —i,y—g
1= 10

x-1)7+(y-2)% = 1111

=D+ (y-2" = K=l y=

¢ Cudl de los dos puntos anteriores es el foco y cudl pertenece a la directriz?

Para averiguarlo, analicemos el discriminante de la ecuacion del apartado anterior para
k=0:

A=-4. 25(— 40) > 0. Por tanto, para k = 0, la correspondiente recta perpendicular al eje
corta a la parabola en dos puntos, luego la conica se dirige hacia la izquierda.

El foco es, entonces, el punto y la directriz es la recta perpendicular al eje que

pasa por el punto (%%j Por consiguiente, la ecuacion de la directriz es:

Dibujo de la conica

/
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> Conicas

2.- Hallar la ecuacion de la conica que pasa por los puntos

0.9). 209). 0.-2. (3.3)v(3%)

Solucién:

x® +Ay? +Bxy+Cx+Dy+E =0
(0,0)e conica=E =0

(2,0)e conica=> 4+2C+E=0
(0,~2) e conica = 4A-2D+E =0

E,i ecénica:g+iA+§B+§C+1D+E:0
2 4 4 16 8 2 4
E,—E ecénica:>2+iA—gB+§C—§D+E:O
2 4 4 16 8 2 4

Resolviendo este sistema lineal de cinco ecuaciones con cinco incgnitas, se obtiene:
A=4,B=-4,C=-2D=8y E=0

Resultando la ecuacion de la conica:

X% +4y? —4xy —2x+8y =0
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k=2
7S

ﬁ : A\

K Conicas

3.- Hallar el centro y las asintotas de la conica: 2 + x> + 2xy = 0.

Solucion:

2+x%+2xy=0
2 00 1

A=/0 1 1 ,Aooz‘l 0‘=—1<0:> Conica de tipo hiperbolico.
010

|A|=-2 = 0= Se trata de una hipérbola.

Centro:

=>y=0=
x=0

Asintotas:

2102y c0sti2m=0=m=-15
X X 2

La otra asintota pasa por C y tiene pendiente infinita:
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g2 Conicas

4. - Clasificar la siguiente cdnica segin los valores del pardmetro
a) x* — 2axy + 2ay’ —2x + 4ay = O

w_ua,

a .

Solucion:
0 -1 2a
a) Lamatrizde laconicaes A=|-1 1 -a
2a —a 2a
Al=-2a=0=a=0
1 -a a=0
w0=|_, 2a=a(2—a)=0:>{a:2
a — |
0 2

Estudiemos las diferentes posibilidades:
Ay, <0

1) a<0=> =
A|=0

A, =0= Tipo parabdlico
2)a=0=> L
|A| = 0 = Cénica degenerada
0 -1 0
A=l-1 1 0|=A,;+A,=0+(-D)=-1<0=
0 0 O

A, >0
3y 0<a<2=> { = Elipse ¢real 6 imaginaria?

0
|A| =0

(ay +a, A =@0+2a)(-2a)=+-<0=> _

dos rectas paralelas

parébola
a I I
hipérbola 0 elipse real 2 hipérbola
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g3 Coénicas
4.- Clasificar la siguiente cdnica segin los valores del pardmetro “a”:
b) ax® - 2xy + ay’ -2x +2y +3 =0

Solucion:
3 -1 1
b) La matriz de lacénicaes A=|-1 a -1
1 -1 a
! a
Aj=3a’-2a-1=0=a=3 1;Ay= . al‘:az-1:0:>a:i1
3
I I I
a | I |
-1 -1/3 1

Estudiemos las diferentes posibilidades:

AOO > 0 - ;- . .
l)a<-1= = elipse ¢real 6 imaginaria?
A0

(ay +a,JAl=(2a) +=-+<0=

A,, =0= Tipo parabolico

2) a=—1:>{

|A| 0= no degenerada

Ay, <0
3) —1<a<—1:>{ w < =
3 " ||A=0
f)a=-1t {A°°<O
3 ||Al=0

1 Ay, <0
5 ——<a<l= =
3 |A]=0
3 -1 1
B)a=1=>A=|-1 1 -1|=A,+A,=2+2=4>0=
1 -1 1

PARALELAS]
Ay >
7Na>1=
A= 0

v A =a) 4= - >0 EIPSETNRGINARIA
dos rectas secantes
parébola rectas imag. paralelas

a I !
elipsereal -1 hipérbola  -1/3  hipérbola 1 elipse imag.

= elipse ;real 6 imaginaria?
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5.- Hallar A y p sabiendo que las ecuaciones x* + Ay® =1,
x'y'=p, corresponden a una misma cdnica expresada en dos
sistemas de referencia ortonormales distintos.

Solucién:

X2 +Ayl =1= A, =

o — O
> O O

—u
Xy=p=B=| 0

0

Nk, O O
o N, O

Girando y trasladando los ejes se pasa de una ecuacién a otra, luego:
-k 0 O

dkeR, k=0,talque A=| 0 k 0 |, yaque laecuacion de una conicaen un
0 0 2k

sistema de referencia puede multiplicarse por un namero distinto de cero.
Teniendo en cuenta los invariantes en la ecuacion de una conica, se verifica:

Tr(A,)=Tr(B,) = k+kr=0=1r=-1

-k 0 0 .
Al=|0 k © :k3:|B|:Zp:>u=4k3
0 0 -k
1 1
Ap =k =-k>=By=—"=k=%=
00 00 4 2

=
Para”+” se obtiene: p = 4E _L
8 2

Para”-” se obtiene: u:—l4=—1
8 2

Por tanto, hande serfA=-1 y p= J_r% :
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Cobnicas

6.-
a) Clasificar la siguiente conica segin los valores del parametro “a":
a+2x+2y+ax’ +2xy +ay’ = 0.
b) Hacer un estudio completo de la cdnica anterior para a = 2:
Ecuacion reducida
Pardmetro de la conica
Eje y vértice
Foco y directriz
Dibujo de la cdnica.

Solucion:
0 -1 2a
a) Lamatrizde laconicaes A=|-1 1 -a
2a —a Z2a
Al=-2a=0=2a=0
1 -a a=0
ooz‘_a 2a:a(Z—a)=0:>{a=2
a — |
0 2

Estudiemos las diferentes posibilidades:

Ay <0
1) a<0= =
|A| =0

Ay >
2) 0<a<2=>
Al=0

(ay +a, A =@1+2a)(-2a)=+-<0=> _

Ay <0
a>2=> =
|A|£0

= Elipse ¢real 6 imaginaria?

A, =0= Tipo parabdlico
4)a=0=> L.
|A| = 0 = Cdnica degenerada
0 -10
A=l-1 1 0|=A,+A,=0+(-D)=-1<0=
0 0 O

Ay =0
5)a=2=> =
|A|#£0
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Conicas
dos rectas paralelas parabola

! !

a I I

hipérbola 0 elipse real 2 hipérbola

b) A la vista del apartado anterior, para a = 2, la cénica es una parabola cuya matriz
asociada es:

0 -1 4
A=|-1 1 -2|conA,=0Yy|A=-4.
4 -2 4

Ecuacién reducida
A,y 2 +2b,x7=0

1 -2
siendo A, =a,, +a, =5, 0 bien A, = valor propio no nulo de A, :[ j y

-2 4
- a11 + a22
: . 245
Como b, ha de tener signo contrario a A,, se toma b, = Resultando la
Ecuacion reducida: 5y —%x“z 0, es decir:
yoo 45
25

Parametro de la conica

20— w5 _ o= 235

25 25

Ejey vértice
El eje de la parabola x ™ tiene la direccion de los vectores propios asociados al valor
propio A, =0 de lamatriz A_:

1 -2)x 0 1
=| |=X-2y=0=>y=—X
2 oo z

Luego, el eje y, perpendicular a X™* y que corta a la conica en el vértice, tiene una
ecuacion de la forma:
y =y=-2X+k
Sustituimos esta expresion en la ecuacion de la parabola, obteniéndose:
X% +4(—2x + k) = 24x(—2x + k) - 2x +8(-2x + k) =0 =
25x2 —2(9 +10k)x + 4k(k +2)=0
cuyo discriminante A ha de ser nulo para que tenga solucion unica (la abscisa x del

vértice): A =4(9+10k)* —4-25-4k(k+2)=0 < —20k +81=0= kzg—é

La abscisa del vértice es, entonces, la solucién Gnica de la ecuacion

2(9+10k)x + 4k(k +2)=0 para k =%:
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2500x2 —9900X +9801=0 = X = %

Como el vértice ha de pertenecer al eje y "=y = -2X +§—é , Su ordenada ha de ser:

99 81 9

50 20 100

El vértice es, por tanto, el punto

Y el eje de la parabola es la recta que pasa por el vértice y tiene de pendiente % :

p_+5

Como ambos se encuentran a una distancia rRET del vértice, intersecamos el eje x

Foco y directriz

con la circunferencia de centro V y radio g ;

9 1( 99
y-——=2|x-—
100 2( 50)

2 2 2
99, y_ij ()L
50 100 25 125
Resolviendo el sistema anterior se obtienen los dos puntos: B,i y @,E
10 20 50 100

¢ Cual de ambos es el foco?
Si se interseca la parabola con la recta paralela al eje y™* que pasa por el origen, se
obtienen dos puntos de corte, ya que el discriminante A para k = 0 es positivo:
A =49+10k)* —4-25-4k(k +2)=4-81=324 > 0Luego, la parabola se abre hacia la
izquierda del vértice y el foco F es, de ambos puntos, el que tiene menor abscisa:

. La directriz d es la recta que pasa por el otro punto y es paralela al eje y:

Dibujo de la conica

25
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Conicas

7 .-
a) Clasificar la siguiente cdnicas segun los valores del parametro “a":
a+2x +2y+ax’ +2xy +ay’ = 0.
b) Hacer un estudio completo de la cdnica anterior para a = O
Ecuacion reducida
semiejes, excentricidady Pardmetro de la conica
Centro, si procede
Ejes 'y vértices
Focos'y directrices
Asintotas, si procede
Dibujo de la cdnica.

Solucion:
a 11
a) Lamatrizdelacénicaes A={1 a 1
1 1 a
3 2 -2
Al=a®-3a+2=(a+2)a-1)=0=a= .
a 1
Ay = —a’-1=0=a=+1
1 a
| | |
a I I I
-2 -1 1

Estudiemos las diferentes posibilidades:

AOO > . , . . .
l)a<-2=> |A| 40 = Elipse ¢real 6 imaginaria?
(ay, +a,,)A| = 2a|(a+2)a—-1)*|= -~ > 0 = ELIPSE IMAGINARIA
AOO > . , . . .
2) —2<a<-1=> |A| 40 = Elipse ¢real 6 imaginaria?
(ay, +a,,)A| = 2a|(a+2)a—-1)*|= -+ < 0 = ELIPSEREAL
Ay, <0 z
3) -l<a<l= A0 —|HIPERBOLA |
=+
AOO > . ; - . .
4)l<a=> |A| 20 = Elipse ¢real 6 imaginaria?
(ay, +a,,)A| = 2al@a+ 2 a—-1)*|=+-+ > 0= ELIPSE IMAGINARIA
Ay >0
5 a=-2=> |A|—O = PUNTO
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Conicas

Punto o
rectas parabola recta
imaginarias doble

| | |
a | | |

elipse -2 elipse .1 hipérbola 1 elipse
imaginaria real imaginaria

b) x+y+xy=0

Ecuacion matricial

X'AX=0(1 x vy

NP, © NP
O N|IFPN|F

N|RPN|[F—R, O

11
0 1|, llegando al mismo resultado.
10

Nota: También puede utilizarse A =

=)

Clasificacion

1
2| = —% < 0 = Conica de tipo hiperbdlico.
0

Al = % + 0 = Se trata de una HIPERBOLA.

Ecuacion reducida
A XZP+h, yP+k=0

=0 A=1=

|
>>
N
N
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Coénicas
De acuerdo con el criterio expresado anteriormente, tomamos para 1, el valor propio de
signo contrario a k, es decir, A ;= % A, = —%.

Por tanto, la Ecuacion reducida queda:

_. Es una hipérbola equilatera.

semiejes, excentricidad y parametro de la conica

, por ser hipérbola equilatera.

Centro

Para calcular el centro, resolvemos el sistema

Ejes y vértices
Los ejes son rectas que pasan por el centro y tienen la direccion de los vectores propios
asociadosa A , y A, , respectivamente.

Los vectores propios asociados a A , son las soluciones del sistema:
E
2 2 [X]_(O) s v ve _
1 1(yj—(0]<:> X+y=0<y=x.

2 2

Por tanto, el eje focal tiene de ecuacion: _

El eje no focal es perpendicular al anterior, luego tiene de ecuacion:

Para calcular los vértices, intersecamos el eje focal con la circunferencia de centro C y
radio a=1:

(X+1)2+(y+D)> =2
y =X

obteniéndose los puntos _

Focos y directrices
Los focos son los puntos de interseccion del eje focal con la circunferencia de centro C
y radio c:

c’=a’+b*=4=c=2
(X+D> +(y+1)?> =4
y=X
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2
Las directrices son rectas paralelas al eje no focal que distan del centro a_:
C
Su ecuacion ha de ser, por tanto, de la forma y = -x + n, es decir, Xx + y —n = 0,

- a’ [-1-1-n|
determinando n de modo que —=1="——
c V2

directrices son las rectas_.

Asintotas
Las asintotas son rectas que pasan por el centro y tienen de pendiente m, siendo m

solucidn de la ecuacion a,, +2a,,m+a,,m* =0« 0+m+0=0=m=0.
Una asintota tiene, entonces, de ecuacion:
La otra, pasa por el centro y es paralela al eje de ordenadas OY: k=-1|

. Resulta n=-2++/2, luego, las

Dibujo de la conica

asintotad

eje forcal

asintotal
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8.- Dada la cdnica 2x?-y?+4xy-x=0, se pide:
a) Clasificacion
b) Ecuacién reducida
c) semiejes y excentricidad
d) Centro
e) Ejes
f) Asintotas
g) Vertices
h) Dibujo de la cdnica.

Solucion:

a) Clasificacion

0 —% 0
|1 s ol 1 .
|A|= -3 =2 # 0 Conica no degenerada.
0 2 -1

2 2
Ay 2‘2 _1‘2—6<0 Se trata de una -

b) Ecuacién reducida. Hallamos los valores propios de Ago
2-2 2 /!
2 -1-1 A, -6 24
Se toma primeramente el wvalor propio de distinto signo al termino

=(/1+2)(/1—3):>21=3y/12:—2 yal ser k=

independiente 3(x")* —2(y")* -

c) Semiejes: el semieje real es .
El semieje imaginario es .

En la hipérbola ¢® = a* +b?, en este caso ¢? = —

1 5 J5
=

+—=—=C¢=—, por tanto, el
72 48 144 12
5
valor de la excentricidad es e =& = 12 —
a \/_

Distancia entre focos d(F,F")=2c= 2— l
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2
Siendo el pardmetro de la conica p = b a8 =
a x/§/12

d) El centro es la solucién del sistema de ecuaciones lineales:

1
_E+2x+2y—0 — (X, y) =

2x-y=0

e) El eje focal es una recta que pasa por el centro (1/12, 1/6) y es paralelo a los vectores
propios asociados a 4, =3.

Por tanto, resolvemos el sistema de ecuaciones lineales

2 2\« a
=3 =a=2p.
2 2)05)
; Eje no focal o imaginario -
f) Asintotas

2 231
(1 m)(2 J[ j:0:>—m2+4m+2:0:>m:21r\/5

Eje focal o real

m

g) Vértices:
Se hallan intersecando el eje focal con la circunferencia de centro el de la cénica y radio

a=+2/12:
S
(2] (-3

Focos
Se hallan intersecando el eje focal con la circunferencia de centro el de la conica y
radio c:

y13x-d)
6 2 12

ed) (2]
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Directrices

Cobnicas

2
. ), . a -
Son rectas paralelas al eje no focal y’’ y tales que distan — del centro de la conica;
c

de tal forma que cortan al eje focal en los puntos:

1 1 1 31
—— = X—— —
Y76 2( 12) Dl(zo’Sj

2 2 2:>
5 (-8 Fm) Ples)
12 6 J5/12 {6015

h) Dibujo de la conica
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9.- Dada la conica de ecuacién: 9x?+6xy-22x+y?-34y+49=0. Se pide:
a) Ecuacién matricial.
b) Clasificacion.
c¢) Ecuacién reducida.
d) Pardmetro de la conica.
e) Verticey Eje.
f) Focoy directriz.

Solucion:

a) Ecuacién matricial

b) Clasificacion

49 -11 -17
|A|=|-11 9 3 |=-1600+0; Cénica no degenerada.
-17 3 1

9 3
Aoo=3 1=0 Se trata de una .

c) Ecuacion reducida. Por ser una parabola los valores propios de Ao son
4 =0y =a,+a,, =9+1=10 yesdel tipo A,y'**+2b,x"'= 0, siendo

-|A
Y e Y 00 _ 0.
a,;, +a, 10

Tomamos el signo de b, contrario al de A, resultando la Ecuacion reducida:

d) Parametro de la conica y’’?=2px’’; -

e) Eje y vértice

De todas las rectas que tienen por direccion la dada por los vectores propios de A,
asociados al valor propio A,, vamos a considerar la recta r que corta a la parabola en
Unico punto. Dicho punto seré el veértice V de la parébola.

Los vectores propios asociados a A, =10, son las soluciones del sistema:

9-10 3 \(x 0 1
= < —X+3y=0y==X
3 1-10)\y 0 3
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Por tanto, la pendiente de la recta r es % y tiene una ecuacion de la forma: y _g +k

Hay que hallar k de forma que el discriminante A de la ecuacién de segundo grado que
se obtiene al intersecar la parabola y la recta r, sea nulo (solucién Unica):
OX* +6Xy — 22X +y* —34y +49=0

X0 = 100x° +60(k —5)x +(9k* 306k +441)=0 =
y=—+
3

A=607(k-5)"—4-100-(9k* — 306k +441) = 0 = k=1.

El vértice es ya la solucion del sistema anterior para k=1, es decir:

25x* — 60X +36 = O:X—E:y—1+§:1:>
5 3 5 5

El eje es la recta que pasa por el vértice y es perpendicular a r, es decir, tiene de

pendiente (-3). Su ecuacion es, por tanto:

f) Foco y directriz
Para calcular el foco y la directriz, intersecamos el eje con la circunferencia de centro V

p . . . 2410

y radio > siendo p el parametro de la parabola, p =T:

_Z—_3(X_Ej - —
y 5 5 x=1, y=2

2 2 =
o35 s
X—=| +|ly——=| ==

5 5 5

¢ Cual de los dos puntos anteriores es el foco y cual pertenece a la directriz?

Para averiguarlo, analicemos el discriminante de la ecuacion del apartado anterior para
k=0:

A <0. Por tanto, para k = 0, la correspondiente recta perpendicular al eje no corta a la
parabola en dos puntos, luego la conica se dirige hacia la arriba.

El foco es, entonces, el punto - y la directriz es la recta perpendicular al eje que

pasa por el punto ng . Por consiguiente, la ecuacién de la directriz es:
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g) Dibujo de la conica
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10.-Dada la cdnica x? + y? + kxy - 10x - 2y + 1 = 0, se pide:

es

a) La ecuacion matricial
b) Ecuacion de las Asintotas y Eje focal para el valor k = 2.

c) Ecuacion reducida para el valor k = 1

d) Hallar la excentricidad para el valor k = %
e) Clasificar segtn los valores del parametro k € R

f) Demostrar que la excentricidad de cualquier hipérbola equildtera

e=12

Solucion:

36

a)

b) Si k = 2 entonces

1 -5 -1
A=|-5 1 2|, |A]=-3,|A|=-9 lacénicaes una hipérbola cuyo centro
-1 2 1
. . -5+x+2y=0
es x =-1, y =3 solucion del sistema ,
-1+2x+y=0

Las pendientes de sus asintotas, son las raices del polinomio 1+4m+m? =0,
por tanto, m =—2++/3
Los valores propios de Ac son las raices de [A; —l,|=(A—3)(A+1)=0.

El eje focal pasa por el centro y su pendiente es, la pendiente del vector propio

asociado al valor propio A =-1, que resulta ser m=-1

e foce R = v - x +2.

c) Si k=1 =|A|=-16, |A,|=0 y la conica, resulta ser, una parabola cuya

Ecuacion reducida es 2, (y')2 +2bx'=0.

-1A
A,=a,+a,,=2, b=— % =2+/2. Ecuacion reducida -
2
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1 L 1 1 3
d) Si k== los valores propios de 2 son A ==Yy A =— por tanto
2 1 2 2
2

a’ =2k, b’ :%k , =>C= ,/2k—§k y la excentricidad en este caso es:

e) |A.|=1-k*, |A|=—(k-5)* , asi pues el valor de ke R lo descomponemos en
los intervalos y valores siguientes:

1-Si k<-1 =|A]<0, |A|<0 son hipérbolas.

2.-Si k=-1 =|A|=0, |A|<0 esunaparabola.

3.-Si -1<k<1 =|A]>0, |A|<0 y a, >0 sonelipses.

4.-Si k=1 =|A|=0, |A|<0 esunaparabola.

5.-Si1<k<5 =|A <0, |A|<0 son hipérbolas.

6.-Si k=5 =|A <0, |A|=0 son dos rectas secantes.

7-Si5<k =|A|<0, |A[<0 son hipérbolas.

f) En una hipérbola equilatera se verifica que a=b y c?=a?+h?=2a% y como la

.. Cc
excentricidad es e = — =
a
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11.- Dada la cdnica de ecuacion: 1+2x+4y+3x?+4xy=0 Se pide:

a) Clasificacion

b) Ecuacion reducida

c) semiejes, excentricidady Pardmetro de la cénica

d) Centro, si procede

e) Ejes 'y vértices

f) Focos y directrices

g) Asintotas, si procede

h) Dibujo de la cdnica y de los elementos hallados en los apartados
anteriores.

Solucion:
Ecuacion matricial

X'AX =0 <

a) Clasificacion
3
2

|A| = -8 # 0 = Se trata de una _

b) Ecuacion reducida
L X+, yP+k=0
k:ﬂ:_—Bzz; A, -1 1[=27 —3x-4:o:>x={_1
A, -4 4
De acuerdo con el criterio expresado anteriormente, tomamos para A, el valor propio de
signo contrario a k, es decir, A ;=-1 A, =4,.
Por tanto, la Ecuacion reducida queda:

Ay = ‘ 0‘ =—4 < 0= Conica de tipo hiperbolico.

c) Semiejes

Excentricidad y parametro de la conica

, ya que a2=2,b2=% ,cz=a2+b2=g .

1+3x+2y =0
2+2x+0y=0

d) Centro

Para calcular el centro, resolvemos el sistema { , obteniéndose el punto.

e) Los ejes son rectas que pasan por el centro y tienen la direccién de los vectores
propios asociados a A, y A, , respectivamente.
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Los vectores propios asociados a A, son las soluciones del sistema:

3+1 2 \(x 0
= S 2X+y=0&y=-2X.
2 ol

Por tanto, el eje focal tiene de ecuacion:

El eje no focal es perpendicular al anterior, luego tiene de ecuacic')n:-.

Vértices
Para calcular los vértices, intersecamos el eje focal con la circunferencia de centro C y
radio a:

(X+D?+(y-D>=2
y—-1=-2(x+1)

et s _

f) Focosy directrices
Los focos son los puntos de interseccion del eje focal con la circunferencia de centro C
y radio c:

()7 +(y-)? =
y—1=-2(x+1)

2

. . . . a
Las directrices son rectas paralelas al eje no focal que distan del centro —:
C

Su ecuacion ha de ser, por tanto, de la forma y = (1/2)x + n, determinando n de modo

que & =2 J%(—l)—%—n‘
c 572 V512

g) Asintotas
Las asintotas son rectas que pasan por el centro y tienen de pendiente m, siendo m
solucion de la ecuacion 3+4m=0.

Al resolver la ecuacion anterior, se obtienen un valor para m:
m, = -3/4. La otra asintota pasa por el centro y es paralela al eje de ordenadas

. Resulta n = g +4/2, luego, las directrices son las

Las ecuaciones de las asintotas son:
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h) Dibujo de la cénica
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12.- Sea la conica de ecuacion: 2x2+y?+2/2xy+2y=0 Se pide:
a) Clasificacion
b) Ecuacion reducida
c) Excentricidad y Pardmetro de la conica
d) Vértice, si procede
e) Ejes
f) Dibujo de la cdnica

Solucion:

Ecuacion matricial

X'AX =0 <

a) Clasificacion

2 2
21

|A| =2 0= Se trata de una

b) Ecuacion reducida
es del tipo A,y"'*+2b,x"'=0, siendor, =a,, +a,, =2+1=3,

b=+ AL :i\ﬁ.
a,, +a,, 3

Tomamos el signo de b, contrario al de A, resultando la Ecuacion reducida:

c) Excentricidad
, por ser una Parébola.

A =0= Codnica de tipo parabolico.

00 —

Parametro de la conica

d) e) Ejey vértice
De todas las rectas que tienen por direccion la dada por los vectores propios de A,
asociados al valor propio %,, vamos a considerar la recta r que corta a la parabola en
Gnico punto. Dicho punto sera el vértice V de la parabola.
Los vectores propios asociados a A, =3, son las soluciones del sistema:

2 Yo
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. 1 . .
Por tanto, la pendiente de la recta r es —, y tiene una ecuacion de la forma:

V2

y—ix+k
NG .

Hay que hallar k de forma que el discriminante A de la ecuacién de segundo grado que

se obtiene al intersecar la parabola y la recta r, sea nulo:

2X2+y? +2+/2xy+2y=0 2
2 1 1 1
& 2X +(—x+ kj +2\/§X(—X+ kj+2(—x+ k

y=—=x+k V2 J2 V2

NG

A =8(3k+1)° —4-9- (2K + 4K) =8(1—12K) = 0 = k:%.

El vértice es ya la solucion del sistema anterior para k:E’ es decir:

648X +180\2x + 250> x = V2 Ly B2 1 1 1
36 36 2 12 18

El eje es la recta que pasa por el vértice y es perpendicular a r, es decir, tiene de
pendiente -\2. Su ecuacion es, por tanto:

f) Dibujo de la conica
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13.- Dada la cdnica de ecuacién 3x* — 8xy — 3y* + 10x - 10y + 10 = O,

se pide:
a) Ecuacion matricial.
b) Clasificacion.
c) Ecuacion reducida.
d) Semiejes, excentricidady Pardmetro de la conica.

e) Centroy Ejes.
f) Asintotas.

Solucion:
a) Ecuacion matricial

°©-

b) Cla5|f|caC|on

=—-25< 0= Conica de tipo hiperbolico.

% %
|A| =50 0= Se trata de una

c) Ecuacion reducida
A XZ+h, yP+k=0

_A_s0 A, 2 I|=k2—25=0:>k={_5
A, 25 5

De acuerdo con el criterio expresado anteriormente, tomamos para A, el valor propio de

signo contrario a k, es decir, A , =-5, A, =5;.

Por tanto, la Ecuacion reducida queda:

Se trata de una hipérbola equilatera
d) Semiejes

Excentricidad y parametro de la conica

2

,yaque a’ = _g c?=a’+b’=5

5+3x-4y=0
—-5-4x-3y=0

e) Centro

Para calcular el centro, resolvemos el sistema { , obteniéndose el punto.

Los ejes son rectas que pasan por el centro y tienen la direccion de los vectores
propios asociados a A, Yy A, , respectivamente.
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Los vectores propios asociados a A, son las soluciones del sistema:

3+5 -4 \(x 0
= S 8X-4y=0<y=2X.
-4  -3+5)\y 0

Por tanto, el eje focal tiene de ecuacion:

El eje no focal es perpendicular al anterior, luego tiene de ecuacién:-.

f) Asintotas
Las asintotas son rectas que pasan por el centro y tienen de pendiente m, siendo m

solucion de la ecuacion —3m*-8m+3=0.
Al resolver la ecuacion anterior, se obtienen dos valores para m:

m=-3ym, = % La otra asintota pasa por el centro y es paralela al eje de ordenadas

Las ecuaciones de las asintotas son:
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Solucion:

a) Ecuacion matricial

X'AX =0 <

b) Clasificacion
303 4 {AOO=|AC|=5>O

A=[3 2 -1
4 1 3 |A|=-20%0

002 =+ ~<0 - EIPSEREAD

c) Ecuacion reducida
A X" +A,y"+k =0

= Elipse

. 2 -1
A, YA, valores propios de A, =( 1 3 ]:

55
2 -1 My Ty
Ac{ ]:>|Ac—x||=x2+5x+5=o:> ,
-1 3 5++/5
A, =
2
ya que se toma como A, el valor propio de menor valor absoluto.

(1AL =20
A, 5

=-4

d) Semiejes
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Parametro de la conica

1 1
¢’=a’-b’===c="Ff=
6 V6
e) Centro
3+2x-y=0
=
—4-x+3y=0
f) Ejes
Pasa por el centro C (-1,1)
Eje focal X’ = 5 J5
Es paralelo a los vectores propios asociados a A, = > 5
5 5
2——+— -1
X X 0
(Ac—x1|)£ j_ 2 2 [ J ( j: 145 x—y=0=
y 3_5 ﬁ 2 2
2 2

N
=| —=+—|x, Luego, X’ =
y{2+2]X oo -

Pasa por el centro C
El eje no focal y’’ =
Es perpendicular al eje focal

o _

g) Vértices (principales)
Se hallan intersecando el eje focal con la circunferencia de centro el de la conica 'y

radio a =
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Solucion:
Ecuacion matricial

X'AX =0«

a) Clasificacion
110 {A00:|Ac|:1>0

A=-1 1 1
0 1 o |A|=-3%0

AR

b) Ecuacion reducida
A X"+ A,y 2+ k=0

= Elipse

11
A, YA, valores propios de A, =(1 ZJ =
A =ﬁ
=|A, -AM|=2* -3 +1=0= 2 va que se toma como A, el valor
3+5
A, =
2
propio de menor valor absoluto.
Al -
A, 1

c) Centro

-1+x+y=0
=
X+2y=0

f) Ejes

Pasa por el centro C (2,-1)

Eje focal X’ = J5

Es paralelo a los vectores propios asociados a A, = 2—7
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) 1—%+7 1 x) (0)_ [
(A, M)[J- 5 (y}(oj:{
2

1 2—E
2

1 5
=—| —=+—|x, Luego, X’ = :
’ [2+2]X o -

Pasa por el centro C (2,-1)

N |-
+
;|/
X
+
<
I
o
U

El eje no focal y”’ E{

Es perpendicular al eje focal

Por tanto, y*’ =
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16.- Dada la cdnica de ecuacién x> - 2 y?> + 4 x + 1 = 0. Se pide:
a) Clasificacion

b) Ecuacion reducida

c) Semiejes y excentricidad

d) Centro

e) Ejes

f) Asintotas

Solucion:
Ecuacién matricial

X'AX=0<

a) Clasificacion
1 0
0

|A| =6 0= Se trata de una

b) Ecuacion reducida
A XZ+h, yP+k=0

=—2 < 0= Conica de tipo hiperbdlico.

Aoo:|Ac|:‘

k:ﬂziz—fs; |Ac—k ||:x2+x—2=o:>xz{1
A, 2 -

De acuerdo con el criterio expresado anteriormente, tomamos para A, el valor propio de

signo contrario a k, es decir, A ; =1, A, =-2;.

Por tanto, la Ecuacion reducida queda:

arametro de la conica

c) Semiejes

Excentricidad

, ya que a2:3,b2:§ ,c2:a2+b2:%.

2
2+x=0
—2y=0"

d) Centro

Para calcular el centro, resolvemos el sistema {

obteniéndose el punto. [€=(2,0).

Los ejes son rectas que pasan por el centro y tienen la direccion de los vectores
propios asociados a A, Yy A, , respectivamente.
Los vectores propios asociados a A, son las soluciones del sistema:
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1-1 0 X 0
= < y=0.

0 -2-1)\y 0
Por tanto, el eje focal tiene de ecuacion:

El eje no focal es perpendicular al anterior, luego tiene de ecuacion:[X==2|.

e) Asintotas
Las asintotas son rectas que pasan por el centro y tienen de pendiente m, siendo m

solucion de la ecuacion —2m* +1=0.
Al resolver la ecuacion anterior, se obtienen dos valores para m:

m, = —g ym, = ﬁ La otra asintota pasa por el centro y es paralela al eje de

ordenadas

Las ecuaciones de las asintotas son:

- \\M

/”
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1 -1 -a)l(1
17.- Sea la conica de ecuacién: (1 x y)|-1 a 1|/ x|=0.
-a 1 aly

a.- Clasificarla segin los valores del parametro real “a”.
b.- Para a = 0, se pide:

Clasificacion

Ecuacion reducida

semiejes, excentricidady Pardmetro de la conica

Centro
Ejes
Asintotas
Solucion:
1 -1 -a
a-A=/-1 a 1
-a 1 a
a 1 {1
0 = =a°-1=0=a=
1 a —
2 1
Al=(a-1)(-a-1)=0=a= .
Casol Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5
a (— 00,— ) -1 (-1, 1) 1 (1,00)
Ay + 0 B 0 +
A - 0 : 0 :
Clasificacion | Elipse real | Rectas Par. | Hipérbola | Recta doble | Elipse real

(ay +a,)|Al=2a(a-1)"(-a-1)
Caso 1: (ay, +a,)|A|=—-+<0= Elipse real

1 -a |1 - 1 1
= +
-1 ala=11 -

—-a a
1 _
‘ ]1 =0 = Recta doble

1 —

Caso2: A, +A,, = 1

+

Rectas Paralelas
1 _
= +
atl-1 1| |-1 1
Caso 5: (ay, +a,)|A|=+-—<0= Elipse real

b.- Estamos en el caso 3, se trata de una |hipérbolal.

Ecuacién reducida:
AX"Z 4,y P +k =0

Caso4: A, +A,,
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1 -1 0
01
A=l-1 0 1 :>Ac=(1 OJ:>|AC—kI|=k2—1=0:>X=i1
0 1 0
Al -1 A, =-1 (signo contrario a k)
kse—"=—=1=
A, -1 A, =1
—X"4y"?+l=0 < x'"P-y"? =1
semiejes.

, Se trata de una hipérbola equilatera.
Excentricidad:

Parametro de la conica:

{—1+ y=0
Centro: =
x=0

E'e5'11X—0:>x+ =0=>y=-X
J'11y_o y= y=

Eje focal:
Eje no focal:
Asintotas:

Pendiente:a,, +a,,m* +2a,,m=0=0+2m=0=m :0:{

Ecuaciones: .

15,

m, =
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18.- a) Probar que sélo uno de los siguientes polinomios de segundo
grado en x y en y representa una e/ipse.

1. x2+4xy+y?=7

2. 2x+by-3+x%+3xy+2y?=0

3. 9y?-24xy-40y+16x%-30x=5

4. 5y?+5x?-1-8xy+4x-2y=0
b) Hallar el Centro, los Ejes, los Focos y las Asintotas de la conica
y2+4xy+x2-7=0.

Solucion:
a)
oo Aj=21=0
1. A=| 0 Hipérbola
|A|=-3<0
0
= s 0 |A|=-15625=0
2.A=-15 16 -12|= Al—o Parabola
-20 -12 9 [Ac] =
31 2
21 (al=0
3A=1 1 —|=> 1 Dos rectas secantes
2 |AC|:—Z<0
5 3,
2 2
1 -1 2 |A|=-18=0
4. A=|-1 5 -4|=1{|A]=91>0 ELIPSE REAL|
2 -4 5 signo(a,, +a,,) # Signo|A
oo {|A| 21#0
by A=| 0 1 2|= Hipérbola
0 2 1) UAf==8<0
Centro } C(OO

Ecuacion caracteristica de Ac: A> —21 —3=0. Valores propios -1y 3. k = ™ =7

2 2

Xy

Ecuacion reducida 3x?-y?-7=0 < 7T 1
3
1-3 2 \(x 0
Pendiente del eje focal = oy=x=>m =1
2 1-3)\y 0

Eje focal & =X

Eje transverso [y = =X
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Focos
28

De la Ecuacion reducida obtenemos que: a* = %;b2 =7T=c?=a’+b%= 3

y=X
Y del sistema , . 28:=
X"+ y = ?

Asintotas

1+4m+m?=0=m=-2+/3 =
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19.- Clasificar la cdnica 2xy+4x-1=0 y hallar su excentricidad, Eje
focal y Focos.

Solucion:
-1 2 0)(1
X'AX=0<(1 x y)|2 0 1|x|=0.
0 1 O)\y
e 01 - R
Clasificacion: A, =‘1 0 =-1< 0= Conica de tipo hiperbolico.

|A| =1+ 0= Se trata de una hipérbola.

Ecuacion reducida: A ,X"*+1, y'"?+c =0
|A| 2 -1
c=—=-1; A, -1 l|=2°-1=0= L=
Ay 1
Tomamos para A ,el valor propio de signo contrario a ¢, es decir, A , =1, A, =-1;.

Por tanto, la Ecuacion reducida queda:

Excentricidad: - ,yaque a®=1,b°=-1,c*=a*-b*=2.

+y=0

, 2 -
Para el centro, resolvemos el sistema { , obteniéndose el punto C=(0,-2)

Los ejes son rectas que pasan por el centro y tienen la direccion de los vectores propios
asociadosa A , y A , , respectivamente.

Los vectores propios asociados a A , son las soluciones del sistema:

EE G "

Por tanto, el eje focal tiene de ecuacion:
El eje no focal es perpendicular al anterior, luego tiene de ecuacion:
y+2=-X&y=-X-2.

Focos son los puntos de interseccion del eje focal con la circunferencia de centro C y

2 2 _
radio c: {OHO) 2+(y+ 2) = 2. Obteniéndose los puntos -
y=X-

4

y
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20.- Dada la conica x? + y? -2xy - 6x + 2y + 7 = 0, se pide:
a) Las coordenadas del foco.

b) La ecuacion de la directriz.

Solucion:
Ecuacién matricial

7 -3 1)1
X'AX=0< (1 x y)|-3 1 -1|x|=0.
1 -1 1)y
Clasificacion
1

A

|A|= 4 0= Se trata de una PARABOLA.

Ecuacion reducida
es del tipo A,y"'?+2b,x"'=0, siendoX, =a,, +a,, =1+1=2,

-|A
AL _ +/2.
a11 + a22
Tomamos el signo de b, contrario al de X, resultando la Ecuacion reducida:

2y"2—2\/§ X"=0y"™ —J2 x".
Parametro de la conica

-1
. :‘ ) ‘ =0 = Conica de tipo parabdlico.

yb1:i

p:

N
2

Eje y vértice

De todas las rectas que tienen por direccion la dada por los vectores propios de A,
asociados al valor propio A,, vamos a considerar la recta r que corta a la parabola en
unico punto. Dicho punto serd el vértice V de la parébola.

Los vectores propios asociados a A, =2, son las soluciones del sistema:

T

Por tanto, la pendiente de la rectar es —1, y tiene una ecuacion de la forma: y=—x+Kk.

Hay que hallar n de forma que el discriminante A de la ecuacion de segundo grado que
se obtiene al intersecar la pardbola y la recta r, sea nulo:

{xz +y%-2Xy-6X+2y+7=0

= x2+(—x+n)2 -2X (=X +n)-6x+2(—Xx+n)+7=0 =
y=-X+n

4x* —4x(N+2)+n’*+2n+7=0
A=16(n+2)*—4-4-(N*+2n+7)=0= n:%
El vértice es ya la solucion del sistema anterior para n:; es decir:

2
ax?—ax[ 34243 +2§+7:0:>x:1:>y:—i
2 2 2 4 4
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El eje es la recta que pasa por el vértice y es perpendicular a r, es decir, tiene de
pendiente 1. Su ecuacion es, por tanto:

Cobnicas

El foco esté situado en el eje de simetria y a una distancia p/2 del vértice:

1 7
y+Z:1(X—Zj x=2;y=0

7Y 1Y ? Tlx=3,y- 1
2 T
4 4 2

a) Foco=[2,0)

Dibujo de la conica
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21 .- Dada la conica de ecuacion
36x% + 29y + 24xy — 96x — 22y — 115 = 0.
Se pide:
a) Clasificacion
b) Ecuacion reducida
c) semiejes, Pardmetroy excentricidad
d) Centroy Ejes
e) Directrices

Solucioén:
a) Clasificacion
-115 -48 -11 36 12
0 = =900>0 _
A=| -48 36 12 |, 12 29 = Elipse
11 12 29 |A|=—162000¢0

signo(a,, +a,, ) =+ # —=signo|A| = _

b) Ecuacion reducida
A X" +A,y"+k=0
A, YA, valores propios de
36 12 6B-A 12
¢ = A —M|= =(L—-20)(L—45)=0=
12 29 12 29-A

que se toma como 2, el valor propio de menor valor absoluto.

, ya
7L2=45 y

=1L g0

00

c) Semiejes de la conica

Parametro focal

Excentricidad

szaz-b2:9-4:5:>C:\/§:>e:§:.
d) Centro
-48+36x +12y =0
22 +12x+29y =0
Ejes
. Pasa por el centro C (Z EJ
Eje focal X’ = 5 5

Es paralelo a los vectores propios asociados a A; =20
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8 Conicas

()= (320 12 (0 s
2N Sy=-—
Dy 7l 12 20-20 0 FreyTEe YR

Luego, X’ = - eje mayor.

: Pasa por el centro C (Z,-EJ
El eje no focal y*’ = 5' 5

Es perpendicular al eje focal

Por tanto, y”’ E- eje menor

e) Directrices
Cortan al eje focal en dos puntos a una distancia igual a a?/c

7Y 1V (a2Y 81 7 27145 1 3645
A (o] e
5 5 c 5

=

4( 7) D,:(z_zwg _£+36\/§J

y+1='_ X-— )
5 3 5 5 25 5 25

Ahora con pendiente paralela al eje no focal o menor

y+1,36V5 _3( 7 21
5 25 4 5 25
g+l 36¥6 _3( 7 215
5 25 4 5 25
3
4 -3 -2 -1

-4
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1) - N
i Conicas ] &
22.- Dada la conica de ecuacién: x* + 2xy + y> —2x —10y + 9 = 0. Se
pide:

a) Ecuacion matricial

b) Clasificacion

c¢) Ecuacion reducida

d) Excentricidad 'y Pardmetro de la conica

e) Veérticey Eje

f) Foco y directriz

g) Grafica de la cdnica donde aparezcan los elementos que se
calculan en los dos apartados anteriores.

Solucion:
a) Ecuacion matricial

o X AX =0

b) Clasificacion

Ay = |Ac| =

1
A j =0 = Tipo parabodlico

Al=-16=0= -

c) Ecuacion reducida

2b,x"+A,y"* = 0; valores propios de A : A, =0, A, =a,+a,, =2
-|A : :
b=+ |——— =+22; para que b: sea de signo contrario a A,, tomamos
a11 +a22
b, =-22.

d) Excentricidad y parametro de la conica
, por ser una parabola.

2p=22=

e) Ejey vértice
Vectores propios de Ac asociadosa A, = 2:

O

= Ejey"=y=x+n. Busquemos “n” para que la interseccion de y’’ con la
parabola sea un Gnico punto:

y=X+n , ;
22 = 4x° +4x(n-3)+n“ -10n+9=0=>
X°+y +2xy—-2x-10y+9=0
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L Conicas
(- —4n-3) +/16(n —3)? —16(n? —10n + 9)

8
Discriminante = 0 =16(n - 3)* -16(n* -10n+9) =>n=0= Ejey"'=y =X
Abscisa del vértice: x = —4(0 _83) +4/0 = %; ordenada: y=x = %

Luego,

El eje focal pasa por el vértice y es perpendicular ay’’:

Eje focal

f) Focoy directriz

Ejefocalsy-gz—(x—gj
2 2 {X:23y:1

? ? X=1=y=2

circunf. decentroVyradio%s[x—gj +[y-gj :% y

Observando el dibujo se obtiene que el foco es - y la directriz es la recta
que pasa por el punto (2, 1) y es paralelaa y’’:

g) Grafica d.e la conica

L v
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Conicas

23.- Sea la cdnica de ecuacién: 11x? + 17y® — 64/3xy — 40 = 0

a) ¢Es el Centro de la conica el origen del sistema de referencia?
¢Son los Ejes de la conica paralelos a los de coordenadas? En caso
negativo, calcular el angulo o que forman con ellos.

b) Utilizando el apartado anterior, calcular la Ecuacion reducida de
la conica:

¢) Hallar las ecuaciones de los £jes:

d) Directrices.

e) Focos.

f) Vértices.

Solucién:

a) ¢Es el centro de la cdnica el origen del sistema de referencia? , ya que
NO APARECEN TERMINOS EN X NIEN Y

¢Son los ejes de la conica paralelos a los de coordenadas? , ya que
APARECE TERMINO EN X.Y

En caso negativo, calcular el angulo « que forman con ellos:

Llamando z, t a los ejes de la conica, se ha de verificar que

X COSa -SENa\(z . |X=zcosa—tsena
= , s decir, :
y SENa COSa )\ t y=2zsena+tcosa
Llevando estas expresiones a la ecuacion de la conica y simplificando, se obtiene (1)
(—12+/3cos? o +12sen o cos o, + 6+/3) zt +

+(6c0s? o +6+/3sen o cos a)(t? —z2) +1722 +11t2 —40=0
Ha de ser 0 = coeficiente de zt =—12-/3¢0s® o +12sen o.cosa, + 6-/3

Resolviendo la ecuacion anterior, se obtiene a = —g()% y ya las ecuaciones del giro
son:
31
X 5 oz
2 _| 2 2
@ (VJ 18 U
2 2

b) Utilizando el apartado anterior, calcular la Ecuacion reducida de la conica:
Para ello, sustituimos, en la expresion (1), « por el valor que acabamos de obtener, y

queda: [2X* +5y* —10=0;a=g 0 bien |5X* + 2y° —10=0;a=—%

c) Hallar las ecuaciones de los ejes.
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Para obtener el eje focal hay que girar la recta y = 0 un angulo g; para ello escribimos
1
2 ¥

[
2

. Analogamente, el eje no focal se obtiene girando la recta x=0 un

. T -
angulo ry obteniéndose: -

Dibujar los ejes:

Cobnicas

RCI ~3

las ecuaciones del giro X, =| 2 2 [ , es decir, 12| 2
y) |1 3\ y) | 1

2 2 2

Sustituyendo queda:

2
. . . . a
d) Las directrices se obtienen girando las rectas x =— =+
c

e) Los focos se obtendran girando los puntos (c,0),(-c,0), es deci_

S
3

f) Analogamente se obtienen los vértices: - - -

-3 1( 3 31 5 3

(XN o (V3) | 2 X" o (=3 | 2
et (1)< 2210 3l ()| 2 fsm— B

2 2 2 2 2
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Cobnicas

24.-

a) Clasificar la siguiente cdnica segin los valores del pardmetro
ngs

(a® + 4)x* + 9y® + baxy — 4(a®* + 1)x — 12ay + 4a* -8 = 0.

b) Hacer un estudio completo de la cdnica anterior para a = 1:

Ecuacién reducida y drea de la cdnica.

semiejes, excentricidady Pardmetro de la cdnica.

Centro, Ejes, Focos'y vértices principales.

Ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (0,2) y son
tangentes a la cdnica.

Dibujo de la cdnica.

Solucion:
a) Clasificacion

2 _ 2 _
4a 2 8 2(2a +1) —-6a A, =360 _
A=|-2@“+1) a“+4 3a |, |A|— 32420 = Elipse
—6a 3a 9 B
o+ - <0 = FPSEREAD

b) Sea a=1
Ecuacion reducida

AX"P A,y P4y =0; A,y A, valores propios de A, =(

5 3}3{%:7—@

3 9)  |a,=7+413"
ya que se toma como A, el valor propio de menor valor absoluto.
_AM
! AOO

semiejes

Area de la conica -

Excentricidad y parametro de la cénica
b? J

9
=, = -
7-13 7++13

a2
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Conicas

Centro

—4+5x+3y=0

= .

—6+3x+9y =0

Ejes
Pasa por eIcentroC[] ]j

Eje focal x’’' = 2°2

Es paralelo alos vectores propios asociadosa i, =7 —+/13

STy

11
PasaporelcentroC| —,—
b (2 2]

Es perpendicular al eje focal

por tanto, y,’ E_.

Vértices principales
Se hallan como la interseccién del eje focal con la circunferencia de centro el

El eje no focal y’' =

origen y radio “a

_lz—_3(x_lj
2 2+4130 2
2 2 =
R
2 2) 7-13

Focos
Se hallan los puntos de interseccion del eje focal con la circunferencia de

centro el origen y radio c:
2 =32 _p? ZV]3

2

1 1
2 2+\/_( _Ej
) )
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e Conicas bl

Haz de rectas que pasan por el punto (0,2) esy -2 =mx.

La interseccidon de la recta tangente con la elipse debe ser un Unico punto,

) Yy =2+mx o
por tanto, el sistema debe tener solucién

5x2 +9y? +6xy - 8x—-12y -4 =0

Unica = 24m+4)2-3209m?> +6m+5)=0= 1442m?-1)=0=> m=+ =

1
V2

66 Unidad Docente de Mateméticas de la E.T.S.I.T.G.C.



g3 Coénicas

25.- Dada la cdnica de ecuacion
8x? — 6v/2xy + y? — 363/2x + 14y + 49 = 0. Se pide:
a) Clasificar la cdnica
b) La ecuacion reducida.
c) La excentricidad.
d) La ecuacién del Eje focal.
e) Las ecuaciones de las Asintotas.

Solucion:
Ecuacién matricial

X'AX =0 <

a) Clasificacion
A _| 8 32
00 —3\/5 1

|A| = -18 = 0 = Se trata de una _

b) Ecuacion reducida
A 1x“2 +A, y"”?+k=0
k:ﬂ:—_ls:g; A, —11| =22 —9x-10=o:>x={_1
A, -10 5 10
De acuerdo con el criterio expresado anteriormente, tomamos para A, €l valor propio de
signo contrario a k, es decir, A ,=-1,A, =10.
Por tanto, la Ecuacion reducida queda:

=—10 < 0 = Conica de tipo hiperbdlico.

Semiejes

c¢) Excentricidad

b2=i 02=a2+b2=%
) Ou .

.yague a’ =
yaq 50

U] ©

Centro
—18/2 +8x —3J§y =0

, obteniéndose
—2-3J/2x+ y=0

Para calcular el centro, resolvemos el sistema {

ol punto, = (32710, 2605)

Los ejes son rectas que pasan por el centro y tienen la direccion de los vectores propios
asociados a A , y A, , respectivamente.

Los vectores propios asociados a A, son las soluciones del sistema:
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@. Cénicas

e

d) Por tanto, el eje focal tiene de ecuacién: -

e) Asintotas
Las asintotas son rectas que pasan por el centro y tienen de pendiente m, siendo m

solucion de la ecuacion m? —642m+8=0.
Al resolver la ecuacion anterior, se obtienen dos valores para m:

m, = 3v2 -+/10,m, =32 +4/10.

Las ecuaciones de las asintotas son:

Dibujo de la conica
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Conicas

26.- Dada la conica de ecuacién x* + 2ay’ — 2axy — 2x + 4ay = O, se
pide:
a) Clasificar la cdnica en funcion del parametro “a”

b) Para a = -10, hallar

b1) Ecuacién reducida.

b2) Centro, si procede.

b3) £jes, indicando cudl es el focal.

b4) Asintotas, si procede.

b5) Dibujo de la cdnica y de los elementos geométricos hallados
en los apartados anteriores

Solucioén:
0 -1 2a
a) Lamatrizde laconicaes A=|-1 1 -a
2a —a 2a

|A|=—2a=0:>a=0
1 -a
—-a 2a

00

=a(2—a):0:>a:{(2)

I I
a I I

0 2

Estudiemos las diferentes posibilidades:

Ay <

0 .
— HIPERBOLA|
Al#0

1)a<0:>{

A, = 0= Tipo parabolico

2)a:0:>{

|A| = 0 = parabola deg enerada

A, +A,, =—4a’-1<0= RECTAS PARALELAS

AOO > . , . . .
= elipse¢real 6 imaginaria?

|A|#0

(ay +a, A =+-—<0= ELIPSE REAL|

3)O<a<2:>{

Ay =0 .
4)a:2:>{ ”° o, = PARABOL/
#
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Cobnicas

rectas .
paralela parabola
| |
- | : I
hiperbola elipse
P - 2 Hipérbola
b) x? —20y? + 20xy — 2x — 40y =0
0 -1 -20
A= -1 1 10
-20 10 -20
Clasificacion (ya sabemos que es una hipérbola: a = -10 < 0)
1 10

00

=—120 < 0 = Conica de tipo hiperbdlico.
10 —20

|A| = 20 = 0 = Se trata de una HIPERBOLA.

b1) Ecuacion reducid A X'?+1,y'"*+c=0

A 1-2 10 —24
c=u=ﬂ=—1; A -l = =A% +194-120=0=> A =

A, -120 6 10 -20-% 5

Tomamos para A ,el valor propio de signo contrario a ¢, es decir, A =5, A, =-24;.
Por tanto, la Ecuacion reducida queda:

b2) Centro

. -1+x+10y =0
Para calcular el centro, resolvemos el sistema = .
—20+10x-20y =0

b3) Ejes
Los ejes son rectas que pasan por el centro y tienen la direccion de los vectores propios
asociadosa A , Yy A, , respectivamente.

Los vectores propios asociados a A , son las soluciones del sistema:

-4 10 ) x 0 2
= < -4x+10y=0< y =—X.
10 -25)\y 0 5

Por tanto, el eje focal tiene de ecuacion:

El eje no focal es perpendicular al anterior, luego tiene de ecuacion:
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b4) Asintotas

Las asintotas son rectas que pasan por el centro y tienen de pendiente m, siendo m
solucion de la ecuacién

Cobnicas

1,¥%0
2 2 2 10
a, +2a,m+a,m =0<1+20m-20m°=0=m= .
1 %0
2 10

Las asintotas tienen, por tanto, de ecuacion:

iV

b5) Dibujo de la cénica
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Conicas

27.- Dada la conica de ecuacién: x* + y® + 2kxy + 2x + 1 = 0, se pide:
a) Clasificar la conica en funcion del parametro “k”.
b) Para k = -1
b1) Ecuacién reducida y Pardmetro de la conica.
b2) Vértice y Eje de la conica.
b3) Dibujo de la cdnica y de los elementos geométricos hallados
en los apartados anteriores.

Solucion:

a) La matriz de la conicaes A =

o K K
x P
= X O

|A|=—k2=0:>k=0

1 k

A00:|Ac|:‘k 1‘=1—k2 =0=>k=+1

Estudiemos las diferentes posibilidades:

A,, <0= Tipo hiperbolico
1) k<-1= =
|A| 0= nodegenerada

A,, =0= Tipo parabolico

2) k=—1:>{

|A|#0= no degenerada

0
3) —1<k<0= { ® " " = elipse creal 6 imaginaria?

A, >
|A|¢0

(B +a5)A = +— <0~ ECIPSEREAL
A, > 0= Tipo eliptico
4 k=0= =
) {|A| = 0= degenerada

Ay >
5 0<k<l=>
|A[#0

(ay +ayJAl=+-<0=

= elipse ;real 6 imaginaria?

A,, =0= Tipo parabolico

6) k:1:>{

|A|#0= no degenerada
A,, <0= Tipo hiperbolico

7 k>1=
|A| 0= nodeg enerada
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Conicas

parébola punto parébola

| | |
k | | |

hipérbola -1 elipsereal 0 elipsereal 1  hipérbola

b) x> +y? —2xy+2x+1=0

1 1 0
A=|1 1 -1].
0 -1 1

Ya sabemos que se trata de una PARABOLA por el apartado anterior.
Al=-1, Ay, =0

b1) Ecuacion reducida
ALYy +2b, X''=0

1-A 1 0=A%,
A, -] = —0=> A=
1 1-x 2=X,
e
a; +a, 2 2
Se toma b, de signo contrario a A, ; es decir, b, = —%.

Parametro de la conica

b2) Vértice y eje de la parabola
El eje de la pardbola x " tiene la direccion de los vectores propios asociados al valor
propio A, =0 de lamatriz A_:

L, oo

Luego, el eje y, perpendicular a X" y que corta a la conica en el vértice, tiene una
ecuacion de la forma:
y =y=-Xx+n
Sustituimos esta expresién en la ecuacion de la parabola, obteniéndose:
X?+(=x+n) —2x(-x+n)+2x+1=0
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1) » oy
g Cénicas 0

= 4x* +2(1-2n)x+n®+1=0
cuyo discriminante A ha de ser nulo para que tenga solucién Unica (la abscisa x del
vértice):

A=4(1-2n) —4.4(n* +1)=0< -4n-3=0=n =—%
La abscisa del vértice es, entonces, la solucién Unica de la ecuacion

4x% +2(1-2n)x+n® +1=0 para n =—%:

4x2+5x+§:0:>x:——
16 8

Como el vértice ha de pertenecer al eje y "=y =—X —%, su ordenada ha de ser:

5.3 1
8 4 8

El vértice es, por tanto, el punto

Y el eje de la parabola es la recta que pasa por el vértice y tiene de pendiente 1:

b3) Dibujo de la cénica

directriz

eje focal
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Conicas
NOTA: Foco y directriz no se piden. Se afiaden aqui para tener un estudio mas
completo de la cénica por si algin alumno emplea esta solucion como material de
estudio:

Foco y directriz

Como ambos se encuentran a una distancia g: —— del Vvértice, intersecamos el eje x

con la circunferencia de centro V y radio p.

eioferd)
0 2] -4

Resolviendo el sistema anterior se obtienen los dos puntos:

1 3 1
-=0 s =
( 2 jy( 4 4)
¢ Cual de ambos es el foco?

Si se interseca la parabola con la recta paralela al eje y™™ que pasa por el origen, no se
obtienen puntos de corte, ya que el discriminante A para n = 0 es negativo:

A=41-2n) -4-4(n* +1)=-12<0
Luego, la pardbola se abre hacia la izquierda del vértice y el foco F es, de ambos puntos,
el que tiene menor abscisa:
)
4 4

La directriz d es la recta que pasa por el otro punto y es paralela al eje y:

1
d=y-0=-|x+=
Yy (X-i—zj
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Conicas

28.- Dada la cdnica de ecuacién: 2 + x*> + 2xy = O, se pide:
a) Clasificarla
b) Coordenadas del Centro
c) Asintotas

Solucion:
a) Clasificacion
11

Ay =|A]= ‘1 o= ~1< 0= Conica de tipo hiperbolico.

2 00
|A|=|0 1 1|=-2=0= Setrata de una HIPERBOLA.

010
b) Centro

. X+y=0

Para calcular el centro, resolvemos el sistema ceo = C(0,0)|.

c) Asintotas
Las asintotas son rectas que pasan por el centro y tienen de pendiente m, siendo m

. o 1
solucion de la ecuacion a,, +2a,m+a,,m* =0 < 1+2m+0m’ =0=m=-=.

. . . 1
Las asintotas tienen, por tanto, de ecuacion: |y = _E;X =0

Dibujo de la cénica
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> Conicas

29.- a) Determinar entre todas las conica de la familia
x2+xy+y2+2x+y+3+A(xy+y2-2x+y+1):0
aquellas no degeneradas cuyos Centros estan sobre la recta x -y -2 = 0

b) Clasificar la cdnica para A=1.

Solucion
a) X2+ (1+N) Y2+ (1 +0)xy+2(1- Dx+(1+Ny+3+1=0

Matriz de la familia de conicas es:

3+A 1-A 12
2
A=l1-1 1 12
2
1+A 1+A Y
2 2
Calculo del centro:
1-0 1 1+2n 0 x:_£
2 |y |z N r—3
1+1 1+A Y 0 y= 2\
2 y -3
Sustituimos las coordenadas del centro en la ecuacion de larecta: x -y - 2 = 0.
—£—£—2=0:>7»:l
A-3 A-3

Por tanto, la conica cuyo centro esta sobre la recta x-y-2 = 0 es la que se obtiene para
A=1, es decir, la conica:

X2 +2y2 +2xy + 2y + 4 =0
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8 Conicas
b) Clasificar la conica para A=1
3+1 1-1 i+l
21 (401
A=1-1 1 1L21 =0 1 1
141 141 » 11 2
2 2
No degeneradas, debe cumplir que su det(A) #0
4 01
|A|l=0 1 1]=3=0
11 2
Coénicas con centro: C# (0,0)
A00—|Ac|:‘1 1‘=1>0
1 2

Conicas tipo eliptico: Ao >0

11
Traza(A,) = Traza (1 2] =3>0

Traza(Ac)>0, es decir de igual signo con respecto a Ao, luego una ELIPSE

78
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b)

s Conicas Bl
30.- Dada la elipse: x%+y?-xy+x+y=0. Se pide:
a) centro

b) excentricidad y semiejes
c) ejes de simetria
d) ecuacion de las rectas fangentes a la eljpse y paralelas a la

rectay = x
Solucion
2X—-y+1=0
El centro se obtiene como solucion del sistema y es decir
2y —-x+1=0
=
Llamando A, = 1 , menor (1,1) de la matriz de la conica, los valores propios
-—- 1
2

de A_son (ordenados de forma creciente por su valor absoluto, :% y A, :g

o 1 1
2 2
Si A es la matriz de la conica A = % 1 —% entonces |A| =——
11
2 2

3

Y llamando k=ﬂ=—4=—1
Al 3
4

La Ecuacion reducida de la conica es A, x* + Ly’ +k=0 = %xz +£y2 =1

De donde se deduce que los semiejes son: -

a’-b?

a

3

w|N

§|N

La excentricidad viene dada por e = C_
a
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c)

d)

Conicas _
Los vectores propios de la matriz Ac asociados respectivamente a los valores propios
A -1,-1
son: 4" ( )
A, > (1,-1)
focal y no focal.

que nos dan las pendientes m1=1y my=-1 de los ejes de simetria

Imponiendo la condicion de que pasen por el centro C=(-1,-1) las ecuaciones de los ejes
eje focal y=x
eje no focal y=-x-2

son

El apartado d) se puede resolver de dos formas.
Método general.

Se obliga a que la interseccion de la conica con la recta genérica de la direccion dada
sea un punto doble. Esos puntos son los puntos de tangencia.

. . =X+n .

Es decir, hay que resolver el sistema { ) 2y sustituyendo
X" +y +Xy+x+y=0
x2+(x+n)2+x(x+n)+x+x+n:O:x2+(n+2)x+n2+n:0

. ~(n+2)+/(n+2)* —4(n* +n)
2

se impone que los puntos sean dobles con

(N+2)*-4(n*+n)=4-3n° =O:>n=ir\/§

2
Las dos rectas tangentes buscadas son, por tanto, |y =X iﬁ

Si se observa el problema, resulta que se buscan dos rectas tangentes a la elipse, que son
paralelas al eje focal, por tanto son dos rectas paralelas al eje focal y que cortan a la
elipse en los Vvértices secundarios. Estos vértices se obtienen de la interseccion del eje
y=-X-2

no focal con la elipse, es decir, de resolver el sistema { . se
X" +Yy +Xy+Xx+y=0
obtienen los puntos [i—l—i—lj y (—i—l i—lj y las rectas buscadas son
NERE] NERE

las rectas de pendiente m=1 que pasan por estos vértices.

4
¥

3
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Conicas

31. Dada la cdnica de ecuacién: 5x? + By? +2xy - 6x - 6y - 3 = 0 se
pide: a) Ecuacion reducida. b) Excentricidad. c) Centro. d) Ejes.

Solucion:

La ecuacion matricial de la conica es:

3 -3 -3)(1
XAX=0e(1 x y)|-3 5 1| x|=0
3 1 5y

Por tanto, A, =24 > 0 = Conica de tipo eliptico.
|A| = 144 = 0 = Es una elipse.
|A| (ay, +a,,) =144 (5+5) = —1440 < 0 = Es una elipse real.
a) Ecuacion reducida: A ,x”+1, y"”+k=0
4
A =nll=(5B-21)? —1:0:%:{6

Tomamos para A, el valor propio de menor valor absoluto, es decir, . ; =4, L, =6;

A
i
AOO
Por tanto, la Ecuacion reducida queda: _
b) Excentricidad: e = E 12 <1, ya que:
\/_“

a’ _3 ,b?=1,¢c*=a’- b’ e
2 2
) -3+5x+y=0 .,
c) Para calcular el centro, resolvemos el sistema , obteniéndose el
-3+x+5y=0

punto: [C=(1/2,1/2).

d) Los ejes son rectas que pasan por el centro y tienen la direccion de los vectores
propios asociados a A , y A, , respectivamente.

Los vectores propios asociados a A , son las soluciones del sistema:

<X+ Sy=
_a)ly 0 y= y=
Por tanto, el eje focal tiene de ecuacion: y—§= x—— <:>-

El eje no focal es perpendicular al anterior, luego tiene de ecuacion:
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Conicas

32.- Dadas las conicas

3x* + 2xy + 3y®> +4x +1 =0

4x® + y®> -4xy + 2x + 4y -3 =0
Se pide:
a) Calcular los puntos de interseccion de ambas cdnicas.
b) Hallar la ecuacion de la recta r que pasa por ambos puntos de
interseccion.
c) Calcular los puntos de corte de la recta r con cada uno de los ejes
focales de ambas conicas.

Solucion:

a) La interseccion de ambas conicas da como solucién los puntos [(<0.4775, 0.4765) y

(-1.0633, 0.0726)

b) La recta que pasa por ambos puntos tiene como ecuacién: y = 0.6895 x + 0.8057

c) Debemos obtener los ejes focales de cada conica.

. - : . : 31
La primera conica es una elipse y sus los valores propios de la matriz A, = [1 3}

2 2

T A

0.25 0.125

son =2y A=4y la Ecuacion reducida es
La direccion del eje focal viene dado por el autovalor A1, (A, —Al)V =0 es decir, es la
direccion de larectay = - x

El centro de simetria de la elipse se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones 2 + 3x
+y=0;0+x+3y=0

Por tanto, el centro es el punto C = (-0.75, 0.25) y el eje focal larectay =-x - 0.5

La segunda conica es una parabola pues la matriz Ac = tiene como determinante cero

L j son A1=0y A2=5

4
Los valores propios de la matriz A, =[

La direccion del eje focal es la asociada a A1=0 y viene dada por la

ecuacion (A, —Al)v=0; y = 2x

Las rectas perpendiculares al eje, por tanto, tendran la formay =-0.5x +k La
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s Conicas
interseccion de esas rectas con la parabola viene dada por la solucién del sistema de

ecuaciones:
42+ y?2—4xy + 2x+4y -3 =0
y=-05x+Kk

Resolviendo el sistema en x e y se obtienen los dos puntos de corte en funcion de k

X =0.4(k+/3-4k )
y=0.2(4ki\/3—4k)

Para obtener el vértice se impone que ambos puntos sean el mismo, es decir, que k=0.75
Quedando el punto V (0.3, 0.6)

El eje focal de la parabola es la recta de pendiente m=2 que pasa por el vértice: y = 2 x

La interseccion de la recta r con el eje focal de la elipse es
y =0.6895x +0.8057 ;y=-x-0.5
(-0.7729, 0.2729),

La interseccion de la recta r con el eje focal de la parabola es
y =0.6895 x + 0.8057; y =2 x
((0.6148, 1.2296)
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Cobnicas

33.- Hallar las coordenadas del centro, las ecuaciones de los gjes y las
asintotas de la hipérbola 6x*> —12xy + y* + 3x + 2y - 13 = 0.

Solucion:

Centro

3
. —+6x-6y=0
Para calcular el centro, resolvemos el sistema < 2 =

1-6x+y=0

Ejes
Lg)s gjes son rectas que pasan por el centro y tienen la direccion de los vectores propios

asociadosa A , y A ,, respectivamente.

6-A -6
-6 1-A
k:ﬂ:1455/4 _ 9

Ay -30 8
Tomamos para x, el valor propio de signo contrario a k, es decir, A , =10, A,=-3.

10

A~ 1=

‘=k2—7k—30=0:>7»={

Los vectores propios asociados a A , son las soluciones del sistema:

6-10 -6 (X 0 2
= & -4X-6y=0cy=——X.
-6 1-10)\y 0 3

Por tanto, el eje focal tiene de ecuacion:

El eje no focal es perpendicular al anterior, luego tiene de ecuacion:

Asintotas
Las asintotas son rectas que pasan por el centro y tienen de pendiente m, siendo m

solucion de la ecuacion a,, +2a,m+a,,m*=0<6-12m+m°=0=>m=6++/30.

Una asintota tiene, entonces, de ecuacion:

La otra, pasa por el centro y es:
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34.- Escribir la Ecuacion reducida de la
x? + 3y? —2xy — 2x + 1 = 0 y determinar la excentricidad.

Clasificacion
110 A,=2>0 ,
A=-1 1 -1}, = Elipse
|A|=—1¢0
0 -1 3

(ay+ay,)Al=+-—<0 = [ELIPSE REAL]

Ecuacion reducida
A X" +0,y"?+k =0

. 1 -1 A, =2—-+2
A, YA, valores propios de A, =( j:{ ' :/f— ya que se toma como A, el
2

-1 3 A, =2+
valor propio de menor valor absoluto.
A1
A 2

00

Excentricidad

1 1 V2. 2
Ya que azzm ,bzzm ,czzaz-b2=7 :c—\/;.
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Conicas

35.- Sea la cdnica de ecuacién: Ax? + Xyz -2xy +2x+2y+1=0.

a.- Clasificarla segtn los valores del parametro real “A“.
b.- Para A = 0, se pide:

Ecuacion reducida

semiejes

Excentricidad

Centro

Asintotas

Solucién:

1 1
a-A=(1 A -1
-1 2
-1 1
=A% -1=0= %=
1 2

A
Aoo =|

Al=(3+1) (x_s):o:x:{fl

Casol Caso 2 Caso 3 Caso4 | Caso5 | Casob6 Caso 7
A (—o0,1) -1 (-1, 1) 1 (1, 3) 3 (3, oo)
A, + 0 - 0 + + +
Ao : : -~ o -
Coénica | Elipse | Rectas | Hipérbola | Recta Elipse Punto Elipse
real Par. doble real imaginaria

(a;+ag) |A|=2a (a+1) (a—3)

Caso 1: (ay, +a,)|A|=—-+<0= Elipse real
1 1 L 1 1 1 1 1
Caso 2: A +Agy = + = + =-2-2=-4<0=
1 A L Ap=—1l - L -1
Rectas Paralelas
Caso 3: Hipérbola
1 1 1 1
Caso4: Aj1+Ag = + =0 => Rectadoble
=11y ol

Caso 5: (a,, +a,, )|A|=+-— < 0= Elipse real
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s Conicas
Caso 6: Un punto

i

v %

l._
=

Caso 7: (agy +app) |A|=+-+>0=> Elipse imaginaria

b.- Estamos en el caso 3, se trata de una fipérbolal.

Ecuacion reducida:
A XA,y 2 +k =0

1 1 1
0 -1
A=l1 0 -1 :AC:( . Oj:>|Ac—x||:x2—1=o:>x=ﬂ
1 -1 0
PAY R M =-1 (signo contrario a k
K= Al _B_ 5. M (sig )
Agp -1 Ao =1
Il2 y"2
—x"2+y"2+3:0<:>———:1
3 3

semiejes. - se trata de una hipérbola equilatera.

Excentricidad: -
1-y=0

Centro: =
1-x=0

Asintotas:

my =0
Pendiente:a11+a22m2+2a12m=O:>O—2m=0:>m=0:>{ : =

m2 =00
Ecuaciones: .

4

3
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36.- a) Clasificar las siguientes cdnicas:
a;) 2 +x2+2xy =0
az) xX2-4xy +4y*-2x+8y =0
az) X2+ 2xy +2y?-2x-1=0
b) Hallar los semiejes a y b, y las ecuaciones de los ¢jes de la eljpse
X2 -2xy + 2y?-2x +4y =0

Solucion:
2 0 0 Al 4
_ |[Asl=—-1=0 -
a)A=|0 1 1]l=3,._ 4 _ ~ = laecuacion corresponde a una
_ |Al=—-2 =0
010
0 -1 4
Acl=0 .
a)A=-1 1 -2|= HA iflz =g = la ecuacidn corresponde a una
4 -2 4

as) A:( -1 1 -1) =4 l4Al=—-3=0 = laecuacion corresponde a una
L0 1 2 tr{dc)|4l <0

b) La Ecuacion reducida de la elipse, es de la forma Aix? + A2y? + k =0, y la ecuacion de
:{1 2

. . Y . -
una elipse de centro en el origen es, 2 + ) =1, luego operando e identificando se
: -k -k
obtiene que: a*=—y b*=—.
7\’1 }\‘2

Calculamos k y los autovalores de Ac
‘0 -1 2 lAql =1 |Al
A=(—1 1 1= [ —Sk=—"=-2

2 -1 2 4=z lAcl
. _ 3-4E
_ 1—4 =1 _,2 _ 1T T
Autovalores de Ac: | , | =A-3A+1=0= _, luego,
-1 2— 4 ; — 3++/5

. -

a2 = 2 _* =
@=——==3+5y b=——==3-5 = ,
3—4/5 3445

Para el célculo de las ecuaciones de los ejes necesitamos calcular el centro y las
direcciones de los ejes:

-1+ x—v=0 . . . _ _ i
Centro: [2 Cx+2y =0 resolviendo el sistema se obtiene. x=0, y=-1 = C(0,-1)
11— 3—5 -1
Direcciones de los ejes: ( 2 ﬂ 1:) (ff) = (g), operando quedan dos
-1 2-=]"

ecuaciones proporcionales, siendo cualquiera de ellas la solucién, por ejemplo,
'\-.?—1 =

z-1 . .
—x —y=0=v="—x Ylasecuaciones de los ejes son:

Eje focal: - Eje secundario: -
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Conicas

37. Dada la cdnica ax® —2xy + ay> -2x +2y +3 =0 con o € R. Se

pide:

a) Para o = -2 la Ecuacion reducida y la excentricidad

b) Para o = -1 el egje focal

¢) Para a = O las asintotas

d) Clasificar la cdnica si o = =5
Solucién:
a) —2x° —2xy —2y* —2x+2y+3=0
Clasificacion

s 11 Ay, =3>0 _
A=-1 -2 -1}, = Elipse

|A|=1520
1 -1 =2

signo(ay, +a,, ) = signo|A| = _

Ecuacion reducida
A X"+ 0,y"?+k=0

-2 -1 A =-1
A, YA, valores propios de A, =( j:{ ! , ya que se toma como A, el

-1 -2
valor propio de menor valor absoluto.

A, =-3

=18 _s

00

semiejes
2 2 5 5
a’=5=a=+5, b =§:>b=\/%

Excentricidad

c2=a2—b2=E:>c:\/E:>
3 3

b) —x* —2xy—y?—2x+2y+3=0

Clasificacion
3 -1 1
A=-1 -1 -1
1 -1 -1

0= ‘_1 j =0= Conica de tipo parabdlico.

|A|=4+0= Se trata de una

Ecuacion reducida
es del tipo A,y"'?+2b,x"'=0, siendoX, =a,, +a,, =1+1=2,
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Eje y vértice
De todas las rectas que tienen por direccion la dada por los vectores propios de A,
asociados al valor propio A, , vamos a considerar la recta r que corta a la parabola en

Unico punto. Dicho punto seré el veértice V de la parébola.
Los vectores propios asociados a A, =2, son las soluciones del sistema:

T

Por tanto, la pendiente de la rectar es 1, y tiene una ecuacion de la forma: y=x+n.

Hay que hallar n de forma que el discriminante A de la ecuacién de segundo grado que
se obtiene al intersecar la parabola y la recta r, sea nulo:

—X*—2xy—y*—2x+2y+3=0
y=X+n

Cobnicas

:>—x2—2x(x+n)—(x+n)2—2x+2(x+n)+3=0=0:>

A=(4n)?—4-(-4)-(-n*+2n+3)=0=n= %

- L, : . : 3 3
El vértice es ya la solucion del sistema anterior para n= g , es decir:|V = (Z,—Zj .
El eje es la recta que pasa por el vértice y es perpendicular a r, es decir, tiene de
pendiente -1. Su ecuacién es, por tanto:

C) —2xy—2x+2y+3=0

Clasificacion
3 -1 1 0 1
A=-1 0 -1 ,AOO:‘ 1 0‘:—1<0:> Conica de tipo hiperbolico.
1 -1 0
|A| =—1+ 0= Se trata de una hipérbola.
Centro:
1
-1 0 -1 0 -1-y=0 x=1
X|=| | = =C (1-1)
1 -1 0 y 0 1-x=0 y=-1
Asintotas:
0 -1)/1
(1 m) =0=>-2m=0=>m=0=
-1 0 )/\m

La otra asintota pasa por C y tiene pendiente infinita:

d) —%xz —2xy—%y2 —2X+2y+3=0

3 -1 1
e 1 Ay, <0
Clasificacion: A= -1 - = -1 |=> =
3 |A|=0
R
3
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8 Cénicas

38.- Dada la conica de ecuacién 4x* — 400x + By? — 1800y = 80036 .
Se pide:

a) Clasificarla para los valores: B = 4, 0, -9.

b) Para B = - 9, calcular: semiejes, distancia focal,
excentricidad y pardmetro de la cénica.

c) Siguiendo con B = - 9, hallar: centro, vértices, focos y
asintotas.

Solucion:

80036 —200 -900 4 0
a) A=| 200 4 0 |.A = (0 Bj = |A.|=4B; |A|=280144 B -.3240000
900 0 B

- Si B=4 = Ac=16 = tipo eliptico (a,+a,)|A|>0 y a,=a,,; se trata de una
- Si B=0 = A= 0 = tipo parabdlico y |A|<0 => se trata de una [parabola.

- Si B= -9 = A= -36 = tipo hiperbdlico y |A|<O0; se trata de una [nipérbold,

b) SiB=-9, la ecuacion 4x*—400x + By* —1800y = 80036 no tiene término en xy, por

tanto, el eje de la hipérbola es paralelo al eje OX y la ecuacion anterior se puede escribir

—h) —kY
en la forma reducida (Xa2 ) —(yb2 ) =1 siendo dicha ecuacion

(x— 50)2 (y+100)

3 2

oy
semicjes BEBYBSA. Distanci enire focos AEUE) =26 = ANAE 0T <ANAS)

Excentricidad - Parametro de la cc’)nica.-

c) Centro y vértices y focos

: ] b
Las ecuaciones de las asintotas son y —k =+—(x-h) =
a

2

1
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Cobnicas

39.- Hacer un estudio completo de la siguiente conica:
x2+y2-xy+x+y=0.

Solucion:
Clasificacion
o L L
2 2
1 1 3
A== 1 —==——=+#0:Coni
| | 5 > 4 ; Conica no degenerada.
i1
2 2
! _% 3
Ag = 1 :Z>O y (8, +a,)|[A|=0+1)|A[<0 Se trata de una
-= 1
2

Ecuacion reducida. Hallamos los valores propios de Ao

1
1-1 = 3
1 3 1 3 Al -
2 :(l—zj(l—aj = /11=§ yﬂzzg y al ser k=L—|=3—A=—1
1-1 00 A

, por tanto

1
2
1 m2 3 m 2 ..
E(X ) +E(y) -1=0 —» -:>el semieje mayor es

la longitud del eje mayor (focal) es 2a=22. El semieje menor es

, por

tanto longitud del eje menor (no focal) es 2b = Z\E .

El area de laelipsees S =ab-w = J2 \Enzzgﬁ .

En laelipse ¢* =a® —b?, en este caso ¢? = 2—% = % =c= 2? , por tanto, el valor de
243
.. (o 3
la excentricidad es e=—=——=
a 2
243

Distancia entre focos d(F, F’)=2c; d(F,F")=2c= 273 =
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= g %
Fanpiy

Conicas
2
. , . b? 3
Siendo el parametro de la conica p=—=—_=
p p 2 12

El centro es la solucidn del sistema de ecuaciones lineales:

%+x—iy:0

=X y) =
1—1x+y—0
2 2

El eje focal es una recta que pasa por el centro (-1, -1) y es paralelo a los vectores
. . 1
propios asociados a 4, = >

Por tanto, resolvemos el sistema de ecuaciones lineales
1

1 olfa) 1«
=— =>a=p.
PR viEH
2

X=-1+t . .
Asi pues, 1 t} 0 en forma cartesiana -es el eje focal
=-1+

Vértices:
Vértices principales: Se hallan intersecando el eje focal con la circunferencia de centro

el de la conicay radio a = JE :
y+1=(x+1)

(x+1) +(y+1) =(V2)

Los vértices secundarios se hallarian de manera analoga, intersecando el eje no focal

. . - . 2
con la circunferencia de centro el de la cénica y radio b = —.

J3

y+1=—(x+2)

(x+2) +(y+1) :%3
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1}
Focos

Se hallan intersecando el eje focal con la circunferencia de centro el de la conica y
radio c:

Cobnicas

y+1=(x+1)

(X+1) +(y+1) :(¥I -

Directrices
2

Son rectas paralelas al eje no focal y’* y tales que distan 2 4el centro de la cénica:
c
dir=y=-—x+k<x+y-k=0
—1-1-k 2
d(C’dir):g=a—=i:>|2+k|=3£:>k=i—2\/6—2:>

V2. ¢ 3 V3 3

Dibujo de la conica

94 Unidad Docente de Mateméticas de la E.T.S.I.T.G.C.



[

s

Conicas

40.- Dada la conica que pasa por los puntos
(.4).639),63-D, (9.9 y (.0).

Hacer un estudio completo:

Ecuacion reducida

Semiejes

Excentricidad, distancia entre focos y parametro de la cénica

Centro de la conica

Ejes

Vértices

Focos

Directrices

Solucion:
La ecuacion buscada es de la forma Ax? + By’ + Cxy +Dx+Ey+F=0.

Como los cinco puntos dados han de verificar dicha ecuacion, sustituyendo en ella la
“x” y la *y” por las coordenadas de cada uno de los puntos , se obtiene el siguiente
sistema cuyas incognitas son A, B, C,D,Ey F:

Ax®* +By’ +Cxy +Dx+Ey+F=0
9A +16B+12C+3D+4E+F=0
9A +81B-27C-3D+9E+F=0

9A+B+3C-3D-E+F=0 que ha de ser compatible indeterminado,
81A +16B-36C-9D+4E+F =0

iA +§D +F=0

25 5

luego, definiendo la matriz de los coeficientes del sistema y calculando su determinante,
ha de verificarse que:

X2yt oxy  x oy
9 16 12 3 4
9 81 -27 -3 9

1
1
1
o 1 3 _3 _1 4= 1728(25x* +150x+9(dy” —32y -11))=0
81 16 -36 -9 4 1
% 0 0 % 0 1

2

=1

(x+3)° , (y-4)
36 25
Observamos que los ejes de simetria son paralelos a los ejes de coordenadas, ya que el
(x-a)" (y-B)'
+

b2

3.2

25x* +36y” +150x — 288y —99 =0 <

coeficiente C es igual a 0. Y la ecuacion se identifica con =1 siendo

el centro (a,p). Centro de la conica:
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Ecuacion reducida:

Semiejes: @=6y
En laelipse ¢ =a®—b?, en este caso ¢ =36—25=11=c=+/11 , por tanto, el valor

de la excentricidad es -

Distancia entre focos d(F, F’)=2c; _

Parametro de la conica -

Eje focal o eje mayor: 5

Eje no focal o eje menor:

Vértices principales:

Sobre el eje focal a una distancia a del centro: (ota,B)=(-3+6,4)

Cobnicas

Vértices secundarios:
Sobre el eje no focal a una distancia b del centro: (o,p+b)=(-3,4+5)

Focos:
Sobre el eje focal a una distancia c del centro: (a +c, B) = (—Bi«/ﬁ, 4)

Directrices:
2

. . . . a
Perpendiculares al eje focal a una distancia a?/c del centro: x=o +—
c

10

R
1
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2 Conicas

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

P1.- La ecuacion de la hipérbola equilatera es
(x—2)" =(y+3)* =9; centro (2,-3); eje focal y=-3, y eje no
focal x=2; focos F(2++/3,-3) y F'(2-+/3,-3); directrices

X:2+%§ y x=2—%§; y de Ecuacion reducida

(<P ~(y) =9

P2.- Circunferencia (x —5)* +(y+3)* = 20.

2 2
p3. (X+2) +(Y—l) 1
9 25

P4.- a) recta tangente 5x —8y—-3=0 y recta normal 40x+25y—-24=0.Db) y=9 y

10
-9=—(x-9).

y 5 (x-9)
P5.- a) b)

\\ l1s

\\s
\

c) d)

208

158

108

58

-1508 -188

e) elipse imaginaria
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T

L
Conicas
f) 9)
v
-3
-3
-T
-3 -8 -I
-3 -2 -1 1 2 3 4 T
-1
3
-2
3
-3
+
h)
u
4
3
2
.
1
b4
-3 -2 -1 i 2 3 4
e
-2
-3
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Coénica

e Es la seccion producida en una superficie conica de revolucion por un plano
que no pase por el vértice.

e Es el lugar geometrico de los puntos de un plano cuya razén de distancias a
un punto fijo (que llamaremos foco) y a una recta fija (que Ilamaremos
directriz) es constante.

e Esel lugar geométrico de los puntos del plano que verifiguen la ecuacién
general de segundo grado: a, +2a,Xx+2ay,y+ a,x* + a,y* +2a,xy =0
donde a,, a, Y a,, noson simultaneamente nulos y con respecto a una

referencia ortonormal del plano.
a‘00 a‘01 aOZ
Ecuacion de la conica en forma matricial: (1 x y)/a, a, a, | x|=0
g 8 Ap )Y
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Centro

e Punto alrededor del cual la figura es simétrica (centro de la elipse o de la
hipérbola).

e Las transformaciones geométricas que tienen un Unico punto invariante se
denomina centro. Asi tenemos el centro del giro en el plano, el centro de
homotecia y el centro de semejanza cuando la razon es k= 1.

e Centro radical de tres circunferencias es un punto del plano que tienen la

misma potencia respecto de las tres circunferencias.
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Asintotas de una hipérbola

Las asintotas de una hipérbola son rectas que pasan por el centro de la conica y
tienen de pendiente m, solucion de la ecuacion: a,, +2a,,m+a,,m* =0.

Este ultimo resultado se obtiene de aplicar que, en general, las asintotas oblicuas a

una curva de ecuacion y = f(x) tienen de pendiente lim )

Xt ¥
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Métrico u ortonormal

Un sistema de referencia R ={0;u,,0,,u,} se llama métrico u ortonormal si la
base B={u,,u,,u,} es ortonormal.

La base B={u,,u,,0,} es ortonormal o métrica cuando sus vectores son
unitarios (||u;|=1, i=1,2,3) y ortogonales entre si (perpendiculares dos a dos).

B 1 0 0y, Y1 . |l_ji|:1:>Ui'Ui=1
X-¥=(X, X, X3)|0 1 Oy, |=(X, X, X)|Y, | Yque: U-0=0siiz]j
00 1)y, Y o
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Parametro

e Simbolo que representa una constante en un problema cuyo valor puede
variar de unos casos a otros.
e Variable que interviene en las ecuaciones de algunos lugares

geomeétricos.
En las conicas con centro el parametro focal es la semicuerda que pasa por el

foco perpendicular al eje focal, cuyo valor es: p = b*/a

En la parabola es la distancia del foco a la directriz.
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Eje

Eje es la recta del plano o del espacio que sirve de referencia a los puntos de ese
plano o de ese espacio 0 bien a una figura o a una transformacion.

La elipse y la hipérbola tienen dos ejes de simetria; la parabola solamente uno que
pasa por su veértice.

Eje de coordenadas: cada una de las rectas mediante las que se define un sistema
de coordenadas cartesianas en el plano o en el espacio.

Eje de abscisas: eje de coordenadas, generalmente horizontal, en un sistema de
coordenadas cartesianas del plano y que se denomina X.

Eje de ordenadas: eje de coordenadas, generalmente vertical, en un sistema de
coordenadas cartesianas del plano y que se denomina Y.

Eje focal: en una conica es el eje de simetria que contiene a los focos.
e Eje mayor en la elipse corresponde al eje focal
e Eje menor en la elipse corresponde al eje no focal
Eje polar en coordenadas cartesianas polares es la semirrecta que parte del polo.

Eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico de los puntos del plano
que tienen la misma potencia respecto de las dos circunferencias.
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Semiejes
En una elipse son las distancias entre los vértices dividas por dos:

e Semieje mayor: a
e Semieje menor: b
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Veértice

En general, punto en que concurren los dos lados de un angulo.

En las conicas son los puntos que obtenemos por interseccion de los ejes de
simetria con la conica.

En la elipse en forma canonica son: A(a,0); A"(-a,0);B(0,b);B"(0,-b).

En la hipérbola en forma canonica son: A(a,0); A’(-a,0).

En la parabola en forma candnica es el origen O(0,0), exactamente a mitad del
camino del foco a la directriz.
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Focos

Focos de una seccion conica son los puntos de contacto de su plano con las esferas inscritas en el
cono y tangentes a dicho plano (el de la seccion).

Relativo a una conica es cada uno de los puntos fijos que determinan la conica. Las conicas con
centro (elipse e hipérbola) tienen dos (a una distancia c del centro) y la paradbola uno.
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Directriz

Directriz de una seccidn conica es la recta interseccion del plano de la conica con
el plano que contiene a la circunferencia de contacto (con el cono) correspondiente
a uno de los focos.

En una conica es la recta fija que la determina. Las conicas con centro (elipse e
hipérbola) tienen dos y la parabola una.
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Excentricidad

Valor constante del cociente de la distancia de los puntos de la conica al focoy a la
directriz. En el caso de la elipse es menor que 1, igual a 1 para la parabola y

mayor que 1 en la

_cosB ¢

e= =—; siendo c la semidistancia focal y a el semieje real
cosa a
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Hipérbola

La diferencia de las distancias de un punto cualquiera de la hipérbola a los focos es igual a
2a.

2 2
-~ - , . X
Sea la hipérbola de ecuacion canonica —- — :)/—2 =1, entonces:
a
- c
e Excentricidad: e=—>1
a

o Vértices: A(a,0); A’(-a,0).

e Focos: F(c,0); F’(-c,0).

e Directrices: x=a’/c;x=-a’/c

e Ejes de simetria: x=0; y=0; eje focal: y=0

e Centro: O(0,0) punto de interseccién de los ejes de simetria
e Distancia focal: d(F,F’)=2c.

e Parametro focal: p=b’/a

e Hipérbola equiléatera: cuando a=b



Elipse

La suma de las distancias de un punto cualquiera de la elipse a los focos es

igual al doble de su semieje mayor.

Y
2

2
. -/ - X
Sea la elipse de ecuacion reducida =+ 7= 1, entonces:
a

e Excentricidad: e=S<1
a

e Vértices: A(a,0); A'(-a,0); B(0,b); B"(0,-b).
e Semieje mayor: a; semieje menor: b.
e Focos: F(c,0); F’(-c,0).
2
e Directrices: x = i‘%
Ejes de simetria: x=0; y=0; eje focal o eje mayor: y=0.
Centro: O(0,0) punto de interseccion de los ejes de simetria.
Distancia focal: d(F,F")=2c.
Parametro focal: p=b?/a
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Coordenadas cartesianas rectangulares

Si R={0;0,,0,,0,} s un sistema de referencia ortonomal y A, B, y C son puntos

tales que OA =u,, OB =1, OC = u,, las rectas OA=i, OB=j, y OC=k se llaman ejes
de coordenadas cartesianas rectangulares.

Se llaman coordenadas cartesianas rectangulares de un punto a sus coordenadas
cartesianas cuando el sistema de referencia es metrico u ortonormal.
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Recta tangente

y = f(a) + f'(a)(x-a)
La recta tangente alacurva

y = f(x) en el punto (a,f(a)) en . y=F(x)
el cual f es derivable es la

siguiente:

y - f(a):f ’(a)(X - a) —
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La recta en el Espacio

Una recta queda determinada por dos puntos P y Q distintos. Si X es un punto
cualquiera de larectay R ={0;u,,u,,0,} un sistema de referencia del espacio afin, la

ecuacion vectorial de la recta es:

OX=0P+tPQ y g5 ecuaciones
paramétricas para P =Py, P2, Pa)
Q:(qliqZ’qS)’ y X=(X1,X2,X3)
respecto de R,

X, =p; +1(d;, —py)

X, =P, +1(d; —p,)
son: X3 =P; +1(d3 —P3)

Sea v =(v,,v,,Vv,) un vector director de la recta, entonces la ecuacion vectorial

X, =P+ tV1
es X=P+tv y las ecuaciones paramétricas: <x, =p, +tv, . De donde en forma
Xy =p;+ tV3
. X, — X, — X, —
continua; Xt P X2 =P2 _Xs=Ps
Vl V2 V3

La recta en el Plano

Siendo m la pendiente; n la ordenada en el origen; P(Xo,Yo) un punto cualquiera
y v=(v,,v,) un vector director.

e Ecuacion de la recta en forma explicita: y=mx+n

e Ecuacion de la recta en forma punto pendiente: y-yo=m(x-Xo)
e Ecuacion general de la recta en el plano: ax+by+c=0

X=X, +1tv,

Y=Y, + tv,

— Xy _ Y=Y

Vl V2

e Ecuaciones paramétricas de la recta: {

., . X
e Ecuacion de la recta en forma continua:
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Interseccion
Conjunto de los elementos que son comunes a dos conjuntos.
Interseccion de la curva con las asintotas
Los puntos de interseccion de la curva con una de sus asintotas se obtienen
resolviendo el sistema formado por la ecuacién de la curva y la ecuacion de la
asintota.

Interseccion de la curva con los ejes de coordenadas

Estos puntos se obtienen haciendo x =0 e y =0, para calcular los puntos de corte
con el eje de ordenadas y de abscisas respectivamente.
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Ecuacion reducida

Corresponde a la ecuacion de una cénica centrada en el origen de coordenadas y
cuyos ejes de simetria son los ejes coordenados. Para el caso de la parabola sera el

vertice el situado en el origen.
2 2

e Elipse: X—2+Z—2 =1, eje focal en el eje de abscisas
a

. x> y° . . )

e Hipérbola: o 1, eje focal en el eje de abscisas

e Parabola: y*=2px, eje focal en el eje de abscisas positivo



Puntos de cortes con los ejes coordenados.

e Corta al eje Y si existe el punto (0, f(0)).
Si x=0 entonces y=f(0).

e La grafica de f(x) corta al eje X, si existe X, tal que el punto
(x,,0) e f(x). Su calculo se realiza resolviendo la ecuacion f(x)=0.

Si y=0 entonces f(x)=0.
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Recta normal

* Larecta normal a la curva y = f(x) en el punto (a,f(a)) en el cual f es derivable es la
recta perpendicular a la recta tangente en dicho punto: y-f(a)= - (x-a)/ f ’(a)
* Recta normal a una superficie
Si Py(x0,Y0,Z0) €s un punto de la superficie S, definida por la funciéon z=f(x,y), donde
existe el plano tangente, entonces existe la recta normal a S en Py(xo,y0,Z0) y es la recta
perpendicular al plano tangente por Py. Sus ecuaciones paramétricas son:

X =Xp +(£j it X =Xp +[6—Fj it
ox P, 0x 7
y=y0+(?j (1 o bien, Y=Yo +(§j 1
Y)p, YJp,
0z A

U.D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia 138



	Cónicas

	1.- Cónicas
	2.- Dados 5 puntos de la cónica
	4.- Cónicas con parámetro
	6.- Cónica con parámetro
	7.- Cónica con parámetro
	10.- Cónica con parámetro
	17.- Cónica con parámetro
	24.- Cónica con parámetro
	26.- Cónica con parámetro e hipérbola
	27.- Cónica con paramétro y parábola
	29.- Cónica con parámetro
	32.- Intersección de cónicas
	37.- Cónica con parámetro

	40.- Dados 5 puntos de la cónica

	Elipse

	14.- Elipse
	15.- Elipse
	18.- Elipse
	21.- Elipse
	23.- Giro de ejes
	30.- Elipse y rectas tangentes
	31.- Elipse
	34.- Excentricidad
	36.- Clasificar. Elipse
	39.- Elipse

	Hipérbola

	3.- Asíntotas
	5.- Cambio de sistema de referencia
	8.- Hipérbola
	11.- Hipérbola
	13.- Hipérbola
	16.- Hipérbola
	19.- Hipérbola
	25.- Hipérbola
	28.- Hipérbola
	33.- Hipérbola
	35.- Clasificar. Hipérbola

	Parábola

	9.- Parábola
	12.- Parábola
	20.- Parábola
	22.- Parábola

	Problemas propuestos
	Vademécum

	Asíntotas

	Centro

	Cónica

	Coordenadas

	Directriz

	Ecuación reducida

	Eje

	Elipse

	Excentricidad

	Focos
	Hipérbola

	Intersección

	Ortonormal

	Parámetro

	Puntos de corte

	Recta

	Recta normal
	Recta tangente

	Semiejes

	Vértice





