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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion
1.- En los siguientes casos estudiar si f es una ap/lc%}n /mea/ Yy en caso
afirmativo hallar una matriz A tal que f(X) = AX, asi como los subespacios
vectoriales N(f) e Im(f)

a) f(x.y) = (2x,-y)

b) f(x,y) = (x*.y)

c) f(x,y.z) = (2x+y, x-y-z,0)

d) f(x.y) = (x* + y?, xy)

oz
Solucion
2.- Se considera la aplicacién f: R* - R* definida por:
f(x,y,z,t)=(x+y+az -2x+y+1t, ax+2y-2t,az +1t)

a) Escribir su ecuacion matricial de f y probar que f es /inea/ para Va real.

b) Hallar los valores de a para los que f es biyectiva.

c) Para a = O, hallar los subespacios Nucleo e Imagen de f y dar una base de
cada uno de ellos

d) Estudiar si f es una aplicacion /nyectiva para a = 0.

e) ¢(1,1,1,0) e N(F? <¢(2,-1,2,0) e Im(fP

f) Dado el subespacio S = {(x,y,z,1) € R* talesque x + y -z =y + z- 1t =
0}, hallar una base, la dimension y unas ecuaciones implicitas de f(S) para
a=0.

Solucion

3.- a) Hallar, respecto de la base candnica, la ecuacion de la transformacion
lineal f (endomorfismo) de K3 que verifica que f(2, 1, 0) = (7, 0, 0), f(-1, 3, 1)
= (0, 7, 0), f(0, b, 7) = (5, 10, 0).
b) ¢Es f biyectiva?
c) Hallar N(f) e Im(¥).
d) ¢Qué condicion debe satisfacer la matriz A asociada a un endomorfismo
para que las imdgenes de vectores /inealmente independientes sean
linealmente independientes?

SoE

4.- Sean B ={¢,,¢&,, &} y B1 ={{,, 0, U;} dos bases de R y f un endomorfismo

que respecto de la base B tiene por ecuacion f(x, y, z) = (x +y, y + z, x + z).
Se pide hallar la ecuacion de f respecto de la base B' siendo U =€, + €, + €,,

i,=¢+8é, U, = &,.

Solucion

5.- Sea f la transformacion lineal de R* tal que:
N = ((5,1,0),(-3,0,1)) y f(1,0,0)=(2,-1,1). Se pide:
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion
a) La matriz A asociada a ¥ respecto de la base canonica.

b) Sin hacer cdlculos razona porqué O es un valor propio de A y cudl es su
minimo orden de multiplicidad.

c) Hallar todos los valores propios de A 'y los subespacios de vectores propios
asociados.

d) Razonar si A es diagonalizable. En caso afirmativo, escribir una matriz
diagonal D semejante a A y la matriz de paso correspondiente.

e) Hallar A",

Solucion

6.- Sea f un endomorfismo de R® cuya matriz asociada A, respecto de la base
canonica, verifica que tiene 2 valores propios distintos, A=2 doble y A=0 simple, y
que los subespacios de vectores propios asociados respectivamente son V2 = ((1,
0. 1), (0,1,2)) y Vo = ((1,1,1)).
a) Razonar porqué A es diagonalizable.
b) Escribir una matriz D diagonal semejante a A, asi como la matriz de paso
que permite dicha diagonalizacion.
c) Hallar A.
d) Dar sendas bases de N(¥) e Im(7).
e) ¢Qué debe verificar A para que haya vectores no nulos de R3 /nvariantes
por f? Sin hacer cdlculos, argumenta si existen vectores no nulos de R3
invariantes por f.

Solucion

7.- Sea f la transformacion lineal de R3 cuya matriz en la base candnica es:

a b O
A=|0 -1 O
0O 0 1

a) Estudiar para qué valores de a y b es A diagonalizable.
b) ¢Cudl es el subespacio de vectores invariantes por f para a = 1?
c) Justificar para qué valores de a f no es biyectiva.

Solucion

7 100
. 0710 : .
8.- a) Comprobar que la matriz A= 00 7 1|M°es diagonalizable.
0 007
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

o

b) Comprobar, sin efectuar ningin cdlculo que la matriz B= es

O O OO
OH
w8 =T

diagonalizable para cualquier valor que tomen ay b.

Solucion

9.- Se considera la fransformacion lineal de R® definida por la matriz simétrica

7 -2 1
A=|-2 10 -2|. Se pide:
1 -2 7

a) Hallar una base de vectores propios que sean ortogonales entre si.
b) Hallar una matriz de paso ortogonal y la matriz diagonal semejante a A.

SoE

10.- Demostrar que si Q es una matriz ortogonal que permite la diagonalizacion

de A entonces A es simétrica:
n

SoE

11.- Se considera la aplicacién f: R* — R* definida por:
f(x,y,z, t)=(x+y+t, x-y+z+1t, 2y -2z 3t)
a) Escribir su ecuacion matricial y probar que f es /ineal.

b) Hallar los subespacios nucleo e imagen de f y dar una base y la dimension
de cada uno de ellos.

c) Dado el subespacio S = {(x, y, z, t) e R* talesque x +y-z=y+z-1
= 0}, hallar una base, la dimensiony unas ecuaciones implicitas de f(S).
d) Estudiar si los vectores (2, 0, 2, 3) y (4, 0, 3, 0O) pertenecen a Im(Y).

e) Clasificar. -
Solucion
1 1 0

12.- Sea A=|0 -2 2| la matriz asociada a cierto endomorfismo f de R3
1 -3 4
respecto de la base canonica y sean los vectores i, = (1,1,0), 4, = (0,1,1),
i, = (-1,2,1) de R3.
a) Comprobar que {G,,G,,0,} es un sistema libre pero ,{f (i), f(3,). f (i)}
es /igado.

b) ¢Qué condicion debe satisfacer la matriz A asociada a un endomorfismo
para que las imdgenes de vectores // sean //.?

Sollicion
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion L
13.- Probar que cualquier matriz simétrica r'eal de orden 2 es dlagana//zab/e

Solucion

3 -1 1
14 .- Halla una matriz de paso ortfogonal para diagonalizar | -1 5 -1].
1 -1 3

Solucion

5 4
15.- Calcular A" siendo A = [_2 —1]'

Solucion

16.- Sean B = {ii,, U,, U;} una base del espacio vectorial R® y la transformacion

f(4,) = 34, + 24,
lineal f tal que: { f(4,) = -54, + 4, . Se pide:
f(G,) = 44,

a) Matriz asociada a f respecto de la base B.

b) Escribir su ecuacion matricial.

c) Hallar la expresion analitica de f respecto de la base B.
d) Obtener el subespacio nucleo f. Dar una base.
e) Obtener el subespacio /magen f. Dar una base.
f) ¢Son el N(f) e Im(f) suplementarios?

g) ¢Rango de f?

h) ¢Es f un epimorfismo?

i) ¢Es f un monomorfismo?

J) ¢Es f un isomorfismo?

k) ¢Es f un automorfismo?

Solucion

17.- En el espacio vectorial R3(R) se define la aplicacion lineal:

R > R3 f(x,y, z)=(y+2z x+2z x+y). Se pide:

Matriz de f respecto de la base candnica. (llamarla A)

Clasificar f.

Valores propios de f.

Estudiar la diagonalizacion de f.

Base de vectores propios (si procede)

Matriz de f respecto de esta base de vectores propios. (llamarla D)
Relacion entre la matriz A y D.

Hallar las ecuaciones paramétricas de todos los subespacios invariantes.

Hallar A%, _
Solucion

18.- Sea f: R*>R* definida por f(x,y,z,1)=(7x,7y,7z+7t,0). Se pide:

WONGOOAWN =
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion
a) Escribir la matriz A de la aplicacion y la ecuacion matricial en la base canonica
b) Hallar las ecuaciones implicitas de la imagen del subespacio.
S={(x,y.z,t)eR*/x=y=2}

Calcular una base y las ecuaciones del nucleo y de la imagen de f

Hallar el polinomio caracteristico y los subespacios de vectores propios de f
Obtener la matriz P de cambio de base que diagonaliza A y la matriz D diagona/

y semejante a A. -
Solucion

19.- Sea f una transformacion linea/ de R* tal que su matriz asociada respecto
de la base candnica es:

4 3 3 3
|0 000
A'ozzo

6 3 35

a) Hallar sendas bases de N(f) e Im(f).

b) Hallar el polinomio caracteristico y los vectores propios de f, asi como los s.v.
de vectores propios asociados ¢Coincide N(¥) con alguno de éstos Ultimos?

c) Escribir el enunciado de un teorema de diagonalizacion que pruebe que A es
diagonalizable y dar una base de vectores de R* respecto de la cual la matriz
asociada a f sea una matriz D diagonal.

d) Dar D y la matriz P de cambio de base que diagonaliza A.

e) Escribir la definicion de matrices semejantes ¢Son A y D semejantes? En caso
afirmativo hallar A’ utilizando que A y D son semejantes.

Soluicion

1 k 2
20.- Analizar si la matriz A=|1 0O 3| es diagonalizable segin los valores del
0 0 6

pardmetro k.

SoE

1 2 0 -
. 0200

21.- Sea la matriz A = 02 1 2|
0 00 2

a) Calcular los autovalores de A y sus respectivas multiplicidades algebraicas.
b) Hallar las ecuaciones paramétricas y cartesianas de los subespacios propios de
A.

c) Obtener una base unitaria de R* formada por vectores propios unitarios de A.
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion
d) Calcular una matriz diagonal semejante a la matriz A.

-1

- 0
e) Calcular el producto matricial A" - 1
1

Sollicion

22.- Dada la transformacion lineal de R® definida por:
f(x,y, z)=(4x +y -4z, 3z - 3x, 3x +y - 32)
Se pide:
a) La matriz A asociada a f respecto de la base canonica.
b) Sendas bases de N(f) e Im(f).
c) Una base del subespacio ortogonal/ de N(¥).
d) Estudiar si A es diagonalizable y , en su caso, dar la matriz diagonal.
e) Hallar la matriz asociada a f respecto de la base
B={(1.,01),(@,-1,0), (,o0, 1)}

Sollicion

1 -2 3
23.- Sea la matriz M =|0 a 2-a| asociada a cierta fransformacion lineal
O a -a

f:V,——V,. Se pide:
a) Estudiar los valores de a para los cuales M es diagonalizable.

b) Para a=0, hallar N(¥), Im(f) y el subespacio de vectores invariantes.

oz
Solucion
a B O
24.- Sea la matriz A= o B
0O B «a
a) ¢Para qué valores de a y p es A diagonalizable? Y ipara qué valores de a y p
se obtiene para A un valor propio triple?
b) Para a=0 y p=-1, hallar:
i) una matriz diagonal semejante a A.
ii) una matriz P que permita la diagonalizacion.
iii) una matriz P* ortogonal que permita la diagonalizacion.

Sollicion

25.- Sea la aplicacion lineal f:R*—R* definida por f(x,y,z,1)=( x, 3x+3y,
5y+5z+7t, 0). Se pide:
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion
a) Escribir la matriz A de la aplicacion y la ecuacion matricial en la base
canonica.

b) Hallar las ecuaciones implicitas de la imagen por f del subespacio
S={(x,y.z,t)eR*/x=y , x+y+z=0}

c) Calcular una base y las ecuaciones implicitas del nucleoy de la imagen de f.
d) Hallar el polinomio caracteristico y los subespacios de vectores propios de f.
e) Obtener la matriz P de cambio de base que diagonaliza A y la matriz D

diagonal y semejante a A. _
Solucion

26.- Sea f la transformacion lineal de R* tal que:
f(i)= @ 2, 1), £f(3)= @, 5, 1), f(k)= (-1, -2, 2) donde {i,3,K}es la base

canonica. Se pide:
a) La matriz A asociada a f respecto de la base candnica.
b) Hallar los valores propios de A y los subespacios de vectores propios
asociados.
c) Razonar si A es diagonalizable. En caso afirmativo, escribir una matriz
diagonal D semejante a A y la matriz de paso correspondiente.
d) Hallar N(7), Im(f) e indicar si f es biyectiva.

e) Hallar A". -
Sollicion

27 .- Sea la transformacion lineal f de R® tal que:

f(x1,x2,%3)=(x1, +2x2,2x1+x2,-X3) Se pide:

a) Hallar la matriz M asociada a f respecto de la base candnica.

b) Obtener el subespacio nuvcleo f. Dar una base.

c) Obtener el subespacio /magen f. Dar una base.

d) ¢Es f una fransformacion ortogonal?

e) Diagonalizar, si es posible, la matriz M.

f) Obtener una base ortonormal de R® formada por vectores propios de M.

SoE

28.- Sea f la transformacion lineal cuya matriz asociada respecto de la base

1 0 1
candnicaes: |0 1 -2| Se pide:
0O 0 2

a) Dar una base de Im(f)

b) ¢Es f un isomorfismo?

c) ¢Es f diagonalizable?

d) En el caso de que sea diagonalizable, encontrar una matriz P que permita la

diagonalizacion. -
Solucion
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion
29.- Sea C el subconjunto de vectores del espacio vectorial R® dado por:
C={(xy.z)/ x+y+2z=0}

y sea f la transformacion lineal f : R®* — R® tal que:
f(x.y.z) =(x+2y+2z2x+2z,y) Se pide:
a) Demostrar que C es un subespacio vectorial de R3.
b) Obtener una base y unas ecuaciones paramétricas de C.
c) Obtener la ecuacion matricial de f.
d) Dar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones implicitas del
Nucleo y de la Imagen de f.
e) Comprobar si f es diagonalizable y, en su caso, obtener una base de R®

respecto de la cudl la matriz asociada a f sea una matriz diagonal.
f) Hallar la dimension de f(C).

Solucion

30.- Sea f una transformacion lineal de R® cuyos valores propios son 2 y 3, con
subespacios propios respectivos:

\4=2={(x,y,z)eR3/ x=0} \4=3={(x,y,z)eR3/ x=y=z}
Se pide:

a) Una base de cada subespacio propio.

b) El subespacio vectorial V,_, N V,_;.

c) ¢Son suplementarios los dos subespacios propios? y corfogonales?

d) Una base de R® formada exclusivamente por vectores propios.

e) Una matriz diagonal que defina f.

f) La matriz asociada a f respecto dg ”Ia base canodnica.

Solucion
2 0 -1 0
1 da | . 1001 00

31.- Dada la matriz A = 00 1 0

0O -1 0 2

a) Comprobar que es diagonalizable.

b) Calcular una matriz O semejante a la matriz A.

c) Hallar una base de vectores propios del endomorfismo definido por
A

d) Hallar la matriz P, tal que, D = P-!AP.

Sollicion

32.- Sean B = {{i;, U,, U;} una base del espacio vectorial Ry la transformacion
lineal f tal que:
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

f(G,) =G + 24, + G
f(4,) = 20, + 24, . Se pide:
f(4;) = U,

a) Escribir su ecuacion matricial.

b) Obtener el subespacio nucleo f. Dar una base.

c) Obtener el subespacio /magen f. Dar una base.

d) ¢Es f biyectiva?

e) ¢Es f una transformacion ortogonal?

f) Diagonalizar, si es posible, la transformacion lineal f.

Solucion

33.- Sea la aplicacion lineal f: R3 — R3 definida por:
f(x,y,z)=(-x+2y,-x+2y, -x+y+2)yseas$ el subespacio
vectorial de R® generado por los vectores:
S=<«(1,1,0),(2,2,1),(1,1,1),(0,0,1)>.
Se pide:
a) Obtener las ecuaciones implicitas del nucleo y la imagen de f.
b) Demostrar que f es diagonalizable.
c) Obtener una base B de R3en la cual la matriz asociada a f sea diagonal.
d) Obtener unas ecuaciones implicitas de S en la base candnica y otras
ecuaciones implicitas de S en la base B.

SoE

1 10
34.- a) Hallar el rango de la matriz A=|0 -2 2
1 -3 4

b) Sea F el subespacio vectorial de R® engendrado por los vectores fila de la
matriz A. Hallar una base de F.

c) Hallar unas ecuaciones paramétricas de F.

d) Hallar unas ecuaciones implicitas de F.

e) Sea C el subespacio vectorial de R® engendrado por los vectores columna de la
matriz A. Hallar una base de C.

f) Encontrar una relacion de dependencia lineal existente entre los vectores
columna de la matriz A.

g) Hallar unas ecuaciones paramétricas de C.

h) Hallar unas ecuaciones implicitas de C.

i) ¢F y C son hiperplanos distintos?

J) Calcular una base y unas ecuaciones paramétricas de FNC.

k) CEs A diagonalizable? En caso afirmativo, hallar una matriz diagonal semejante

aA.
Solucion
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion
35.- Dado el endomorfismo de R® definido por f(x,y,z)=(x+2y-z 2y+z 2y+3z)

1°) Hallar la matriz A que define el endomorfismo f.

2°) Hallar los subespacios propios y una base de cada uno de ellos.

3°) Hallar algln subespacio /nvariante y el subespacio de vectores invariantes.
4°) CEs inyectivo? ¢Es sobreyectivo?

5°) éLa matriz A es diagonalizable?

6°) cLa suma de los subespacios propios es suma directa? <¢Son suplementarios

los subespacios propios hallados en el apartado 2?

Sollicion

36.- Sea f una aplicacion lineal tal que:

f(1,1,0) = (5,-1,3): f(1,-2,0) = (5,2,3): f(0.0,1) = (0.a.b)
Se pide:
a) Hallar la matriz A asociada a f respecto de la base candnica y el valor de |A|.

b) Hallar los valores de a y b para los que f es biyectiva.
¢) Para b = O hallar sendas bases de N(f) e Imf.

Solucion
0
-1
0

37.- Dada la matriz M = , se pide:

w O O,
o w O

a)  Su polinomio caracteristicoy los valores propios asociados.

b)  Estudiar la diagonalizacion de M en funcion de los valores de b.

c) Hallar una matriz D diagonal semejante a M para b=0 y la matriz P que
permite la diagonalizacion.

Sollicion

38.- Sea f una aplicacion lineal tal que:
f(0,1,1) = (0,4,2); f(0,1,0) = (-5,0,-3): f(1-1,0) = (8,-2,6)
Se pide:
a) Hallar la matriz A asociada a f y el valor de |A|.
b) Hallar las dimensiones de los subespacios N(f) e Imf, en funcion de los
valores de a.

Solucion
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

3 55
39.-Dada la matriz M ={-2 O a|, se pide:
3 -35

a) Su polinomio caracteristico

b) El valor de a para que A = 2 sea una valor propio de M.

c) Estudiar si la matriz M es diagonalizable para a = 2 y hallar una matriz D
diagonal semejante a M y la matriz P correspondiente que permite la
diagonalizacion.

d) Escribir la igualdad matricial que relaciona D y M.

SoEI

-5 -15 -12
40.- Dada la transformacion lineal f(f() = AX, donde A = | 1 3 4 |, se
0 0 -2

pide:

a) Hallar la dimension y una base de los subespacios MN(f) e Imf,
respectivamente.

b) Estudiar si f es diagonalizable y, en su caso, calcular una matriz O diagonal

semejante a la matriz A y la matriz P que permite la diagonalizacion.

Sea g una transformacion lineal de R® tal que g(u)=6u, g(V)=3v,
g(w) = 6w, para los vectores i = (-1,-1,0), v = (-1, 1,-1)w = (-1, 0,-1).

c) ¢Como se denominan los vectores i, V y w? <cComo se denominan los
escalares 3 y 6?

d) Hallar la matriz M asociada a g respecto de la base candnica.

Solucion

41.- Dada la aplicacion lineal f(X) = AX donde A =

a) Hallar el valor de k para el cual f no es biyectiva.

b) Para el valor de k obtenido en a) halla las dimensiones de los subespacios N(7)
e Im(f).

c) Justificar por qué f es diagonalizable para cualquier valor real de k.

SoE

42.- Sea la aplicacion f:P,(x) — P,(x), tal que:

f(a + bx + cx?) = (a + bx + cx?) + (c + bx + ax?).
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion
a) Demostrar que f es una aplicacion lineal. b) Hallar la matriz de la aplicacion

lineal al tomar B = {1, X, x2} como base de P2(x). c) Determinar el nucleo de

esta aplicacion. (P2(x) es el espacio vectorial de polinomios de grado <2).

Sollicion

43.- En caso de existir, encontrar la diagonalizacion ortogonal de la siguiente

-1 0 1
matriz: A= 0 -1 O
1 0 -1

Sollicion

44 - Encontrar una matriz real y simétrica que cumpla siguientes condiciones:

1.- Sus vectores propios son {(1,0,1),(1,2,-1),(-1,1,1)}

1 4 -1
2.- Es semejante a la siguiente matriz B = |0 2 —ZI
00 3]

Solucion

45.- Sea f la transformacion lineal cuya matriz asociada respecto de la base

1 00
canonicaes A= |0 1 0O|. Se pide:
11 a

a) ¢Para qué valores de o es f un isomorfismo (biyectiva)?

b) Para o = 0, una base de Im(f)

c) Valores de o para los cuales A es diagonalizable.

d) Para o = 0, una base de R® formada por vectores propios de la matriz A.
e) Para o = 0, hallar A% utilizando, si es posible, la diagonalizacién de A.

Sollicion

46.- Sea f la transformacion lineal cuya matriz asociada respecto de la base

a 1 1
canonica es A= |0 -1 O |. Se pide:
0O 0 -1

a) ¢Para qué valores de o es f un isomorfismo (biyectiva)?
b) Para o = 0, una base de Im(f)
c) Valores de o para los cuales A es diagonalizable.
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion -
d) Para o = 0, una base de R® formada por vectores propios de la matriz A.
e) Para a = 0, hallar A?® utilizando, si es posible, la diagonalizacién de A.

Solucion

47.- Sean B = {{, U,, U3} una base del espacio vectorial R® y f la transformacion
f(G,) = G, + G

-

lineal del mismo tal que {f(G,) = -G, — G, — U; . Se pide:

f(G) = G,
a) Matriz A asociada a f respecto de la base B.
b) Ecuacién matricial de f.
c) Obtener el subespacio Nuc/eo de f y dar una base de dicho subespacio.
d) Obtener el subespacio Imagen de f y dar una base de dicho subespacio.
e) ¢Son los dos subespacios anteriores N(¥) e Im(f) suplementarios?
f) Hallar los valores propios de A y los subespacios de vectores propios
asociados.
g) Razonar si A es diagonalizable. En caso afirmativo, escribir una matriz
diagonal D semejante a A y la matriz de paso correspondiente.
h) Hallar A", para cualquier nimero natural n.

SoE)
1 1 1

1
. .11 -1
48.- Se considera la matriz: A = 1 1 1 -1
1 -1 -1 1
a) Probar que es diagonalizable y determinar una matriz P que permita la

diagonalizacion.

b) Hallar las ecuaciones paramétricas y cartesianas de los subespacios
propios de A.

c) Hallar A? utilizando A y la matriz diagonal D.

Sollicion

49.- Sea V3 un espacio vectorial tridimensional sobre R, y f una transformacion
lineal de V3 cuya expresion matricial respecto de la base candnica es:
Y: 1 1 1)(x

Y. | =10 2 2]||x,
Ys 0 0 3)(x,
¢Es f diagonalizable? En caso afirmativo encontrar una base B = {i,,G,, G}, tal
300
que respecto a B la matriz que define f sea|0 1 O].
0 0 2

Sollicion
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50.- Dado el endomorfismo f de R® definido por la matriz A =|-1
0

de

14

Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

oo n 5
- O O

1° Hallar el polinomio caracteristico y los valores propios de A.
2° Hallar las ecuaciones paramétricas de los subespacios de vectores propios
A
3° Hallar una base de cada uno de los subespacios de vectores propios de f.
4° CEl endomorfismo f es diagonalizable? éPor qué?
En caso afirmativo
5° Hallar una matriz D diagonal semejante a la matriz A.
6° Hallar la base respecto de la cual la matriz de f es D.
7° Escribir la ecuacién de semejanza D = P-1 A P.
8° Hallar el subespacio de los vectores invariantes por f.
9° Hallar los valores propios de A".
10° Hallar el subespacio de N(¥).
11 Hallar el subespacio Im(%).

12° Clasificar el endomorfismo f.

Solucion

51.- Se considera el endomorfismo o transformacion lineal ¥ de R® definido

4 4 6
por la matriz A=| -2 -2 -6|. Hallar:
1 2 5

a) El polinomio caracteristico.

b) Los valores propios indicando su multiplicidad algebraica.

c) ¢Se puede calcular una base de R® formada por vectores propios de A?

d) La matriz A ces diagonalizable? cpor qué?

e) Hallar las ecuaciones paramétricas de los subespacios invariantes por el
endomorfismo.

f) Hallar los subespacios nuicleo e imagen de f.

g) CEs f biyectiva? épor qué?

SoE

U. D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia



|
2]

L]
]

Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

5 0 O
52.- Dada la matriz A=|0 -1 1| calcular:
3 05

a) Los valores propios indicando su multiplicidad algebraica.
b) Calcular una base de cada uno de los subespacios propios existentes.
c) ¢Es diagonalizable la matriz A? ¢Por qué?

d) ¢Existe algin vector G = O que sea /nvariante?

Solucion

53.- Dado el endomorfismo f definido por la matriz:

320
A=|2 3 O
0 05

a) Calcular sus valores propios y una base de cada uno de los subespacios de
vectores propios.

b) Determinar una base B de V3 respecto de la cual la mafriz asociada a f sea
diagonal. Respecto de la base B ¢icudl es la matriz diagonal D?

c) Hallar unas ecuaciones paramétricas del subespacio de los vectores invariantes.

Solucion

(x -2y + z, -x + z, -x - 2y + 32) una ftransformacion
{g,= (1,0,1), G,= (0,1,2), G,= (1,1,1)} un sistema de

54 - Sea f(x, y, 2)
lineal de R3. Sea B

vectores de R3. Se pide:
a) Si F = < 4,0, >, hallar una base del subespacio ortogonal F'. ¢Qué

representan geométricamente F y F*?

b) Demostrar que B es base de R3, pero, que f (B) = {f(4,), f(4,), f(d,)}
no lo es.

c) Hallar la matriz A asociada a f respecto de la base candnica y la matriz
A’ asociada a f respecto de la base B.

d) Escribir la expresion matricial que relaciona A y A’.

e) ¢Es f diagonalizable? En caso afirmativo, dar una base de R® formada
por vectores propios de f.

f) Hallar el subespacio de los vectores invariantes por f.

g) Hallar la ecuacion y una base de los subespacios Im (f)y N(f).

Solucion
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55.- Sea f la transformacion lineal de R® que tiene por matriz asociada:

4 -3 -1
A=|[3 -2 -1|. Se pide:
3 30

a) Hallar los valores propios de A y una base de cada uno de los
subespacios propios asociados.
b) ¢Es A diagonalizable?
c) En caso afirmativo,
hallar una matriz diagonal D semejante a A
dar una matriz P que permita la diagonalizacion de A
escribir la relacion que existe entre A y D.
d) Dar una base B'= {¥,,V,,V,} de R® formada por vectores propios de A tal
que D = M(f, B).
e) Expresar los vectores f(\?l), f(*z), f(\73) como combinacion lineal de
los vectores de la base B'.
f) ¢Es f biyectiva?
g) Hallar N (7).
h) Hallar el subespacio de vectores invariantes por f.

Solucion

3 4 5
56.- Dada la matriz A =|0 k 4| asociada a una transformacion lineal f
0O 4 8

respecto de la base canonica, se pide:
1.- Estudiar para qué valores de k es f biyectiva.
2.- Para k = -9
a) Hallar, si existe, una matriz diagona/ D semejante a A.
b) Hallar una base B tal que la matriz asociada a f respecto de la
base B sea D.
c) Escribir la relacion matricial entre D y A.
d) Hallar el Nucleo y la Imagen de f
e) Hallar los vectores /nvariantes por f.
g) La imagen por f de un plano vectorial cqué dimension tiene?

Sollicion

57.- Dados el punto A=(3,2,0), los vectores G, =(1,1,0), @, =(0,0,1) y
G, = (1,0,3) y la transformacion lineal f de ®* tal que: N(f) = <(1 1,0, (
y f(1,0,3)=(1,0,3). Se pide:

0,0,1))
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a) Escribir las ecuaciones cartesianas o implicitas del subespacio vectorial
generado por los vectores 4, = (1, 1,0) y 4 = (0, 0, 1).

b) Escribir las ecuaciones del cambio de /a base B = {Gl, Gz,ﬁa} a la base candnica
B..

c) Demostrar que R = {A: TRTI 63} es un sistema de referencia afin del espacio
tridimensional.

d) Si P =(1,1,1), hallar sus coordenadas en R = {A; TRNTIS *3} )
e) Hallar todos los valores propios de f.

f) Razonar si f es diagonalizable. En caso afirmativo, escribir una matriz diagonal/

D que defina f respecto de una base de R* y dar dicha base.

Solucion
(1 2 3
58.- a) Hallar el rango de la matriz A=|0 -1 4
1 0 11

b) Sea F el subespacio vectorial de R® engendrado por los vectores fila de la
matriz A. Hallar la dimension y una base de F.

c) Hallar unas ecuaciones paramétricas de F.

d) Hallar unas ecuaciones implicitas de F.

e) ¢Es A diagonalizable? En caso afirmativo, hallar una matriz diagonal semejante
aA.

f) ¢Existen dos bases de R3® tales que A sea la matriz de cambio de base de una
a la otra?

1 2 3
g) Sea M=|0 -1 4 la matriz de cambio de base de B = {ul,uz,us} ala
1 0 10

- o5 o -
base candnica € = {61,62,63} de R3. Escribir el vector e, como combinacion

/ineal de los vectores de la base B.

Sollicion

-3 a 3
59.- Dada la matriz A=| 3 a+1 -3|, se pide:
1 a -1

a) Estudiar para qué valores de a es diagonalizable.

b) Para a=1, hallar los valores y vectores propios de A

¢) Calcular, si existe, una base de vectores propios, la maftriz diagonal semejante
a A y la matriz de paso.

d) Hallar N(f). e Im(¥).

U. D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia 17



il

L]
]

Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

Sollicion

60.- Dado el endomorfismo f de R® definido por
f(x.e + x,e, + x,€,)=
=(-2x, + 4x, + 2x,)e, + (%, — 2x, + a X;)e, + (—x, + 2x, + X;)e,
siendo B ={€,, &,,&;} una base de R3.
a) Hallar la dimension del subespacio imagen en funcion de o.
b) Hallar el nucleo y la imagen en funcion de o.

c) ¢Bajo qué condiciones es diagonalizable la matriz de f respecto de esa base?
En los casos en que sea diagonalizable, indicar la matriz diagonal.

Solucion

61.- Sean B ={€, &, &} y B ={i, 0, U;} dos bases de R*> y f un endomorfismo

2 -10 6
que respecto de la base B tiene por ecuacion Y =-1 5 -3[X . Se pide
1 -5 3

hallar la ecuacion de f respecto de la base B' siendo U =2€ -¢, +¢€,,

-

U =-3¢ +¢e, U, =5e +¢,.
oz
Solucion
62.- Dada la transformacion lineal f de R? definida por las imdgenes de los
vectores de la base candnica: f(€,) = 3€, + €,; f(€,) = —€ +¢€,.
a)  Calcular los valores propios de f.

b)  Calcular los vectores propios de f.
c) ¢Es f diagonalizable?

Sollicion
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1.- En los siguientes casos estudiar si f es una aplicacion lineal y en caso
afirmativo hallar una matriz A tal que f(X) = AX, asi como los subespacios
vectoriales N(f) e Im(¥).

a) f(x,y) = (2x,-y)

b) f(x.y) = (x%.y)

c) f(x,y.z) = (2x+y, x-y-2,0)

d) f(x,y) = (x* + ¥, 3/xy)

Solucién:
a) f(x.y) = (2x,-y)
fX+X7y+y’) = (2(x+X7),-(y+Y’)) = (2x+2X’,- y-y) = (2%,-y)+ (2%°,-y7) = f(x, y) + f(X", y’)
FAL(x,Y)= T, Ay)= (2AX, -AY)= A(2X,-y) = Af(X, Y).

Luego f es una aplicacion lineal: -
2 0)\(x 0 2x=0

N(f) es la solucion de = |= =
0 1)y 0 -y=0

b)  f(xy)=(x%y)
(X7 y+y") = (XX7)2y+Y") = (32X +H(X)?, y+y?) 206, y)+ (X%, y7) = f(x,y) + f(xy7)
Luego f[no es una aplicacion lineal

C) f(x,y,z) = (2x+y,x-y-z,0)
fx+x7,y+y’,z42°) = 2(X+X7)+y+y’, X+X’-(y+y’)-(z+2°),0)= (2x+y,x-y-z,0) + (2X’+y’ X’-y’-
z’,0)=1f(x,y,z) + f(x’,y’,2’)
f(A(X,y,2))= T(AX, Ay, Az) = (2AX+AY, AX-AY-Az,0) =\ (2X+Y,X-y-Z) =Af(X,Y,2).

X' 2 1 0)\x
Luego fes unaaplicacion lineal: | y'|=|1 -1 -1|y

z' 0 0 O0/\z

2 1 0)x 0

2X =0 =-2X
N(f) eslasolucionde |1 -1 -1jy|=|0|= Ty = y =
X-y-2=0 Z=X-Yy=3X
0 0 0)\z 0

d)  f(xy) = 0+y2 3xy)

fOHX Y4y ) ()2 (Y+Y)2 3¢+ X )y +Y') )=03+2X+(X)2 y2+2yy +(y )2, 3/ xy + X'y ")
= (X2+y2, 3fxy )+ ()23 3/xy")= f(xy) + f(x"y")

Luego fno es una aplicacion lineal
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2.- Se considera la aplicacién f: R* - R* definida por:

f(x, y.z, t)=(x+y+az -2x+y+1t, ax+2y-2t,az+1t)

a) Escribir su ecuacion matricial de f y probar que f es /inea/ para Va real.

b) Hallar los valores de a para los que f es biyectiva.

c) Para a = 0, hallar los subespacios Nucleo e Imagen de f y dar una base de
cada uno de ellos.

d) Estudiar si f es una aplicacion /nyectiva para a = 0.

e) ¢(1,1,1,0) e N(f)? <¢(2,-1,2,0) € Im(f)?

f) Dado el subespacio S = {(x, y, z, ) € R* talesque x + y-z =y + z -t = 0},
hallar una base, la dimension y unas ecuaciones implicitas de f(S) para a = 0.

Solucion:
f(x,y,z,t) = (x+ty+az,-2x+y+t, ax+2y-2t,az+t)

X' 1 1 a 0 \x
y' -2 10 1|y =
a) = < f(X)=X" = AX
z' a 2 0 -2|z
t' 0 0 a 1 )\t

(X, + X,)=AX1+X2)= AX1+AX; = f( X, )+f(X,)

F(LX) = AX = WAX = 4 f(X)
Luego f s lineal YaeR.

b) f es biyectivasi | A|=0.
|A|=4a-2a2=0=a=0, 2, luego f|es biyectiva Va # 0,2

X 1 1 0 0)\x
' -2 10 1
C) Paraa=0 V|2 y
z 0 2 0 -2|z
t 0 00 1t

N(f) es la solucion de AX=0= [N(B) = {(0, 0, A, 0)] y dim N(f) = 1.
Im(f) = <(1,-2,0,0), (1,1,2,0), (0,1, -2, 1)} y dimIm(f) = 3 con \4x+2y-3z-8t=0|.

d) f Ino es inyectiva para a= 0 pues N(f) = {0 }.

e) ¢(1,1,1,0) € N(f)? , puesto que no es de la forma (0,0, A,0)
¢(2,-1,2,0) € Im(f)? , ya que cumple la ecuacién 4.2+2(-1)-3 2-8 0=0.
2 1 1 0 0)\(x

: -1 -2 1 0 1|y _ i :
O bien, = =4y =1 el sistema es compatible y el vector es imagen de
2 0 2 0 2|z
t=0
0 0 0 0 1)t
todos los vectores de la forma (1,1,z,0), es decir, f(1,1,z,0)=(2,-1,2,0).
Obsérvese que f1(2,-1,2.0) = (1,1,2,0).

x=1
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f) Resolviendo el sistema de ecuaciones que define S, se obtiene que
S={(A, u, A + u, A + 2p), A, neR} y una base es Bs={(1,0,1,1), (0,1,1,2)}
Un sistema generador de f(S) es el formado por las imagenes de los vectores de Bs

f(S) =

Xy Z
ET | 1 -1 -2

1 3 -2

1 1 @

-2 1 0

g 2 0

g o 0o

a

1

-2

1

= &x + 4.z = O.y.DET

1

a

1

1

=3

a

1

= = X K

1

1

1 1
-1 3
B -2 =2
J | 1 2
y z t
-1 -2 1|=2=
3 -2 2
¥ oot
-1 1 |=-5%x -y +4:.t =10
3 2
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3.- a) Hallar, respecto de la base canonica, la ecuacion de la transformacion
lineal f (endomorfismo) de K3 que verifica que f(2, 1, 0) = (7, 0, 0), f(-1, 3, 1)

= (0, 7, 0), f(0, 5, 7) = (5, 10, 0).

b) ¢Es f biyectiva?
¢) Hallar N(f) e Im(¥).

d) ¢Qué condicion debe satisfacer la matriz A asociada a un endomorfismo para
que las imdgenes de vectores /inealmente independientes sean /inealmente

independientes?

Solucion:

Sea A la matriz A tal que f(X) = AX =y < AX=Y, entonces

2\ (7 -1} (0 0) (5 -1 0) (7 0 5
a) All|=|0]; A3—7;A5—10:>A135]—0710

o) (o 1) (o 7) Lo 01 7)l00 0

2 -1 0 7 0 52 -1 0" [f8 10

1 3 5=3920=A=0 7 10/|1 3 5| =|-1 2 O

01 7 00 ojlo 1 7 0 00

b) fes biyectivasi |Al=0 pero |Al =0 (tiene una fila nula) luego [f no es biyectiva.

c) N(f) es la solucion de AX=0
3 1 0)\(x 0
x=0
-1 2 0||ly|=|0 :{
y=0
0 0 0z 0
Luego |N(f) =<(0,0,1) >| = dimN(f) = 1, en consecuencia dimIm(f)=2
|Im(f) = <(3"1’0)’ (112’0) >‘

d) Es necesario y suficiente que f sea biyectiva, es decir que [JAl=0.
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4.- Sean B ={g,,¢,,&,} y B' ={U,,0,,U;} dos bases de R* y f un endomorfismo

que respecto de la base B tiene por ecuacion f(x, y, z) = (x +y, y + z, x + z).
Se pide hallar la ecuacion de f respecto de la base B' siendo G, =€, + €, + &;,
U =€ +6e,, U =é€,.

Solucion:

Buscamos las imagenes de los vectores de la base canonica: f(1,0,0)=(1,0,1); f(0,1,0)=(1,1,0);
110

(0,0,1)=(0,1,1) y escribimos la matriz que define f respecto de la base canénica: A=|0 1 1].
1 01

Por otra parte, la matriz del cambio de base de B’ alabase B es: P =

s
o R K.
o o -

Si designamos f(X)= Y’ = A’ X’ la ecuacion de f respecto de la base B’ las matrices A y A’ son
semejantes y se verifica que A’ =P A P, luego:

1 1 1111 1 0 1 11 2 1 1
A= 1 1 0 011 |, 1 1 0 |=(0 0 -1
1 0 0 1 01 1 0 0 01 1

Entonces la matriz que define f respecto de la base B1 se obtiene mediante el producto

2 1 1 2 1 1)(x vy
P'AP=|0 0 -1}, resultando laecuacion matricial {0 0 =11 X', [=| V',
01 1 0 1 1){x, Y
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5.- Sea f la transformacion lineal de R* tal que:

N(f) = ((5.1,0),(-3,0,1)) y f(1,0,0)=(2,-1,1). Se pide:

a) La matriz A asociada a f respecto de la base candnica.

b) Sin hacer calculos razona porqué O es un valor propio de A y cudl es su minimo
orden de multiplicidad.

c¢) Hallar todos los valores propios de A y los subespacios de vectores propios
asociados.

d) Razonar si A es diagonalizable. En caso afirmativo, escribir una matriz
diagonal D semejante a A y la matriz de paso correspondiente.

e) Hallar A".

Solucion:

a) Nos dan las coordenadas de las imagenes de 3 vectores que constituyen base pues:

5 31
DET|1 0 0|=1
0 1 0
Si designamos por A a la matriz asociada a f respecto de la base candnica, se verifica que:
5 0 -3 0 1 2 5 -3 1 0 0 2
All|=(0|; A0 |=|0] YyA|O|=|-1|=A|1 0 O0|=|0 0 -1
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1
5 -3 1
En consecuencia, yalser |1 0 0} 0, podemos obtener A
0 1 0
00 2)5 -3 1) If2 -10 6
A=/0 0 1|1 O =|-1 5 -3
0 0 1)l0 1 -5 3

b) Para cualquier vector G del nacleo f(G)= Ald=0 =00, luego 0 es un valor propio de A, y
U es un vector propio asociado al valor propio 0. Como en este caso la dimension de N(f)
es , éste es el orden de multiplicidad minimo del valor propio 0.

c) El polinomio caracteristico de A es

2-%» -10 6

, A=0

A-nl|l=| -1 5-1 -3 [=2%(10-1)=0= 10
1 -5 3-% —
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Luego A tiene dos valores propios que son _

Estudiemos la dimensidn del subespacio propio asociado al valor propio A =0:
2-0 -10 6 \(x 0
(A-A)v=l -1 5-0 -3 |y|=|0|=x-5y+3z=0
1 -5 3-0)\z 0
2-10 -10 6 X 0
- x—2z2=0
Para . =0: (A-Al)V=| -1 5-10 -3 |[ly|=|0 :>{ .
y+z=0
1 -5 3-10)\z 0

d) A es diagonalizable porque dim Vo = 2 = orden de multiplicidad de A1 = 0 y dim Vi = 1=
orden de multiplicidad de A> = 10. Es decir, que la dimensidn de cada subespacio propio es igual al
orden de multiplicidad del correspondiente valor propio.

Una matriz diagonal semejantea A es D = y la matriz que permite esta diagonalizacion

esP = , que es la matriz del cambio de una base formada por vectores propios y se

verifica que D = (Ps—gc)™* A Psoaec.

e) Despejando en la expresion anterior A = Pggc D Pesge ™ = A" = Pgsgc D" Peosge

n n-1 n n n-1
o0 0 2 .5 - 10 3.2 45
-5 3 =2 -5 3 =2 ]1
n a0 0] n -1 n-1n n -1
A= -1 0 1 -1 0 1 =| - 10 P 5 - 3.10
n
o -1 -1 g 0 10 g -1 -1 n-1 n-1n n-1
10 -2 5 3.10
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6.- Sea f un endomorfismo de ®3 cuya matriz asociada A, respecto de la base
canonica, verifica que tiene 2 valores propios distintos, A=2 doble y A=0 simple, y
que los subespacios de vectores propios asociados respectivamente son V2 = ((1,
0, 1), (0,1,2)) y Vo = ((1,1,1)).

a) Razonar porqué A es diagonalizable.

b) Escribir una matriz D diagona/ semejante a A, asi como la matriz de paso que
permite dicha diagonalizacion.

c) Hallar A.

d) Dar sendas bases de N(¥) e Im(¥).

e) ¢Qué debe verificar A para que haya vectores no nulos de R® /nvariantes por
f? Sin hacer cdlculos, argumenta si existen vectores no nulos de R3 /nvariantes
por f.

Solucién:

a) Los valores propios de A son A =0 simple y A =2 doble y los s.v. de vectores propios asociados
sonVo=<(1,1,1)>y V2=<(1,0,1),0, 1, 2) >.

A es diagonalizable porque dim Vo =1 y dim V2 = 2, es decir coinciden la multiplicidad algebraica
de los valores propios con la multiplicidad geométrica de los vectores propios asociados. tenemos

\una base de R® formada por vectores propios {(1, 0, 1), (0,1,2)), (1,1,1)}{ de f.

b) Por ser A diagonalizable D=P"AP = A =PDP':

00O 110
D=0 2 0|yP; s=[1 0 1} dondeB esunabase de vectores propios.
0 0 2 11 2

c) Ay D son semejantes y D = Pg—gct A Pgsgc = A = Pe—gc D Peac *luego:

1 1 0 o 00 1 1 01 1 -2 1
A= 1 0 1 |5 0 2 0«1 01 = -1 01
11 2 o o 2 11 2 -1 -2 3

O bien, sabemos que si V es un vector propio de f se cumple: f(V)=Av =iV

En nuestro caso tenemos que: para el valor propio 2 los vectores propios (1, 0, 1) y (0,1,2)); para el
valor propio 0 el vector propio (1,1,1).

1 1 2 0 0 0 1 1 0
Luego: A|0|=2[0|=|0|; Al1|=2|1|=|2|;A|1|=0/1|=|0
1 1 2 2 2 4 1 1 0
Y en un sistema matricial, resulta:
1 01 2 00 2 0 0)1 0 1)° 1 -2 1
A0 1 1|=|0 2 0|=A=|0 2 0|0 1 1| =ff-1 0 1
1 21 2 4 0 2 4 0)\1 21 -1 -2 3
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d) Ndcleo de f: es el subespacio propio correspondiente al valor propio nulo, por tanto una base
puede ser {(1,1,1)}.

= dimN(f) = 1, en consecuencia dimIm(f)=2
Imagen de f: de las ecuaciones paramétricas

1 -2 1)\(x Y,
-1 0 1%, |=|y,|={1L-1-1),(-2,0,-2)};
-1 -2 3){x, Y;

e) Un vector no nulo Xes invariante si f(x) = X, luego todo vector invariante no nulo esta
asociado al valor propio A = 1, por tanto para que haya vectores invariantes no nulos

En consecuencia, la matriz A del ejercicio solo deja invariante al vector O, luego el subespacio
de vectores invariantes por f es {O} .

V2 es un subespacio invariante por f pues para cualquier X € Voes f(x)=2x e V2.

Un s.v. F es invariante por f si para cualquier

Si hubiera algan vector v =0 tal que: f (V) =V entonces serfa un vector propio asociado al

valor propio A =1 ycomo A =1 no es valor propio de A no puede existir vectores invariantes por
f, salvo el vector nulo.
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7.- Sea f la transformacion lineal de R3 cuya matriz en la base candnica es:

a b O
A=[0 -1 O
O 0 1

a) Estudiar para qué valores de a y b es A diagonalizable.
b) cCudl es el subespacio de vectores invariantes por f para a = 1?
c) Justificar para qué valores de a f no es biyectiva.

Solucién:

a) Célculo de los valores propios:

a—»a b 0 A=a
A-All=| 0 -1-2 0 |[=(@-A)(-1-A1)@1-1)=0=<r=-1
0 0 1-A r=1
Podemos considerar tres casos:
1° caso: Si , A tiene tres valores propios reales y distintos entre si, por tanto es

2° caso: Si . Estudiemos la dimension del subespacio propio asociado al

A =-1doble
= .

A =1simple
valor propio A =-1:

-1-(-2) b 0 X 0 b 0)x 0 by =0
(A-(-Dhv=l 0 -1-(-1) 0 y|=[0 0 0|y|=|0 :{zy—_o
0 0 1-(-plz) (o o 2)lz) o B
Si . Puesto que la dimension de cada subespacio

propio debe coincidir con el orden de multiplicidad del correspondiente valor propio.

3° caso: Si I :{ledc’?'e . Estudiemos la dimensién del subespacio propio asociado al
A =-1simple
valor propio A =1:
1-1 b 0 \(x 0 b 0)\x 0
(A-A)v= 0 -1-1 0 |y|=|0 -2 O||y|=|0|=y=0
0 0 1-1)lz 0 0 0O)\z 0
dmV,,=2= . Puesto que la dimension de cada subespacio propio es igual

al orden de multiplicidad del correspondiente valor propio.
EN RESUMEN:
Con DERIVE

Si b= 0, entonces A es diagonal directamente y si b = 0, entonces
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a b 0
CHARPOLY o -1 0 = (w o+ 101 — whelw — a)
0 o 1

Luego los valores propios de Ason A =-1, A = 1, A = a. Tenemos que considerar tres subcasos:
i) Sia=1,-1, Atiene 3 valores propios reales y distintos, luego A es diagonalizable.

i) Sia=-1, entonces A tiene como valores propios A = -1 doble, A = 1 simple

-1 b @ -1
EXACT_EIGEMNWECTOR o -1 o -1|= 0
a o1 0

Luego V.1 =< (-1,0,0) > ydim V.1 =1 < 2 = orden de multiplicidad de A = -1, luego A no es

diagonalizable.

i) Sial,entonces A tiene como valores propios A = -1 simple, A =1 doble y

1 b 0 -1 0
EXACT_EIGEMVECTOR|| O -1 0O |, 1| = g 0
a o1 o -1

Luego V1 =< (-1, 0, 0), (0,0,-1) > y dim V1 = 2 = orden de multiplicidad de A = 1, luego A si es
diagonalizable.
Resumiendo A es diagonal si b = 0y si b # 0 es diagonalizable vV a # -1

b) El subespacio de vectores invariantes por f es el correspondiente al valor propio A =1:
1-1 b 0 \(x 0 b 0)x 0

(A-a)v= 0 -1-1 0 ||y|=|0 -2 O||y|=|0|=y=0
0 0 1-1){z 0 0 0O)\z 0

El subespacio de vectores invariantes por f es M2=< (=1, 0, 0), (0,0,-1) 5.
c) o s biyectivasiy stlosi [A|=0© -a=0<>a=0)
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7100
i 710 . .
8.- a) Comprobar que la matriz A= 00 7 1/M0€s diagonalizable.
0O 007
O a1l b
., 01 0 1
b) Comprobar, sin efectuar ningin cdlculo que la matriz B= 00 -1 o es
-1 a
00 0 3
diagonalizable para cualquier valor que tomen a y b.
Solucion:
7-r 1 0 0
- . 0o 7-» 1 0
a) Por ser A una matriz triangular superior |A—M|: 0 0 7-% 1 = (7-2)*% luego A

0 0 0 7-x

solo tiene un valor propio A = 7 (el escalar repetido en la diagonal principal) cuyo orden de
multiplicidad es 4.

7-7 10 0 )(x) (0
0 7-7 1 0 0

(A=21)V= YT = y=z=t=0
0o 7-7 1 |[z| |o
o o o 7-7)lt) o

luego V7 =< (1,0,0,0) > = dim V7 = 1 < 4 =orden de multiplicidad del valor propio 7
(Se puede comprobar con Derive que esto sucede sustituyendo 7 por cualquier n° real)

b) Como en el apartado a) por ser B una matriz triangular superior sus valores propios coinciden

con los elementos de la diagonal principal y por ser éstos distintos entre si, la matriz es
diagonalizable con independencia de los valores que tomen ay b.
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9.- Se considera la transformacion lineal de R® definida por la matriz simétrica
7 -2 1
A=|-2 10 -2|. Se pide:
1 2 7

a) Hallar una base de vectores propios que sean orfogonales entre si.
b) Hallar una matriz de paso ortogonal y \a matriz diagonal semejante a A.

Solucion:

a) Por ser simétrica la matriz es diagonalizable

7-n =2 1 =12
A-M|=| -2 10-1 -2 |=(12-A)(A-6)>=0=>4|A=6 |Los valores propios son A = 12
1 -2 T-A L=6

simple y, A = 6 doble.
Los vectores propios asociados a estos valores propios son:

7-12 =2 1 )(x) (0
(A-al)v=| -2 10-12 -2 |ly|=|0 :{X_ZZO
1 2 7-12)z) o) YFEEP
7-6 -2 1 )(x) (0
(A-A)v=| =2 10-6 -2 ||y|=|0|={x-2y+z=0
1 -2 7-6)lz) 0

Vi =<(-1,2,-1) >y Ve =< (-2, -1, 0),(1, 0, -1) >.

Como nos piden una base de vectores propios que sean ortogonales entre si tomamos de V1o el
vector (-1,2,-1) y de Vs los vectores (1, 0, -1) y (-1,-1,-1);
(-1,2,-1)(1,0,-1)=0; (-1, 2,-1) (-1,-1,-1) =0; (1,0, -1) . (-1,-1,-1) = 0, luego

es una base de vectores propios ortogonales entre si.

b) Si consideramos los vectores unitarios correspondientes a los vectores de B, obtenemos una

base ortonormal B* también de vectores propios y la matriz

Pe* g = es ortogonal y la matriz diagonal semejante a A es:
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10.- Demostrar que si Q es una matriz ortogonal que permite la diagonalizacion
de A entonces A es simétrica:

Solucién:

Si la matriz de paso Q es ortogonal Q1 =Q' yA=QD Q! =Q D Q', en consecuencia:
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8. Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

11.- Se considera la aplicacién f: R* - R* definida por:
f(x,y,z,t)=(x+y+t, x-y+z+1t, 2y -2z 3t)

a) Escribir su ecuacion matricial y probar que f es /ineal.

b) Hallar los subespacios nucleo e imagen de f y dar una base y la dimension de
cada uno de ellos.

c) Dado el subespacio S = {(x, y, z, t) e R* talesque x +y-z=y +z-+t=
0}, hallar una base, la dimensiony unas ecuaciones implicitas de f(S).

d) Estudiar si los vectores (2, O, 2, 3) y (4, 0, 3, O) pertenecen a Im(f).

e) Clasificar.

Solucion:

a) Buscamos las imégenes de los vectores de la base canonica:
f(1,0,0,0)=(1,1,0,0); f(0,1,0,0)=(1,-1,2,0); f(0,0,1,0)=(0,1,-1,0); f(0,0,0,1)=(1,1,0,3), luego

1 1 0 1
1 -1 1 1 - -
A= por tanto, la ecuacion matricial es:
0 2 -10
0 0 0 3

Caracterizacion de las aplicaciones lineales: VA, e R, Vx,y € R* f(Ax+uy)=Af(X)+uf(y)

w

v,) (1 1 0 1)x
) L. . Y, 1 -1 1 1}Xx, .
b) Ecuaciones paramétricas del subespacio Im(f): = , siendo los
Y, 0 2 -1 0fx
X

y,) L0 0 0 3)lx,

vectores columna de la matriz A un sistema generador de Im(f). Calculamos dimim(®=r(A)=3,
luego sobra un parametro; una base vendra indicada por el menor que caracteriza el rango de A:

x 1 0 1
L . y -1 1 1
y la ecuacion cartesiana =0
z 2 -10
t 0 0 3
1 1 0 1)\x
1 -1 1 1(x
Ecuaciones cartesianas del subespacio N(f): ?
0 2 -1 0}x

0 0 0 3)x,

N(f) = {(-a,o,20,0)/ a e R}, - y una base del nicleo:

c) S= {(x, y,Z,)eRIX+y—z=y+z—-t= 0} resolviendo el sistema obtenemos un vector
genérico de S: S={(-a+p,a+p,o.B) e R*/a,BeR}
y aplicando f:
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1 1 0 1)-oa+P o+2p
1 -1 1 1« | —o+3p
0 2 -1 0B | 2a-B
0 0 0 3la+p ) (3a+3p

Unas ecuaciones implicitas se obtienen de las paramétricas

f(S)=AS=

X' o+2B x'1 2
Y - +3B ; y' -1 3 DY
z' 20— z' 2 -1
t' 3o+ 3P t" 3 3

d) (2,0,2,3) pertenece al subespacio Im(f) si y s6lo si cumple la ecuacién cartesiana
—X+y+z2=0<-2+0+2=0&

(4,2,3,0) pertenece al subespacio Im(f) si y solo si cumple la ecuacion cartesiana
—X+y+2=0<-4+2+3#20<

e) _ puesto que |A|=0.
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1 1 0
12.- Sea A=|0 -2 2| la matriz asociada a cierto endomorfismo f de R3
1 -3 4

respecto de la base canonica y sean los vectores i, = (1,1,0), 4, = (0,1,1),
i, = (-1,2,1) de R3.
a) Comprobar que {i,,,,U;} es un sistema libre pero ,{f(4,),f (%), f(5,)} es

ligado.
b-)q ¢Qué condicion debe satisfacer la matriz A asociada a un endomorfismo para
que las imdgenes de vectores l.i. sean |.i.?
Solucion:
1 0 -
a) Los tres vectores forman|l 1 2|=-2=0 luego son linealmente independientes. Sin
01 1
2
embargo, sus imagenes f (i) = Au no lo son; y para cada vector tenemos: f(U,) =Au, =| -2 |,
-2
1 1 2 1 1
f(u,)=Au,=|0/|, f(U,)=Al,=|-2|,siendo |-2 0 -2|=0, por consiguiente, vectores
1 3 -2 1 -3

linealmente dependientes.

b) La condicion necesaria y suficiente es que A sea una matriz regular. Puesto que si consideramos
la matriz H formada por los tres vectores columna, la matriz formada por las imagenes es el
producto de A por H cuyo determinante es el producto de los determinantes siendo nulo cuando

uno de ellos sea nulo: i(H)=AH =|f(H)|=|A||H[*#0=|A|=0y |H| 0|
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13.- Probar que cualquier matriz simétrica real de orden 2 es diagonalizable.

Solucion:

: o a b :
Sea una matriz cuadrada de orden 2 y simétrica: A = [b j y calculemos sus valores propios
c

|A—M| = =A*—(a+c)L+ac—b*=0. El nimero de soluciones reales depende del

a-A b
b -
signo del discriminante de la ecuacion de segundo grado anterior:

A=(a+c)’ —4(ac—Db?) = (a—c)’+4b>.

1° caso: A = (a—c)® +4b® > 0= valores propios reales y distintos, A es diagonalizable.

a=cC

= a 0
2°caso: A=(a-c)°+4b*=0= =A= es diagonal.
b=0 0 a

3°caso: A =(a—c)®+4b* <0={IMPOSIBLE! Ambos sumandos son no negativos.
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3
14 .- Halla una matriz de paso ortfogonal para diagonalizar | -1 5
1
Solucion:
Seguimos el método general:
Calculo de los valores propios:
3-» -1 1 A=6
A-Al|=| -1 5-& —1|=-A°+11A*-36A+36=(A—2)(A—3)(6—A)=0= A =3tres
1 -1 3-1r A=2

valores propios reales y distintos, la matriz es diagonalizable (ya que es simétrica).

3-» -1 1 \(x 0
Célculo de los vectores propios: (A—M)\”/zﬁ@ -1 5-A -1 ||y|=|0].
1 -1 3-A)\z 0
3-6 -1 1 \(x 0
X=12
Para A=6: -1 5-6 -1 [|y|=|0 <:>{ _ oy podemos escoger V, =(1,-2,1) y un
1 1 3-6)lz) lo) YT
vector propio unitario T, = |Y—1| = (1/\/5,—2/\/5,1/\/6).
Vl

3-3 -1 1 \(x 0
Para .=3:| -1 5-3 -1 ||y|=|0|< x=y=1z, podemos escoger Vv, =(1,1,1) y un vector
1 -1 3-3)\z 0

propio unitario G, =|1/—2|=(1/\/§,1/\/§,1/\/§).
V2
3-2 -1 1 \(x 0
X+z=0 ~
Para A=2:| -1 5-2 -1 ||y|=|0 <:>{ _ , podemos escoger vV, =(10,-1) y un
1 -1 3-2)\z 0
vector propio unitario U, = |\f—3| = (1/\/5,0,—1/\/5).
V3

Obteniendo una matriz de paso ortogonal ya que P'=P,
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5 4
15.- Calcular A" siendo A = (_2 —IJ

Solucion:

Si la matriz A es diagonalizable significa que es semejante a una matriz diagonal D=P'AP y en
cuyo caso A=PDP,
Siendo

| 1 |
SR 4
-2 -1-A

rA=3
Célculo de los valores propios: |A —M| = ‘ ‘ =A-D)(A-3)=0= {}L son distintos

y A es diagonalizable.

, ) o= 5-2 4 X 0
Célculo de los vectores propios: (A — M)v =0 ( j[ J = ( ] .

-2 -1-A)\y 0
5-3 4 X 0 ~
Para A =3= = S X=-2y=>V=(-2]1)
-2 -1-3)\y 0
5-1 4 X 0 ~
Para A =1= = S X=-y=vV=(-11)
-2 -1-1)\y 0

: : 3 0 : . 1
Sustituyendo la matriz D = 0 1 y lamatriz P = 11 en la expresion: A=PD" P queda:

SRR N
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16.- Sean B = {i,, ,, U;} una base del espacio vectorial R® y la fransformacmn

f(G) = 34, + 24,
lineal f tal que: f(4,) = -54, + G, . Se pide:
f(G,) = 4,

a) Matriz asociada a f respecto de la base B.

b) Escribir su ecuacion matricial.

c) Hallar la expresion analitica de f respecto de la base B.
d) Obtener el subespacio nucleo f. Dar una base.
e) Obtener el subespacio /magen f. Dar una base.
f) ¢Son el N(f) e Im(f) suplementarios?

g) ¢Rango de f?

h) ¢Es f un epimorfismo?

i) ¢Es f un monomorfismo?

J) <Es f un isomorfismo?

k) ¢Es f un automortfismo?

Solucién:

a) La matriz asociada o que define f se obtiene mediante las iméagenes de los vectores de la base
B = {U,,0,,U0,}:

f(d,)=30, + 20, = (3,2,0),
f(U,)=-50, +U, = (-510); = A=M(f,B)=
fO;)= 40, =(040),

b) La ecuacion matricial o ecuaciones de la transformacion lineal es:

T -

c) Laexpresion analitica de f resulta de escribir la ecuacion de f en forma vectorial:

d) Elnicleoes: N(f) = {x e R®/f(X) =0}, luego:
f(x,,X,, X, )= (3%, —5%,,2X, + X, +4x,,0)=(0,0,0)
3%, —5%, =0
y las ecuaciones cartesianas son: { 2x, + X, +4x,=0=
0=0

siendo la dimension del
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¢) Laimagenes: Im(f) = {y e R®/3x e R® con f(X) =y, luego

A 3 5 0)\(x 3 -5 0
Y, =12 1 4| X, |=]2|X+] 1 |X,+|4]|X;= que son las
A 0 0 O0Jix, 0 0 0

ecuaciones paramétricas del subespacio imagen, siendo dim(Im(f))=r(A)=2 y una base

Im(f)  N(f)
—— ——
-5 0 -20
,por ser N(F)®Im(f) =R®, ya que (B UByey)=r| 1 4 -12 :3:dim(R3).
0 13

f)

g) ¢Rango de f? Es la dimension de la Im(f), en nuestro caso, I

h) ¢Es f un epimorfismo? . por no ser Im(f)=R3.

i) ¢Es f un monomorfismo? . por no ser dimN(f)=0.

J) ¢Es fun isomorfismo? . por no ser epimorfismo ni monomorfismo.

k) ¢Es f un automorfismo? N, por no ser isomorfismo.
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17.- En el espacio vectorial R*(R)se define la aplicacion lineal:

R 5> R3, f(x,y, z)=(y +z, x+z, x+y). Se pide:

. Matriz de f respecto de la base canonica. (llamarla A)

. Clasificar f.

. Valores propios de f.

. Estudiar la diagonalizacion de f.

. Base de vectores propios (si procede)

. Matriz de f respecto de esta base de vectores propios. (llamarla D)
. Relacion entre la matriz A y D.

. Hallar las ecuaciones paramétricas de todos los subespacios /nvariantes.
. Hallar A%,

VONOCUAWNRH

Solucién:
1. Las iméagenes de los vectores de la base canonica forman la matriz A.

f(1,0,0)=(0,1,1); (0,1,0)=(1,0,1); (0,0,1)=(1,1,0);

0-2 1 X 0 =a
ParaA=2=| 1 0-2 =0 |ejy=a=|V,=111)
1 0-2)\z 0 zZ=
0+1 1 1 \(x 0 =
Parai=-1=| 1 0+1 1 ||y|=|0|<<y=p =1v,=(0,-1);v,=(0,1,-1)
1 1 0+1)\z 0 z=—0a—-f

Base de vectores propios
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7. D=P'AP, siendo

8. Subespacios invariantes:

n n) n)
9. A"= (PDP_l) =PDP'.....PDP' =PDP'PDP ™ ...PDP'PDP' =PD.....DP* =PD"P*!
—_—— T e

| | |
1 1 0Y)2® 0 01 1 0)' (11184810 11184811 11184811
A®=PD*P'=|1 0 1|0 -1 01 0 1| =|11184811 11184810 11184811
1 -1 -1){0 0 -1)j{1 -1 -1 11184811 11184811 11184810
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18.- Sea f: R*>R* definida por f(x,y,z,1)=(7x,7y,7z+71,0). Se plde

a) Escribir la matriz A de la aplicacion y la ecuacion matricial en la base canonica

b) Hallar las ecuaciones implicitas de la imagen del subespacio

S={(x.y,z,t)eR*/x=y=2}

c) Calcular una base y las ecuaciones del nucleo y de la imagen de f

d) Hallar el polinomio caracteristicoy los subespacios de vectores propios de f

e) Obtener la matriz P de cambio de base que diagonaliza A y la matriz D
diagonal y semejante a A

Solucion:

a)
f(1,0,0,0)=(7,0,0,0)
f(0,1,0,0)=(0,7,0,0)
f(0,0,1,0)=(0,0,7,0)
f(0,0,0,1)=(0,0,7,0)
b)

y la ecuacién

X=a

Ecuaciones paramétricas de S: ZiZ y una base de S es Bs={(1,1,1,0),(0,0,0,1)}
t=p

X' 7 0 0 0)\1 7) (X' 7 0 0 0)0) (0

y' 0 7 0 0|1 |7V 0 7 0 0jf0] |O

27| oo 7 7|17 |7|z| |o 0o 7 70| |7

t') \0 0 0 0)lo) (0)(t'), {0 0 O O){1) (O
X 7 0 X=T1a

Im(S)=<(7,7,7,0),(0,0,0,7)>; | ° a{7 g2l Y
z 7 7 z=Ta+1p
t 0 0 t=0

C)

Ecuaciones del nucleo de f; AX=0

7 0 0 0)x 0

0 7 0 0y 0

007 7|z 0|

0 0 0 O)it 0

Ecuaciones de la imagen de f
Tomando los transformados de los vectores de la base candnica (por filas), con Derive
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7 000 1 000
0 0 0 0100
row__reduce = =
0070 0010
0070 0 00O
X 1 0 0 X=«a
. - y 0 1 0 y=p
Las ecuaciones parametricas son, por tanto; =a| _[+8| _|+y]| . |=
z 0 0 1 =y
t 0 0 0 t=0

y la ecuacion implicita [£=10

d)
Polinomio caracteristico |A-Al|=0

7-» 0 0 0
0O 7-» O 0 .
DET = Los valores propiosson A =0y A=7
0 0 7-x 7

0 0 0 A

El subespacio de vectores propios asociadosa A =0 es - cuya dimension es dimN(f)=1
El subespacio de vectores propios asociados a A =7 viene dado por la ecuacion
AX=TX = (A-71) X =0

-7 0 0 0\(x 0 0 00 0)x 0
0 7-7 0 oyl lo] oo o0 oyl o
0 0 7-7 7|z 0 0 00 7|z 0
0 0 0 7))\t 0 0 0 0 —7)(t 0

Este es precisamente la imagen de f cuya dimension es dimIm(f) = 3 y una base se habia calculado
anteriormente:

By ={(20,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}
e)

La matriz P de cambio de base que diagonaliza A es la matriz de cambio de base de una base de
vectores propios a la base candnica.

-1

0 100(7000)0 100
0 010/ |07 000010
=11 001 ]oo07 7|1 001
1000 \000oO0J\-1000
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19.- Sea f una transformacion lineal de R* tal que su matriz asociada respecto
de la base candnica es:

4 3 3 3
|0 000
A'ozzo

6 3 35

a) Hallar sendas bases de N(f) e Im(f).

b) Hallar el polinomio caracteristicoy los vectores propios de f, asi como los s.v.
de vectores propios asociados ¢Coincide N(f) con alguno de éstos dltimos?

c) Escribir el enunciado de un teorema de diagonalizacion que pruebe que A es
diagonalizable y dar una base de vectores de R* respecto de la cual la matriz
asociada a f sea una matriz D diagonal.

d) Dar D y la matriz P de cambio de base que diagonaliza A.

e) Escribir la definicion de matrices semejantes ¢Son A 'y D semejantes? En caso
afirmativo hallar A’ utilizando que A y D son semejantes.

Solucion:

a) Ecuaciones del nucleo de f; AX=0

-4 3 3 3)\(x 0
0 000 o [*=°
y = =y+z2=0
0 2 0]z 0 0
6 3 3 5){t) (0 -
Una base del N(F)={(0,1,-1,0)}
Una base de Im(f)={(-4,0,0,-6), (3,0,2,3), (3,0,0,5)}
Obsérvese que dimN(f)+dim(Im(f))=dimR*=4
b) Polinomio caracteristico
—4-x 3 3
0 0-% h=2
A=l = =12-2)° (A+1)=0=4|r=-1
22—
A=0
-6 3 5-A
Valores propios
Subespacio propio asociado al valor propio 2 doble:
-4-2 3 3 3 X 0
_ 0 0-2 O 0 y 0 2X—-z-t=0
(A-A)V = = |=
0 2 2-2 0 z 0 y=0
-6 3 3 5-2 )t 0

V2=<{(1/2,0,1,0), (1/2,0,0,1)}>]

Subespacio propio asociado al valor propio -1 simple:
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-4+1 3 3 3 \(x) (0

x-t=0
- 0 O0+1 O 0 y
(A-Al)V= =| |=14y=0
0 2 2+1 O z 0 0
Z=

—6 3 3 541 )t 0

Subespacio propio asociado al valor propio 0 simple:

c) A es diagonalizable si todos los valores propios son nimeros reales y cada valor propio cumple
que su orden de multiplicidad coincide con la dimensidn del correspondiente subespacio propio.
La base formada por los vectores propios es:

d)

La matriz del cambio de base:

e) Ay D son semejantes si y sélo si A =P D P siendo P una matriz regular.
A=P!'DP, luegoD=P AP

En efecto: PDP1=A
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1 k 2

20.- Analizar si la matriz A=|1 O 3| es diagonalizable segin los valores del

0 0 6

pardmetro K.

Solucion:
Primeramente calculamos los valores propios:

1-% k2 MO
A-Ml=| 1 0-1 3 |[=(6-1M)A*-A-k)=0= XZ:%.Consideramoslos
0 0 6-A
L 1=+ dk
=R
2

siguientes casos:

e Si 1+4k<0, es decir, k<1/4, entonces hay raices complejas y por tanto

diagonalizable|

Si Kk=1/4, entonces A>=A3=1/2 raiz doble. Es necesario calcular la dimension del subespacio
propio asociado a dicho valor propio.
1-A k=1/4 2 \(x 0

(A-M)v=0c] 1 0-2 3 ||y |=]|0|.ParaA=1/2, se obtiene:

-1
2

0

0 0 6-1)\ z 0

k=1/4 2
. X
= 2X
0_5 3 yi=0|< {z_ . Cuya dimension es 1 y no coincide con el grado de
4 0 -
0 6—1
2

multiplicidad del valor propio A=1/2 que es doble. Luego |A no es diagonalizable.

Si 1+4k>0, es decir, K=1/4, entonces hay dos raices reales y distintas; pero puede ser A=

1++V1+4k

A=6 =————— =k =30>1/4 y como A=6 es doble calculamos la dimension del

1-6 k=30 2 \(x 0
. . ) -5x+30y+2z2=0
subespacio propio asociado | 1 0-6 3 y|l=|0|< . Cuya
X—06y+3z=0
0 0 6-6) z 0

dimension es 1 y no coincide con el grado de multiplicidad del valor propio 6 que es dos y
por tanto |A no es diagonalizable.

Por Gltimo, [Si k>1/4 y K no es @ resultan tres valores propios reales y distintos entre sf,
luego |A es DIAGONALIZABLE]|
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1 2 0 -2

21 .- Sea la matriz A = 0200 .
021 2
0 00 2

a) Calcular los autovalores de A y sus respectivas multiplicidades algebraicas.
b) Hallar las ecuaciones paramétricas y cartesianas de los subespacios propios de
A
c) Obtener una base unitaria de R* formada por vectores propios unitarios de A.
d) Calcular una matriz diagonal semejante a la matriz A.

-1

e) Calcular el producto matricial A" -

= = O

Solucién:

a) |A-1l|=(r-1)" (n-2) =o:>-

b) (A-Al)V=0

Para =] resulta unas ecuaciones cartesianas; K=e,z=J3 unas ecuaciones paramétricas.

Para resulta unas ecuaciones cartesianas; unas ecuaciones

parameétricas.

c) De cada subespacio propio, por ser de dimension dos, se obtienen dos vectores linealmente
independientes:
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+ los dos primeros unitarios y los dos siguientes de médulo 3/2 y 2

o B o o

o o o+
o Pyl B

respectivamente, luego es una base unitaria del espacio R*.

e) Por ser A diagonalizable D=PXAP y despejando A=PDP, de donde,

-1

1 0 E 0 1 0 E 0
3 3
1 0 0 oY
°0 3 Slo100°%3 5
A" =PD'P" = 2 i 0020 2 ‘|-
01 — O 01 — O
3 0 0 0 2 3
1 1
0 0 0 — 0 0 0 —
2 2
1 2n+1_2 0 2_2n+1
0 2" 0 0 .
= ) . |l Lo que nos permite calcular A" -
0 2" -2 1 2-2"
0 0 0 2"
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22.- Dada la transformacién lineal de R® definida por:
f(x,y, z)=(4x +y -4z, 3z - 3x, 3x +y - 32)
Se pide:
a) La matriz A asociada a f respecto de la base candnica.
b) Sendas bases de N(f) e Im(f).
¢) Una base del subespacio ortogona/ de N(f).
d) Estudiar si A es diagonalizable y, en su caso, dar la matriz diagonal.
e) Hallar la matriz asociada a f respecto de la base
B={(1,0 1), (1, -1, 0), (0, 0, 1)}

Solucion:

a)

b) N(f) es lasolucionde A X =0
1 —-4)\x 0 4x+y—-4z=0 <=7
-3 0 =|0|=><-3x+3z=0 :>{ =
3 1 -3)z) 0] |[3x+y-3z=0 Y

4 1 -4
rgj-3 0 3 |=2=
3 1 -3

c) N(f)" es el plano vectorial ortogonal a la recta ((1,0,1)}, luego, la ecuacion implicita es:

d) Valores propios de A:
{0 doble

1 simple
Vectores propios asociadosa A =0: V, = N(f) = {(1,01)}
Luego, dim V,= 1= 2 =orden de multiplicidad del valor propio 0.

Por tanto, [AT06s diagonalizable.

-1

|A-1rI|=0

1 1 0 4 1 -4\(1 1 0
e) A, =P'AP=|0 -1 0| |[-3 0 3 ||0 -1 0

1 0 1 3 1 -3){1 0 1
siendo P la matriz de paso de B’ a B.
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1 -2 3
23.- Sea la matriz M =|{0 a 2-a| asociada a cierta fransformacion lineal
0O a -a

f:V,——V,. Se pide:
a) Estudiar los valores de a para los cuales M es diagonalizable.

b) Para a=0, hallar N(¥), Im(f) y el subespacio de vectores invariantes.

Solucion:
a) Valores propios de M:

_ 2\ _ . +2a
IM =11 =(1-1)(2a -2 )_o:x_{l

Necesariamente a>0 para que los valores propios sean reales

1¢" caso: [@>0

Tres valores propios distintos entre si en un espacio vectorial de dimension 3, por tanto -

20 caso: p=1/2
A=1 doble y A=-1 simple
Vectores propios para a=1/2 y A=1:

1-1 -2 3
1 2] (%) (y=o0
(M—M)\?:0<:> 0 =-1 2-=|y|=|0
2 2 z=0
1 1 Z 0
0 - =1
2 2

Dimension del subespacio propio asociado al valor propio A=1 es 1 y no coincide con el orden de
multiplicidad del valor propio que es 2 (doble), luego M no es diagonalizable.

3¢r caso: [a=0
2=0 doble y A=-1 simple
Vectores propios para a=0 y A=0:
1-0 -2 3 X 0
L= X-=2y=0
(M-Al)V=0<| 0 0-0 2-0 ||y|=|0 :>{Z_0
0o 0 -0-0)lz) (o N

Dimension del subespacio propio asociado al valor propio A=0 es 1 y no coincide con el orden de
multiplicidad del valor propio que es 2 (doble), luego M no es diagonalizable.

b) Para a=0, tenemos las ecuaciones cartesianas del Nucleo de f:
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Ecuaciones paramétricas de Im(f):

b -2 f3

ya que dimlm(f):r@ 0 :2
0 0 O

El subespacio de vectores invariantes se obtiene para A=1:
1-1 -2 3 (X 0
(M-—a)v=0e| 0 0-1 2-0|y|=|0 :{ng:
0 0 0-1)\z 0

52 U. D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia



@l

Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

24 -

a p O
Sea la matriz A=|Bf o B
0O B a

a) ¢Para qué valores de a y p es A diagonalizable? Y épara qué valores de a y p
se obtiene para A un valor propio triple?
b) Para a=0 y p=-1, hallar:

i) una matriz diagonal semejante a A.
ii) una matriz P que permita la diagonalizacion.
iii) una matriz P* ortogonal que permita la diagonalizacion.

Solucion:

a)

b)

A es diagonalizable para cualesquiera valores por ser A una matriz simétrica.
Los autovalores de A son:

oci\/EB

|A—x||=(a—x)(x2—2ax+a2—2[32)=o:>x={
a

A tendra un valor propio triple cuando:
a—ﬁﬂ=a+\/§ﬂ=a = B=0

y el valor propio triple es a.eR , es decir, |[A-11|=(a ~1).

0 -1 0
Parao=0yp =-1, designamosB=|-1 0 -1
0 -1 0

i) Por ser B simétrica es diagonalizable y sus valores propios son:

{J_r\/E

— = _2= —
[B-A|=2(2-27)=0=2 ;

Es decir, sus valores propios son 0, -+/2 , v/2 simples, luego una matriz diagonal semejante

0 O 0
aBes D=|[0 —\/E 0
0 0 42

i) La matriz P que permite la diagonalizacion es la matriz de cambio de una base B de
vectores propios a la canonica Bc. Calculamos primero vectores propios asociados a cada
uno de los valores propios para tener la base de vectores propios.

Vectores propios para A=0:
0 -1 0)\(x
L= X+z=0
(B-AM)Vv=0<|-1 0 -1|y|=|0 :>{ o =V, ,=<(10,-1)>
0 -1 0jlz) (o =
Vectores propios para A=-\2:
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2 -1 00 X 0
(B+v21)v=0e|-1 V2 -1|y|=|0 :{X_ZZO_ =V =<@V2,)>
0 -1 v2/lz) \0

Vectores propios para A=V2:

2 -1 0 )k .
- X—Z=
(B—\/EI)\?=OC> -1 2 -1 yl|=|o0 :{ 5 0:>VA=J§ =< (1,—/2,0)>
++/2z=
0o -1 -z)\z) o) VY

Una base de vectores propios es B = {(1, 0, -1), (1, ¥2, 1), (1, -~/2, 1)} y la matriz P de
cambio de B a la base canonica Bc es:

iii) Por ser B simétrica podemos encontrar una base ortonormal de vectores propios y, en
consecuencia una matriz P* ortogonal que permite la diagonalizacion. Como los valores
propios son distintos entre si los subespacios de vectores propios asociados son ortogonales
entre si:

(10,-1)-(1v2,1) = 0;(1,0,-1)- (1L, —2,1) = 0;(1,—v2,1)- (1.v2,1) = 0;
luego tomando los vectores unitarios en sus direcciones obtenemos la base ortonormal:

B* = {(ﬁ 0 ﬂj (l, ﬁ EJ,LE ﬁ —J} y la matriz de cambio de base

2 2 2" 27 2]) 2" 2" 2

correspondiente es la matriz ortogonal
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25.- Sea la aplicacion lineal f:R*—R* definida por f(x,y,z,1t)=( x, 3x+3y,
5y+5z+7t, 0). Se pide:

a) Escribir la matriz A de la aplicacion y la ecuacion matricial en la base
canonica.

b) Hallar las ecuaciones implicitas de la imagen por f del subespacio
S={(x,y.z,t)eR*/x=y, x+y+z=0}

c) Calcular una base y las ecuaciones implicitas del niucleo y de la imagen de f.
d) Hallar el polinomio caracteristico y los subespacios de vectores propios de f.
e) Obtener la matriz P de cambio de base que diagonaliza A y la matriz D
diagonal y semejante a A.

Solucion:

a) Primeramente buscamos las imagenes de la base candnica de R* mediante la aplicacion lineal f
f(1,0,0,0)=(1,3,0,0)

f(0,1,0,0)=(0,3,5,0)

f(0,0,1,0)=(0,0,5,0)

f(0,0,0,1)=(0,0,7,0)

Asi, la matriz que define f respecto de la base canonica es:

Ecuacion matricial: AX=X’

b) Del subespacio vectorial S obtenemos una base

X 1 0
X=y }: y|_ 1 e 0 8
X+y+z=0 z -2 0
t 0 1
Y aplicando f a los vectores de Ia base S, se tiene un sistema generador del subespacio imagen.
1 100 1 0 0 0)0 0
f1=330 0=33000=O
-2 0 557 0 0 55 7|0 7
0 0 00O 1 0 00 0)l2 0
Unas ecuaciones paramétricas: Y= = Unas cartesianas:
z_—SX+7u
t=0 }
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c)

Ecuaciones del ndcleo de f: AX=0
1 0 0 0)(x
3300|y]|_
055 7|z|
0 0 0 O)t
Una base del N(f)= {(0,0,1,-5/D)}
Ecuaciones de la imagen de f:
1000
3300
r =3
0 557
0 000
Una base del subespacio —
Y la ecuacion implicita es [t=0|.
d)
Polinomio caracteristico y valores propios:
5
3
|A=M|=A(A-1)(A-3)(L-5)=0=Ar= .
0
Vectores propios:
1-5 0 0 0 \(x 0
(A=) 5 3-5 0 0 ||y 0
0 5 5-5 7 ||z 0 0
0 0 0 0-5){t 0

El subespacio propio asociado al Malor propio 5 es el generador por el vector propio [(0,0,1,0)

1-3 0 0 0 \(x) (0 X =0
. 3 3-3 0 0 0
(A-M)V=0c Yo Vs dye 220
0 5 5-3 7 ||z 0 5
0 0 0 0-3)lt 0 t=0

El subespacio propio asociado al Malor propio g es el generador por el vector propio [[0,2,-5,0))

x—ﬁz—o
1-1 0 0 0 )x) (0 15
# 3-1 0 0 0
(A=2) V=0 Y11 ¥ = dy+22-0
5 5-1 7 |z] |0 5
o o o o-1lt) o) [t=0

El subespacio propio asociado al alor propio 4 es el generador por el vector propio [812,45,0)
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1-0 0 0 0x) (0) | _.
- |3 30 0 o0 |ly| |0 }
(A-A)V=0= =| |=>1y=0
0 5 5-0 7 |lz| |0
.
0 0o 0 0-0){t) (o) |z+gt=0

El subespacio propio asociado al alor propio g es el generador por el vector propio [(0,0,7,-5)
e)

Una base de R* formada por vectores propios puede ser:
{(0,0,1,0), (0,2,-5,0), (8,-12,15,0), (0,0,7,-5)}.

La matriz P cambio de base:

La matriz D diagonal semejante a A es:
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26.- Sea f la transformacion lineal de %3 tal que:
f(i)= @ 2, 1), £(3)= (1. 5, 1), f(K)= (-1, -2, 2) donde {i,3,k}es la base

candnica. Se pide:

a) La matriz A asociada a f respecto de la base candnica.

b) Hallar los valores propios de A y los subespacios de vectores propios
asociados.

c) Razonar si A es diagonalizable. En caso afirmativo, escribir una matriz
diagonal D semejante a A y la matriz de paso correspondiente.

d) Hallar N(7), Im(f) e indicar si f es biyectiva.

e) Hallar A".

Solucién:

a) Como nos dan las coordenadas de las imagenes de los vectores de la base canonica Bc la matriz
A asociada respecto de Bc tiene por columnas dichas coordenadas

b) Calculo de los valores propios:

4-) 1
A-al|=| 2 5-1 -2|=(B-1)°(B-A)= o:>-
1 1 2-x
X 0
- Al
Z 0

Calculo de los vectores propios:

(A—M)Vzﬁ@ 2
1

4-5 1 -1 \(x 0
ParaA=5:| 2 5-5 -2 ||ly|=|0|< y=2a,aeR;
1 1 2-5)\z 0 zZ=aqa
4-3 1 -1 \(x 0 X=0
ParaA=3:| 2 5-3 -2 ||y|=|0|<y=B ,o,BeR;

1 1 2-3)\z 0 Z=a+p
Con DERIVE: El polinomio caracteristico de A es

4 1 -1

2

CHARPOLY | 2 5 =2 | = (5 - wji:+({w - 3)
11 2

Luego los valores propios de A son A =5 simple y A = 3 doble.
Los s.v. de vectores propios asociados son:
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4 1 -1
ERACT_EIGENVECTOR| | 2 5 -2
11 2

5 =

-1

-2

-1

Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

vy EXACT_ETIGEMVECTOR

4 1 -1 1 -1
25 2|, 3|=|-1 0
11 2 o -1

Es decir, Vs =< (-1,-2,-1) > y V3=<(1,-1,0),(-1,0,-1) >.

c) A es diagonalizable porque dim Vs = 1 y dim V3 = 2, es decir coinciden la multiplicidad
algebraica de los valores propios con la multiplicidad geométrica de los vectores propios asociados.

Las matrices D y Ps—gc son

d) Como |A| = 0 la transformacion Imeal

y por tanto Ia

e) Ay D son matrices semejantes verificandose que D = Pgsc ™ A Paosae, luego:

A= PB—)Bc D PB—>Bc

-1 1 -1 50
n
A= -2 -1 0 [« O 3
-1 o0 -1 00

15 A=

ii

-1 1
-2 -1
-1 0

PB—>Bc D PB—)Bc

-1 1
0
-1

-1

n n n n n n
5 3 5 3 3 5
+ - -
2 2 2 2 2 2
n n n n n
5 -3 5 3 -5
n n n fn n+ 1 n
5 3 5 3 3 5
2 2 2 2 2 2
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27.- Sea la transformacion lineal f de R3 tal que:
f(x1,x2,x3)=(x1,+2x2,2Xx1+X2,-X3) Se pide:

a) Hallar la matriz M asociada a f respecto de la base candnica.

b) Obtener el subespacio nucleo f. Dar una base.

c) Obtener el subespacio /magen f. Dar una base.

d) ¢Es f una fransformacion ortogonal?

e) Diagonalizar, si es posible, la matriz M.

f) Obtener una base ortonormal de R® formada por vectores propios de M.

Solucion: a)

b) El nicleo es: N(f) ={X e R*/(X) =0}, luego: f(x1,X2,Xs)=(X1,+2X2,2X1+X2,-X3)=(0,0,0)

resultando N(HIE{(0:0.0)} y hottiene basd
2 X,

1
¢) Laimagen es: Im(f)={y e R*/3x con f (X) =y}, luego | y, |=| 2 X, |que son las
Y, 0 0 -1){x,
ecuaciones paramétricas del subespacio imagen, siendo dim(Im(f))=r(M)=3, es decir, el propio
espacio vectorial

d) , aunque es biyectiva, pues M no es ortogonal, MM".

e) Es diagonalizable, pues es simétrica y la matriz diagonal semejante a M se obtiene con los
valores propios de M.

0
0

y una base

ez 0 1 doble
IM-2|=[ 2 1-% 0 =(3—x)(x+1)2=0:>x={_ " resultando
0 0 —1-a 3 simple

f) La base ortogonal, se obtiene con los vectores propios asociados a los valores propios
1-A 2 0 X, 0
(M—A)V=0<| 2 1-& 0 |x,|=|0
0 0 —1-x)x, 0

1+1 2 0 X, 0 X, = o i, - (L-L0)
Para -1 se tiene: (M+1|)\7=6<:> 2 1+1 0 x, |=|0|=1x, =—a {#1 001
0 0 -1+1)(x, 0 X, =P uz_( g )

-3 2 0 \(x 0 X, =0

Para 3 se tiene: (M-31)v=0<| 2 13 0 | X, |=|0|={x,=a={0,=(110)
0 0 -13)ix, 0 X;=0

Y dividiendo cada vector por su modulo, obtenemos la base ortonormal:
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28.- Sea f la transformacion lineal cuya matriz asociada respecto de la base

1 0 1
candnicaes: |0 1 -2 | Se pide:
0 0 2

a) Dar una base de Im(f)

b) ¢Es f un isomorfismo?

c) ¢Es f diagonalizable?

d) En el caso de que sea diagonalizable, encontrar una matriz P que permita la
diagonalizacion.

Solucion:

a) Laimagen es: Im(f) = {y e R*/3% con f (X) = ¥}, luego
Y, 1 0 1)(x 1 0 1

Y, =10 1 =2 X, |=|0 X +|1|X,+|-2]|X,

Y, 0 0 2 ){x, 0 0 2

que son las ecuaciones paramétricas del subespacio imagen, siendo dim(Im(f))=r(M)=3, es decir, el
propio espacio vectorial R:y una base Bim@®={(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}

b) f es una transformacion lineal que ademés es biyectiva pues Im(f)=Rs, luego s un isomorfisma.
c) Primeramente calculamos los valores propios:

1-» 0 1
IM-Al|=| 0 1-& -2 =(2—x)(1—x)2=0:>x={
0 0 2-A

A continuacion, se obtiene con los vectores propios asociados a los valores propios
Para 1 se tiene:

1 doble
2 simple

<l
I

1

(M-11)¥=0&| 0 1-1 -2 |IX,|=|0|=x,=p=
0 0 2-1){x,) \0) [x,=0

dim V»=1=2 coincide con el orden de multiplicidad, pues es doble.
Para 2 se tiene:

=dimV,_ =2

—

<

2 1=

1-1 0 1 Y(x) (0) [x=a {

1-2 0 1 \(x, 0 X, =0
(M=21)¥=0c| 0 1-2 -2 |Ix,|=|0|=1x,="2a={V,=(L-21)=dimV,_, =1
0 0 2-2)\x, 0 Xy =0
La dimension de cada subespacio propio asociado a cada valor propio de f coincide con el orden de
multiplicidad como raiz del polinomio caracteristico, luego s diagonalizable, siendo la matriz

1 00
diagonal D=0 1 O
0 0 2
d) La matriz P que permite la diagonalizacion, es la matriz del cambio de base y esta formada por
1 0 1
vectores propios asociados a los valores propios |[P={0 1 -2
0 0 1
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29.- Sea C el subconjunto de vectores del espacio vectorial R® dado por:
C={(x.v.z2)/ x+y+2z=0} y sea f la transformacion lineal f:R* > R® ftal
que: f(x,y,z) = (x+2y+22x+2zy) Se pide:

a) Demostrar que C es un subespacio vectorial de R3.

b) Obtener una base y unas ecuaciones paramétricas de C.

c) Obtener la ecuacion matricial de f.

d) Dar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones implicitas del Nicleo y de
/a Imagen de f.

e) Comprobar si f es diagonalizable y, en su caso, obtener una base de R?

respecto de la cudl la matriz asociada a f sea una matriz diagonal.
f) Hallar la dimension de f(C).

Solucién:

a) C essubespacio pues dadas las ternas (X1,y1,21) Y (X2,y2,22) Y los escalares o y B3, el vector
o (X1,Y1,X1) + B(X2,y2,X2) = (ox1+PX2, ay1+Py2, azi+pz2) verifica:
oX1+BX2 + ay1+By2+ .az1+Bzo=a (X1+y1 +21 )+ B(X2 + Y2+22)= a0+p0=0.

b) Obtenemos primero unas ecuaciones paramétricas

X=a X 1 0
y=p |y [=|0 |at|l |B
z=-o-f3 z -1 -1

Base B={(1.0.-1).(0.L-1)}

c) Obtener la ecuacion matricial de f: AX=X’
Buscamos las imagenes de la base candnica de R* mediante la aplicacion lineal f

f(T)=f(1,o,0)=(1,3,o,0)
f(])=f(o,1,0)=(o,3,5,0)
f(k’ =f(0,0,1)=(0,0,5,0)

M(f,B,) =

d) Ndacleo de f: AX=0
1 2 1)\(x 0
2 0 2||y|=|0|=
0 1 0)\z 0
Ecuacion paramétrica de N(f)

Ecuaciones implicitas de N(f)

Para obtener las ecuaciones de la imagen sabemos que los transformados de la base canénica
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forman un sistema generador de la imagen. Eliminando la ultima columna, tenemos una base de la

imagen.

X
yI
zZ

e) Diagonalizacion

0
x'" 2 1
y' 0 2
z''1 0

1

2

2 |o+| O |B ecuaciones paramétricas de la imagen de f

=0=

1

Primeramente calculamos los valores propios:

ecuacion implicita de Im(f)

- 2 1 0
A=A = 0-% 2 [==22+A2+6h=-A(h+2)(h-3)=0=h={-2
0 1 0-a 3

por tener tres valores propios reales y distintos, la matriz es diagonalizable.
A continuacion, se obtiene con los vectores propios asociados a los valores propios

Para A=0 se tiene:

1-0 2 1 X 0
L= X+z=0  _ _
(A-A1)V=0<| 2 0-0 2 |ly|=|0 { o :>{v1=(1,0,—1):>d|mvx:0:1
0 1 0-0/lz) (0 y=
Para A=-2 se tiene:
1+2 2 1 X 0
L= X-z=0
(A-21)V=0&| 2 0+2 2 ||y|=|0 { ={V,=(L,-21)=dimV,_, =1
y+2z=0
0 1 0+2)\z 0
Para A=3 se tiene:
1-3 2 1 X 0 0
(A-11)v=0=| 2 0-3 2 y 0= 72" T (v, =(7,6,2) = dimV,_, -1
0 1 0-3 0 y-3z=0

base en la cual la matriz A es diagonal _

f) Hallar la dimensién de f(C)
Buscaremos las imagenes de una base de C

f(1,0,-1)=(1+2-0-1,2-1+2(-1),0)=(0,0,0)
f(0,1,-1)=(0+2-1-1,2-0+2(-1),1) =(1,-2,1)

IEa dimensién de f(C) es igual a ungd. Puesto que el vector nulo no puede formar parte de la base

de f(C).
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30.- Sea f una transformacion lineal de R® cuyos valores propios son 2 y 3, con
subespacios propios respectivos:
_2={(x,y,z)eR3/ x=0} Vx=3={(x,y,z)eR3/ x=y=z}

Se pide:

a) Una base de cada subespacio propio.

b) El subespacio vectorial V,_, N V,_,.

c) ¢Son suplementarios los dos subespacios propios? y ¢ortogonales?

d) Una base de R® formada exclusivamente por vectores propios.

e) Una matriz diagonal que defina f.

f) La matriz asociada a f respecto de la base candnica.

Solucion:
a) Dado que cada subespacio propio viene definido por las ecuaciones cartesianas o implicitas

podemos decir que la dimension del V, _, = {(x Y, z) eR®/x= O} es dos y en forma
x=0
paramétrica < y = o con una posible base

z=p

para

X=0
V, ;= {(x y,2)eR*Ix=y= z} la dimension es uno y en forma paramétrica {y =a con

Z=q
una posible base -
b) Resolviendo el sistema {x=0,x=y=z} resulta a _

c) Porotraparte, V,_, ® V,_,=R® ya que B, U B, es un sistema libre de tres vectores luego

genera todo el espacio vectorial; es decir, _

Sin embargo, [0 son ortogonales puesto que el vector (0,1,0) no es ortogonal al (1,1,1).

e) Por existir una base del espacio vectorial formada por vectores propios, existe una matriz

diagonal que defina f y l6gicamente el valor propio doble es el 2, por tanto:

f) Llamando P a la matriz de paso o matriz del cambio de base de la base B a la base canonica,

0 0 1)(2 0 0)0 0 1"
0 0 0 =
1 3 1

se tiene que: A=PDP*=| 1 110 2 1 1
0 1){0 0 0 1
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2 0 -10

. 0O1 0O

31.- Dada la matriz A = 00 1 0
0O -1 0 2

a) Comprobar que es diagonalizable.

b) Calcular una matriz D semejante a la matriz A.

¢) Hallar una base de vectores propios del endomorfismo definido por A.
d) Hallar la matriz P, tal que, D = P-1AP.

Solucion:
2-A 0 -1 0
., L. 1-A» 0 0 2 2
a) La ecuacion caracteristica de A es: |A—Al|= o 11 0 =(A-1)°(A-2)",de

0 -1 0 2-)
donde obtenemos que los valores propios de A son A =2 dobley A =1 doble, por tanto, A es

diagonalizable si la dimension de cada uno de los subespacios propios asociados es dos.

0 0 -1 0)(x) (0

(A-21)% = 8 _01 _01 8 32’ - 8 = y=0, z=0; base de V,_, es {(1,0,0,0);(0,0,0,2)}
0 -1 0 o){t) (0
1 0 -1 0)x) (0

(A-1)x= g 8 8 8 32/ = 8 = x=2, t=y, basede V, es {(1,0,1,0),(0,1,0,1)}.
0 -1 0 1){t) (0

b) Una matriz diagonal semejante a la matriz A esta formada por los valores propios

¢) Una base formada por vectores propios es: _

d) La matriz P de cambio de base de B a C, es decir, la matriz cuyas coordenadas son las
coordenadas respecto de la base canonica los vectores de C, o0 sea:
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32.- Sean B = {{i;, ,, U;} una base del espacio vectorial R®y la transformacion
lineal f tal que:

f(4) =4 + 20, + G,

f(4,) = 24, + 24, . Se pide:

f(G,) = d,
a) Escribir su ecuacion matricial.
b) Obtener el subespacio nucleo f. Dar una base.
c) Obtener el subespacio /magen f. Dar una base.
d) ¢Es f biyectiva?
e) ¢Es f una transformacion ortogonal?
f) Diagonalizar, si es posible, la transformacion lineal f.

Solucion:
a) La matriz asociada o que define f se obtiene mediante las imagenes de los vectores de la base
B={0,,U,,0,}:

f(0,)=10,+20,+0, = (12,1, 1 0 0
f(U,)= 20,+20,=(0,22);=>A=M(f,B)=| 2 2 0
f(1,)= U, =(0,0,1), 1 2 1

) ) @)
La ecuacion matricial o ecuaciones de la transformacién lineal es:

Y, 1 0 0)(x;
Y=AX &Y, |=|2 2 0| X,
Y, 1 2 1)(x,

La expresion analitica de f resulta de escribir la ecuacion de f en forma vectorial:
f (X010 X0 X3 ) = (X, 2X, +2X,, X, +2X, + X, )

b) El nicleo es: N(f) ={x e R*/f(X) =0}, luego:
f (X0 X5, X5 ) = (X, 2%, +2X,, X, +2X, +X5) = (0,0,0) = X, =X, =X, =0
siendo la dimension del ndcleo de 0 y no tiene base.

¢) Laimagen es: Im(f) ={y e R®/3x con f (X) =y} luego

A 1 0 0)x, 1 0 0
Y, =12 2 0| X, |&]|2]|X +|2]|X,+]| 0 |X; que son las ecuaciones paramétricas del
A 1 2 1)(x, 1 2 1

subespacio imagen, siendo dim(Im(f))=r(A)=3 y una base Bim®={(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}

d) ¢Es f biyectiva? i, por Imf=R2y dimN({H=0.
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e) No es una transformacion ortogonal, aunque es biyectiva, pues A no es ortogonal, ya que

AAE

f) Los valores propios de A.
1-» 0 0
A-r|=[ 2 2-% 0 =(2—x)(1—x)2=0:>x={
1 2 1-A
A continuacion, se obtiene los vectores propios asociados a los valores propios:

1 doble
2 simple

Para A=1 se tiene:
1-1 0 0 \(X, 0 X, =0
(A-11)v=0&| 2 2-1 0 | X, |=|0|=1{x,=0={G,=(0,01)=dimV, =1
1 2 1-1)(x, 0 Xy =0
dim V»=1=1 no coincide con el orden de multiplicidad, pues es doble.

Para A=2 se tiene:
1-2 0 0 (X, 0 X, =0
(A-21)v=0e| 2 2-2 0 |x,|=|0|=3ix,=a ={0,=(0,12)=dimV, , =1
1 2 1-2)(x, 0 X, =20
dim Vi=1=1 coincide con el orden de multiplicidad, pues es simple.
Resultando que |no es diagonalizable puesto que el valor propio 1 es doble y la dimensién del

subespacio propio asociado al valor propio es 1, por tanto no coinciden y no se cumple el teorema
de diagonalizacion.
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33.- Sea la aplicacion lineal f: ®3 — R3 definida por:
f(x,y,z)=(-x+2y,-x+2y, -x+y+2)yseas$ el subespacio
vectorial de R* generado por los vectores:
S=<(1,1,0),(2,2,1),(1.,1,1),(0,0,1)>.
Se pide:

a) Obtener las ecuaciones implicitas del nicleo y la imagen de f.

b) Demostrar que f es diagonalizable

c) Obtener una base B de %3 en la cual la matriz asociada a f sea diagonal.

d) Obtener unas ecuaciones implicitas de S en la base candnica y otras
ecuaciones implicitas de S en la base B.

Solucion:
Se comienza obteniendo la ecuacidon matricial de f, para lo cual se calculan los
transformados por f de los vectores de la base candnica de R3
f(1,0,0) = (-1,-1,-1)
f(0,1,0) = (2,2,1)
(0,0,1) = (0,0,1) (véase que este vector es invariante)

X' -1 2 0)\(x
la ecuacion matricial de f en la base canonica sera, portanto Y=AX<|y'|=|-1 2 0|y
z' -1 1 1){z

a) Calculo de N(f). Son todos aquellos vectores que se transforman en el vector nulo
0 -1 2 0)\(x
Ol=|-1 2 0|y | {
0 -1 1 1)z
Calculo de Im(f). La generan los transformados de los vectores de la base candnica.
Se calcula el rango de la matriz A: rango(A) = 2 = dim (Im(f))=2, y una base puede ser (tomando

dos vectores - columna independientes de entre estos transformados), base(Im(f))={(2,2,1), (0,0,1)}
de donde se pueden obtener unas ecuaciones parameétricas:

-X+2y=0
—X+y+z=0

X 2 0
y |=A| 2 [+p| 0 |< laecuacién implicita es kK=
z 1 1

b) Demostrar que es diagonalizable.

Célculo del polinomio caracteristico (con DERIVE: charpoly(a)): p(,) = -A (A-1)?

Los valores propios son, por tanto, (con DERIVE eigenvalues (a)): 0y 1

Y los vectores propios asociados a cada uno de ellos son (con DERIVE exact_eigenvector (a,0)
y exact_eigenvector(a,1))

Para A =1 S1=<(-1,-1,0), (0,0,-1)>, soluciones de AX =1.X =X
ParaA=0  So=<(-2,-1,-1)>, soluciones de AX = 0.X=0 que, naturalmente, coincide con
el nucleo de f
Como la matriz tiene valores propios reales y la dimension de cada subespacio coincide con
el orden de multiplicidad de cada uno de los valores propios, queda demostrado que la matriz
diagonalizable|
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c) La matriz de la aplicacion f sera diagonal en cualquier base de R® formada por vectores

propios. Por tanto se puede elegir, por ejemplo,
B ={(-1,-1,0), (0,0,-1), (-2,-1,-1)}

d) S estd generado por los vectores dados. A partir de este sistema generador se puede elegir
una base. Se ponen los vectores en filas y se calcula el rango de la matriz resultante.
110

2 21
rango =
1 11

0 01

Como el rango es 2, una base de S estara formada por 2 vectores linealmente independientes
de S, por ejemplo, {(1,1,0), (0,0,1)} (con DERIVE se obtiene directamente aplicando la funcion
ROW_REDUCE a la matriz de 4x3 anterior)

A partir de la base de S se obtienen las ecuaciones implicitas

X 1 0
xeS/ly|=a|1[+B|0 @@
z 0 1

(el subespacio S resulta ser la imagen de la aplicacion f)

Ahora se plantean las ecuaciones del cambio de base de la base B a la canonica
Xc =P Xg siendo P la matriz del cambio de base, la cual tiene en columnas los vectores de la
base B en coordenadas de la canonica, es decir,

X -1 0 -2)\(x X, =—Xg —2Z
y|=|-1 0 -1||y| &1 Y, =-Xg—2z; Ysustituyendo en la ecuacion de S: Xc=Yc
z) 0 -1 -1)z), Z,=-Yy—Z,

queda —x, -2z, =—X, -2, = |Zg =0
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1 10
34.- a) Hallar el rango de la matriz A=|0 -2 2
1 -3 4

b) Sea F el subespacio vectorial de R® engendrado por los vectores fila de la
matriz A. Hallar una base de F.

c) Hallar unas ecuaciones paramétricas de F.

d) Hallar unas ecuaciones implicitas de F.

e) Sea C el subespacio vectorial de R® engendrado por los vectores columna de la
matriz A. Hallar una base de C.

f) Encontrar una relacion de dependencia lineal existente entre los vectores
columna de la matriz A.

g) Hallar unas ecuaciones paramétricas de C.

h) Hallar unas ecuaciones implicitas de C.

i) ¢F y C son hiperplanos distintos?

J) Calcular una base y unas ecuaciones paramétricas de FNC.

k) CEs A diagonalizable? En caso afirmativo, hallar una matriz diagonal semejante
aA.

Solucion:

a)

1 1 0 1 1 0

0 -2 2[=0=r(A)=r{0 -2 2|=2
1 -3 4 1 -3 4
Rango(A)=2

2

b) Base de F: {(1,1,0),(0,2,2)}| ya que f((l) _12 2}

¢) [6y,2)=(2,1,0)t+(0,-2,2)3 son unas ecuaciones paramétricas de F.
1 1 0

0 -2 2/=0=>2x-2y-2z=0

X y z

d) Ecuaciones cartesianas o implicitas de F:

e) Base de C: [{(1,0,1),(1,-2,3)}

f) Primera columna menos segunda columna es igual a la tercera columna

g) |(X’ Y, Z) = (1’ O’ 1)t + (11 '2’ '3)'5‘
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1 1 x

0 -2 y|=0=>2x+4y-2z=0

1 3 z

h) Ecuaciones cartesianas o implicitas de C: [x#2y=z=0

)} . las ecuaciones implicitas no son proporcionales
X-y-z=0 X=2

=
X+2y-z2=0 y=0

J) Base de FNC: F

K
L%)s valores propios de A.
1-A 1 0
A-al|=] 0 -2-& 2 |=A%*(3-A)=0=A=
1 -3  4-A
A continuacion, se obtiene los vectores propios asociados a los valores propios:

0 doble
3 simple

Para A=0 se tiene:

1-0 1 0 X 0 X=-a
I X+z=0 _ .
(A-01)V=0&<| 0 -2-0 2 |y|=|0 :{ P tal :>{u1:(—l,1,1):>d|mvk=0:1
1 3 4-0)lz) o) YTFTT |z=a

dim Vi=0=1 no coincide con el orden de multiplicidad, pues es doble.

[N es diagonalizable, puesto que el subespacio propio asociado al valor propio nulo es de
dimension uno y no coincide con el orden de multiplicidad.
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35.- Dado el endomorfismo de R® definido por f(x,y,z)=(x+2y-z, 2y+z 2y+32)
1°) Hallar la matriz A que define el endomorfismo f.
2°) Hallar los subespacios propios y una base de cada uno de ellos.
3°) Hallar alglin subespacio /nvariante y el subespacio de vectores
invariantes.
4°) ¢Es inyectivo? CEs sobreyectivo?
5°) ¢La matriz A es diagonalizable?
6°) ¢cLa suma de los subespacios propios es suma directa? <Son

suplementarios los subespacios propios hallados en el apartado 2?

Solucion:

1°) La matriz

2°) La ecuacion caracteristica de A es

1-A 2 -1
A-Al|=| 0 2-1 1 |=( —1)2 (4-1), de donde obtenemos que los valores propios de A
0 2 3-A

son A =1 dobley A =4 simple.

0 2 -1)(x) (0
(A-Dx=[0 1 1|y|=|0
02 2){z) (o

o
N
|
[y
N
o

una base de

3°) Todo subespacio propio es un subespacio invariante. En particular,
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y eI subespacio de vectores invariantes

4°) dimf=rango(A)=3, el endomorfismo es biyectivo, es decir, [nyectivo y sobreyectiva.

5°) A es diagonalizable si la dimension de cada uno de los subespacios propios asociados es igual al
orden de multiplicidad de cada valor propio como raiz del polinomio caracteristico. En nuestro caso

no se cumple, puesto que A =1 es doble y dim V,_,=1. Por tanto [A'n0 es diagonalizable.

6°) La suma de los subespacios propios es - pues ningun vector, salvo el nulo, pertenece a

ambos V,, ® V,_, y [0 son suplementariog, ya que la suma no es igual al espacio vectorial R®.

V,,®V,, cR®
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36.- Sea f una aplicacion lineal tal que:
f(1,1,0) = (5,-1,3): f(1,-2,0) = (5,2,3); f(0,0,1) = (0,a,b)

Se pide:
a) Hallar la matriz A asociada a f respecto de la base canonica y el
valor de |A|
b) Hallar los valores de a y b para los que f es biyectiva.
c) Para b = O hallar sendas bases de N(f) e Imf.
Solucién:
a) En el enunciado nos dan las imagenes de tres vectores linealmente independientes, pues:
1 1 0 1 1 0
1 -2 0=-3#0=rango|1 -2 0|=3
0 0 1 0 0 1

Como la ecuacion de la aplicacion lineal es de la forma Y=AX
1 1 0 5 50

Al -2 0|=]-1 2 a
0 0 1 3 30
y podemos despejar A, que es la matriz asociada respecto de la base canonica
5 5 0)1 1 0Y
A=-1 2 a1l -2 0
3 3 0/\0 0 1

b)
f es biyectiva para los valores de a y b tales que det(A)#0, luego para todo -

c)
Para b=0, rango(A)=dim(Imf)=2, por tanto una base de Imf es [(5,0,3)(0,-1,0)J entonces
dim(N(f))=1y para obtener una base resolvemos:

5 0 0 )(x) (0 -
AX=0<|0 -1 a y:o@{_azo
—-V+az=

3 0 b=0)Jlz) 0 4

Luego una base es [f{02,D)]] obtenida haciendo z=1
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5 0 O
37.- Dada la matriz M =|0 -1 3|, se pide:
3 0b

a) Su polinomio caracteristico y los valores propios asociados.

b) Estudiar la diagonalizacion de M en funcion de los valores de b.

¢) Hallar una matriz D diagonal semejante a M para b=0 y la matriz P que
permite la diagonalizacion.

Solucion:

a)

Primeramente calculamos los valores propios como raices del polinomio caracteristico:

5-A 0 0 —1simple
PA)=|M-All=| 0 -1-% 3 |=(1+1)(5-1)(A—b)=0=|A=15simple
3 0 b—2A b simple
P(L) = (1+1)(5-2)(r D)
b)

Si b£1y b#5, M tiene 3 valores propios reales y distintos, por lo que [es diagonalizable|.
Si b= -1, M tendra -1como valor propio doble y 5 como valor propio simple y seria diagonalizable

si el subespacio de vectores propios V(-1) tiene dimension 2
Para -1 se tiene:

5410 0)x) (0) . .
(M+11)v=0<| 0 -1+1 3| y|=|0 :s{ _0:>{\71:(0,1,0):>dimvx7_1:1
3 0 o0o)lz) |0

Luego en este caso M no seria diagonalizable.
Analogamente, si b=5, M tendra al escalar 5 como valor propio doble y al escalar -1 como valor
propio simple pero
5-5 0 0)(x 0
(M=51)v=0<| 0 -1-5 3| y|=|0 :»{
3 0 O0)\z 0
por lo que concluimos que M tampoco seria diagonalizable en este caso.

Xx=0

by_32=0"" {V,=(012)=dimV, ;=1

c)
5 0 0
En particular para b=0 se tieneque M=|{0 -1 3
3 0 b=0
Para A=-1 se tiene:
541 0 0)(x 0
(M+11)v=0e| 0 -1+1 3|ly|=|0 :{;joz{vl:(o,l,o):dimvxz1=1
3 0 0)\z 0

Para A=5 se tiene:
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5-5 0  0)(x) (0

L= 3x-5z2=0 - .
(M—51)v=0e| 0 -1-5 3 [y|=|0|= = (¥, =(10,3,6) = dimV,_; =1
3 0 -5)lz) o) BY7¥=0

Para A=0 se tiene:

(M-01)v=0s| 0 -1-0 3 y=0:{);Z:?Z_Oé{\?z=(O,3,1):>dimvl_0:1
3 0 0-0)\z -

Luego, las matrices D y P son respectivamente:
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38.- Sea f una aplicacion lineal tal que:

f(0.1,1) = (0,4,2); f(0,1,0) = (-5,0,-3); f(1-1,0) = (8,-2,6)
Se pide:
a) Hallar la matriz A asociada a f y el valor de |A|

b) Hallar las dimensiones de los subespacios N(¥) e Imf, en funcion de los valores

de a.

Solucién:
a)

Nos dan las imagenes de tres vectores L.i. entre si, pues:

0 0 1 0 0 1
rNt 1 -1|=3<1 1 -1=-1+0
1 0 0 1 0 O

Como la ecuacion de la aplicacion lineal es de la forma Y=AX
0 0 1 0 -5 8

Al 1 -1|=|a 0 -2|-ydespejando A
10 0 2 -3 6

-1

0 0 1

5 5 01 1 O
A=-1 2 a|l -2 0| =
5
a
5

dim(Imf)=rango(A), por tanto

y
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3 55
39.-Dada la matriz M =|-2 O a|, se pide:
3 -35

a) Su polinomio caracteristico

b) El valor de a para que A = 2 sea una valor propio de M.

c) Estudiar si la matriz M es diagonalizable para a = 2 y hallar una matriz D
diagonal semejante a M y la matriz P correspondiente que permite la
diagonalizacion.

d) Escribir la igualdad matricial que relaciona D y M.

Solucion:

a)
3-A -5 5

P(x)=|M—M|: -2 0-% a |=|-A*+8A°+A(10—3a)—6a—-20
3 -3 5-A

b)

Para que el escalar 2 sea un valor propio de M, 2 debe ser raiz de su polinomio caracteristico por lo
que hacemos A=2 e igualamos a 0; —2° +8-2% + 2(10—3a) —6a — 20 = 0 simplificando queda
:12-(2 - ) = 0 despejando se obtiene

C
P)ara a=2, hallamos los valores y vectores propios de M
3-» -5 5
PM)=|M-All=| =2 0-1 a=2/=(rA+2)(2-1)(A-8)=0
3 -3 5-A

Luego los valores propios son los escalares -2, 2, y 8 que son reales y distintos entre si, luego M es
diagonalizable.

Para A=-2 se tiene:
3+2 -5 5 X 0
o x-y=0 _ .
(M+21)¥=0<| -2 0+2 2 |ly|=|0 :{Z . ={¥,=(11,0)=dimV,_, =1
z
Para A=2 se tiene:

(M=21)Vv=0&| 2 0-2 2|y

Para A=8 se tiene:

3-8 -5 5 (X Y720
(M-81)V=0«| -2 0-8 2 |y|=|0 :»{ —o_ ={V,=(10,1)=dimV, , =1
3 -3 s5-8)lz) o) Y7
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Luego una matriz D diagonal semejante a M y la matriz P que permite la dlagonallzaC|on a D son:

d)
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40.- Dada la transformacion lineal f()?) =AX, donde A = |1 3 4 |, se

pide:

a) Hallar la dimension y una base de los subespacios MN(f) e Imf,
respectivamente.

b) Estudiar si f es diagonalizable y, en su caso, calcular una matriz D diagonal

semejante a la matriz A y la matriz P que permite la diagonalizacion.

Sea g una fransformacion lineal de R® tal que g(iu) =61, g(V)=3V,
g(w) = 6w, para los vectores i = (-1,-1,0), v =(-1, 1,-1)w = (-1, 0,-1).

c) ¢Como se denominan los vectores i, Vv y w? <cComo se denominan los

escalares 3 y 6?
d) Hallar la matriz M asociada a g respecto de la base candnica.

Solucion:

a) Nucleo de f:

Calculo del nucleo: resolvemos AX=0
-5 =15 -12)(x 0 X =-3a
1 3 4 |y|=|0|= {z =>1y=a
0 0 -2)z 0 z=0

luego la y una base es

Imagen de f:

La dim(Imf)=38-1=2, y una base est4 formada por dos columnas de A linealmente independientes,

por ejemplo la primera y la tercera [{(=5,1,0),(-12,4,-2)}

b) Valores propios de A:
Se obtienen a partir del polinomio caracteristico. Luego

5-A -15 12
PO)=|A-M|=] 1 3-n 4 |=-a(r+2)
0 0 -2-2

A tiene un valor propio simple A1=0, y un valor propio doble A;=-2.

Calculamos los vectores propios asociados.
Para A1=0

5 -15 -12)(x) (0
— + =
(M-01)v=0<|1 3 4 |ly|=|0 :{Z:Oy ={%=(3-10)=dimV, , =1
0 0 -2){z

Para Ap=-2
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-5+2 -15 12 \(x) (0 {\72:(5,—1,0)

@ .

M+21)v=0s| 1 3+2 4 =0 |={x+5y+4z=0=
( ) y {x+5y 7, = (4.0,-1)
0 0 -2+2)\z 0
=dimV,_, =2. Luego coinciden con el orden de multiplicidad de los valores propios. Por lo tanto
A es diagonalizable y como matrices diagonal y P pedidas proponemos

Sea g una fransformacion lineal de R® tal que g(u) =64, g(V)=3V,

g(w) = 6w, para los vectores i = (-1,-1,0), Vv = (-1, 1,-1)w = (-1, 0,-1).

c)

Los vectores de la transformacion g y los escalares [y 6.son log
asociados a los anteriores vectores propios de la siguiente forma: 3 es el valor

propio asociado a vV y 6 es el valor propio asociadoa Uy wW.

d)
Tenemos que g tiene un valor propio simple, 3, el cual tiene a v como vector propio asociado y un
valor propio doble, 6, que tiene a U, v como vectores propios asociados, luego la matriz diagonal D

que escribiremos a continuacién es una matriz semejante a M
6 0 0

D=0 3 0
0 0 6

Las matrices D y M estan relacionadas por la expresion-D = P*-M-P-donde P es la matriz de
cambio de la base de vectores propios a la candnica

-1 -1 -1
P={-1 1 O
0 -1 1
y despejando-M = P.D.p!
3 3 3
M=3 3 -3
-3 3 9
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k-1 1 3

41.- Dada la aplicacion lineal f(X) = AX donde A=| 1 0 1 |, se pide:
3 1 k+1

a) Hallar el valor de k para el cual f no es biyectiva.

b) Para el valor de k obtenido en a) halla las dimensiones de los subespacios N(7)
e Im(¥).

c) Justificar por qué f es diagonalizable para cualquier valor real de k.

Solucion:
a) Una aplicacidn es biyectiva si y solo si su matriz tiene determinante no nulo
k-1 1 3
Al=| 1 0 1|=6-2k=0=k=3
3 1 k+]

Luego [f no es biyectiva para k=3

b) Para k=3, la matriz es:

La dimension de Im(f) es igual al rango de A

3-1 1 3
1 0 1 (=g
3 1 3+1

La dim(N(f))=dimR3-dim(Imf)=3-2=1

c) f es diagonalizable para cualquier valor de k por ser A Una matriz simétrical.
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42.- Sea la aplicacion f:P,(x) > P,(x), tal que:
f(a + bx + cx?) = (a + bx + cx?) + (c + bx + ax?).
a) Demostrar que f es una aplicacion lineal. b) Hallar la matriz de la aplicacion

lineal al tomar B = {1, X, xz} como base de P2(x). c) Determinar el nucleo de

esta aplicacion. (P2(x) es el espacio vectorial de polinomios de grado <2).

Solucion:

a)
f(a(a, +bx+c,x?)+ B(a, +b,x+¢,x%)) = (aa, +ac,) + 2ab,X + (aa, +oc, )X*+
+ (Ba, +Pc,) +2Bb,x + (Ba, +Bc,)x* = af (a, + bx +c,x*) +Bf(a, + b,x +c,x?)

b)

f(1)= 1+ X2 10 1

f(x)= 2x = [0 2 OJ es la matriz de la aplicacion
f(XZ): 1+ X2 1 01

c)

N() ={ a+bx+cx’ | (a+bx+cx®)+(c+bx+ax*) =0} = b =0, a+c=0

N(f) ={ a(l-x*)/a<R}
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43.- En caso de existir, encontrar la diagonalizacion ortogonal de la siguiente
-1 0 1
matriz: A=|{ 0 -1 O
1 0 -1
Solucion:
Calculo de los valores propios:
-1-A 0 1 A=0
A-A=] 0 -1-2 0 |=—(A+2)A+)r=0=>{A=-2
1 0 -1-A A=-1

Calculo de los vectores propios:
El subespacio propio asociado al valor propio A =0:

-1 0 1)\(x 0 720
(A-0-h)v=0 -1 0| y|=|0 :>{ ~ . Luego Vo = < (1, 0, 1) >, un vector propio
1 0 -1)\z 0

unitario se obtiene dividiendo por su médulo v, = [ioij

V2" 2
El subespacio propio asociado al valor propio A =-1:
-1-(-1) 0 1 X 0 0 1)x
(A-(-DI)v=| 0 -1-(-) 0 |yl=|o 0 ol y|=|o0 :{’:8
1 0 -1-(-D) )\ z 1 0 0)lz
Luego V.1 =< (0, 1,0) >=V, =(0,1,0)
El subespacio propio asociado al valor propio A =-2:
-1-(-2) 0 1 X 1 0 1)x 0
(A-(2)v=| 0 -1-(2 o |yl|={o 1 0fyl|=]o0 :{X”zo
1 o -1-)lz) (10 1)z} lo) V=0

Luego V2 = < (1, 0, -1) > un vector propio unitario se obtiene dividiendo por su maodulo

Si consideramos los vectores unitarios correspondientes, obtenemos una base ortonormal B*

también de vectores propios y la matriz P = es ortogonal y la matriz diagonal

semejante a A eS|
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44 - Encontrar una matriz real y simétrica que cumpla siguientes condiciones:

1.- Sus vectores propios son {(1,0,1),(1,2,-1),(-1,1,1)}

1 4 -1
2.- Es semejante a la siguiente matriz B =0 2 -2
0 0 3

Solucion:

Buscamos una matriz A semejante a una matriz diagonal y a su vez semejante a la matriz B dada.
Por ser semejantes tienen los mismos valores propios y los de A son A = 1 simple y A = 2 doble y
los s.v. de vectores propios asociados pueden ser V1 =<(1,0,1)> y V>.=<(1,2,-1),(-1, 1,1) >.
A diagonalizable, ya que es simétrica D=P'AP= A=PDP™":

1 00 1 1 -1

D={0 2 0|yP;,s.=|0 2 1 |,dondeB esunabase de vectores propios.
0 0 3 1 -1 1

Ay D son semejantes y D = Pggc™* A Pa—ssc = A = Pggc D Psac ~Hluego:

1 1 -1)1 0 0)\(1
A=0 2 1|0 2 0|0
1 -1 1){0 0 3){1
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45.- Sea f la transformacion lineal cuya matriz asociada respecto de la base

1 00
candnica es A= [0 1 O|. Se pide:
11 a

a) ¢Para qué valores de a es f un isomorfismo (biyectiva)?

b) Para o = O, una base de Im(f)

c) Valores de o para los cuales A es diagonalizable.

d) Para o = 0, una base de R3 formada por vectores propios de la matriz A.
e) Para o = 0, hallar A utilizando, si es posible, la diagonalizacién de A.

Solucion:
a) f es un isomorfismo si y s6lo si [A|=0 <

b) Para o =0, resulta r(A)=dim (Im(f)) = 2 y una posible base es [B={(1,0,1),(0,1,1)}

c) Calculo de los valores propios

1-» 0 0
A-d-|=| 0 1-2 0 |=(1-2)(a-2)=0= x:{a
1 1 oa—-AXA

Distinguiremos dos casos:
1)Si a=1= A =1 triple

o A =1 doble
i Siazl= .
A=o. simple
Caélculo de los vectores propios
1-A 0 0 X 0
(A-1-1)v=| 0 1-a 0 y|=|0
1 1 oa-A)\Z 0
i)Para a=A=1

1-1 0 0 \(x 0
(A-1.)v= 0 1-1 0 ||ly|=|0|=x+y=0<dimV, =2
1 1 1-1)(z 0

No es diagonalizable, ya que no coincide la dimension del subespacio propio con el orden de
multiplicidad que es 3.

i) Para a=1; A=1
1-1 0 0 (X 0

(A-1.-)v= 0 1-1 0 |ly|=|0|=x+y+(a-1)z=0<=dimV, =2
1 1 o-1)\z) |0

Es diagonalizable, ya que coincide la dimension del subespacio propio con el orden de
multiplicidad que es 2.
Por tanto, /A es diagonalizable para todo a distinto de 1|
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d) Calculo de los vectores propios para oo =0
Para a=A=0

1 0 0)\(x «—0
(A—O.I)\7= 0 1 O0fly|=|0 3{y;0<:>Vx=o={(X,Y1Z)€R3/X=y=o}
1 1 0)\z 0

Consideramos el vector propio (0,0,1) asociado al valor propio A =0
Para aa=0; A =1
1-1 0 0 \(x 0
(A-1-)v=| 0 1-1 0 |ly|=|0|=x+y-z=0¢
1 1 0-1){z 0
V,

taco = {(x y.2)eR*Ix+y-z= 0} =<{(1,0,1),(0,1,1)}>

Una base de R® formada por vectores propios: _

e) Tenemos:
1 0
A= 0
1 0
La matriz de paso
01
P=[0 O
11
La matriz diagonal
0 00O
D=|0 1
0 1
A%=p D? p'
01 0)0o 0 0)*(0 1 0Y' (1 0 0
A®*=|0 0 110 1 0] |0 O 1| ={0 1 0=
11 1){0 0 1) (1 11 110
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a 1 1
candnica es A= |0 -1 0O |. Se pide:
0O 0 -1

a) ¢Para qué valores de a es f un isomorfismo (biyectiva)?
b) Para o = O, una base de Im(f)

c) Valores de o para los cuales A es diagonalizable.

d) Para o = 0, una base de R3 formada por vectores propios de la matriz A.
e) Para o = 0, hallar A utilizando, si es posible, la diagonalizacién de A.

46.- Sea f la transformacion lineal cuya matriz asociada respecto de la base

Solucion:
a) f es un isomorfismo si y sélo si |A| =0 <

b) Para o= 0, resulta r(A)=dim (Im(f)) = 2 y una posible base es B={(1,-1,0),(1,0,-D)}

c) Calculo de los valores propios
a—A 1 1
A==l 0 -1-% 0 |=(a—r)(-1-2) =0= x:{a
0 0 -1-a
Distinguiremos dos casos:
i)Si a=-1=A=-1triple

A =-1 doble
A=a simple

ii) Si 0c¢—1:>{

Caélculo de los vectores propios
oa—A 1 1 X 0
(A-r-)v=| 0 —1- 0 y|=|0
0 0 -1-A )\ z 0

i)Para a=A=-1
-1+1 1 1 X 0
(A-(-D-1)v=| 0 -1+1 0 |y|=|0|=y+z=0&dimV,_, =2
0 0 -1+1){z 0

No es diagonalizable, ya que no coincide la dimension del subespacio propio con el orden de
multiplicidad que es 3.

i)Para a=-1; A=-1
a+tl 1 1 X 0

(A—(—l)-l)\7= 0 -1+1 O Y(=|0|=(a+)x+y+z=0<=dimV,_, =2
0 0 -1+1)iz 0

Es diagonalizable, ya que coincide la dimension del subespacio propio con el orden de
multiplicidad que es 2.
Por tanto, /A es diagonalizable para todo a distinto de -1
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d) Calculo de los vectores propios para oo =0
Para a=A=0
0 1 1)(x 0
(A-0-)v=|0 -1 0 |y|=|0 :>{
0 0 -1)\z 0

Consideramos el vector propio (1,0,0) asociado al valor propio A =0
Para a=0; A=-1
0+1 1 1 X 0
(A-(-D-1)v=| 0 -1+1 0 |ly|=|0|=x+y+z=0&
0 0 -1+1)iz 0

V1o ={(X%.y,2) € R®Ix+y+2=0}=<{(1-1,0),(10,-1)}>

Una base de R® formada por vectores propios: _

y=0

<V, :{(x,y,z)eR3/y:z=O}

e) Tenemos:
0 1 1
A=|0 -1 0}
0 0 -1
La matriz de paso
1 1 1
P=l0 -1 OJ
0 0 -1
La matriz diagonal
0 0 O
D=|0 -1 OJ
0 0 -1
A%=p D? p'
1 1 1)o 0 0Y(1 1 1) (0 1 1
A°=[0 -1 0|0 -1 O 0 -1 0| =|0 -1 0 |=

o 0 -1)l0 0 -1) {0 0 -1 0 0 -1
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47.- Sean B = {iy, U, U3} una base del espacio vectorial R® y f la transformacion

f(h) =0 + G
linea/ del mismo tal que {f(d,) = -G, -G, - U, . Se pide:
fd) =g

a) Matriz A asociada a f respecto de la base B.

b) Ecuacion matricial de f.

c) Obtener el subespacio Nuc/eo de f y dar una base de dicho subespacio.
d) Obtener el subespacio Imagen de f y dar una base de dicho subespacio.
e) ¢Son los dos subespacios anteriores N(¥) e Im(f) suplementarios?

f) Hallar los valores propios de A y los subespacios de vectores propios
asociados.

g) Razonar si A es diagonalizable. En caso afirmativo, escribir una matriz
diagonal D semejante a A y la matriz de paso correspondiente.

h) Hallar A", para cualquier nimero natural n.

Solucion:

a) La matriz asociada o que define f se obtiene mediante las iméagenes de los vectores de la base
B={0,,U,,0,}:

b) La ecuacion matricial o ecuaciones de la transformacion lineal es:

Y=AX &

¢) Elnicleoes: N(f) = {x e R®/f(X) =0}, luego:
0 1 -1 0)(x;
f(X,%X,,%;)=(0,0,0)=[0[=|0 -1 1]X, |
0 1 -1 0){x,

siendo la dimension del ndcleo de 1 y una base _

d) Laimagenes: Im(f) = {)7 eR*/3x eR?*conf(X) = y}, luego

Y, 1 -1 0)(x 1 -1 0
<Y, =10 -1 1([X,|=|0|X,+|-1[X,+|1|X; &
Y, 1 -1 0){x, 1 -1 0
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que son las ecuaciones paramétricas del subespacio imagen, siendo dim(Im(f))= r(A) 2 y una base

e) [Noson suplementarios, dado que el vector (1,1,1) del nticleo pertenece al subespacio imagen y
por tanto Im(f)mN(f)i{f)}.

f) Valores propios:
-2 -1 0
A-Ml=| 0 -1-2 1 |=-A=

1 -1 0-A
1-A 0
Vectores propios: (A-Al)V=0<| 0 =10].
1 0
1-0 -1 0 X 0
ParaA=0=| 0 -1-0 1 |y|=|0
1 -1 0-0)\z 0

9)

[N©, es diagonalizable, ya que no es posible encontrar una base del espacio vectorial formada por
vectores propios de f. La dimension del subespacio propio asociada al valor propio es 1 y no

coincide con el orden de multiplicidad que es triple.

h)
1 -1 oY 1 -1 0Y1 -1 0) (1 0 -1
A’=|0 -1 1| =AA=|0 -1 1]/0 -1 1(=|1 0 -1
1 -1 0 1 -1 0)l1 -1 0) (1 0 -1
1 -1 o) -1 0 - 000
A*=l0 -1 1 -1 1 -1|/=/0 0 0
1 -1 0 -1 0 -1) (0 0 O
Luego
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11 1 1
. . 11 -1 -1
48.- Se considera la matriz: A = 11 1 1
1 -1 -1 1
a) Probar que es diagonalizable y determinar una matriz P que permita la

diagonalizacion.

b) Hallar las ecuaciones paramétricas y cartesianas de los subespacios
propios de A.

c) Hallar A2 utilizando A y la matriz diagonal/ D.

Solucion
a) Valores propios
1-A 1 1 1

1 1-2 -1 -
PO=IAMIE T o

1 -1 -1 1-A
Vectores propios: (A-A1)vV=0.

h=-2

=(-+2)(-2) ZOD{xzz triple

Para A=-2
1+2 1 1 1 X 0
X+t=0
R 1 1+2 -1 -1 |y 0 ~
(A+21)v=0< =| |={y-t=0={y, =(L-1-1-1)
1 -1 1+2 -1 ||z 0
z-t=0
1 -1 -1 1+2)(t 0
=dimV,_, =1
Para A=2
1-2 1 1 1)x) (0 v, -(10,01)
T 1 1-2 -1 -1y 0 -
(A-21)V=0< =| |=>{x-y-z-t=0=1V,=(0,1,0,-1)
1 -1 1-2 -1|z| |0 )
1 -1 -1 1-2)(t) (o v, =(0,0,1-1)
=dimV,_, =3

Es diagonalizable, ya que coincide la dimension del subespacio propio con el orden de
multiplicidad que es 3.

La matriz P esta formada por los vectores propios:

Siendo la matriz diagonal:
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b)
Para A=-2, unas ecuaciones cartesianas:

Y unas paramétricas:

=dimV,_, =1
Para A=2, unas ecuaciones cartesianas:

Y unas paramétricas:
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49.- Sea V3 un espacio vectorial tridimensional sobre R, y f una transformacion
lineal de V3 cuya expresion matricial respecto de la base canonica es:
Y: 1 1 1)\(x,

Y. |=10 2 2]|| x,
Ys 0 0 3)(x,
¢Es f diagonalizable? En caso afirmativo encontrar una base B = {i,, G, G}, tal
300

que respecto a B la matriz que define f sea|0 1 O].
0 0 2

Solucion:

La matriz que define la transformacion es triangular y por tanto los valores propios son los
elementos situados en la diagonal principal, A1=1, A2=2, A3=3 valores reales y distintos entre si, por
tanto, f es diagonalizable y existe una matriz semejante diagonal.

El subespacio propio asociado al valor propio A=1 es:

0 1 1)x 0

0 1 2|y|=|0|=x=a,y=2=0=V,,=((1,0,0))
0 0 2\z) (o

El subespacio propio correspondiente al valor propio A=2 es:
-1 1 1)\x 0

0 0 2|y|=|0|=x=0a,y=0,2=0=V,,=((1,1,0))
0 0 1)z 0

El subespacio propio asociado al valor propio A=3 es:
-2 1 1)\x 0

4 2
0 -1 2|yl|=|0 :x:a,y=§a,z=§az>vk=3 =((3,4,2))
0 0 O\z 0
Por tanto, la base respecto de la cual la matriz de f es diagonal es:

311
B={U, =(3,4,2),u, = (1,0,0),u, =(1,1,0) || y la matriz de cambio de base es, P={4 0 1
2 00
En efecto:
31 1)Y°(1 1 1\(3 1 1) (3 0 0
4 0 1 0 2 2|4 0 1|=(0 1 0].
2 00 0 0 3){2 0 O 0O 0 2
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3
50.- Dado el endomorfismo f de R3 definido por la matriz A = | -1
0

1° Hallar el polinomio caracteristico y los valores propios de A.

2° Hallar las ecuaciones paramétricas de los subespacios de vectores

propios de A.

3° Hallar una base de cada uno de los subespacios de vectores propios de

f.
4° CEl endomorfismo f es diagonalizable? ¢éPor qué?
En caso afirmativo
5° Hallar una matriz D diagonal semejante a la matriz A.
6° Hallar la base respecto de la cual la matriz de f es D.
7° Escribir la ecuacién de semejanza D = P-1 A P.
8° Hallar el subespacio de los vectores invariantes por f.
9° Hallar los valores propios de A".
10° Hallar el subespacio de N(¥).
11 Hallar el subespacio Im(¥).
12° Clasificar el endomorfismo f.
Solucion:

1° Hallar el polinomio caracteristico y los valores propios de A.

- El polinomio caracteristico es:

3-2 2 0
A-all=| -1 4 0 |=|(2-A)(A-1)
0 0 1-%

— Los valores propios son las raices del polinomio anterior, por tanto
A=1 con multiplicidad algebraica 2.
A=2 con multiplicidad algebraica 1.

2° Hallar las ecuaciones paramétricas de los subespacios de vectores propios de A.

- V,_, es el subespacio vectorial de las soluciones del sistema
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1 2 0Yx) (0
-1 -2 0y|=|0 :{
0 0 -2)z) |o

X = -2y
z=0

- V,_, es el subespacio vectorial de las soluciones del sistema
2 2 0)x 0
-1 -1 0|y|=|0|=>x=-y =
0 0 O)z 0

3° Hallar una base de cada uno de los subespacios de vectores propios de f.

4° ;El endomorfismo f es diagonalizable? ¢Por qué?

- Los valores propios son reales y laimulfiplicidad algebraica de =152 que coincide

con la dimension de V,-1. Por tanto es diagonalizable.

5° Hallar una matriz D diagonal semejante a la matriz A.

6° Hallar la base respecto de la cual la matriz de f es D.

7° Escribir la ecuacion de semejanza D = P1AP.

2 00
01 0(=
0 0 1

8° Hallar el subespacio de los vectores invariantes por f.

9° Hallar los valores propios de A".

a=1"=f y 221
A+ 0 - NEE)
A+ 0 = [THER
12° Clasificar el endomorfismo f.

/Al # 0 = biyectiva y por tanto un _
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51.- Se considera el endomorfismo o transformacion lineal f de R® definido
4 4 6
por la matriz A=| -2 -2 -6|. Hallar:
1 2 5

a) El polinomio caracteristico.

b) Los valores propios indicando su multiplicidad algebraica.

c) ¢Se puede calcular una base de R® formada por vectores propios de A?

d) La matriz A Ces diagonalizable? ipor qué?

e) Hallar las ecuaciones paramétricas de los subespacios invariantes por el
endomortismo.

f) Hallar los subespacios nuicleo e imagen de f.

g) CEs f biyectiva? épor qué?

Solucion:

0 700)-|n-- RS
b) Son los valores que anulan el polinomio caracteristico, por tanto
c) La dimensién geométrica de los subespacios propios asociados a los valores propios de f son:
dim(V3z)=dim(<(-2, 2, -1)>)=1
dim(V2)=dim(<(2, -1, 0), (3, 0, -1)>)=2
Se observa que coincide la dimensidn algebraica de cada valor propio con la dimension geométrica
del subespacio propio asociado.
Por tanto puede encontrarse una base de R® formada por vectores propios.

d) [A'es diagonalizable por verificar el apartado anterior.

e) Subespacios invariantes son los subespacios propios, asi como el nicleo y la imagen de f:

f) JA|=12 = 0 por tanto f es biyectiva y - e -

g) BesBiyectival, ya que, |A=12<0.
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5 0 O
52.- Dada la matriz A=|{0 -1 1| calcular:
3 05

a) Los valores propios indicando su multiplicidad algebraica.

b) Calcular una base de cada uno de los subespacios propios existentes.
c) ¢Es diagonalizable la matriz A? cPor qué?

d) ¢Existe algin vector i = O que sea invariante?

Solucion:

a) |A-l| = -(r +1)a -5), por tanto los valores propios son:

c) Una base de V-1 estd formada por los vectores linealmente independientes solucion de la

ecuacion matricial
X 0
(A-CDi3)y|=|0|=
z 0

Una base de V-5 estd formada por los vectores linealmente independientes solucion de la ecuacion

matricial
X 0
(A-5l3)y|=|0|=
z 0

d) La matriz A [no es diagonalizable| por no poder encontrar una base de R® formada por vectores
propios.

e) INo'existe ning(in otro Vector invariante ya que no existe el valor propio A~=1.
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53.- Dado el endomorfismo f definido por la matriz:
320
A=|2 3 0
0 05

a) Calcular sus valores propios y una base de cada uno de los subespacios de
vectores propios.

b) Determinar una base B de Vs respecto de la cual la matriz asociada a f sea
diagonal. Respecto de la base B ccudl es la matriz diagonal D?

c) Hallar unas ecuaciones paramétricas del subespacio de los vectores invariantes.

Solucioén:
a) Los valores propios son las raices del polinomio caracteristico de A.

3-2 2 O
2 3-1 0 =-(A-1)a-5)*,asi pues, los valores propios de A son I y I doble.
0 0O 5

El subespacio de los vectores propios asociadosa A =1 es

2 2 0)\x 0 X =0
2 2 0|y|=|0|=3y=-qa
0 0 4)z 0 z=0

y una base de ;.1 es [{IL=1,0)]|

Anélogamente el subespacio de los vectores propios asociadosa » =5 es

-2 2 0})x 0 X
2 -2 0|y|=|0]|=1y
0 O O0O)\z 0 z

y una base de Vs.=s es [{{I51, 01 (0-0-1)j]

b) Una base de Vs respecto de la cual la matriz A es una matriz semejante y diagonal D es:

_ y la matriz semejante diagonal de f respecto de la base B es:

a
o
p

¢) El subespacio de los vectores invariantes es
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54.- Sea f(x, y, z) = (x -2y + z, -x + z, -x - 2y + 32) una fransformacion
lineal de R3®. Sea B = {iG,= (1,0,1), G,= (0,1,2), G,= (1,1,1)} un sistema de
vectores de R3. Se pide:

a) Si F = < 4,4, >, hadllar una base del subespacio ortogonal F'. ¢Qué

representan geométricamente F y F*?
b) Demostrar que B es base de R3, pero, que f (B) = {f(d,), f(d,), f(d,)}

no lo es.

c) Hallar la matriz A asociada a f respecto de la base candnica y \a matriz
A’ asociada a f respecto de la base B.

d) Escribir la expresion matricial que relaciona A y A’.

e) ¢Es f diagonalizable? En caso afirmativo, dar una base de R3 formada
por vectores propios de f.

f) Hallar el subespacio de los vectores invariantes por f.

g) Hallar la ecuacién y una base de los subespacios Im (f)y N(¥).

Solucion:
Q) UAU,=(L-21) =F = ((L,-21)), y una base de F* es [{{,=2.2)}i.

- -
F es el jplano vectorial que contiene a los vectores u, y u,. F* eslarecta vectorial perpendicular
a dicho plano.

10
b) [0 1 1 =-2=0=Beslibre con tres vectores, luego B es base de R?, por ser dimR®= 3.
1 2

£(B) = {f(u,) = (2,0,2),f(u,) = (0,2 4), f(u,) = (0, 0, 0)}, que no es un sistema libre, pues
contiene al vector (0, 0, 0), y, por tanto, f(B) no es base de R*.

) Matriz asociada a f respecto de la base canonica:

1 -2 1
f(e,)= (L -1, -1), f(e, ) = (-2, 0, -2), f(e, ) = (L, 1, 3), luego, A=| =1 0 1
i -7 g

Matriz asociada a f respecto de la base B:
f(lr1 )=(2,0,2)=2 Jl = f(lr1 ) tiene de coordenadas en la base B: (2, 0, 0)
f(lr2 )=(0,2,4)=2 u: = f(lr2 ) tiene de coordenadas en la base B: (0, 2, 0)

fi( u: )=(0,0,0)=0 u: = f( u: ) tiene de coordenadas en la base B: (0, 0, 0)
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Luego,

O bien, con el método general:
A’ =P AP, siendo P la matriz de cambio de base de B a la candnica:

10 1Y'(1 -2 10(1 0 1) (2 0 O
A'={0 1 1| |-1 0o 1]lo 1 1|=l0 2 ol.
1 2 1) -1 =2 3Jl1 2 1) o 0 0

d) La relacién matricial entre ambas matrices es: JA”= PLAP, con la misma notacién que en el
apartado anterior.

e) Es diagonalizable, pues A’ es una matriz diagonal asociada a f. Una base formada por vectores
propios es la propia base B, por ejemplo.

f) El anico vector invariante es el I pues A= 1 no es valor propio de A.

1 -2 1
g) Como la matriz asociada a f respecto de la base can6nicaes A=| -1 0 1], que tiene rango
-1 -2 3

2, el subespacio Im f es el engendrado por 2 vectores columna linealmente independientes de A:
Imf = ((1-1-1),(- 2,0,-2)).

Luego, una base de Im f es

Unas ecuaciones paramétricas de Im f son:

N(f) = V,=<1, >.
Una base de N(f) es, por tanto,

Unas ecuaciones paramétricas de N(f) son:
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55.- Sea f la transformacion lineal de R® que tiene por matriz asociada:

4 -3 -1
A=|3 -2 -1|. Se pide:
3 -3 0

a) Hallar los valores propios de A y una base de cada uno de los
subespacios propios asociados.

b) ¢Es A diagonalizable?

¢) En caso afirmativo,

hallar una matriz diagona/ D semejante a A

dar una matriz P que permita la diagonalizacion de A

escribir la relacion que existe entre A y D.

—

d) Dar una base B’'= {‘71:"2:‘73} de R® formada por vectores propios de A tal
que D = M(f, B’).

e) Expresar los vectores f(\71) , f(Vz) , f(\73) como combinacion lineal de
los vectores de la base B'.

f) ¢Es f biyectiva?

g) Hallar N (7).

h) Hallar el subespacio de vectores invariantes por f.

Solucion:

a) Hallar los valores y vectores propios de A
4-» -3 -1
A-Al|=] 3 -2-1 -1|=-A(1-2)*=0
3 -3 A

los valores propios de A son y doble

El subespacio de los vectores propios asociadosa A =1 €s
3 -3 -1)\(x 0 X=a
(A-1-1)v=[3 -3 -1||y|=[0|=1 y=B
3 3 -1)\z 0 z=30-3p

y una base de Va1 es {(1,0,3),(0,1,-3)}|.

Analogamente el subespacio de los vectores propios asociados a A =0 es
4 -3 -1)\(x 0 X=a

(A-0-1)v=|3 -2 -1||y|=|0|=>y=a

3 -3 0)\z 0 Z=aqa

y una base de Va=o es {1, 1, D)|

b) ¢Es A diagonalizable?
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[Ales diagonalizable, pues coincide para cada valor propio, el orden de multiplicidad de dicho valor
propio como raiz de su polinomio caracteristico con la dimension del subespacio propio asociado.

c) En caso afirmativo, hallar una matriz diagonal D semejante a A

dar una matriz P que permita la diagonalizacion de A

escribir la relacion que existe entre Ay D

d) Dar una base B’= {\71,\72,\73} de R® formada por vectores propios de A tal que D = M(f, B’)

e) Expresar los vectores f(V,), f(V,), f(V,) como combinacién lineal de los vectores de la base

B’.

f) ¢ Es f biyectiva?
NG|, pues det(A) = 0.

g) Hallar N (f).

Como [ = 0 es valor propio de f, el Nicleo de f coincide con el subespacio propio asociado al valor
propio [ = 0:

Es el subespacio engendrado por el vector v, = (1, 1, 1).

h) Hallar el subespacio de vectores invariantes por f.

Como [ = 1 es valor propio de f, el subespacio de vectores invariantes por f coincide con el
subespacio propio asociado al valor propio [I = 1:

Es el subespacio engendrado por los vectores v, =(1,0,3)y v, =(0, 1, -3).
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3 4 5
56.- Dada la matriz A=|0 k 4| asociada a una transformacion lineal f
0O 4 8

respecto de la base candrica, se pide:
1.- Estudiar para qué valores de k es f biyectiva.
2.- Para k = -9
a) Hallar, si existe, una matriz diagona/ D semejante a A.
b) Hallar una base B tal que la matriz asociada a f respecto de la
base B sea D.
c) Escribir la relacion matricial entre D y A.
d) Hallar el Nicleo y la Imagen de f
e) Hallar los vectores /nvariantes por f.
g) La imagen por f de un plano vectorial équé dimension tiene?

Solucion:
1.-
3 4 5
|A|l=10 k 4|=24(k+2)=0=>k=2
0 4 8
Por tanto, f |es biyectiva para k= —2|
2. Parak =-9
Los valores propios son las raices del polinomio caracteristico: |A—M| =0
3-L 4 5 -8
A-Al|=| 0 -9-% 4 |=—(A+8)(A-T)(A-3)=0=>A=47
0 -4  8-A 3

Es diagonalizable, ya que tiene 3 valores propios reales y distintos entre si.
a)

-8 0 0
D=0 7 O
0 0 3

b) Los vectores propios asociados a cada valor propio A, son las soluciones del sistema:
(A-1l) v=0

3+8 4 5 X 0 21
Parar=-8=| 0 948 4 |y|=|0]e!* 1270 v = (21,-44,-11)
0 -4 8+8)lz) \0O y-4z=0
3-7 4 5 X 0 X——7=0
Parar=7=| 0 -9-7 4 ||y|= o}@ = V,=(6,14)
o -4 8-7)z) (o y-=2=0
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3-3 4 5 \(x 0
ParaA=3=| 0 -9-3 4 |ly|=|0 <:>{
0 -4  8-3)\z 0
Una base de vectores propios:

0
Y= L v, =10,0)

z=0

c)
D=P*AP

d) Nticleo de f: [{0}]
Pues es inyectiva, biyectiva,...Y por tanto, también:Imf=RY

e) Vectores invariantes por f: [{0}]
Ya que A= 1 no es valor pro

pio de f.
f)

La imagen de un plano vectorial sera otro plano vectorial por ser f biyectiva; por tanto, tendra
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57.- Dados el punto A=(3,2,0), los vectores U, = (1, 1, O), u = (0 o0, 1) y
G, = (1,0,3) y la transformacidn lineal f de ®* tal que: N(f) = <( 0).(0.0, 1)>

y f(1,0,3)=(1,0,3). Se pide:

a) Escribir las ecuaciones cartesianas o implicitas del subespacio vectorial
generado por los vectores 4, = (1, 1, 0) y 4 = (0, 0, 1) .

b) Escribir las ecuaciones del cambio de /la base B = {Eil,ﬁz,iia} a la base candnica
B..

c) Demostrar que R = {A: a,u,, 53} es un sistema de referencia afin del espacio
tridimensional.

d) Si P =(1,1,1), hallar sus coordenadas en R = {A;ﬁl,ﬁz, "3} .

e) Hallar todos los valores propios de f.

f) Razonar si f es diagonalizable. En caso afirmativo, escribir una matriz diagonal
D que defina f respecto de una base de R*® y dar dicha base.

Solucion:

a) N(f) = (U, 0,)=((1,1,0),(0,0,1)) = {(c, a0, B) / o, B € R}

x 1 0
y 1 0]=0
z 01

b) Directamente cambio de la base B a la base candnica -

¢) R es un sistema de referencia afin, puesto que B = es una base, ya que:

1 01
y la dimension de i3

1 0 0/=1=0, es decir, son
d) El cambio de sistema de referencia de R a R¢ es:

0 1 3
es 3.
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

10 0 0)1) (1
310 1|x| [x
2 10 0|y| |y,
001 3)z), \z)

En particular para el punto P(1,1,1):

10 1 1 1 1 00 0)'(1
310 1(x| |1 x| [3 10 1]]1
210 olly|l 1] |yl |2 10 0|1
001 3)z), (1), (z), loo13)ly,
1 0 0 0)1
2 0 1 o1
13 3 3 11|
1 1 -1 o)1),

e)

Para cualquier vector G del nicleo f(G)= AG=0=00, luego 0 es un valor propio de A, y U es un
vector propio asociado al valor propio 0. Como en este caso la dimension de N(f) es 2, éste es el

orden de multiplicidad del [valor propio 0.

Por otra parte, el vector U, = (1 0, 3) es un vector invariante por f, ya que

f(U,)="7(10,3)=(1,0,3) =, luego es un vector propio con -]1.

f
— porque dim Vo = 2 = orden de multiplicidad de A1 = 0 y dim V1 = 1= orden de

multiplicidad de A, = 1.

Una matriz diagonal es D =

respecto de una base formada por vectores propios
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o Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

1 2 3
58.- a) Hallar el rango de la matriz A=|{0 -1 4
1 0 11

b) Sea F el subespacio vectorial de R® engendrado por los vectores fila de la
matriz A. Hallar la dimension y una base de F.

c) Hallar unas ecuaciones paramétricas de F.

d) Hallar unas ecuaciones implicitas de F.

e) ¢Es A diagonalizable? En caso afirmativo, hallar una matriz diagonal semejante
aA.

f) ¢Existen dos bases de R3® tales que A sea la matriz de cambio de base de una
a la otra?

1 2 3
g) Sea M=|0 -1 4 la matriz de cambio de base de B = {ul,uz,u3} a la
1 0 10

> o5 S

5
base candnica C = {el, e,, es} de R3. Escribir el vector e, como combinacion

/ineal de los vectores de la base B.

Solucion:

a) Rango de A:

1 2 3 1 2 3
0 -1 4/=0=>r|0 -1 4 |=
1 0 11 1 0 11

b) Dimension y base de F

Dim F =[2; Una base de F es {1, 0, 1), (21,00}

c) Ecuaciones paramétricas de F:

d) Ecuaciones implicitas de F:

1 2 X
0 -1 y|=0=
1 0 z
e) ¢Es A diagonalizable?
-1 2 3 0
A-M|=| 0 -1-1 4 |=-A(A° -1 +4)=0=>A=411+.137
1 0 11-x 2
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'@' Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

[ATés diagonalizabld pues tiene tres valores propios reales y distintos entre si.

Matriz diagonal semejante a A:

f) IAOEs inamatiz de cambio debase, pues det(A) = 0.

g) Si M es la matriz de paso de B a C, entonces la inversa de M es la matriz de paso de C a B:
-1

1 2 3)x) (0} (x) (1 2 3)'(0) (-10 —20 11)(0
0 -1 4|y|=|1|=|y|=|0 -1 4||1]|=4 7 -4|1
1 0 10){z), \0o) \z), \2 o 10) (o) (1 2 -1)lo)

Por tanto, se verifica: _
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

-3 a 3
59.- Dada la matriz A=| 3 a+1 -3|, se pide:
1 a -1

a) Estudiar para qué valores de a es diagonalizable.

b) Para a=1, hallar los valores y vectores propios de A

c) Calcular, si existe, una base de vectores de vectores propios,
diagonal semejante a A y la matriz de paso.

d) Hallar N(f) e Imf

la matriz

Solucién:
a)
Hallamos el polinomio caracteristico de A:
-3-A a 3
A-M|=| 3  a+l-An -3 |=-A(A+4)(A-a-1)=0
1 a -1-x

Los valores propios son 0, -4 y a+1.

Si a1, a#-5, los valores propios son reales y distintos entre si, luego /A seria diagonalizable.

Para a=-1, A tiene como valores propios 0 (orden 2 de multiplicidad) y -4 (simple)

Los vectores propios asociados a cada valor propio A, son las soluciones del sistema:
(A-1l) V=0

3-0 -1 3 \(x) (0 .
X—-2=
Para,=0=| 3 0-0 -3 y:0<:>{ . = Vv, =(1,0,1)
1 -1 -1-0)\z 0 y=

Luego V(A=0) =<(1, 0, 1)>, su dimension es 1, luego no es diagonalizable.

Para a=-5, A tiene como valores propios -4 (orden 2 de multiplicidad) y 0 (simple)
Calculamos los autovectores del valor propio -4

-3+4 -5 3 X 0 X—72=0
Para A=-4=| 3 -4+4 -3 ||y|=|0|e 4 = V,=(54,5)
1 -5  -1+4)\z 0
Luego V(A=-4) =<(5, 4, 5)>, su dimensidn es 1, luego no es diagonalizable.

b) Para a=1, [los autovalores son 0,-4y 2 y los vectores propios son:

-3-0 1 3 \(x) (0 ey
Paraa=0=| 3 2-0 -3 |ly|=]0 @{ = v, =(1,0,1)
=0
1 1 -1-0)lz) (o0
-3+4 1 3 X
x+7z:0 _
Para A =-4= 3 2+4 - y = = V,=(-7,4,0)
y—4z:0
1 -1+4 )\ z
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8 Aplicaciones lineales. Diagonalizacion
-3-2 1 3 X 0

Xx-z=0
ParaA=2=| 3 2-2 -3 ||y|=|0 <:>{ = V,=121)
y—-2z=0
1 1 -1-2)\z 0

c) La base de vectores propios es BE{[LOA][F4.1.[1.2,1])

Respecto de B las matrices D y P (de paso de la base B a la candnica) son respectivamente
- y -
d)

El subespacio N(EV@=0)=<(1,0,1)=, luego su dimension es 1 y en consecuencia dim(Imf)=3-
1=2.

Imf es el subespacio generado por las columnas de A y como las 2 primeras columnas son
linealmente independientes, tenemos que
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

60.- Dado el endomorfismo f de R® definido por
f(x.e, + x,e, + x,€;)=
=(-2x, + 4%, + 2x,)e, + (%, — 2%, + o X;)e, + (=%, + 2%, + X;)e,
siendo B ={€,,&,,&,} una base de R3.
a) Hallar la dimension del subespacio imagen en funcion de o .
b) Hallar el nucleo y la imagen en funcién de o .

c) ¢Bajo qué condiciones es diagonalizable la matriz de f respecto de esa base?
En los casos en que sea diagonalizable, indicar la matriz diagonal.

Solucion:
a) La matriz asociada o que define f se obtiene mediante las imagenes de los vectores de la base
B={§,€,,&}:

f(€)=-2€ +6,-¢, -2 4 2
f(e,) =46 -26,+26,=> A=M(f,B)=| 1 -2 «
f(€,) =26, + g, + €, -1 2 1

= & v
fe) f(e) f(&)
La ecuacién matricial o ecuaciones de la transformacion lineal es:
Y -2 4 2)\(x
Y=AX < |V, |=| 1 -2 al|X,
Y, -1 2 1){x
Laimagen es: Im(f) = {37 eR*/3Ix eR?*conf(X) = y}, luego

3

Y, -2 4 2)\(x -2 4 2
Yo =11 =2 alf|X,|=| 1 X +|-2|X,+|a|X;
Y, -1 2 1)(X, -1 2 1
Para estudiar la dimension del subespacio imagen calculamos el rango de la matriz A
-2 4 2
|A|=|1 -2 «|=0; luego el rango puede ser 1 6 2
-1 2 1
Y -2 2
e Siaz-1quedal|f¥, =] 1 |A+|e |p|que son las ecuaciones paramétricas del subespacio
Ys -1 1

imagen, siendo dim(Im(f))=r(A)=2 y una posible base B, ={(-2,1-1),(2,0,1)}

2 —2
e Sia=-1quedal|¥, [=| 1 |A|que son las ecuaciones paramétricas del subespacio
Ys -1

imagen, siendo dim(Im(#))=r(A)=1 y una posible base B,,, ={(-2,1-1)}
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g2 Aplicaciones lineales. Diagonalizacion
b) Elndcleo es: N(f) = {x € R®/f(X) = 0}, luego:

-2 4 2)\(x 0
X, —2X, +axX, =0
AX=0&|1 -2 al|X,|=|0|e
—X; +2X, +X; =0
-1 2 1)(x 0

3

e Si a#-1queda: y la dimensidn den Ndcleo de fes 1.
e Si a=-1 queda: y la dimension den Ndcleo de fes 2.

c) Seguimos el método general:
Calculo de los valores propios:

A=0
-2-% 4 2 —
A-Ml=| 1 2-1 o [=-A°-3'+(a+21=0= X:w
-1 2 1-A
7b__\/80c+17+3
2

e Si o #—1 se obtienen tres valores propios reales y distintos, la matrlz
La correspondiente matriz diagonal:

e Si a=-1 se obtienen tres valores propios reales, pero el valor propio 0 es doble y el -3
simple. Para ver si es 0 no diagonalizable debemos buscar los valores propios asociados al
valor propio nulo que se corresponde con el Nucleo de f cuya dimension para el valor de
o =-1 es dos luego se cumple el teorema de diagonalizacion y es posible obtener una base
de R® formada por vectores propios de f.

La correspondiente matriz diagonal:

En consecuencia, lara cualquier valor de a.
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s Aplicaciones lineales. Diagonalizacion @@

61.- Sean B ={¢,,&,,&,} y B' ={i,,,,U,} dos bases de R* y f un endomorfismo

2 -10 6
que respecto de la base B tiene por ecuacion Y =|-1 5 -3(X . Se pide
1 -5 3

hallar la ecuacion de f respecto de la base B' siendo U =2€ -¢, +¢€,,

i, =-38 +8&, U, =56 +6é,.

Solucion:

La matriz que define f respecto de la base B:

2 -10 6
A=|-1 5 3
1 -5 3

Por otra parte, la matriz del cambio de base de B’ a la base B es:

2 -3 5
P=|-1 0 1].
1 1 0

Si designamos f(X)= Y’ = A’ X’ la ecuacion de f respecto de la base B’ las matrices A y A’ son
semejantes y se verifica que A’ =P A P, luego:
1

o

PAP =

o O o
o O O

0
0

resultando la ecuacion matricial
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Aplicaciones lineales. Diagonalizacion

Solucion:

a) La matriz asociada o que define f se obtiene mediante las iméagenes de los vectores de la base
B={8,¢,}:

{f(?l)=36j+éf=(3,1) :>A=M(f,B)=(3 _J
f(e,)=—8+¢,=(-11) 11

Valores propios:

X ﬂ=xz_4x+4=(x_z)2:-.
11

b) Vectores propios:

I 3-2 -1)\(x 0
(A-M)V=0 = |
1 1-2)\y 0
3-2 -1)\(x 0
ParaA=2= = =
1 1-2)\ly) (0
C
, a que no es posible encontrar una base del espacio vectorial formada por

vectores propios de f. La dimension del subespacio propio asociada al valor propio es 1 y no
coincide con el orden de multiplicidad que es doble.

A=l =
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Aplicacion lineal

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K y sea la aplicacién
f:V-oW

Vo f(V)=w
La aplicacion f es lineal si se verifican las dos condiciones siguientes:
1) vi,veV, f(U+V)=f(0)+f(V)
2) VaeK, WWeV, f(AV)=21f(V)
0 bien en una Gnica condicion: Vi,p e K, Vi, veV, f(Al+uv)=Af (0)+pf (V).
A las aplicaciones lineales se les dice también homomorfismos
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Endomorfismo o transformacion lineal

Endomorfismo o transformacion lineal es una aplicacion lineal de un espacio
vectorial en si mismo.
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Matriz.

Una matriz es un conjunto de elementos de un cuerpo K ordenados en filas y
columnas.
Si la matriz tiene m filas y n columnas, se escribe asi:

all a12 aln
dyy Ay e Ay

A= =(ay),,
a a a

ml m2
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Subespacio vectorial

Sea (V,+,.) un K-espacio vectorial y F una parte no vacia de V, diremos que F es un
subespacio vectorial de V si y solo si (F,+,.) en un K-espacio vectorial.

Sea F una parte no vacia del K-espacio vectorial V. F es un subespacio vectorial
de V con las operaciones +y - inducidas por V si y solo si se verifica:
VA unek, va,be F:>7»é+u5€ F
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Nucleo de la aplicacion lineal f

Sea f:V — W una aplicacion lineal, Nucleo de la aplicacion lineal f es:
N(f) = Ker(f) = {V e V/f (V) =0} :f’l({ﬁ}) cV.
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Imagen de la aplicacion lineal f

Sea f:V — W una aplicacion lineal, Imagen de la aplicacion lineal f es:
Im(f)=f(V)={WeW/IveV,f(V)=W|cW.
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Aplicacion biyectiva

Una aplicacion entre dos conjuntos A 'y B es biyectiva si todo elemento de B es
imagen de un solo elemento de A o también si es a la vez inyectiva y sobreyectiva

Una aplicacion lineal biyectiva o isomorfismo es una aplicacion tal que su inversa es
también una aplicacion.

U.D. de Matematicas de la E.T.S.1. en Topografia, Geodesia y Cartografia 9



Base

Lado o cara horizontal a partir del cual se mide la altura de una figura plana o de un
solido.

Base de un espacio vectorial V es un subconjunto de V que sea sistema generador y
libre.
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Dimension

El nimero de elementos de cualquier base de un espacio vectorial se
denomina dimension del espacio vectorial. Escribiremos dim(V).

La dimension de un espacio afin es la dimension del espacio vectorial
asociado.

a'11 a‘lZ aln
. : A, Ay . Ay, i : L, .
Se dice que la matriz A= =(a;)  tiene dimension mxn;
a a a

ml m2 mn

si m =n, diremos que A es una matriz de orden n.
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Ecuaciones implicitas o cartesianas
Ecuaciones cuyas incognitas son coordenadas. Relativo a las ecuaciones de un

subespacio vectorial las ecuaciones cartesianas forman el sistema homogéneo que
define dicho subespacio.
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Aplicacion inyectiva

Una aplicacion entre dos conjuntos A 'y B es inyectiva si cada elemento de B, que es
imagen de uno de A, lo es de uno soélo, es decir, va,beA,sif(a)=f(b)=>a=b.

f: V—W es una aplicacion lineal inyectiva 0 monomorfismo < Nucleo(f) = {6} :
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Base candnica

Base canodnica, B, es la base: B, ={g =(10,...,0),&, =(0,1,0,...,0),...,§, = (0,0,...,0,1)} del
espacio vectorial V.
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Linealmente independientes

Sean fy, f,,... T filas de una matriz cualquiera A. Las filas fy, f,,...,fx son
linealmente independientes, cuando no sean linealmente dependientes, es
decir, cuando si (0)=A,f, +..+1,f,, siendo (0) la fila formada por ceros, se

deduce obligatoriamente que %, =0, Vi.

Sean &,..,a, vectores de V. Los vectores &,,..,a, eV son linealmente

17
independientes, cuando no sean linealmente dependientes, es decir, cuando si
0=A43,+..+A 3 .se deduce obligatoriamente que A, =0, vi. También se dice

que constituyen un sistema libre.

Los puntos A, B, C y D son linealmente independientes si lo son los
vectores
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Valor propio

Sea f:V—V una transformacion lineal y una matriz AeM,(K)asociada a f

respecto de una base B del espacio vectorial V.
Un valor propio o autovalor de fes A eK tal que f(V)=Av=21v,
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Vector propio

Sea f:V—V una transformacion lineal y una matriz AeM,(K)asociada a f
respecto de una base B del espacio vectorial V.

Un vector veV con v=0es un vector propio o autovector de f si existe un valor
L eK tal que f(V)=Av=21v,
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Diagonalizable

Una matriz A<M, (K) es diagonalizable si existe una matriz diagonal semejante a

ella.
Una transformacién lineal de V es diagonalizable si su matriz asociada es

diagonalizable.
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Matriz diagonal

Sea AeM, (K). Matriz diagonal es aquella que tiene nulos todos sus
elementos, salvo, a lo sumo, los de la diagonal principal.
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Matrices semejantes.

Dos matrices A,A'e M, (K)son semejantes si y solo si existe una matriz
PeM, (K) invertible tal que A'=P* AP.

Observacion: Todas las matrices asociadas a la misma aplicacion lineal f
respecto de cualquier base de V son semejantes entre si.



Vector
e Elemento de un espacio vectorial, se identifica por sus coordenadas respecto

de una base del espacio vectorial.
e Segmento orientado, se caracteriza por su direccion, sentido y médulo.
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Vector Invariante

Sea f:V — V una transformacion lineal.
Un vector v eV es un vector invariante por fsi f(v)=v.
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Matriz simétrica

Una matriz cuadrada es simétrica cuando A' = A, es decir, A=(a;) tal que a; =
aji, siendo 1,j=1, 2, ..., n.
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Ortogonales

Se dice que los vectores X e y son ortogonales si su producto escalar es cero.

Sea V un espacio vectorial euclideo y F y G dos subconjuntos de V, se dice que
F y G son ortogonales (escribimos FLG) si y solo si todo vector de F es
ortogonal a cualquier vector de G.

Dado un subconjunto F de V, llamaremos ortogonal de F y se escribe F*, al
subconjunto de V formado por todos los vectores ortogonales a F. F- es
siempre un subespacio vectorial de V aunque F no lo sea.
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Linealmente dependientes

Sean f,, f,,... T filas de una matriz cualquiera A. Las filas fy, f,,...,fx son
linealmente dependientes, cuando existan los elementos ,,...,A, € K no todos
nulos, tales (0) =a,f, +...+4,f,, siendo (0) la fila formada por ceros.

Sean &,,..,a, vectores de V. Los vectores 3,,..,a, eV son linealmente

1 n

dependientes, cuando existan los elementos A,,...,A, € K no todos nulos, tales
que 0=A& +..+A a . También se dice que constituyen un sistema ligado.

Los puntos A, B, C y D son linealmente dependientes si lo son los
vectores
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Espacio Vectorial

Sea V un conjunto donde hemos definido una ley u operacion interna, que
designaremos por “+” V—— V. Sea K un cuerpo (conmutativo) y sea, por Gltimo,
una operacion externa que designaremos por “-”KxV ——-V.
Diremos que (V,+, -) tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K, o
simplemente que (V,+, -) es un K-espacio vectorial cuando se verifiquen las
condiciones siguientes:

[A1] Asociativa: (a + B)+ c=a+ (B + E) para cualesquiera 4,b,ce V.

[A2] Existencia de elemento neutro: Existe un elemento que designaremos
0eV que verificaque a+0=0+a =4 para cualquier aeV.

[A3] Existencia de elemento simétrico: Para cualquier a €V existe un unico
elemento de V, que designaremos por -a tal que @+ (-a) = (-4) +a =0.

[A4] Conmutativa: a+b=b+a para cualesquiera a,beV.
Observemos que (V,+) debe ser, por tanto, un grupo conmutativo.

[A5] A(@+b)=2rd+Ab para cualquier » Ky cualesquiera a,beV.

[A6] A\ +wa=rda+pa paracualesquiera 1,ueKy cualquier @aeV.

[A7] M(ud)=(ru)a para cualesquiera A,u Ky cualquier @e V.

[A8] El elemento unidad del cuerpo K, que designaremos por 1, verifica

1-a=a paracualquier deV.
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Subespacios suplementarios

Sean E; y E, dos subespacios vectoriales del espacio vectorial V. Si se cumple
E,®E, =V, diremos que E; y E, son subespacios suplementarios, en cuyo caso se

verifican las dos condiciones siguientes: E, +E, =V y E, nE, ={0}.
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Rango de un sistema de vectores

Rango de un sistema de vectores es igual al nUmero maximo de vectores
linealmente independientes que contiene.

Rango de una aplicacion lineal
Rango de la aplicacion lineal f es la dimension del subespacio Imagen de f.
Rango de una matriz

Rango de la matriz A es el orden del menor de mayor orden no nulo de A. Lo
denotaremos por r(A) o bien por rg(A).

En Estadistica
Rango o recorrido de una variable estadistica

Es la diferencia entre el mayor y el menor valor de la variable estadistica.
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Epimorfismo
Epimorfismo es una aplicacion lineal sobreyectiva si y solo si el subespacio

imagen coincide con el espacio vectorial final, es decir, si f: V>W es tal que
Im(f)=W.
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Monomorfismo

Monomorfismo es una aplicacion lineal inyectiva <> Nicleo(f) = {0}
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Isomorfismo

Isomorfismo es una aplicacion lineal biyectiva.

U.D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia 134



Automorfismo

Automorfismo es un endomorfismo que ademas es isomorfismo.
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Ecuaciones parametricas

Ecuaciones en las que intervienen pardmetros.

e Ecuaciones paramétricas de una curva plana son ecuaciones de la forma
x=X(t), y=(t) donde el parametro t recorre los valores del campo de
existencia.

e Ecuaciones paramétricas de un subespacio vectorial son las coordenadas de
un vector del subespacio vectorial como combinacion lineal de los vectores
de una base.

e Ecuaciones paramétricas de una recta:

En el plano: siendo P(Xo,yo) un punto cualquieray v=(v,,v,) un vector director.
X=X, +1v,

Y=Y, +1v,

En el espacio: Siendo P=(py,p.,ps) un punto cualquiera 'y v =(v,,v,,v,) un vector
director de la recta.

Ecuaciones paramétricas de la recta: {

X, =pP; + '[Vl
Ecuaciones paramétricas: <x, =p, +tv, .
Xy =Py +1tv,
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Vector unitario

Vector cuyo modulo es la unidad.
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Polinomio caracteristico

Polinomio caracteristico de A es el siguiente polinomio en la variable x:
P(L) =|A-2l|
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Cambio de base en una transformacion lineal

Sea f:V—»V una transformacion lineal y sean B={u;,u,,....u,} Y
B’={u',u",,...,u", } dos bases de V tales que P representa la matriz del cambio de base

de B’ a B. Si Y=AX es la ecuaciéon matricial de la transformacion lineal f con
A=M(f,B) entonces la matriz que define f respecto B’ es: A’=M(f,B’)=PAP
resultando Y’'=A’X".
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Parametro

e Simbolo que representa una constante en un problema cuyo valor puede
variar de unos casos a otros.
e Variable que interviene en las ecuaciones de algunos lugares

geomeétricos.
En las conicas con centro el parametro focal es la semicuerda que pasa por el

foco perpendicular al eje focal, cuyo valor es: p = b*/a

En la parabola es la distancia del foco a la directriz.
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Transformacion ortogonal

Las aplicaciones f:V——V biyectivas, lineales y que conservan el producto
escalar son transformaciones ortogonales. La ecuacion es de la forma X’=MX,
donde es la matriz asociada a f y tiene por columnas las coordenadas de los
transformados de los vectores de la base en cuyo caso M es una matriz ortogonal.
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Base ortonormal o métrica

La base B={0,,d,,....T,} es ortonormal o métrica cuando sus vectores son unitarios
(|u]|=1 i=1,2,....n) y ortogonales entre si (perpendiculares dos a dos).
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Hiperplano

Un subespacio vectorial H del espacio vectorial V es un hiperplano si y solo si
dim(H)=dim(V)-1.
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Combinacion lineal

Sean 4,,..,d, vectores de V. Llamaremos combinacion lineal de los vectores

n
a,,..,a, eV atodo vector v eV de laforma v=24,+.+1d,,siendo i,,..,.A, eK.

n?
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Aplicacion suprayectiva o sobreyectiva o exhaustiva

Una aplicacion entre dos conjuntos A 'y B es sobreyectiva si todo elemento de B es
imagen de, al menos, uno de A, es decir, Vy e B, 3x € Atal que f(x)=y .

f. V->W es una aplicacion lineal sobreyectiva o epimorfismo si y sélo si el
subespacio imagen coincide con el espacio vectorial final, es decir, si Im(f)=W.
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Suma directa

Sean E; y E, dos subespacios vectoriales del espacio vectorial V. Llamaremos
suma directa de E; y E; a la suma cuando E, nE, = {6} y se escribe E, ®E, .

U.D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia 193



Polinomio

Suma de un nimero finito de términos de la forma a,; ; xyxz..x; donde
&y Son los coeficientes y x,,X,,...,X, son las variables o indeterminadas y

los exponentes i, i,,...,i, nUmeros enteros no negativos cuya suma es el grado
de cada sumando y el mayor de los grados el grado del polinomio.
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NUmero natural

Cantidad de elementos que tiene un cierto conjunto. El conjunto de todos ellos
se designapor N: N={1, 2, 3,4,...,10,11,12,...}

U.D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia 163



Subespacio ortogonal
Dado un subconjunto F de V, llamaremos ortogonal de F y se escribe F*, al

subconjunto de V formado por todos los vectores ortogonales a F. F* es siempre un
subespacio vectorial de V aungue F no lo sea.
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El Plano en el Espacio

Sea el sistema de referencia R ={0;0,,0,,0,} Un plano queda determinado por tres
puntos P, Q y R no alineados, cualquier punto coplanario con ellos verifica
X=P+ tﬁg@ sﬁ.

De la ecuacion vectorial, para P=(p,,p,,p;), Q=(d,,9,,9;), R=(r,r.r) Y
X = (x,,X,,X,) Se obtienen las ecuaciones paramétricas:

X, =P+ t(ql - pl) +S(r1 - pl)
X, =P, +t(q2 - p2)+s(r2 - pz)
Xy =P3+ t(qs - pa) +s(r3 - pa)

Si consideramos un punto P y dos vectores linealmente independientes
v=(v,V,,V,) Y w=(w,w,,w,) el plano queda determinado de forma vectorial por
X, =P, +tv, +sw,
X=P+tv+sw Yy pOr sus ecuaciones paramétricas: {x, =p, +tv, +sw, de donde
Xy =P,; + v, +sw,
X;=Pp Vi W,
eliminando los parametros t y s queda: x,-p, v, w, =0, la ecuacion general,
X3 - p3 V3 W3
cartesiana o implicita del plano ax, + bx, +cx, +d=0
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Sistema de referencia

Sea A® un espacio afiny % ={0,U,,U,,U,} una cuaterna de puntos, se dice que
R constituye un sistema de referencia del espacio afin A® cuando los vectores

OU,,0U,,0U, forman una base de V3(R). O es el origen del sistema de
referencia.

Si ou, =u,,0U; =u,,0U, =10,
entonces se tiene % ={O;i,,u,,u,} un
sistema de referencia.
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Coordenadas cartesianas rectangulares

Si R={0;0,,0,,0,} s un sistema de referencia ortonomal y A, B, y C son puntos

tales que OA =u,, OB =1, OC = u,, las rectas OA=i, OB=j, y OC=k se llaman ejes
de coordenadas cartesianas rectangulares.

Se llaman coordenadas cartesianas rectangulares de un punto a sus coordenadas
cartesianas cuando el sistema de referencia es metrico u ortonormal.
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