Transformaciones geométricas. Isometrias o movimientos

CAPITULO PRIMERO

1. Transformaciones geométricas. Isometrias o movimientos

Definiciones

1.  Sea E, un espacio afin euclideo de dimension n. Llamaremos transformacion
geométrica de E,, a toda aplicacion T:E, — E, biyectiva.

2. Dada T, transformacion geométrica de E,, a cualquier par de puntos A,A'€E,
tales que T(A)=A", se les denomina puntos homologos por T.

3. Si T(A) =A, se dice que A es un punto doble o invariante por T.

4. Andlogamente, sea FcE, si T(F)=F, se dice que el subconjunto F es
invariante por T.

5. Llamaremos transformacion identidad o identidad de E, y la designaremos por
I, , ala transformacion tal que todos sus puntos son dobles; es decir,

VACE, =1, (A)=A

6.  Se dice que T es una transformacién involutiva de E, si T>=1_ ; es decir,
ToT=Ig

7. Las transformaciones geométricas que conservan los angulos se Ilaman
transformaciones conformes o isogonales.

Estudiaremos, en primer lugar, aquellas transformaciones geométricas que tienen como
caracteristica esencial que conservan las distancias: son las llamadas isometrias o
movimientos.

8.  SeaV el R-espacio vectorial asociado al espacio afin euclideo E,. Denotando por d
la métrica definida en E, diremos que una transformacion geométrica T:E, — E_ esuna

isometria si verifica que para todo par de puntos A, B de E:
d(T(A),T(B))=d(A,B).

INota: Usualmente se denominan movimientos a aquellas isometrias que conservan la orientacion de las
figuras. Por convenio utilizaremos la denominaciéon de movimiento para todo tipo de isometria afhadiendo
"directo" si se trata de una isometria que conserva la orientacion de las figuras.
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1.1 Aplicacion vectorial asociada a una transformacioén geométrica

X

Dada la transformacion geométrica
T:E, > E,, se denomina aplicacion

asociada a la aplicacion f:V, -V, X’
donde, sea OeE,, VieV,, existe
X eE, tal que, i=0X =

f(U) =f(OX)=T(O)T(X)=0'X"'=u"
siendo T(0)=0"y T(X)=X"

_>
u

<)

)
Proposicion: La aplicacion f no depende O
del punto O elegido.
T es una aplicacién afin de E, si su aplicacion f asociada es una transformacion lineal.

1.2.  Aplicacion vectorial asociada a una isometria 0 movimiento

Si T:E, — E, esunaisometria entonces su aplicacion asociada f :V, — V, verifica:

1.  fconserva el producto escalar (p. e.)
2. feslineal
3. fesbiyectiva
Demostracion:
En efecto: fijado O € E, un punto cualquiera, entonces Vi eV, , existe X e E, tal que,

U=0X. Ademés si designamos por T(0)=0', T(X)=X', entonces, se define
f(@)=0'X"=u", luego:

VvV, 5V,

i=0X——0'X"'=0"
1.  fconservael producto escalar: f(u)-f(v)=U0-V VU,veV,.
Sean U,V eV, , entonces existen A,B<E, talesque G=0A y v=0B si T:E, >E,
es una isometria, luego d(T(A),T(B))=d(A,B) siendo A'=T(A) B'=T(B),

2

Por definicion: d(A,B):‘ﬁ‘:dZ(A,B):ﬁ =

=£E£=[ﬁ_ﬁj+(ﬁ_ﬁ]:ﬁﬁ_zﬁ.o?m?o?:

‘ﬁ‘_zﬁ.ﬁ+

ﬁ‘ = (1)

2
—

Anélogamente, d(A',B')= ‘Aﬁ?, =d*(A'B")= ‘A'B'
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=ﬁ-ﬁ-=(cﬁ'_cﬁv]+(cﬁ'_om]=

—_— — s ——

O'B-O'B-20'B"O'A+O0'A-O'A'= ‘O'B"—Zcﬁ)‘-ﬁ#OA':

—

AB=d(A,B)=d(A',B')=‘,/ﬁ§"
pero <|OB|=d(0,B)=d(0',B")=|0'B| | por ser T isometria

—

OA :d(O,A):d(O',A'):‘O"A'

luego (1)=(2)= —2 OA-OB=—2 O'A".0'B' = ﬁﬁ:f(
u

flurv]=t(d)er[v)

f[ai)=nt(i] viuev vier

-f(?).

=

u
N
Ve

2. f es lineal, es decir

f(v)

Vu,veV; 3ABeE, tal que G=OA y V=0B. Sea CeE, tal que

OC=0A+O0B=u+V y A'=T(A); B'=T(B); C'=T(C), entonces:
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‘f (u+v)-f (Jj—f (3]

(cﬁ-_oﬁ-_cﬁv](cﬁ-_oﬁ-_cﬁ}

2 2
— — —

=/0'C'-0'A'-0'B'

0'C 0'C-20'C-0'A-20'C 0O'B+0'A“0'A+20'A~0O'B+0'B-0O'B' =

=0C-0C-20C-0A-20C-0OB+0OA-OA+20A-OB+0B-0OB =

2
= (OC— OA- OB] ~(OC— OA- OBJ =|0C-0OA-0B| =

2

Trv—t—v| —0 o f(m}f(a)_f(c}a .
f(U+\7):f(U)+f(\7) .
. Q
Au
— A ‘ ’
Y Q
_>
0 Ni

Andlogamente, sea AcE, tal que G1=OA y QeE, tal que Au=210A=00 y sea
A'=T(A), Q'=T(Q)

A

_l0'Q-% O'A!
=[0'_<§'—x ﬁvj[cﬁ-_x 0-7}: 0'G0'Q" 21 0'Q*0'A A7 O'ALO'A'

2

_56.00-21 CYQ’-()_AmZ-cT&-()_A::[o_Q)—x oﬁj@_x o_A’}

o)~ o)

3. Por ser f lineal basta comprobar que f es inyectiva, es decir, que N(f):{a}.

‘o_d—x oA
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Transformaciones geométricas. Isometrias o movimientos

En efecto, sea teV,, tal que, f(J):B, por tanto, existe XeE, para el cual,
f(G):f(&]:O'_f('z{B}, luego X'=0', es decir, d(O',X)=0=d(0,X) =X =0
& 0X=u=0.

Transformaciones ortogonales de un espacio vectorial

Las aplicaciones f :V, ——V, biyectivas, lineales y que conservan el p.e. reciben el
nombre de transformaciones ortogonales.

NOTA: Obsérvese que la demostracion de la linealidad de f so6lo necesita que f conserve
el producto escalar, luego podemos enunciar el siguiente corolario:

Corolario: Toda aplicacion f :V, —— V., que conserve el producto escalar es lineal y
biyectiva.

Propiedades de las transformaciones ortogonales
Si f es una transformacion ortogonal de V, entonces:

Demostracién:

1. f conserva la norma de los vectores y los angulos entre ellos.

2. f transforma bases ortonormales en bases ortonormales, verificandose ademas el
reciproco: Toda transformacion lineal de V que transforme al menos una base
ortonormal de V en una base ortonormal de V es una transformacion ortogonal.

3. Si fy g son transformaciones ortogonales, fog también lo es.

4. El conjunto de las transformaciones ortogonales respecto de la composicion tiene
estructura de grupo. Lo denominaremos grupo ortogonal de V, y lo designaremos por
o(V).

5. Los valores propios reales de f son 1 y/o -1.

(o) =) s) =i -

) or (o
CIFe R

2. Como f conserva las normas y los angulos, si {ew e en} es una base ortonormal de

En efecto:

-

1. Sea u € V. Por definicion ul, por conservar f el p.e.

Ademas:

cos (f(ﬂ), f(@)) -

:9 —
uf-|v

V, los vectores e, i=1,....,n son unitarios y ortogonales entre si, por tanto, los
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Transformaciones geométricas. Isometrias o movimientos

f(ei) i=1,...,n, son unitarios y perpendiculares entre si. Queda por ver que es un

sistema generador; pero es evidente por tener el mismo nimero de elementos que la base

N

eri=1,...,n.

Reciprocamente, si la transformada {f(e ),f(;),mf(en)} de la base ortonormal

{e1,.....,en} de V es una base ortonormal, entonces el rango de f es n luego f es

biyectiva, ademas si u,v son dos vectores cualesquiera de V cuyas coordenadas

-

respecto de e,,.....,e, [ SOn (x,,X,,--,X,) ,(Y,¥Y,,--'Y,) , respectivamente, entonces

f(a)f(;): f(xle_;+x2 e:+---xn e_r:) ‘f(yle_;"'yzgz""”yne_;j:
- - - ( - - - _
= x,fle [+x,f|e, |+-XTf|e, .Ky1f e, ty,fle, |+-y.fle,||=

- =
=X,Y; +X,Y, +--+X,Y, =u-v, luego f conserva el producto escalar, y, por tanto,
resulta que f es una transformacion ortogonal.

3. Por ser f y g ortogonales, se verifica que gof(aj-gof(ﬂ:

g(f (JDg[f (CD = f(a)f@j = J 3 luego gof conserva el p.e. Ademéas como fy

g son biyectivas, gof es biyectiva. gof es lineal por conservar el p.e.

4. EIl elemento neutro es la identidad I,. El elemento inverso de g es la aplicacion
inversa g~' que existe por ser las transformaciones ortogonales biyectivas, y es
ortogonal:

sicva (3o ) (o (0] 5 ()2(6) v

ortogonal. Luego el conjunto de las transformaciones ortogonales de V es un grupo que
designaremos por O(V).

5. Sea 1 un valor propio real de fy sean u,v no nulos dos vectores propios asociados,
entonces:

- - - - > - - - A =1
f(u)'f(v):Xu-XVz xz(u-v)zuv =22 =1> {k 1

Consecuencias. Si f es una transformacion ortogonal de V,, entonces:
1. f transforma un subespacio vectorial en otro subespacio vectorial de la misma
dimension.
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2. V ABcV, tales que Ay B son ortogonales, se tiene que f(A) y f(B) son ortogonales.

1.6. Ecuacion matricial de una transformacion ortogonal

- -

Sea f una transformacion ortogonal de V,, y B= {el, ..... N

n

} una base ortonormal de V.

Designamos por (x,,x,,---x,) las coordenadas de un vector u € V cualquiera, y por
(x',,x",,---,x') las de su transformado f(u) eV, respecto de la base B. Por ser f lineal,

tenemos:

>

e

n n*

- - -
p— ' '
flu)=x"e,+x",e,+ --+X
n

f(u) :f(X1 €, +X,8,+ -+ X en): X1f(e1)+ X2f(62)+ ..~an(en)-

Llamando (a,,,a,, --,a, ), a las coordenadas de f(e;), i=1,2,...,n, respecto de B, entonces

(X\\ (311 dy, - - ay

(%)
| X | azz ’ a,, || X, |
la ecuacion matricial de f es:| - |=| ST e
) J' )
\x'n \am a,, a, \xn
(811 21 an1\\t
|a12 ay ©Ap |
(X17 X'y, X'n)_ (X1’ X2 , Xn)I ' | (1)
\am a2n annJ
(X'1\ (X1 (aﬂ ayy an1\
| X', ‘ X, | A, 8p - - Ap |
Llamando X'=|  x=l ], ™= - -+« - | la ecuacién matricial de f,

)
x|
| J | J T J
\X'n \Xn \a‘n Ay - 0 A,
abreviadamente, es X'=MX (1) 6 (X')t =X'M" (ll), donde M es la matriz asociada a

fy tiene por columnas las coordenadas de los transformados de los vectores de la base.
Por ser f biyectiva |M|=0
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~—
h
TN
E LN
A
o)
w

R
Consecuencia: Por ser f una transformacion ortogonal, entonces {f (el

{

también base ortonormal de V, luego Vi=1..,n ‘f(ei

f(eij.f(eijzzaik oy =0 1#]
k=1

s M-M=M'"M=1l < M'=M'

Matrices ortogonales

A las matrices M asociadas a una transformacion ortogonal las llamaremos matrices
ortogonales y se caracterizan por cumplir que M =M".
NOTA: Otra demostracion de que M es ortogonal , M~ =M", seria la siguiente: M es

ortogonal si y solo si V u,veV ,u-v:f(u)-f(v):Mu-Mv: u'M‘Mv
o M-M=I, oM =M.

Determinante de una matriz ortogonal

Si M es una matriz ortogonal, entonces |M| = £1.
En efecto: M ortogonal < M-M'=1,= |[M-M|=[l,[=1 = [M|-|M|= |M[ =1
=|M|=+1

Ahora es muy facil obtener la ecuacion general de un movimiento.

Ecuacion de una isometria de E

Sea una isometria T de E,, y su transformacion ortogonal asociada f :V,——V,.
Fijado un punto cualquiera O€E, y si O'=T(O), tenemos que para cada X €E, y su
homologo X'=T(X) es:

X:O+&=O+a donde G:&

X' 00X =040 dondeazofx-:f[oﬂ:f(aj

Luego: T(X) :T(O+Gj —0'+ J‘:T(O)+f(aj = TX) :T(O)+f(o—)X].
Si M es la matriz ortogonal que define f, respecto de cierta base ortonormal, podemos

- —
escribir T(X)=T(O)+Mu, o bien, X'=0'+MOX, expresiones que constituyen las
ecuaciones vectoriales de T.

Fijando una referencia en el espacio euclideo E, se obtienen las formas matriciales de
estas ecuaciones.
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NOTA:
1. El punto O€E,, no se refiere al origen de la referencia del espacio euclideo E.

Siempre que exista se tomara un punto invariante por T.

—_—
2. En general la ecuacion de una transformacion geométrica de Ep es X'=0'+f (OXJ
donde f es la aplicacion vectorial asociada.

Propiedades de las isometrias de En (n=1, 2, 3)

Sea T una isometria de E_ y f la transformacion ortogonal de V_ asociada, (siendo como
siempre Vel espacio vectorial sobre R asociado a E ); se verifica que:

1. T transforma variedades lineales afines de E_, en variedades lineales afines de la
misma dimension. Es decir, paran =1, 2, 3 las isometrias transforman rectas en rectas y
planos en planos. En efecto: veamoslo en concreto para rectas y planos, aplicaremos la
propiedad 2 de 1.4.

Sea r la recta de ecuacibn X=A+iu reV , su transformada
T(X)=T|A+2 u) =T(A)+M-2u=A"+1-Mu= A'+1u' L eR que es laecuacion
de la recta que pasa por A'y su direccion es u'. Analogamente, si _ el plano de ecuacion:
X=A+ru+pv Ai,n eR sutransformado sera

T(X)= T(A+ AU+ pv)= T(A)+M(x3+u3) =AY MU+ MV =

- -
=A+Au'+p v' A,u eR, que es la ecuacion del plano afin que pasa por A’y su

direccion es el plano vectorial determinado por u' y v'. Consecuencia de esta propiedad
son las 4 siguientes:

2. Las isometrias transforman semirrectas en semirrectas, semiplanos en semiplanos,...

3. Transforman segmentos en segmentos de igual longitud (basta tomar a < A < b).

4. Transforman vectores fijos en vectores fijos de igual modulo.

5. Transforman triangulos en triangulos de lados respectivamente iguales.

6. Conservan los angulos entre dos variedades lineales afines; es decir, conservan los
angulos entre dos rectas, dos planos, recta y plano.

Conservan por tanto, el paralelismo y la perpendicularidad entre variedades lineales
afines.

7. La composicion de dos isometrias, (también la denominaremos producto), es otra

isometria cuya transformacion ortogonal asociada es la compuesta de las
transformaciones ortogonales asociadas a cada uno de las isometrias dados.
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ﬂ?*.b.-'.-:"".'-
En efecto, sean T, y T, dos isometrias de E, y sean f, y f, sus transformaciones
ortogonales asociadas:

T, (X) = T1(0)+fl(aj
T,(X)= TZ(O)+f2(Uj

vV XeE, = , siendo O € E, un punto elegido libremente.

Entonces,
=T 100)- (100443 )| mnco) 1 {o(3)) -

=T,oT,(0)+f, ofl(aj =T,oT,(0)+M,- Ml(aj, siendo M, y M, las matrices
ortogonales asociadas a f, y f, respectivamente. T, o T, es una isometria porque:
d(T,°T,(A),T,°T,(B))= ol(T2 [T.(A)]T, [Tl(B)]) =d(T,(A), T,(B))==d(A,B),
vV ABeE,.

8. El conjunto de las isometrias de E, es un grupo respecto del producto definido, que
denominaremos grupo de las isometrias de E, . Se designa por I (E, ).
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CAPITULO SEGUNDO

2. Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo.

2.1 Simetrias ortogonales de Vn

Sea s:V, >V, y FcV, un subespacio vectorial, diremos que s es una simetria
ortogonal respecto de F si s es una simetria respecto de F de direccion F.

Es decir, VieV, como u=X+X, con X, €F, x2 cF unicos entonces

Obviamente F es el subespacio de vectores invariante por s.

2.2. Caracterizacion de las simetrias ortogonales

Las simetrias ortogonales vectoriales de V, son las transformaciones ortogonales

involutivas de V_ .

Demostracion:

En efecto: Sea s: V. — V_ simetria ortogonal respecto de F s.v. de V_, entonces VieV,_,
se tiene: s” (1) =s° (X, +X,) =s(s(X, +X,)) =s(X, —X,) =X, +X, =, luego es
involutiva.

Veamos que conserva el producto escalar:

- - - - - n
- > u=x+x, x,eF x,eF
u,veV =

n - -

V=y1+y2 y1€F yZEFl
u- ( 2) Yt yz) XY+ X Yo+ Xy Y+ Xy ¥, = X Y+ X, Y,
S( ) ( ) ( - ) ( y2> = X YT XY X Y= X0 Y,
= XYt X2 yzaluego S( ) S(V) =u-v

Por conservar el producto escalar, entonces es lineal.

{

Para ver que es biyectiva basta ver que es inyectiva (por ser lineal):

U. D. de Matematicas. ETSI| en Topografia, Geodesia y Cartografia de la UPM 11
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S(u):x1_X2=OC> X, =X, eFnF" :{O}ﬁluegou:o.

Hemos demostrado que s es una transformacion ortogonal involutiva.
Probemos ahora el reciproco:

Sea f:V_———V_ ortogonal e involutiva f* (u) =u V u eV, ;podemos escribir

-

V U e VnZ
L u+ u+f(u)—f(u) u+ f(u) u—f(u) R u+f(u)
u= = + y llamando x, = ——,

2 2 2 2
i) ooe)erle) o) )
x, = —— se verifica que f(XJ = = = = X,, entonces X,

2 2 2
f(u) —fz(u) f(u)—u R
es invariante f(x ) = = = =—X,.
y 2 > > 2

Veamos que x, y x, son perpendiculares, es decir , x,-x, = 0.

> o a+f(a) a_f(a) 1(4 - - - - - - -
Xy X, = . :Z\u-u— u~f(u)+f(u)-u—f(u)f(u)), por ser f

2 2

ortogonal f(u) -f(u) =u-u, luego x,-x, =0.

Llamando F al conjunto de los x, y G al de los x,, se verificaque F+ G =V yqueFyG

son ortogonales luego F A G =40y G=F".

5
Por tanto, por ser f transformacion ortogonal involutiva, existe F < V_ tal que v u eV,
- - - - - - - - - -
Uu=x,+x, conx,eF yx,eF yf =fl x;+ %X, | =x,-%,, 1 f es una simetria
= X+ X, ,eFyx,eF yflu]=flx+Xx,)=x,-X,, luego f es una sime

respecto de F de direccion F*.

Corolario Si M es la matriz que define una simetria ortogonal de V_, entonces M'=M, es
decir, M es una matriz simétrica.

. , . . . 2 -1
En efecto: s simetria ortogonal vectorial < s es involutiva & s’ =1, < M=, = M

=M y como M ortogonal M =M, luego M =M, es decir M es simétrica.

Simetria ortogonal respecto de hiperplano

Sea s:V, -V, simetria ortogonal respecto de F (direccion F ).

Si dim F = dim V,— 1 =n - 1, se dice que s es una Simetria ortogonal respecto de un
hiperplano.
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e

2.3. Transformaciones ortogonales directas e inversas

Sea M la matriz asociada a la transformacion ortogonal f respecto de una base ortonormal
de V_, designaremos por

0" (V,)= {fe O(V,) talque |M|=1}
O (V,)= {fe O(V,) talque |M|=-1}
Sife O"(V,) sedice que fes una transformacion ortogonal directa.

Sife O (V,) sedice que fes una transformacion ortogonal inversa.

2.4. Transformaciones ortogonales de V1. Clasificacion

Sea f: V,——>V, una transformacion ortogonal, llamamos F al subespacio vectorial de
vectores invariantes por f (F c V,).

u)

- -

Como se ha de verificar que

=[u vV u e V,, entonces
dim F F f M|
— _I _
1 F=V, ly, 1

Resumen:

Como vemos, por ser dim V, = 1 entonces la matriz asociada es de orden 1, es decir, es
una constante que vale 1 6 -1.

0" (V) ={I}
O (Vl) = {'Ivl }
2.5. Transformaciones ortogonales de V2. Clasificacion y ecuaciones

Sea f:V, — V, transformacion ortogonal y F el subespacio de vectores invariantes por f.
Sabemos que, fijada previamente una base ortonormal, f estd definida por una matriz

M e M(2) ortogonal tal que f(u) =M.u Vu eV,. Se trata pues, de estudiar los tipos

de matrices ortogonales de orden 2.

M= M
Si M es ortogonal, entonces .
M| = =1
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Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

IM| = ad - bc
Sea M [a b\:> d b
an-(0 D=l (e )
M\-c a)
Caso 1°: M| = 1

¢ b dJi=d cob =

IM|=1< ad -bc =1 a’+c2=1 |a?+c®=1

Caso 2°: M| = -1

s (0COlLl s L)

M| = -1< ad - bc = -1 —a®-c? = -1 [(a2+02=1)
. _ a = cos a
Como en ambos casos a” + ¢ = 1 podemos considerar oo € R tal que - senq Por
= o

tanto las matrices ortogonales de orden 2, se pueden clasificar en dos tipos que
designaremos M1 y M2:

' sia =0 M, =1,
, observaciones: y .
sia =1 M, =-1,

(cos o —sena)

' (sena cosa )/

M (cosa sena )
2" (sena -cos o/

Estudio de 0" (V 2)

Definicion: Los elementos de 0° (V, ) se llaman rotaciones o giros vectoriales de V,. y su
matriz asociada es del tipo M,.Se designa por g, la rotacion de angulo o

Teorema: 0" (V, ) es un grupo conmutativo respecto de la composicion. En efecto, basta
ver que {M, e M(2)} es un grupo respecto del producto.

1. El producto de matrices del tipo M| es una matriz del tipo M1:
(cos o —sena) (cosﬁ -senp) [cos (o +B) -sen(a+B)

= 1 °
\sena cosa ) (senp cosp/ )’ uego g, °gg

sen(a +B) cos(a +B)

2. Se verifica la propiedad asociativa (por verificarse en general para el producto de
matrices cuadradas).

0
3. El elemento unidad es |, = [ 0 1 ] Luego g, es la rotacion unidad
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Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

4. Por ser M, ortogonal, su inversa es su traspuesta
. ( coso  senay [cos(—a) —-sen(-a)

= ,portanto g ' =
1 k—sen o COSs OL} sen (—OL) cos (—(7.) ) p ga g o

5. Conmutativa
(cosp -senB) (cosca —sena) [cos(aﬂs) —sen(a+[3))
\senp cosp/) \sena cosa/) \sen(a+p) cos(a+p)/)’

luego g,°g,=g,.s =8;°8,

Elementos involutivos de 0" (V,). Hay que estudiar para qué valores de o se verifica
que g’ =1y, SM =1,

(cosa -sena)’ [1 0) (cos2a -sen2a) [1 0)
tsena cosa ) \0 1) Tlsen2a cos2a ) \0 1)

1 0
Ja = 0, luego se trata de [0 1) matriz asociada a |v2

=

0
{a =, luego se trata de [O 1) matriz asociada a -IV2

Luego 0" (V,) es un grupo conmutativo y sus unicos elementos involutivos son: I, ,
-1

Vo *
Interpretacion geométrica: Sea <{i,j}> base canonica de V, y go la rotacion de

x" _[cosa -sen a\(x\

ecuacion ( , , entonces los transformados de los vectores de la
y) \seno. cosa ) y)

base canodnica

[rCOSa —sena\(ﬂ (cosay -
= = (i)
1,0) . \sena cosa J\0) Usena)

( , Son: ( \(0) ( \
(0,1) cosa -sena ( _(—sena) -
t\sen o cosa/\1) (cosa ) 1)

[
J

——————— A
2 P
f(j): J

i T -
P\ @ f(i)

cosa :
i | sena
i a] |
-sena cosa >

i
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2.5.2.

Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

- -

La base {i,j} se ha transformado en la base {f(?),f(?)} girada con respecto a la

- -

- —
anterior un angulo o . Para cualquier vector v e V, tal que v = & i+ p j, se verifica que

f(T/ )=xf(? )+ pf(f) lo que significa una rotacion de angulo o .

Vectores invariantes por una rotacion vectorial:

1.Sif=1,  0°(V,), entonces f(u) =u VueV, luego F =V, es el subespacio de

vectores invariantes por |, .

2.Sife 0°(V,)yf=I,,entonces el subespacio de vectores invariantes es F = <{O}>

5
En efecto, sean (X, y) las coordenadas de un vector u € V, respecto de una base
-

ortonormal B de V,. Si u es invariante por f, f(u) =u es decir,

cos a -1 -sena \(x\ (o\

sen a cos(x—1) y): 0/ y como

=2(1-cosa)= 0 Vva = 0,entonces el conjunto de vectores

Mu=ue (M-l)u=0 @(

cosa -1 -—sena

sen a cos a — 1

- -
invariantes es el conjunto solucidon de un sistema homogéneo determinado, luego u = 0,

-

por tanto F = 0

Estudio de 0~ (V 2)

Teorema: Si f e 0_(V2), entonces fes involutiva y f= 1, ,-I,, .

(cos(x sena

En efecto: Sea f € 0 (V, ), su matriz asociada es del tipo M, = L sen cos o)
o — o

(cos a sena \(COSa sena

Ahora bien, M? = -
> 72 (sena -cos a/lsena - cosa)

( cos’a +sen’a COS « - SeNa — Sen a - CoS a\ 1 0) ,
= ) ) = }, es decir,
\'sen o - cos o — cos a - sena sen’a + cos” a ) \0 1
2 2 . . .
M; =1, & f" =1, < finvolutivay al ser |M2|= -1, se verifica que f = I, -,

Corolario: Si f €0 (V,), entonces f es una simetria ortogonal de V, respecto de una
recta vectorial, es decir, f es una simetria axial vectorial. s, designa por se, donde ¢ =F,
subespacio de vectores invariantes.
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Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

En efecto: por ser f involutiva f es una simetria ortogonal de V,. Ademas, si F es el
subespacio de vectores invariantes por f, entonces
F =V, puestoque f =1, <0°(V,), luego dim F = 2

F = {6} puestoque f=-I, 0°(V,) luego dim F =0

Por tanto, dimF = 1< F= recta vectorial y, por tanto, f es una simetria axial vectorial
cuyo eje es F.

Proposicion: La pendiente del eje F de una simetria axial de V, es tg % .

(cos o sena )

Por ser f € 07(V,), su matriz asociada es: = M,; y F: subespacio de

\sena -cos a/
- - - -
vectores invariantes, es el conjunto solucion de la ecuacion M, u = u < (M, -l)u = 0.

Si (X, y) son las coordenadas de u respecto de una base ortonormal B de V,, entonces,

(cos a-1 sena \(x\ (O\
sen a —cos(x—1) y): O]y
cos o — 1 sena ) ) )
sena oS a - 1‘ =-cos a +1-sen’a = 0, luego rang(M,-I)=1, luego el sistema
es compatible indeterminado y equivalente a (cos o - 1)x +y-sen a =0, queesuna

recta vectorial cuya pendiente es :
2q
_ —(cos a—1): 2sen /2

(04
m =tg—.

sen o 2sen 0/2 - cos 0/2 2

Por tanto, la pendiente del eje de una simetria axial es tg =,

- -

Interpretacion geométrica: Sea {i , j}> la base canonica de V, y se la simetria cuya

(cos o sena )

matriz  asociada  es M,. Hemos calculado su eje

\sena -cos o)

e=F =(cosa-1)x+y-sena = 0 yun vector director es (-sena,cos o —1)= v.

Por otro lado, dado i =(1,0), su transformado por se es
(cos o sena \(1\ (cosay - - |

= =i t
Usena - cos a)\0) = Usenq [ servamos que e vector
i'= i = (cos a -1,sena ) es perpendiculara v, luego i'- i L e.

Ademas éng(f',e) = oc—éng(e,?) = % = éng(e,?).
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2.5.3.

Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

i (i)
\“ ‘/‘
N /_/
- e
a2\ - %
-~ al2 \
.~ -
.~ i
~
f(j)
cos a sena \[0) ( sena ) -
Analogamente ( ( = =j
g \sena —cos o)\1) \—cosa) ) Y

=

j-j=(sena,-cosa-1) Le.y éng(@,e)=0L—éng(e,j)=éng(e,j) Luego la

- -

base ‘{i,j} se ha transformado en la base <{i " '} cuyos vectores son simétricos

respecto del eje e.

- -

Para cualquier vector v e V, talque v = 1 i+ p |, se verifica que f(v )=rf(i )+ nf(j) lo
que significa que f( v ) es simétrico de v respecto de la recta e.

Labase {i ',j ' tiene orientacion contraria a la de la base {i . }

Teorema:

1. El producto de un giro y una simetria axial de V, es una simetria axial de V,; es decir,

dados g€ O"(V,) y s€ O (V,), entonces gos y sog son elementos de O™ (V,).

En efecto: La matriz asociada a f es del tipo M ; con |M 1| =1 y la matriz asociada a s es

del tipo M, con |M2|: 1.

Por otro lado, las matrices asociadaa gos y sog son M,-M, y M, -M, respectivamente y
|M1’M2| = |M1|’|M2| = -1

,luego gos y secge O (V,).

|M2 'M1| = |M2|'|M1| = -1

2. a) Toda rotacion vectorial de V, se descompone en el producto de dos simetrias axiales
de V,, pudiendo elegirse arbitrariamente una de ellas.
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Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

En efecto: Dada ge O"(V,), consideramos s € O (V,) arbitraria, al ser S involutiva se

g=goso S:(gOS)OS
verifica que < O bien,
g=soso g:so(sog)
s'=gos e 0 (V,),resultaqueg=s'os

Por el apartado 1 y llamando .
s"=s o g e 0 (V,), resultaque g=sos"

Es facil comprobar que el angulo de la rotacion es el doble del formado por los ejes de las
simetrias.

dimF F f M|
0 {6 } rotacion vect. g o 1
1 recta de pendiente /2 simetria axial se -1
2 v, identidad I, 1
el

b) Reciprocamente, el producto de dos simetrias axiales vectoriales de V, es una

rotacion vectorial, ya que el determinante de la matriz asociado a dicho producto vale 1.
(Ademas el angulo de la rotacion es el doble del formado por los ejes de las simetrias).

Resumen y ecuaciones: Sea f una transformacion ortogonal de V, F subespacio de
vectories invariantes y M su matriz asociada.

O"(V,) = {rotaciones de V, }
Luego
O™ (V,) = {simetrias axiales de V, }

Dada una base ortonormal B de V,. Si u =(x,y); u'=(x",y') son las coordenadas
respecto de B, entonces:

X"} _(cosa —sena) (x\

1) Ecuacion de la rotacion de angulo o : [y' ) “lsena  cosa ) \y )

.. .y . , . . . . (03
i1) Ecuacion de la simetria axial cuyo eje tiene de pendiente tg —:

(x'\ _[cos o sena [x\

y') \sena -cos o) y/
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Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

2.6. Transformaciones ortogonales de V3. Clasificacion y ecuaciones.

Proposicion previa: Sea f una transformacion ortogonal de V, y F < V, el subespacio

de vectores invariantes por f.

Se verifica que la restriccion de f a F*, que designamos por f|.., es también una

Fio

5
transformacion ortogonal de F*~ cuyo subespacio de vectores invariantes es {O}

En efecto, bastaria comprobar que f|.. (F*)=F". Como F® F* =V, y f es biyectiva y

lineal, entonces:
V,=f(V,)=fFeF )= (F)+f..(F )=F+1.(F"), ademés por conservar f la
ortogonalidad f|.. (F*)LF,luegoF n fl.. (F")= {6}’

Por tanto F @le F* =V, La unicidad del ortogonal nos conduce a establecer que

fl. (F*)=F". Luego f|.. es una transformacién ortogonal de F* cuyo subespacio de

R
vectores invariantes es F ~ F = {0}>

Clasificacion de las transformaciones ortogonales de V,

Lo haremos segun la dimension de F y la transformacion ortogonal f|FL .

Caso 1°: La identidad.
Consideramos la hipotesis:

(1 0 0)
dmF =3 F =V, o f=1, ysumatriz asociadaes I, = LO 1 OJ | I3|= 1
0 0 1
Respecto de cualquier base ortonormal de V ,, la ecuacién matricial de f es:

(x) (1 0 0)(x)

Ly- J:LO 1 oj-LyJ.Abreviadamente X=X
z' 0O 0 1 z

Caso 2°: Simetria especular de V,,

Consideramos la hipétesis dimF =2 < F es un plano vectorial y F* es la recta
ortogonal a F, entonces f|_.:F* — F* es una transformacién ortogonal de F* (F* ~ V)

cuyo subespacio de vectores invariantes es FnF' = {0}, por tanto segin 2.4.

fl

L = _lFL'
- - - -

Es decir: Vu eV, talque u =u,+u,,u, eF yu, eF" se verifica que
f(u) = f(uJ +f(u 2) =u,-u,, luego f es una simetria ortogonal respecto del plano F. Se

designa por s .
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5 |

- o -
Ecuacion :Si consideramos una base ortonormal ‘{v1,v2} de F y el vector unitario {v3}>

de F* tal que v, = v,A Vv, ,entonces B = <{v1,v2,v3}>es una base ortonormal de V3 (de

igual orientacion que la base canonica), respecto de la cual ,
o) =v
J Vo (1 0 0)

f(vz) =v, , Yy la matriz asociada a s; es: M, = LO 1 OJ con.|M1|= -1. Luego
> E 0 0 -1
f v3> =—V,

[ x
respecto de B la ecuacion matricial de fes: Ly
z

-
X

o O

\‘__/
/——\
o o
o -~ o
A
~_——

Abreviadamente escribiremos X'= M1X.
j/‘
7 g >

f(u)

Reciprocamente, toda transformacion ortogonal de V, cuya ecuacion respecto de una base
B ortonormal sea X'= M, X es una simetria ortogonal respecto del plano coordenado XY.

Teorema: Una transformacion ortogonal de V3 es una simetria ortogonal respecto de un
plano, si y solo si, el subespacio F de vectores invariantes tiene dimension 2. F es el plano
base de la simetria.La denotaremos por s_ (= = F) y se denomina simetria especular de

V, debase (n =F).

Caso 3°: Rotacion de V,

Consideramos la hipotesis dim F=1 < F= recta vectorial, luego F~ es el plano vectorial
ortogonal a F (F* ~V,) y f|FL:FL — F* es una transformacioén ortogonal del plano

=

euclideo cuyo Unico vector invariante es {O}ZF ~ F*, por tanto , flp es una rotacion

vectorial del plano F*

Definicion: Llamaremos rotacion vectorial de V;, a toda transformacion ortogonal f de
V3, cuyo subespacio F de vectores invariantes sea una recta (dim F= 1). A la recta
vectorial F se le denomina eje de la rotacion y, el angulo ¢ de la rotacion fIFu es el
angulo de la rotacion. Se designa por g(e, o) donde e=F.
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vl =1,y {vz,v3}> base ortonormal de F ",

R
Ecuacion : Si consideramos <{v1}> base de F ,

- - - - > o
tal que v, v, = v,, entonces B=<{v1,v2,v3}> es una base ortonormal de V; (de igual

orientacion que la base canonica), respecto de la cual la matriz asociada a g(e, o) es:

(1 0 0\ J f(\Z) = \71 = (1,0,0)

M, = ‘ 0 cosa —sena‘ |M2|= 1por ser f(v2)=(0,003a,sen a) , Yy laecuacion

\0 seno cosa / .
f va):(o,—sena,cos )

(x\ (1 0O 0 ) [x)

matricial es LyJ =( 0 cosa -sena ‘ : LyJ
z/ (0 sena cosoa/ \z

Abreviadamente X'=M, X

Si o= 0°%entonces g(e, o-0y=1y, (identidad).

Reciprocamente, toda transformacion ortogonal de V; que respecto de una base B
ortonormal tiene de ecuacion

(x) (1 0 0 (x)
Ly'J :) 0 cosa -sena ‘LyJ
z/ \0 sena cosa/ \z

es una rotacion vectorial de angulo ® alrededor del eje X

- -
u', es el vector resultante de girar u, un angulo o en el plano F* .

Teorema: Toda rotacion vectorial f=g(e, o) de eje e=F, se descompone en el producto de

dos simetrias especulares vectoriales cuyos planos de vectores invariantes se cortan segun
F, pudiéndose elegir libremente una de ellas. Y reciprocamente, el producto de dos
simetrias especulares es una rotacion cuyo eje es la recta interseccion de los planos bases
de las simetrias y de angulo el doble del formado por dichos planos.

En efecto: Sabemos que f |1T es una rotacion vectorial en el plano F* existen, por tanto 2
simetrias axiales (una de ellas elegida libremente) s, y s, tales que f| . =s,0s,. Sean D,y
n,=D,+F

D, los ejes de s, y s, respectivamente y llamamos { )
n,=D,+F
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e T
=
]

Caso 4°:

Si consideramos las simetrias especulares respecto de los planos n, y =, y las
denominamos s,y s, respectivamente, entonces f=s_ o s puesto que el subespacio

. . , .., 1
de vectores invariantes es la recta n, N n, = F. Ademas como su restriccion a F~ es una
cr 14 a Ve -
rotacion de angulo o, entonces, e ang (D,,D,)=ang (n,,x,).

El reciproco es evidente.

==«
T

Corolario: El producto de un niimero par de simetrias especulares de V, es una rotacion
de V.

Observaciones: 1° 0 (V, )={conjunto de las rotaciones de V; |
2°Si a=0° ,entonces f = Iv3 ,y si aa=180° entonces f=gr.is0°) €s una simetria axial. Por

tanto, los elementos involutivos de 0" (V, ) son la identidad y las simetrias axiales.

Teorema: 0" (V) es un subgrupo de 0(V,).

Basta ver que es cerrado respecto de la composicion y hallar la rotacion inversa de una
rotacion dada.

En efecto: Sean gy g’ O" (V,) = 3s,,s,,s, simetrias especulares tales que:
=S,0S8
& 2 :>g'og:53oszoszosl=S3OSIEO+(V3).
g'=s;0s,

. - -1 _ | -1 _ +
Ademas, si g=s,05, = g~ =(s,05,) =s, o5, =s,05,€0°(V,)

Simetria rotacional de V.
Consideramos la hipotesis din F = 0 <:>F=<{6}> Vamos a demostrar que f se

descompone de manera Unica, salvo cuando f =-I, , en el producto de una simetria

Vi
especular y una rotacion de V3 cuyos subespacios de vectores invariantes respectivos son

ortogonales. Ademds este producto es conmutativo. A esta clase de transformaciones
ortogonales las llamamos simetrias rotacionales vectoriales.

Designemos por M la matriz asociada a f respecto de una base ortonormal dada Por ser
M e M(3) su polinomio caracteristico P(A) = |M —M3| es de tercer grado, luego posee al

menos una raiz real. Ahora bien, por ser f ortogonal, sdlo admite por valores propios
reales 1 y/o -1 (propiedad 5 de 1.4) pero A #1 pues entonces F = <{6}> , luego es

un valor propio de M (con multiplicidad simple o triple).
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Sea v, eV, vector propio unitario asociado a A =-1. Consideramos la recta D de
direccion v,, y el plano m ortogonal a D (n+D=V,). La transformacion f |7I .es una
transformacion ortogonal del plano m cuyo subespacio de vectores invariantes es

nNF= <{6}> , luego f|n es una rotacion de w.

Sea gp la rotacion vectorial de eje D y angulo o, tal que gDL[ =f

se verifica que

7!’

f =s_og, y susubespacio de vectores invariantes es 1D = <{6}> .

Ademas este producto es conmutativo.
VueV,=D®m,es u=u,+u, donde u, €D u, en, por tanto

S:°8p (ﬁ)zsnogD(ﬁl +ﬁ2):Sn I:ﬁl +8p (ﬁz)]:_ﬁl +8p (ﬁz)
Sp ogn(ﬁ):gDosn(ﬁl +ﬁ2):gD [(_ﬁ1)+(ﬁz):|:_ﬁ1 +8p (ﬁz)

D

u GD(u2 )

-U1

f(u)

Veamos que la descomposicion es Ginica, salvo en el caso f =1,

I
»

Supongamos que existen sy gp taless que s o g, =s.,og.,
entonces (Sn ° GD)2 =(Sn. ° GD,)Z,pero:

2

(Sn ogD) :Sﬂ:ogDosnogD:gDosnosnogD:gzD 2 2

, , luego g, =g5 y por tanto:
(Sw °8p) =808y 08,08y =8p 05, 08,08y =8py
D=D"' vy portanto n=nr'
o bien siendoD = D'y m#m'.
el angulo de rotacion es de 180°y s, o g, =s.. o g, =-I

- >

5
Ecuacion: Sea ahora v, vector unitario de D y {vpvs} una base ortonormal de =,

- - - - o >
talque v,A v, = v, entonces B={v1,v2,v3}es una base ortonormal de V; (de igual

orientacion que la base candnica).
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(-1 0 0
Respecto de la base B, la matriz asociada es M, = ’ 0 cosa -sena

[f(\Z) =—v, = ~(1,0,0)

por ser f(v2> =(0,cos a,sena ) y laecuacion de f, respecto de B es:

, con |M3| = -1,

L0 sena cosa /

f(vl) =(0,-sena,cos a)

(x'\ [ 0 0 (x\
Ly'J :‘ 0 cosa -sena ‘LyJ Abreviadamente X'=M.X .

z L0 sena cosa/ \z

(-1 0 0)
,-M,  dénde M1=Lo 1 OJ y
0 0 1

Obsérvese  que M, =M,

(1 0 0
M, = ‘ 0 cosa —senoc‘ son las matrices asociadas a s_ y gp, respectivamente,

\0 sena cosa /
respecto de la base B.

Reciprocamente la ecuacion X'=M,-X es la de una simetria rotacional de V,. Acabamos
de demostrar el siguiente teorema que caracteriza las simetrias rotacionales
Teorema: Toda transformacion ortogonal de V; cuyo subespacio de vectores invariantes

,
sea F = {0 } es una simetria rotacional y viceversa.

Corolario_1: Toda simetria rotacional se descompone en producto de tres simetrias
vectoriales especulares donde uno de los planos es perpendicular a los otros dos.

- . . ’ . . 2 .7 .
Corolario 2: Si f es una simetria rotacional vectorial, entonces f es una rotacion vectorial
deV

3-

2.6.5. Tabla resumen de las transformaciones ortogonales de V,
Sea f una transformacion ortogonal deV3, F el subespacio de vectores invariantes por f'y
M la matriz que define la transformacion.

dim F F f M|
3 V3 identidad I, 1
2 plano vectorial © Simetria especular s_ -1
1 recta vectorial e Rotacién g, 1
0 < {6}> Simetria rotacional -1
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2.7.

Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

O*(V,) ={rotaciones de ¢je e}
Luego ~ simetrias especulares
0 (Vy)=

simetrias rotacionales

Tabla resumen de transformaciones ortogonales de Vn.

Designamos por Vp al espacio vectorial euclideo de dimensiéon n, con n=1, 2, 3; f la
transformacion ortogonal de Vp; F el subespacio de vectores invariantes de f y M la
matriz ortogonal asociada a f.

n dimF F f M|
1 Vv, Identidad , I, 1
1 0 < {6}> Simetria central -1, -1
2 v, Identidad , |, 1
2 1 recta vectorial Simetria axial de eje F -1
0 < {6}> Rotacion vectorial de angulo o 1
3 \'A Identidad , I, 1
2 plano vectorial Simetria especular de plano F -1
3 1 recta vectorial Rotacion vectorial de eje F 1
0 < {6}> Simetria rotacional -1

Ademas, hemos demostrado:

EnV.,:

Toda rotacion vectorial se descompone en el producto de dos simetrias axiales
vectoriales (una elegida arbitrariamente).

EnV,:

3
i) Toda rotacion vectorial se descompone en el producto de dos simetrias especulares
vectoriales (una elegida arbitrariamente).

I1) Toda simetria rotacional se descompone en el producto de tres simetrias especulares
vectoriales.

2.8 Teorema de descomposicion de transformaciones ortogonales (1):

Toda transformacion ortogonal de Vp, se descompone a lo sumo en n simetrias
ortogonales vectoriales respecto de hiperplanos.

Para acabar este capitulo vamos a estudiar la descomposicion de una rotacion de V3 en

producto de tres rotaciones respecto de los ejes de coordenadas.

Teorema: Toda rotacion vectorial de V,, de eje arbitrario, se puede descomponer como el
Jeorema 3 ) p P
producto de 3 rotaciones vectoriales respecto de ejes de coordenadas.

U. D. de Matematicas. ETSI| en Topografia, Geodesia y Cartografia de la UPM 26



Transformaciones ortogonales del espacio vectorial euclideo

Esta descomposicion no es tnica. A continuacion, se demuestra como descomponer una
rotacion vectorial, de eje arbitrario de V, como producto de tres rotaciones vectoriales

respecto de los ejes X, y, z respectivamente.

En efecto, sabemos que toda rotacion vectorial de V, transforma bases ortogonales en
bases ortonormales de igual orientacion Y viceversa: Todo cambio de base ortonormal a
base ortonormal, definido por una matriz M cuyo determinante [M|=1 define una
rotacion vectorial de V.

- o

Sea B: {u1 ,U,, U, } la base usual de V,, que mediante la rotacion g(e, o), € transforma en

N - - —
B:v,,v,, v,

U
v
V3
o)
a3
¢ Ug
0
uz “/* a
\% 2
2
a, e<u2,u3> 1y,
Buscamos  un  vector a, L u,v,, y  unitario:

S
\/
l_
S

- - > > o > o>
luego:a, e\u,,u, NV, Vv, )Lu,v,.
5

R
Se verifica que la base de vectores {u,, a,,

— -

u,Aa 2}’ es ortonormal y su orientacion es
> o5 > - - - - -
igual a la de qu,,u,,u, r. Si llamamos a,=u, ,y a, = u,n a, , tendremos que existe
-
una rotacion de eje la recta vectorial definida por u, (eje x) y angulo ¢, tal que
(=
> o> > u1"|’ > > >
—’> .
Uy, U,,U, a,a,,a,

1 0 0
Su matriz asociadaes | 0 cos ¢

—sin @ | y su ecuacion:

0 sin @ cos @
(x\ (1 0 0 (x)
y'JZ(O CoS ¢ —sencp(- yJ
z/ 0 seng cosg /) \z
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> o o
Denominemos B '= <{a1,a2,a3}>.

- - - -

Consideramos ahora, la base de vectores {az AV, a,, vs} que también es ortonormal y

de igual orientacién que B'.

- -

- - -
Llamando b, =a,Av, , b,=a, , b, = v, , tendremos que existe la rotacion alrededor

- —

del eje definido por az (ejey) y angulo o tal que:

G

az,w

- > - - — -
{a1,a2,a3}——)‘{b1, b,, ba} cuya matriz asociada es:

(coso 0 senwm) (X (cose O seno) [x)
( 0 1 0 | y tiene por ecuacion LyJ 2‘ 0 1 0 ‘ : LyJ
\-seno 0 cosw/ z'/) \-seno 0 coso/ \z

Denominemos B "' = ‘{b“ b,, b3}>

> > >

Por tultimo, consideramos la base B" = {v1 AV v3}>, que es por hipdtesis, ortonormal y de

igual orientacion que B" , existe por tanto una rotacion de eje definido por b, = v, (eje z)

- o - ‘ k?2 0 - - -
y angulo 6 tal que: {b“bz,b?};){v“ v,, v3} , cuya matriz asociada es:

([cos © —seno 0) (x) (cose —sens 0) (x)
Lsene cos 6 OJ y su ecuacion es y*J :Lsene cos 0 OJ Lyj
0 0 1 z' 0 0 1/ \z
Resumiendo, la rotacion g(e,a) que transforma la base B = <{u1,u2,u3}> en B* =
{v1 AV vg‘}> , se puede descomponer de la forma siguiente:
- = G(X(p) - - - G(y(n) - - G(Ze) - - -
u,,u,,u, f ——>4a,,a,,a, ———>b,,b,,b, | ———>qv,,v,,v,

X — > X' —> X" —> X *
y su ecuacion sera:

(x*) (cos6 -seno 0)(cosw O seno)(1 0 0 [ x)

Ly*Jstene cos 0 OJ‘ 0 1 0 HO cos ¢ —semp(LyJ
z* 0 0 1/\-seno 0 cos 0/ 0 sen¢ cos¢ /\z
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CAPITULO TERCERO

3. Movimientos del Espacio Afin Euclideo

Recordemos que todo movimiento (isometria) T de Ep tiene de ecuacién
T(X) = T(A)+f(AXﬁj , donde A es un punto cualquiera de En y f es la

aplicacion asociada de V. Designaremos X'=T(X) v X € E .

Andlogamente a como hicimos en el espacio vectorial euclideo, definimos en primer
lugar, las simetrias ortogonales de Ep.

3.1 Simetrias ortogonales. Clasificacion.

3.1.1 Definicion: Sea Funa variedad lineal, no vacia, del espacio euclideo Ep de direccién
F (F: subespacio vectorial de Vp), luego £ =A+F , donde A es un punto
cualquiera de F.

Llamaremos simetria ortogonal respecto de Fa la simetria de base F'y direccion F* .

Se representa por Sg y si designamos Sz(X)=X, su ecuacion es X'=A +s; (ﬁ) ,
para cualquier X € E_, siendo Sg. la simetria vectorial asociada .

Obviamente los puntos de ' son invariantes por la simetria S

Interpretacion geométrica:

A+F Graficamente el par X, X' cumple
XX' 1L F
A d(X,F)=d(X\F)

3.1.2. Teorema: Un movimiento de Ep es involutivo si y solo si es una simetria ortogonal.

En efecto: sea T:E, » E, involutivo y fV_ — V_  su transformaciéon ortogonal
asociada, entonces:

. . . 2 2 . . . r

Si T es involutivo , entonces T° =1 = f =1, < f involutiva < f simetria

ortogonal vectorial respecto de un subespacio vectorial F = & . Ahora bien, siempre

X+TX)

existe A eE, tal que TA )= A (basta tomar A = ,vX e E,), entonces

A+E=Fes la base de la simetria ortogonal T.

El reciproco es obvio.
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Clasificacion de las simetrias ortogonales

Sea Fel conjunto de puntos invariantes, o base, de una simetria S r de Ep:

i) Si F={A} (dim F = 0), se designa Sz =S, y se denomina simetria central de
centro A.

ii) Si Fes una recta afin e (dim F = 1), se designa Sy =S, y se denomina simetria
axial de eje e.

iii)Si /= plano afin n (dim F = 2), se designa Sz =S_ y se denomina simetria
especular de plano .

Y en general, si (dim F = dim E,-1 = n-1), se dice que Sg es una simetria respecto
del hiperplano afin F,

Determinacidon de una simetria ortogonal respecto de hiperplano

1. Si M, N son dos puntos cualesquiera de Ep ,M = N, entonces existe una unica
simetria ortogonal respecto de un hiperplano H, SH, tal que S,(M)=N. El

hiperplano H se llama hiperplano mediatrizde My N
2.H={XeE, |dX,M)=dX, N)}

En efecto: L
1. Sean M,NeE_ , M= N; consideramos el punto medio P del segmento MN,

entonces el hiperplano Hg que pasa por P y es L MN determina una simetria
ortogonal S tal que SM )=N .

Ademas S es unica por ser unico el hiperplano Hg .

2. Veamos que H=H_ .

X

_ XM = XP + PM
Obviamente H, c H yaqueP eH_, yP eH yVv X eH_es con
XN = XP + PN

PM = - PN SN N RN S (RN Y RN N N O NN
, luego: (XM| =([XP| +[PM]| =[XP| +[PN| = |XN
PM 1 XP

— d(X ,M)=d(X,N)= X e H.

Veamos que Hc H,.
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Hay que probar que H L MN
Si X eH= [XM|=[XN| (+). Ahora bien:

XAI\/T = YI;+ PAIVT = YI;— PAI\T (P punto medio de MN)
. Entonces:

—

XN = XP + PN’

i ) ) -

XM| = XM- XM XP—PN} XP—PN)ZXP~XP—2XP~PN+

_ — A42 AAZ —_—

PN-PN =|XP| +|PN| -2XP -PN.

— 2 —— — — — Aa\ _ —> _— — _ —
XN :XN~XN:[XP+PN}(XP+PN)=XP~XP+2XP~PN+ PN-PN =
Aaz Aez —_— —

XP| +|PN| +2XP PN

—_— — _ — —_ — —_ —

De(*) = -2XP-PN =2XP-PN = XP-PN =0 :;PJ_PN,PM = X e H|

Movimientos. Planteamiento del problema

Vamos a estudiar las distintas clases de isometrias 0 movimientos de Ep, n=1,2,3,
teniendo en cuenta las consideraciones siguientes:

Sea T una movimiento de Ep , f su transformacion ortogonal asociada, definida por la
matriz ortogonal M respecto de cierta base ortonormal, y F el subespacio vectorial de
vectores invariantes por f. Designaremos por F la variedad lineal de puntos
invariantes por T. Se pueden dar 2 casos:

1°9). Si F= @, es decir, T tiene al menos un punto A invariante, entonces F =A+F y

vX eE, la ecuacion vectorial de T queda X'= A +f[A; ) o X'=A+MAX .

Luego T estd perfectamente determinado por un punto invariante por T y la
matriz M de la transformacién ortogonal f asociada a T.

2°) Si F =@ ,es decir, v X eE, T )= X, entonces elegido cualquier punto
A e E,, la ecuacion vectorial de T es X'= A'+ f(A; ) o X'=A+ fEA; )—I—A_A

—

Llamando u=AA"', queda X'= A+ M- AX +u y vemos que T esta perfectamente
determinado por un movimiento que deja invariante al punto A y el vector

- _

u=AA", que define una traslacion.
—_

Ay
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3.4.

Movimientos del Espacio Afin Euclideo

Proposicion : Si F= @ , entonces f verifica que dimF> 1.

En efecto, la ecuacion de T es X '= A'+flAX ) o X'=A'+M AX =A+MX-MA

=(A'-MA)+MX. Llamando C=A'-MA, entonces F es la solucion de X=C+MX <
(I-M)X=C , como F= @ , entonces rg(I-M)= rg(I-M/C) , luego rg(I-M)<n.
Por otro lado F es la solucion de la ecuacion X=MX< (I-M)X=0 y como rg(I-

M)<n , resulta que F= {6 }, luego dimF> 1.

Nota: Demostraremos mas adelante que si F= @, se pueden elegir Ay u de
manera que u sea paraleloa F .

Movimientos directos e inversos

Diremos que T :E, — E, es un movimiento directo si su transformacion ortogonal f
asociada verifica que f € 0" (V, ) y diremos que se trata de un movimiento iNverso si
fed (V,).
Como, fijada una cierta base ortonormal, f queda definida por su matriz ortogonal M
asociada, entonces :

T es un movimiento directo < |M| = 1

T es un movimiento inverso <« |M| = -1

Movimientos de E1. Clasificacidén y ecuaciones

Sean T un movimiento de E1, f V, - V, su transformacion ortogonal asociada ,M la
matriz que define f, F el subespacio de vectores invariantes por fy F la variedad
lineal de puntos invariantes por T.

1° SidimF =1< F =E| & T=I., (identidad), y suecuaciénes X'= X

2° SidimF =0< F = {A}:A+{6 }, luego F={6 } , por tanto f=-I, , y la ecuacion de T es :

=)

X'=A-l,, | AX ] & X'=A-AX & X'= 2A-X.
T es la simetria central de centro A. Se designa SA

Interpretacion geométrica:
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3° Si F =2 y dimF=1 (ya que dimF> 1) ,entonces f=l, y la ecuacion de T es

__>\ -

X'= A+l [AX ) +AA',donde A es un punto cualquiera de Ej, llamando
a = LAA'J queda X '= X +a

- —
T es una traslacion de vector u = AA"'. Se designa T, .
u
Interpretacion geométrica :.

-
X=X+u

e

3.4.4. Tabla resumen:

dimF F F T M|
1 Ei=A+V, | V, Identidad :I¢ 1
0 A+{O } {0 } Simetria central:Sy -1
%) V, Traslacion T, 1
3.5. Movimientos de E2. Clasificacidén y ecuaciones

Sean T movimiento de E,, f su transformacion ortogonal asociada de V,, M la
matriz que define f respecto de cierta base ortonormal, F el subespacio de vectores
invariantes por fy F la variedad lineal de puntos invariantes por T.

1° SidimF =2 & F=E, « T=I_ (identidad)y su ecuaciéones X'= X .

2° SidimF=1 < F =A+<a> (recta afin donde A es un punto cualquiera de F), entonces

F=<u> (recta vectorial) luego f es una simetria axial de V2 y por tanto, la ecuacion

SN cosa  Sena
deTes X'= A+ M- AX , donde ,M:f )
\sena - cosa)

T es la simetria axial respecto de la recta e= F. Se designa Se
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PSidimF =0 & F={A} :A+{6 }, luego F={6 }, entonces f es una rotacion vectorial.de
( cosa -—sena)

szlaecuaciéndeTesX'zA+M'KX ,dénde M .
\seno cosa /

T es larotacion de E, de centro Ay angulo o.. Se designa G(A, a)

Interpretacion geomeétrica:
X’

4° SiF =2 , tenemos que considerar dos casos
4°%) dimF=2 < F=V),luego f=1, ylaecuacionde T es

X'= A+l (AX ) +AA ', donde A es un punto cualquiera de E». Llamando

> — -

u=AA"tenemos X'= X+uU .
=7 - .
T es una traslacion de vector u = AA"'. Se designa T,
u

Interpretacion geométrica:
4
, —>
X=X+u

ol

>

4°%) dimF=1< F=< V> , luego f es una simetria axial de V, de eje F y la ecuacién de

— (COSOL sena
Tes X'=A+M-AX+AA" | donde M = .
\sena - cosa)
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Demostraremos, mas adelante que podemos tomar A tal que el vector u = AA'
- (_) N ) -
verifique que U||F L Uu=»_1aVv, e ER) ,y llamando e=A+\ U / , entonces

T=T,0S, =S,oT, .

%
T recibe el nombre de simetria deslizante de elementos ey u . Se designa S(e, v.)

Interpretacion geométrica:

X
e
> > X
u
3.5.,5. Tabla resumen:
dimF F F T M M|
10 )
2 E2 V2 Identidad I, 01 ) 1
- - (cos o sena
1 |A+H u u Simetria axial Se \sena -cos a/ -1
= (COSa -sena)
0 {A} i 0 J> Rotacion G(A, o) (sena cosa ) 1
10 )
%) \%] Traslacion T, 01 ) 1
- (cos o sena
%) u Simetria deslizante \ senoa - COoS OL) -1
S(e,U)

3.5.6. Ecuaciones
Dada wuna referencia ortonormal R de E, respecto de la cual

T )

+La ecuacion de la rotacion G (A, a%, de centro A y angulo a._ es:

(x A [a\ (cos a —sena) (x —a o q
= + .
yJ b) Lsena  cosa )y - b)' perando tenemos:
(X\ [C\ (COS o —sena) (X c=a—a coso+b sen o
= + donde
yj d) \seno cosa J y) d=b—a sena.—b cosa
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‘)“?Ti
=
agEs
1 10 0 1
( \ f \(\ X'=C-X COS a-YSsen a
= ij:’ccos a@ -sena ’LXJ = { ,
y'=d+Xxsena +y COSa
y"” \dsen o cosa /\y
La ecuacion de la simetria axial Se, de eje e (que pasa pasa por A y tiene de
inclinacion o/ 2), es:
xY [a) (cosa  sena \[x—a\
= + .0 do:
(yj [b) \sena -cosa/ y—b} peranco
(x' [c\ (cos « sena\[x\d ; c=a-a cosa-bsena
=| |+
yj d) "Usena -cosa) y} on e{d:b—a sena +b cos a
1 10 0 1
( \ ( \( \ X'=C+X COSa+Yysena
@ij:‘ccos o sena ‘LXJ@{ , :
y'=d+xsena-y COSa
y” \dsen o -cosa/ly
eLa ecuacion de la traslacion T, de vector u es:
1 10 0\[1
x} [m) [10 )[x) (1! A1) X'= X+m
= + & [ x| ={m1 Of|x| < . .
y) = n) o1 Ny y'=y+n
y no 1/ \y
+La ecuacion de una simetria deslizante T, oS, , de vector u y eje e ( que pasa por
Ay tiene de inclinacién a/2), es:
(x\ [a\ (cosa  sena \[x—a\ (m\ o .
yj b) sena -cosa) y—b) n )+ operando tenemos
(x\ [e\ (cos « sena\[x\ {e:a—a cos o — b sena +m
1= + con
y) f/ \seno - cosa) y} f=b-asena+b cosa +n
1 10 0 1
( \ ( \(\ X'=e+X CcosSa +Yysena
o x'=‘ecos a  sena ‘x @{
y'=f+xsena -y cosa
yY \fsen o -cosa/ly
3.6. Movimientos de E3. Clasificacién y ecuaciones

Al igual que en E2 , denotaremos por T un movimiento de E,, f su transformacion

ortogonal de V3 asociada , M la matriz de orden 3 que define f respecto de cierta
referencia ortonormal R , F el subespacio de vectores invariantes por f, y F la
variedad lineal de puntos invariantes por T.

1°Si dimF =3 < F =E,, entonces T=I. (identidad) y su ecuacion es X '= X, respecto de
cualquier sistema de referencia.

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia de la UPM 36



Movimientos del Espacio Afin Euclideo 37 @

f‘_
|
5l i!_:‘
3

V. g a)
>

f

-

2°SidimF=2 < F =A+<G, v> (plano afin donde A es un punto cualquiera de F),

— —

entonces F=<u, v> es un plano vectorial y f es, por tanto, una simetria especular de
V3.

> 5 o

Si consideramos la referencia ortonormal de E ,: RZ(O, {u],uz,u3}j, dextrogira (de

- > - -
igual orientacion que la referencia canonica) y tal que <u1, L5> =<u, v>, entonces la

ecuacion de T respecto de la referencia R es X'=A+ M- AX , donde

(10  0)
M=Lo1 0J,|M|=—1
00 -1

T es la simetria especular de base F =A+<a, ;> .Se designa por S, donde n=F

Interpretacion geométrica :
X

XX'L m,y,d(X, n)=XH = HX" =d(X', 7).

3 SidimF =1 <« F =A+<G> (recta afin donde A es un punto cualquiera de F), entonces

F=<u> es una recta vectorial y f es, por tanto, una rotacion vectorial alrededor de la

recta F .

> o5 o

Si consideramos la referencia ortonormal de E, RZ(O, {u] Uy, U, }j , dextrogira tal

-

que <u1> =<u> , entonces la ecuacion de T respecto de la referencia R es
(10 0
X'=A+M-AX ,dondeMZ(Ocos a —sena)

\0sen o« cosa /
T es la rotacion de eje e=F y angulo o Se designa por G(e, a.)
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Interpretacion geomeétrica:

e=F

A
X,/<x i
a X Los puntos X ,X'estan en

un plano 1 e, y el angulo
XAX'= «a

Si o =180° se trata de la rotacion de eje e que contiene al punto A, Ge,1309)-

4° SidimF =0 < F ={A}=A+{O>, luego Fz{O} y f es, por tanto, una simetria rotacional

expresable como el producto conmutativo f=Sp°G(D, a),donde P es el plano de V3
que define Sp y D es la recta vectorial , ortogonal a P, que define Gy, ¢ )Si

R

consideramos la referencia ortonormal de E, RZ(O,{ul,uz,%}j, dextrogira tal que

<u1> =D,y <u2, u3>=P, entonces la ecuacion de T respecto de la referencia R es

(-10 0
X':A+M-X)Z,déndeM=( Ocos o -sena | M| = -1
\Osen a cosa /
D es el subespacio propio asociado al valor propio A =—1

T es la simetria rotacional de centro el punto doble A, y elementos la recta afin
r=A+Dy el plano afin ©1=A+P. Se designa por S(r, i) .
Si 0.=180° se trata de la simetria central de centro A, SA.

Interpretacion geométrica :

llX

X*/g\

OX’
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5% Si F =@ , tenemos que considerar los siguientes casos:

AQ\ N

5%) dimF=3« F=V3 , luego =, y la ecuacion de T es X'=A+l, (AX ) +AA', donde A es

un punto cualquiera de E3. Llamando u = AA' , tenemos que X'= X + u, respecto de
cualquier referencia de E3.

T es la traslacion de vector u = AA"' . Se designa T,
u
Interpretacion geométrica :

- X'
T

X

|

c
[
X
~

-

5%) dimF=2 < F=<T/ W> (plano vectorial) , luego f es una simetria especular de V3

A;\ .,

respecto del plano F ,y la ecuaciéon de T es X'=A+M(AX /+AA' .Si consideramos la

> o5 o

referencia ortonormal de E, RZ(O,{ul,uz,u3}], dextrogira y tal que <J1 L5> = <v, w>

(10  0)
entonces MZLO 1 OJ M| = -1
00 -1
Podemos tomar el punto A tal que G = AvAﬁ' sea paralelo a F

(U=AVv+uw con i,peR),yllamando Tc=A+<v, W>, entonces

T=T,0S =S oT,

T es la simetria deslizante de elementos © y u . Se designa por S

(m, u)

Interpretacion geométrica :
X

L S
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e
o |
E.l /

S

59) dimF=1 < F=<T/> (recta vectorial) , luego f es una rotacion de V3 respecto de

larecta F, ylaecuacionde T es X'=A+M(KX ) +AA" Si consideramos la referencia

ortonormal de E ; R= (O ,{u1, U, U B , dextrogira con <u1> =<v> , entonces
(10 0 )
M=)Ocos o —sena’.|M|=1
\0sen o cosa /
Demostraremos que podemos tomar el punto A tal que u = AA' sea paralelo a F

(u=2av, r=0),yllamando e=A+<v> ,entonces T=T,°G,, =G ,°T.

-

T es un movimiento helicoidal de elementos e, o y u .

Interpretacion geométrica:

e
NG
A S
u
/1\
X X*

=

X,X*estan en un plano 1 e porAy XjX' =u

3.6.6. Tabla resumen:

dimF F F T M M|
(10 0)
3 E3 V3 Identidad: I, LO 10 J 1
001
(10  0)
2| A+ <C, \X/> <C, \7v> Ssl}‘;:ztlr;lzrs Lo 1 oJ -1
N
- 00 -1
(10 0 )
I A+<7/> <T/> Rotacion: G(e, o) ) 0cos a -sena ‘ 1
\0sen o« cosa /
Simetria rotacional:  |(-10 0 )
0 A+‘{6} {6} S, OG(E,Q) = G(m) °S, ‘ Ocos o -sena ‘ -1
conA=ennyeln |\Osen o cosa /

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia de la UPM 40



Movimientos del Espacio Afin Euclideo

|
= |
]
(10 0)
%] V3 Traslacion: T, LO 1 OJ 1
001
<* ”> Simetria deslizante: (10 0)
vV, W =
%] S( ﬁ)con || u L01 OJ -1
00 -1
Movimiento (10 0 )
%) <;> helicoidal: G(e,? ) ) 0Ocos o -sena ‘ 1
con ¢llu \0sen o cosa /
3.6.7. Ecuaciones:

Sea R una referencia ortonorm al de E, (que iremos especificando en cada caso),
(x) (%)
tal que si X = LyJ , entonces su transformado mediante el movimiento sea X '= Ly j

z z

(a)
eLa ecuacion de la traslacion T.,devector u = LbJ , respecto de cualquier
c

referencia R, es:
(1) (10 00 (1)

(X" (a\ (100 \[x\ ||x| X'=a+X

vi=lofeor o x| la 100 :

y'| = y|e = : < |y'=b+y.
" |bo1 0

\z) LCJ L001 JLZJ LZJ L JLZJ zZ'=c+2

c 001

La ecuacién de la simetria especular Sg de plano =, considerando la referencia

> >

RZ(O, {ul,uz,u3}], ortonorm al y dextrégira, tal que los vectores u,, U, sean
paralelos a m,es .
(a)
Si A un punto de T, tal que A = LbJ respecto de R:
c

(XN (a\ (—10 O\\ (x-a\ (1\ (10 0 0\ (1\

| x| l2a 10 ol lx]
R I R e
z! c 00 1/ \z-c . 00 0 1)\
X'=s-X+2a
e Y'=y (*)

Z=Z
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sLa ecuacion de la simetria deslizante T,oS_ , considerando la referencia

u
> o o . > -
R=| O,{u,,u,,u,; |, ortonormal y dextrogira, tal que los vectores u,,u, sean

paralelos a 7, es.
(m) (@)
Si A un punto cualquierade m y u = Ln J , A = LbJ respecto de R, (u paralelo a m)

p C

entonces :

(x\ (a (—10 OVX a\ (m\

I ) e

#m) (=10 0)(x) |{:\| |(2a1+cr)n _100 ?H(l\l
S A Wl e R

po0 z
X'=2a+m-x
S y'=n+y (*)

z'=p+z

2a

—
N < X
«- -

Il
o

-~ O

> > >
sLa ecuacion de la rotacion G,,,,, considerando la referencia Rz(O,{ul,uz,u3}j,

ortonormal y dextrogira, tal que J1 sea paralelo al eje e, es .
(a)
Si A un punto cualquieradel ejeey A = [bJ respecto de R,

C

x\ (a) (10 0 V(x-a)
Ly' LbJ +)0cos o —sena‘Ly—bJ.Operandoz
z! ¢/ \0sen o cosa/\z-c

x' 0 1 0 0 X

e=b-b.cosa+c-sena
y'|=|le|+]0 cosa -—sena ||y con{
z f

f=c-b.-sena -c-cosa
0 seno. cosa |z

1 1 0 O 0 1 '
[x =X
x' 0 1 0 0 X
= = s {y'=e+y-cos a-z-sena (*)
y' e 0 cosa -sena ||y '
z'=f+y-sena +z-cos a
z' f 0 sena cosa )|z

Sia =180°; T es la simetria axial de eje F .
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eL.a ecuacion de un movimiento helicoidal T,oG considerando la referencia

u

(e,a)?

> 5> o -
RZ(O, {ul,uz,u3;j , ortonormal y dextrogira, tal que u, sea paralelo al eje e, es .

Si A un punto cualquieradel ejee,y A = [bJ G = Ln J respecto de R (G paralelo a
C p
(x\y [a) (10 0 Vx-a) (m)
e), entonces : ( y'

= LbJﬂ Ocos a -sena |Ly— bJ +LnJ. Operando:
\z) \c¢/ \0sen o <cosa/\z-c p

(d) (10 0 \[x)
e

= J+‘ O0cos « —sena‘LyJ donde:
f

\0sen o cosa /\z

=Cc-b-.-sena-c-cosa+p

Y (10 0 0 (1)
x'| Td1 o o x| I .
YJ_‘eOCos a _Sena’LyJ:{y=e+y-003a—z-senoc()

[x': d+ x

lz': f+y-sena +z-cos a

[ x

Ly

z

d=m
{ebb'COSa+C'Sena+n<:>
f

|(1

L fO sena cosa J\z

-La ecuacion de una simetria rotacional G ,,, oS r , considerando la referencia

-

- > - - -
RZ(O, {ul,uz,u3;j , ortonormal y dextrdgira, tal que u, sea paralelo al eje ey u,, u,

sean paralelos al plano w es :
(&)

Si A el centro de T( tUnico punto doble), y A = LbJ respecto de R
c

(x) (a) (10 0 y(-10 0 x-a)

Lyj = bJ +) 0 cos -sena ‘L01 OJLy—bJ ; operando :

z! ¢/ 0sen o cosa/\0O 1N\z-c¢

x} (d) (10 0 \x) [d-2a

y' :LeJH 0 cos —sena‘LyJ con{e=b-b-cosa+c-sena
z! f/ (0sen a cosa /\z [f:c—b~senoc—c-cos,a
1) (10 0 0 (1)

| 1d -10 o x|

X

= '=e .coSa —z-sena (*
yj ‘eO cos a —sena’LyJ:Hy wy * @ (%)
Zl

\ fO sen o CoS a )

R

R

z
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Si a = 180°; entonces T es la simetria central de centro A.

(*) : Para hallar las ecuaciones respecto de cualquier otra referencia, basta aplicar un cambio
de referencia. Sin embargo, es mas adecuado hallar previamente la matriz de la
transformacion ortogonal asociada respecto de la base de vectores deseada, mediante
un cambio de base, y posteriormente hallar la ecuacion del movimiento en la
referencia que contiene a dicha base de vectores (ver cambio de base de una

transformacion lineal). Quedara una expresion de la forma X'=A+PMP'AX,

— >
donde A es un punto doble de T, o bien, X'= A +PMP~' AX+u si T no tiene puntos
dobles, siendo P la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores

> oS> o

u,, W, u, respecto de la base deseada, o de la canonica si es el caso.

3.7. Teorema de descomposicion de movimientos de En.
(Cartan-Dieudonng¢)

En la pagina 26 resumiamos el teorema de descomposicion de transformaciones
ortogonales de V_  para n=2,3 (para n=1 es obvio). A partir de aquél, podemos
demostrar el siguiente teorema de descomposicion de movimientos de E | (n=1, 2, 3).

Teorema: Sea T un movimiento de Ep. Se verifica:

1. Si T tiene al menos un punto invariante A € E_, entonces T es el producto de, a lo
sumo, n simetrias ortogonales respecto de hiperplanos de E, (simetrias axiales si T
es un movimiento de E, 6 simetrias especulares si T es un movimiento de E ;).

2. Si T no tiene puntos invariantes, entonces T es el producto de, a lo sumo, n + 1
simetrias ortogonales respecto de hiperplanos de E .

Demostrémoslo, por ejemplo, paran =3 :

1. Suponemos que T tiene, al menos, un punto A e E, invariante; entonces

T(X) =A+ f(ﬁ) o X'=A+ f(ﬁ) ; pero, hemos visto que f se puede
descomponer en el producto de, a lo sumo, 3 simetrias especulares vectoriales,
entonces f=s_ ...5 conp<3= X'=A+s o~-~osl(A—)Z).

Llamaremos S, a la simetria especular que deja invariante al punto A y tiene como
transformacion ortogonal asociada s, , i=1,...,p, (Si (X) =A+s, (ﬁ)) . Se tiene
entonces que T=S_ o---0S ,p<3,es decir, T es el producto de, a lo sumo, 3

simetrias especulares.

2. Si T no tiene puntos invariantes, entonces elegido un punto A € E, de homdlogo
T (A) =A', sabemos que existe una unica simetria especular S tal que

SA )= A'=TA ). Como las simetrias son involutivas ,se verifica que
S-SA)=A=S-TA), luego el movimiento ST deja invariante al punto A. Por
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tanto, aplicando el apartado 1, se verifica que SeT =S o---0§ p <3; luego
T=S" oS o-:+0§=SeS o---oS, por lo tanto T se descompone en p + 1< 3 +1, es

decir, a lo sumo en 4 simetrias especulares.

Corolario: Llamamos F a la variedad lineal de puntos invariantes por T. Si T es el
producto de p simetrias respecto de hiperplanos (p=1,2,....n) y F =, E, se verifica

entonces que dimF = n-p.

Veéamoslo para n=3:
Suponemos que T no es una simetria especular (p=1) pues estariamos ante un caso
trivial . Hay dos posibilidades:

a)si T=S,08S,,entonces F= F, nF,, siendo:
F,: Variedad lineal de puntos i nvar iantes por S, .
, , , ) , donde F,#F, (si no:
F,: Variedadlineal de puntos i nvar iantes por S,
S =S,y T=I, );luego F= F, nF, es una recta vectorial (ha de ser F = @)y,

por tanto, T es una rotacion alrededor de F, y 1=dim F =3-2.

b)si T=S,08S,0S,, entonces F=F, n F,nF;, siendo:
F,: Variedad de puntos invar iantes por S,
F,: Variedad de puntos invariantes por S, . donde F,, F, y F; son sendos

F,: Variedad de puntos invar iantes por S,

planos afines distintos que determinan una radiacion de planos (si no estariamos en
un caso anterior, o su interseccion seria @ ), entonces F,n F, n F, = {A}, por tanto,

T es una simetria rotacional y O0=dim F=3-3.

Aplicaciones del teorema de descomposicion

Como consecuencia de los teoremas de descomposicion de Ep y de Vp , tenemos:

Teorema 1: Descomposicion de movimientos de E2

a) Toda rotacion de centro A y angulo o puede descomponerse en producto de 2
simetrias axiales cuyos ejes pasan por A , pudiéndose elegir libremente una de ellas.
El angulo que forman los ejes es a/2.

El reciproco también se verifica: el producto de 2 simetrias axiales de E, es una

rotacidon cuyo centro es la interseccion de los ejes y cuyo angulo es dos veces el
formado por los ejes .
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Interpretacion geométrica :

X
) e,
A o/2
€1
X

b) Toda traslacion de vector i puede descomponerse en producto de dos simetrias
axiales de ejes paralelos entre si, cuya direccion es ortogonal a u y tales que la

) ) |
distancia entre ambos es 5|u| .

Reciprocamente: El producto de dos simetrias axiales de ejes paralelos es una
traslacion de vector i =2V donde Vv es perpendicular a los dos ejes y tal que:
t.(F)= F2 , siendo F1 y F2 los ejes de las simetrias.

Interpretacion geometrica :

e, =F,

3.8.2. Teorema 2: Descomposicion de movimientos de E;

a) Toda rotacion de eje e y angulo o puede descomponerse en producto de 2
simetrias especulares cuyos planos se cortan segun el eje e, pudiéndose elegir
arbitrariamente una de ellas. El &ngulo que forman los planos es o /2.

Reciprocamente: el producto de dos simetrias especulares de E; de planos no

paralelos, es una rotacion cuyo eje es la interseccion de los planos de simetria y cuyo
angulo es dos veces el formado por dichos planos.
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Interpretacion geométrica :

%

a/2

>X”

X" \

b) Toda traslacion de vector i puede descomponerse en producto de dos simetrias
especulares de planos paralelos entre si y perpendiculares a u, tales que la distancia

1. . o
entre ambos sea §|u| . Uno de ellos puede elegirse arbitrariamente con tal de que sea

perpendicular a u.

Reciprocamente: el producto de dos simetrias especulares de planos paralelos es una
traslacion de vector i =2v donde v es perpendicular a los dos planos y tal que:
t.(F)= F2 , siendo F1 y F2 los planos de puntos dobles de las simetrias.

Interpretacion geométrica :

3.9.

X’ ?->
1 \'

Estos resultados son consecuencia directa de los teoremas de descomposicion de
movimientos y de la descomposicion de rotaciones vectoriales de E, y Es.

El grupo de las traslaciones

Teorema: El conjunto de las traslaciones respecto de la composicion es un grupo
conmutativo.

En efecto , basta ver que es un subgrupo de 0 (E,); pero, es obvio, puesto que la
transformacion ortogonal asociada a cualquier traslacion es |, , luego la

., . 2
transformacion ortogonal asociada a T,oT, es I, =1, , por tanto, el producto de

4 u

traslaciones es una traslacion . Ademas:
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r

e

TﬁML(X)zTiT%OQ =(X+§j+3= X+(E+3J=X+(;+Hjngo

v 4 u

es conmutativo T,oT,=T, ., =T, .

v u u+v v+u

Producto de movimientos
Vamos ahora a estudiar como consecuencias de estos teoremas:

1) Producto de una rotacion y una traslacion.
i1) Producto de una simetria respecto de hiperplano y una traslacion.

i) Producto de una rotacién y una traslacion

Sean un giro G, y una traslacion T, :

u

*En E2:

En este caso F ={A} y por los teoremas 1 y 2 podemos descomponer en
Gam =525 o .
T, =808, (81, 82, 83, simetrias axiales de ejes e,, e,, e;) tal y como se

indica en la figura. Entonces:

T.0G,, =S;°8,08,08,=8,08, =G, .,

u

(A'es el punto interseccion de los ejes e, y e,).

De manera anéloga se procederia en el caso de traslacion por giro. Luego, el
producto de una traslacion y un giro de E, es otro giro de igual dngulo y distinto
centro.

Interpretacion geométrica:

*En E3:
Sea F = e una recta afin. Vamos a considerar 2 casos:

a) El vector u de la traslacion es paralelo al eje e de la rotacion:
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Entonces T_,0G es el movimiento que hemos llamado helicoidal. Nos faltaba ver

M (e )

que el anterior producto es conmutativo, es decir: T, oG(w) = G(w) oT,.

Demostracion:
Sea A e, entonces :

T.9G(y=T.[ Gy (A)|=T.(A)=A+u=A'ce

u

6oy T. =G| T.(4) =G, (A+uj ~G, (A)=A"

Como, para cada X €E, , X = A + AX, tenemos:

T,oG ., (X)=A"+M, M, AX M, matriz asociadaa G, |
, »stendo M, =1,: matriz asociadaa T,
Go T (X)=A'+M,-M, AX v
y,como M,-M, =1,-M, =M, I, = M, -M,, se deduce que:
Tﬁ ° G(e,oc) = G(e,oc) OT*

5
b) El vector u de la traslacion no es paralelo al eje e de la rotacion:
-
> s ) u,: perpendicular a e
Podemos descomponer u = u,+ u,, siendo

5
u,: paralelo ae

>
- u,
u

u u +L12 u, +U1 u u,

a? T.=T. =T, =T oT,
e

luego: T, oG,y =T, {T* ° G(e,a)j =(*)

u U

Usando la propiedad asociativa del producto hallamos primero T, oG(m) (31

perpendicular a e) y, procediendo de manera semejante a como haciamos en E,,
descomponemos :
Glo=S,°8 y T. =8;08, (S,,§,, S, simetrias especulares de planos =, m,,7 4

respectivamente) como se indica en la figura.
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a2 1
OL/Z 3
2

->

, 1/2 U4
el
e
Entonces, T, oG, =S,°8,°8,8,=5,°8, =G,

siendo e '= n, " n, y €' paraleloae.

Sustituyendo en (*), resulta:

T, oG, =T. o(Tﬁ °G, u)) =T, oG, siendo ¢'y u, paralelos entre si, luego se
u ’ u, u ’ u, ’

trata de un movimiento helicoidal.

Ademas, y como consecuencia del apartado a), esta descomposicidon es conmutativa

- - -

y es unica por ser unica la descomposicién u = u,+ u, .

NOTA: Se podria decir que todo movimiento directo de E, es un movimiento

helicoidal, considerando que las traslaciones son movimientos helicoidales cuyo
angulo de rotacion es 0°, y que las rotaciones son movimientos helicoidales cuyo

5
vector de traslacion es el 0.
Si aplicamos el teorema de descomposicion a los movimientos helicoidales, resulta :

Corolario: Todo movimiento helicoidal es el producto de 4 simetrias especulares
COMmMo maximo.

Interpretacion geométrica:

/2

/.
e

/
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if) Producto de simetria y traslacion

Sean una simetria SF (F hiperplano) y T, una traslacion.

Consideraremos dos casos segiin que u y F sean paralelos ¢ no.
Como el estudio es totalmente analogo para E, y E3, lo haremos para E,.

Sea F = e unarectaafinde E,:

-

a) Supongamos que u y e son paralelos, entonces T, oS, es una simetria deslizante.

u

Veamos que T, oS, =S, oT,.

T,0S,(A)=T.[S,(A)]=T.(A)=A+u=A" € ¢
Si A e, entonces : ! ! ! N .
SeoTﬁ(A)=Se[Tﬁ(A)}=SS(A+uj=Se(A')=A'

u

Como paracada X eE, X=A+AX, entonces:

M, =1, : matriz asociada a T, Y

u

T, oS, (X)=A"+M, M, AX M, : matriz asociada a S,
¢ donde

S.oT.(X)=A%M, M, AX

M, M, =1,-M, =M, 1, =M, -M,, y portanto T, oS, =S oT,.

- - -

.
b) Si u y e no son paralelos, podemos descomponer u - u,+u, :

u2 e . u,y e son perpendiculares
, donde: \ y

u,y e son paralelos

T,=T, ,=T,0oT,.Portanto, T, oS, =T, o(Tﬁ osej:(*),

N
u up +uz Uy uy u u, uy

Usando la propiedad asociativa, calculamos en primer lugar T, oS, (u, y e

> e
i1/2u1

perpendiculares).
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Por el teorema 1b, T, =S, oS, con e'y e paralelos entre si y perpendiculares a u,
tales que T,.(e)=e' , entonces, T, oS =S, 0S oS =S.(S,°S.)=S.; y
2! !

sustituyendo en (* ) obtenemos :

=T, oS ,, con

N
e'y u, paralelos
luego se trata de una
ej Uz ‘ e'= T1 > (e) ’ s
-u
2 1

T,o8, =T, O(Tﬁ oS

u u,

=

simetria deslizante de eje €' y vector u, .
Ademas, y como consecuencia del apartado a), esta descomposicion es conmutativa

- - -

y también es Unica por ser Unica la descomposicion u - u,+u, .

En E,, F = = (plano afin de E,), y el proceso es totalmente analogo, considerando
simetrias especulares en lugar de axiales.

Si aplicamos el teorema 2 a las simetrias deslizantes, resulta:

Corolario: En E, (respectivamente E, ) toda simetria deslizante es el producto de 3

simetrias axiales (respectivamente especulares). (Ver teorema de descomposicion de
movimientos 3.7.)

Interpretacion geométrica:

->
X 1/2 u
—>
€4
- - X’
€ e

3.11. Resumen de la descomposicion de movimientos
Los resultados de aplicar el teorema de descomposicion a los movimientos de E, y
E3, en resumen, son los siguientes:

*En E2:

1°) Toda rotacion (giro) de E,, de angulo o = 0, se descompone en el producto de 2
simetrias axiales cuyos ejes pasan por el centro de la rotacion y forman entre si un

angulo % , pudiendo elegirse libremente una de ellas.
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2°) Toda traslacion de vector u = 0 de E,, se descompone en el producto de 2

simetrias axiales de ejes e, y e, paralelos entre si y perpendiculares a u, tales que,
e, = T,.(e,) pudiendo elegirse libremente una de ellas.
> u

.
3% Toda simetria deslizante de E, cuyo vector de traslacion u = 0, se descompone
en el producto de 3 simetrias axiales cuyos ejes respectivos e,, e,, e, verifican que:

e, y €, son paralelos entre si y perpendiculares a e,
T,.(e,)=c¢;

2
En E3:

1°) Toda rotacion (giro) de Es, de angulo o = 0, se descompone en el producto de 2
simetrias especulares cuyos planos contienen al eje de la rotacién y forman entre si

un angulo % , pudiendo elegirse libremente una de ellas.

2°) Toda traslacion de vector u = 0 de E,, se descompone en el producto de 2

.
simetrias especulares de planos =,y n, paralelos entre si y perpendiculares a u,
tales que =, = T, (n,) , pudiendo elegirse libremente una de ellas.
E u
N
3% Toda simetria deslizante de E; cuyo vector de traslacion u # 0, se descompone en
el producto de 3 simetrias especulares cuyos planos respectivos w,,7,, 7, verifican
n, L =,,m,

ue: —

q T,. ( nz) =T,
—u

2

4°) Toda simetria rotacional de E;, de angulo a # 0, se descompone en el producto
de 3 simetrias especulares cuyos planos respectivos w,,m,,n, verifican que :

m,,m,, T, pasan por el punto invariante

éﬂg(ﬂz,ﬂ3) :%

T, L m

N
5% Todo movimiento helicoidal de Es, de angulo o # 0 y vector de traslacion u # 0
se descompone en el producto de 4 simetrias especulares cuyos planos respectivos
m,,M,, M, ¥ T,, verifican:

éng(nl,nz):%

NOTA: Obsérvese que por ser las simetrias respecto de hiperplanos,
transformaciones involutivas, entonces:
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i) En E,: La identidad I se puede escribir como el producto de una simetria axial

(elegida libremente) por si misma.
ii) En E,: la identidad I., se puede escribir como el producto de una simetria

especular (elegida libremente) por si misma.

3.12. Tabla resumen de clasificacion de movimientos de En_(n=1,2,3)
Designamos por F la variedad lineal de puntos invariantes por el movimiento T:

E1

F=E : I (traslaci(')n de vector Oj

Movimientos directos Traslaciones

- -
F=0: (traslacién de vectoru # Oj

Movimientos inversos{F = A: (Simetria de centro A)} Simetria respecto a un punto

E2

F=E, : Identidad (traslacion de vector 0)

Movimientos directosq F = A : rotacion de centro A, o #0 Rotaciones y Traslaciones

> o

F=( : traslacion de vector u# 0

F=e¢ :Simetria axial (deslizante con u =0)
Mvtos. inversos N Simetrias deslizantes
F = :Simetria deslizante (u # Oj

E3

F=E,: I; (traslacion de vector 0)

F=E,: I (traslaciéon de vector 0)

Movimientos directos Mvtos. helicoidales

- >
traslacion de vector u # 0

F=0 :

Mvto. helicoidal(oc # O,E # 6)

F =p : Simetria especular

Mvtos. inversos ¢ F= A :Simetria rotacional (o0 # 0) Simetrias rotac. y deslizantes

F=O :Simetria deslizante (; # 6)
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CAPITULO CUARTO
4. Homotecias del espacio afin euclideo

4.1  Homotecias vectoriales de Vn (n=1,2,3)

Definicion: Sea Vp el R-espacio vectorial euclideo asociado a Ep, llamaremos
homotecia vectorial de Vy de razon k#0 a toda transformacion lineal:

V.—V,
5 . Se designa por hi
U — U =ku
Interpretacion geomeétrica
con k>0
>
ku

<V

Propiedades: Toda homotecia vectorial hx de Vy verifica que:

1) hk. es una transformacion lineal.

i1) hk. es biyectiva.

iii) hk. no es una transformacion ortogonal, es decir no conserva el producto escalar,
salvo si k=1,-1.

En efecto:

H[h (u+v) k(u+v) kutkv=h (u)+h (v)
Lh(ku) k(XU) (k}»)u—k(ku) ?»h (u)

Luego h es lineal.

i1) Por ser lineal basta demostrar que N(hk) ={ O}

Si h, (Tj) klj = 6 = L_j = 6, puesto que k#0 por hipotesis.
[ (0)=ku

i) 4 <
lhe(v)=kv

Luego h (U)-h (V) = ku-kv = K2(U-V)# (U-V), salvo si k # +1.
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Ecuacion:
- - -

Sea B={e1,ez,-- € } una base ortonormal de Vp (n=1,2,3) y hkx una homotecia

n

vectorial de Vp .Respecto de B la matriz M asociada a dicha homotecia tiene por
columnas :

{&.) -0

{5,k -(0k,.0)

(k 0 - 0)
0 k - 0] . . iy
Luego M=L =k.Ip ,por tanto, M| =k y la ecuacion matricial de hy es
0O 0 - kJ

X'=K.I X|, respecto de la base B.

Observaciones.
1) Si k=1, entonces M=Ip, por tanto, h] = I'yp.
i) Si k=-1, entonces M=-Ip, y h-1 = -I'yp., simetria central de Vp

iii) Si k#1, el tnico vector invariante por hi es {0},68 decir, F={0}.
Definicion

Si k>0 se dice que la homotecia hi es directa.
Si k<0 se dice que la homotecia hi es inversa.

Caracterizacion de las homotecias vectoriales de Vn

Sea h una transformacion lineal de Vp, . Se verifica que h es una homotecia vectorial
siy solo si h(D)=D para cualquier recta D de V.
En efecto:

—

=) Sea h la homotecia vectorial de razon k, y D=<V>:{K vV, A ER} una recta

cualquiera de Vp, entonces h(k \7) Zk(K ;) =(k k); €D, luego h(D)cD, como h

es biyectiva, h(D)=D.
<) Sea D una recta vectorial cualquiera. Por ser h(D)=D, dado un vector v de D

,no nulo, existe un escalar k#0 tal que h(v)=kV .

Veamos que h(a) = ka Vu eV, (knodepende de V).
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1) Sea \7v¢3,6 con V_\; eD , entonces VT/=XJ y h(v_\)/) = h(?»C) = kh(
(V) =k(k v)=kw.

B — . (—) - 3 (—) (—> . .

ii) Sea u ¢D , por ser h lineal h\W+ uj= hkw +hku . Suponiendo:
(h(vhﬁ) - k"(v_\;+a) siendo k"= k

by

IR R ,tendriamos
[ @ )A: K'u conk'zk

k"w+k"u=kw+k'u < (k"-k)+(k”-k‘)u =0, siendo u y W dos vectores
linealmente independientes (por no pertenecer a la misma recta) , luego ha de ser
k"-k=k"-k'=0 < k"=k'=k.

Por tanto h(a) =ku VYu eV,

Consecuencias:

1) Las homotecias vectoriales conservan los dngulos entre rectas.

ii) Conservan los angulos entre vectores:

N < G-C)
cos(ku,k )= ki'kvﬁ = \» = =COS\U,V)
|k|‘u‘|k|v kP|av

iii) El conjunto de las homotecias vectoriales es un grupo conmutativo respecto del
producto.

Veamos que es cerrado. Sean h,, y h  dos homotecias vectoriales cualesquiera, la
transformacion producto h, oh, , respecto de la referencia ortonormal R viene
definida por la matriz producto Lk1 -InJ -Lkz -InJ = Lk1 'k2J . In que define la homotecia
vectorial h, , de razon kikp:

(El resto de la demostracion se propone como ejercicio)

Homotecias afines de Ep (n=1,2,3)

Definicion: Sea En espacio afin euclideo de dimension n cuyo R-espacio vectorial
asociado es V. Llamaremos homotecia afin a toda transformacion geométrica H de
En cuya transformacion lineal de Vp asociada sea una homotecia vectorial hix dénde
k #0,1.

Fijada una referencia ortonormal de Vp, su matriz asociada es, por tanto, de la forma
kln,

Si k>0 se dice que la homotecia es directa.

Si k<0 se dice que la homotecia es inversa.
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Centro de una homotecia afin

Las homotecias afines de Ep de razon k #0,1 tienen un solo punto invariante que
denominaremos centro de la homotecia.

En efecto:
La ecuacion vectorial de la homotecia afin de razon k, fijada previamente una
referencia ortonormal R, puede escribirse de la forma:

X'=0O"+(kl, )6X donde O es el origen de la referencia R y O' su homoélogo por
H(C k).

Haciendo X'=X queda X=0'+(klp)X < (1-k) [nX=0" (*).

Ahora bien, rg[(1-k)lp]=n si k#1, luego (*) es un sistema compatible determinado y ,
por tanto, tiene una unica solucion.

NOTA: Si denotamos por C a dicho punto, designaremos H(C k) a la homotecia afin
de centro C y razén k.

Consecuencia (Ecuacion de H(C k))
Respecto de la referencia ortonormal R, la ecuacion vectorial de una homotecia de

centro C y razén k H(C k) es: [X'= C +(kl,)CX

Interpretacion geometrica:

A

L A

Observaciones:

) Sik=-1 = H(C,-1)=SC simetria central de centro C.

1) Si k=1, es decir, si tenemos una transformacion geométrica de Ep cuya
transformacion asociada es I, puede ocurrir, o bien, que deje invariantes todos los

puntos, en cuyo caso se trata de la identidad, o bien, que no tenga ningun punto
- -
doble, en cuyo caso seria una traslacion T, donde u = AA' siendo A un punto
u

cualquiera de Ep
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Grupo de las homotecias v traslaciones

El conjunto de las homotecias y traslaciones de Ep forman un grupo respecto del
producto (composicion).

En efecto:
1) Veamos primero que es cerrado.
Sean T1 y T2 dos transformaciones de Ep que son homotecias y/o traslaciones,

designemos por h, y h, sus homotecias vectoriales asociadas (k1, k2,no nulas). La
transformacion T, ° T, tiene como aplicacion asociada h, o h, =h, .. , entonces:
- O bien kik2=1, por tanto h , =lny T oT, es una traslacion o la identidad IEp, .

- O bien k1kp#1y T, °T, es una homotecia de razéon k1k2 y centro su inico punto

doble.

i1) Se verifica que el producto es asociativo (por serlo en general el producto de
aplicaciones afines)

1i1) El elemento unidad es la identidad.

iv) La inversa de la transformaciéon T, que tiene como transformacion lineal asociada

., -1 . .
h, , es la transformacion T que tiene como asociada h, .
k

[T=T, entonces T'=T .

Si TT = H(c,k) entonces T = H[c,%] (k = 0)

Consecuencias:

1- El producto de dos homotecias afines con el mismo centro es otra homotecia con
el mismo centro o la identidad.

2- El producto de dos homotecias afines con distinto centro H(Cm) y H(Cz,kz):

i) Si kik, # 1 es otra homotecia H, cuyo centro C# C,,C, pero alineado con ellos
y k=kK,.

ii) Si kk, = 1 se trata de una traslacion T, siendo u = (1-k, )C,C,

En efecto:
Ho  (X)=X'&CX'=kCXy H , (X')=X"eC,X"=k,CX'

Entonces, C,X"=k,C,X"'=k, (CZC1 + ClX') =k,C,C, +k,CX'=

=k,C,C +k, (k,CX) =k,C,C, + kok, CX=k,C,C +CX=k,C,C +CC, +CX
1

= C,X"-C,X=k,C,C +CC, =—k,CC,+CC, >i=XX"=(1-k,)C,C,
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Algunas propiedades de las homotecias afines y traslaciones

1- Una transformacion geométrica T es una homotecia o una traslacion de En siy
solo si la imagen por T de cualquier recta afin de Ep es otra recta afin paralela a ella.
2- Si T es una homotecia o una traslacion de Ep, transforma variedades lineales de
En en variedades lineales de Ep de la misma direccion.

3- Si T es una homotecia o una traslacion de Ep conserva los angulos entre
variedades lineales de Ep.

4- Toda homotecia H(C,k) de Ep, verifica que si A,A' y B,B' son dos pares
cualesquiera de puntos homologos por H(C,k)’ entonces d(A',B")=|k| d(A,B).

5- Si T es una homotecia de Ep transforma segmentos en segmentos de igual
direccion y proporcionales.

6- Dadas dos circunferencias de E» de radios distintos existen siempre dos

homotecias, una directa y otra inversa, respecto de las cuales son homologas
(homotéticas).

Anélogamente dadas dos esferas de E3 de radios distintos existen siempre dos

homotecias, una directa y otra inversa, respecto de las cuales son homologas
(homotéticas).

En general, dadas dos esferas de Ep de radios distintos existen siempre dos

homotecias, una directa y otra inversa, respecto de las cuales son homologas
(homotéticas).
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CAPITULO QUINTO

5. Semejanzas del espacio euclideo

5.1 Semejanzas de En

Definicion: Llamaremos semejanza de Ep, a toda transformacion geométrica S de Ep
que cumpla la siguiente condicion:

Para cualesquiera A,B € En d(S(A),S(B)) =kd(A,B) siendoke R y k>0.

El n° k se denomina razon de la semejanza.

Si k=1 entonces S es un movimiento (isometria) de Ep. Los movimientos de Ep se
consideran pues, semejanzas de razon 1.

Lema:

Sea Sk una semejanza de razén K de Ep .SiCe Ep y H(C‘k) es la homotecia de centro
C y razén k, existen dos unicos movimientos T y T' de Ep tales que
Sk = H(Cyk)O T = T '0 H(C,k) .

En efecto, consideremos la transformacion geométrica TZH( 1]0 S,; para
C-

'k
cualesquiera par de puntos A y B de Ep, T verifica que d(T(A),T(B))=

d{H(C;] (SK(A)),H(C ](Sk(B))J =%d(8k (A),S,(B)) = %kd(A,B) =d(A,B), luego

u
"k
-1
T es un movimiento y S, = (H[ 1]} oT =Hg,oT.
C'E ’
C-

k

La unicidad de T y T' se deduce de la unicidad de H[ 1] .
C

Analogamente se demuestra que T'= S,0 H[ 1J es un movimiento.

'k

Teorema: Toda semejanza Sk de Ep es una aplicacion afin y biyectiva de Eq.
En efecto, por serlo T y H(C’k) se deduce directamente del lema anterior.

5.2 Distintas descomposiciones de una semejanza:

1) Toda semejanza se puede descomponer como el producto de una homotecia y un
movimiento, de infinitas formas, siendo la razon de la homotecia igual a la razén de
la semejanza.

i) Reciprocamente, el producto de un movimiento y una homotecia de razon k#0 es
una semejanza de razon |k| .
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En efecto: 1) Se deduce directamente del lema, basta variar el centro C de la
homotecia para obtenter distintas descomposiciones de la semejanza.
Para demostrar ii) consideramos un movimiento T y una homotecia H(C’k) (k#0)

cualesquiera de Ep y comprobamos que su producto es una semejanza:
d (H(C,k)o T(A), H(c x)° T(B )) =d (H(C,k)(T(A))7H(C,k) (T(B ))):
= |k| d(T(A), T(B)) = |k| d(A, B) siendo A y B dos puntos cualesquiera de Ep,.

Se trata efectivamente de una semejanza de razon |k| .

Grupo de las semejanzas

El conjunto de las semejanzas de Ep respecto del producto (composicion) tiene
estructura de grupo. Se designa por Sem(Ep).

En efecto:
1. Es cerrado respecto del producto: Dadas S,, S,. dos semejanzas cualesquiera de

En (k.k'>0) entonces d(S, °S,.(A),S, °S,.(B)) = d(S,(S,.(A)).8,(S.(B))) =
kd(S,.(A),S,.(B)) =kk’d(A,B) . Luego [S, oS, =S,.|.

2. El producto es asociativo por serlo el producto de aplicaciones en general.
3. El elemento unidad es, obviamente, la aplicacion identidad Ip,.

4. La semejanza inversa de la semejanza S, existe y es una semejanza de razén p :
1 ' -1 '
d(S,(A).5,(B))=k d(AB)=d((S,) (A').(S,) (B") }-d(A.B)-
1 T
(8. (A)S,(B)). luego (S,) " =S,
k

Su existencia se deduce directamente del lema (al existir las inversas de T y H(C,k)).

Caracterizacion de la transformacioén lineal asociada a una semejanza

Si f es la transformacion lineal de Vp, asociada a la semejanza Sy, entonces existe

una tUnica transformacién ortogonal g tal que |f =h,cg=goh,| siendo hg la

homotecia vectorial de razon k.

En efecto, por ser la semejanza una aplicacion afin y biyectiva, su aplicacion f
asociada es lineal y biyectiva. Ademas el lema nos asegura que para cualquier punto
C de Ep existen dos isometrias T y T' tales que S, =Hg 0T = T'oHg,, , luego
f=h og=g'h, donde gy g son las transformaciones ortogonales asociadas a T y
T' respectivamente. Por tanto:
g=h'of =h, of
k

g'=foh=foh, Ahora bien, para cada vector u de V,, se verifica:

1
k
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OREORTO

N N 1-) 1 (=) luego g=g'. Es decir, existe una unica
#{5)=rom () ol )

k

transformacion ortogonal g tal que |f =h, cg=goh,

—

- >
Consecuencia: Fijada la referencia ortonormal R = {O; €,,€,, €, } , la matriz asociada

a S,, respecto de R, es el producto de las matrices asociadas a hg y g, es decir,
M=(klp)Q=kQ donde k es la razoén de la semejanza y Q es la matriz que define la
transformacion ortogonal g.

Su determinante |M| =[kQ|=k"

Q|=2k",

Semejanzas directas e inversas

Sea una semejanza S, de razon k y f su transformacion lineal asociada. Se dice que
S, es una semejanza directa si y solo si la transformacion ortogonal

g=h,0fe0O(V,) o [M/=[kQ[>0.
k

Analogamente diremos que S, es una semejanza inversa si y solo si la

transformacion ortogonal g=h, of €0™(V,) < M| =kQ| <0,
k

Centro de una semejanza

Toda semejanza S, de razon k #1 tiene un Unico punto invariante que se denomina
centro de la semejanza.

En efecto, consideramos dos puntos A, A' homoélogos por S, y distintos. Si M es la

matriz asociada a la semejanza respecto de una referencia ortonormal R, entonces su
— —

ecuacion es X'=A+tMAX= A+kQAX, con Q la matriz ortogonal que define un

movimiento.

El conjunto de puntos invariantes es el conjunto solucion del sistema definido por la
ecuacién (I, —kQ)X =B (*), donde B=A'-(kQ)A, pero rg(l. -kQ)=n ya que por ser Q
ortogonal y k#1 se tiene |kQu| = |k||Qt| = k||| #[i| Vi=0 = kQU = G Vi#0

< (I,-kQ) u= 0 Vu= 0, luego rg(l.-kQ)=n y, por tanto, (*) define un sistema
compatible determinado cuya soluciéon son las coordenadas del centro de la
semejanza dada.

Desde ahora designaremos S, a la semejanza de centro Cy razonk = 1.
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Descomposicidén candnica de una semejanza

Si S es la semejanza de centro C y razén k#1, entonces existe un anico
movimiento T tal que S,=Hc,oT=ToHg,, admitiendo T como punto

invariante al punto C.

En efecto, por (5.4.) existe una uUnica transformacion ortogonal g tal que
f=h_og=goh, siendo f la transformacion lineal asociada a la semejanza dada;

ademds por el Lema (5.1.) existen dos unicos movimientos T y T' tales que
Siciy =Hex T=ToHgcy Tomando S =HgoT es obvio comprobar que C

es invariante por T (T = H \cx0 S(ck))> luego para cada X €E, :

Sic(X)= H(C’k)o T(X)=C+hog(CX)=C+goh (CX)=ToHg,(X).

Por tanto, T=T'y |S(C,k) = H(c,k)O T=To H(C,k)|-

Ecuacion:

Fijada una referencia ortonormal R la semejanza S, tiene por ecuacion

X'=C+kQCX donde C es el centro de la semejanza, k su razéon y M la matriz
asociada al movimiento T definido en el teorema anterior.

Semejanzas del plano. Elementos gue las determinan

Sea Sy, una semejanza de E, cuya razon k=1 (si k=1 se trataria de un
movimiento tema ya estudiado). Por 5.7. sabemos que S¢,) = Hewo T =ToHg,

siendo T un movimiento que deja invariante al centro C de la semejanza. Tenemos
que distinguir dos casos:

a) S es una semejanza directa, entonces T es un movimiento directo luego se
trata o bien de la identidad |,, en cuyo caso S¢,,=Hc ), 0 bien de una rotacion de
centro C en cuyo caso S, =Hc 10 Gc.o)=CG(c.10 Hic -

Observemos que el segundo supuesto engloba al primero si o = 0.

Las semejanzas directas del plano afin quedan, por tanto, determinadas por el
centro C, la razén k y el angulo [@] de la rotacion.

k =razon de la semejanza

ion es | X'= C+kQCX
Su ecuacion es donde <Q = matriz de la rotacidén G(C’a)

Respecto de la referencia canonica R = {O; i, J} la ecuacion seria:
x' a kcosa —kseno |(x—a
y' b ksena.  kcosa J\y—b
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Operando se obtiene:
A =kcosa

x") (E N A -B)(x dond B =ksena
y') |F B A)ly onde E=a-k(acosa—bsena)’
F=b-k(asena +bcosa)

También escribiremos la ecuacidon anterior de la forma:
1 1 0 0)\1

x'|=|E A -B| x| expresion muy comoda de utilizar.
y') \F B Ay

b) Scx) €s una semejanza inversa, entonces T necesariamente es una simetria axial

cuyo eje e pasa por C, luego S, = Hey0 S, =S, 0Hg,, -

Las semejanzas inversas del plano afin quedan, por tanto, determinadas por el
centro C, la razén k y el eje e de la simetria que recibe el nombre de eje de la
semejanza

k =razén de la semejanza

Su ecuacion es X'=C+kQCX donde <Q — mairiz de Ia simetria S,

Respecto de la referencia canonica R = {O; i, J} la ecuacion seria:
x' a kcosa  ksena |(x—a
y' b ksenae —kcosa )l y—b
A=kcosa

x' A B Xd q B =ksena
y' \B -A y onde E'=a—k(acosa+bsena)

F'=b-k(asena—bcosa)

Operando se obtiene:

1 1 0 0 )1
Oloqueesigual | x'|=|E'" A B
y' F' B -A)ly

Semejanzas del espacio. Elementos que las determinan

Seguiremos un razonamiento analogo al desarrollado para el plano afin. Si S, una
semejanza de E, cuya razén k #1 (si k=1 se trataria de un movimiento tema ya
tratado), por 5.7. sabemos que S, = Hg,yoT=ToHg, siendo T un

movimiento que deja invariante al centro C de la semejanza. Tenemos que distinguir
dos casos:
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Semejanzas del Espacio Afin Euclideo.

3
i
|

a) S es una semejanza directa, entonces T es un movimiento directo luego se
trata, o bien de la identidad I;, en cuyo caso S, ,=Hc ), 0 bien de una rotacion

alrededor de un eje e tal que Ce e, en cuyo caso Sc\y =H 10 G o) =Gie© Hicro -

(e,a
Observemos que ¢l segundo supuesto engloba al primero si o = 0.

Las semejanzas directas del espacio afin tridimensional quedan, por tanto,
determinadas por el centro C, la razon k, el eje e y el angulo [&] de la rotacion.

k =razon de la semejanza

on e | X' = C+kQCX
Sl ecuacion es donde <Q = matriz de la rotacion G

(e;0)

b) Sicx es una semejanza inversa, entonces T es un movimiento inverso que deja

invariante a C.

En este caso podemos consideramos la simetria central con centro C y por ser ésta
involutiva, podemos escribir S, =H¢ 0 ST = Hic0Sc0ScoT. Como

Sc =Hey ¥ Hicxy ©Sc =Hcx) °Hc-1y =Hck) 5 Sc o T es un movimiento directo

que deja invariante a C, entonces:

Obviamente Sco T es, o bien la identidad I; , en cuyo caso S¢\,=Hc 4, 0 bien una
rotacion alrededor de un eje e tal que Cee, en cuyo caso Sy = Hic ) °G.o) =
Gew °Hici

Observemos que ¢l segundo supuesto engloba al primero si o = 0.

Las semejanzas inversas del espacio afin tridimensional quedan, por tanto,
determinadas por el centro C, la razén k, el eje e y el &ngulo [@] de la rotacion.

k =razon de la semejanza

o |X'= C—kQCX
Su ecuacion es donde <Q = matriz de la rotacion G

(e.0)
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