Analisis Cinematico de
Sistemas Multicuerpo

13.1 INTRODUCCION AL ANALISIS CINEMATICO

Los problemas cinematicos son aquellos en los que se estudia la posicion o el movimiento de un
sistema multicuerpo, independientemente de las fuerzas que lo producen. Estos problemas son de
naturaleza puramente geométrica y pueden resolverse sin tener en cuenta, no solo las fuerzas que
actian, sino también las caracteristicas inerciales de los cuerpos que forman el sistema, tales como
masa, tensor de inercia y posicion del centro de gravedad.

Definiremos como elementos de entrada de un sistema multicuerpo aquellos cuya posicion o
movimiento son conocidos. La posicion o movimiento de los restantes cuerpos del sistema puede
determinarse de acuerdo con la correspondiente al elemento de entrada, existiendo tantos elementos
de entrada como grados de libertad.

En la practica, pueden presentarse diferentes tipos de problemas cinematicos que describiremos a
continuacion:

Problema de Posicion Inicial

Consiste en encontrar la posicion de todos los elementos del sistema multicuerpo que se esté
analizando, para una posicién inicial dada de los cuerpos de entrada.

Problema de Desplazamientos Finitos

Desde una posicion conocida del sistema multicuerpo, y un desplazamiento finito (no
infinitésimal) de los cuerpos de entrada, este problema consiste en conocer la posicion final de los
restantes cuerpos del sistema.

Analisis de Velocidades y Aceleraciones

Dada una posicion del sistema multicuerpo y la velocidad de los elementos de entrada, el analisis
de velocidades consiste en determinar las velocidades de todos los otros elementos.
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Una vez conocida la velocidad de todos los cuerpos del sistema, el analisis de aceleraciones
consiste en calcular la aceleraciéon de cada uno de ellos para una aceleracién determinada de los
elementos de entrada.

Simulacién cinematica

La simulacién cinematica proporciona una vision del rango completo de movimiento del sistema
multicuerpo. La solucién a este problema engloba todos los anteriores, con un especial énfasis en el
caso de los desplazamientos finitos. Permite detectar colisiones, estudiar las trayectorias de diferentes
puntos, secuencias en las posiciones de un determinado elemento del sistema, etc.

En todos estos casos, la solucion del problema, cuando se aplican técnicas de analisis de sistemas
multicuerpo, pasa por el planteamiento y resolucién de un sistema de ecuaciones, denominadas
ecuaciones de restriccion, que expresan de forma analitica las limitaciones de movimiento impuestas
por las juntas al movimiento relativo de los dos cuerpos unidos por ellas, y cuya primera y segunda
derivadas respecto al tiempo son las ecuaciones de velocidad y aceleracion, respectivamente.

Estas técnicas de analisis de sistemas mecanicos que se emplean en el desarrollo de los programas
informaticos de simulacion, tienen como objetivo el desarrollo de metodologfas basicas que permitan
plantear y resolver de manera automatica las ecuaciones del movimiento, lo que requiere técnicas
sistematicas de formulacién de ecuaciones y métodos numéricos para resolvetlas.

13.2 PLANTEAMIENTO DE LAS ECUACIONES DE RESTRICCION

Restricciones en Posicion, utilizando Coordenadas Cartesianas

Veamos con un ejemplo y de una manera intuitiva el significado de las ecuaciones de restriccion
anteriormente citadas.

(X2, ¥2)

Figura 13.1. Barras 1y 2 en el plano.

Al ser totalmente independientes, las barras 1 y 2 que se muestran en la figura 13.1 tienen tres
grados de libertad cada una cuando se mueven en el plano.

A cada barra se le ha dotado de un sistema de referencia local, de tal forma que al tener cada una
de ellas tres grados de libertad, para estudiar su movimiento sera necesatio conocer tres coordenadas:

Xy, Vi, @y para la barra 1,y x,, y,, @, parala 2.

Recuerde el lector que la cinematica establece relaciones entre desplazamientos, velocidades y
aceleraciones, por lo tanto, cuando se tienen seis grados de libertad (total de las barras 1 y 2) es
necesario conocer la evolucion de seis variables o coordenadas en el tiempo. Es decir, para estudiar la
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cinematica de las barras 1y 2 de la figura 13.1 es necesatio conocer, por ejemplo, las coordenadas x,,
Vi O1, X5, V5, @, 2 lo largo de todo el intervalo de tiempo en que se quiera analizar el movimiento.

Por otra parte, si las variables del problema son los desplazamientos x;, y;, @, X,, V2, @, ¥ ya de
partida es necesario conocer cuanto valen en cada instante estas variables, da la sensacion de que no
existe el problema planteado. :Qué es entonces lo que sucede?. Lo que sucede es que la cinematica
no trata de hallar las variables o coordenadas asociadas a los grados de libertad del sistema, sino que,
partiendo de que ya las conoce, trata de encontrar los desplazamientos, velocidades y aceleraciones de
otros puntos del mecanismo en funcién de las variables conocidas, también llamadas variables

independientes. Asi pues, en la figura 13.2, la cinematica no trata de hallar las coordenadas x,, y,, @,

X,, V2 P, quUE ya se conocen, sino, por ejemplo, las correspondientes a los puntos A y C en base a las
antetiores.

(X2, ¥2)

Figura 13.2. Coordenadas locales de los puntos A y C.

Efectivamente, conocidas x,, y;, @y, X,, Y», 9, las coordenadas de los puntos A y C son:

A_—
X1 = x1—a;-CoS@,

A_
VT Yi—a,-seng,

xg:X2+b2 -COSQ,
c_
Y, =y,+b, -senp,

Queda claro con este ejemplo que la cinematica relaciona coordenadas, ya que halla las
correspondientes a los puntos A y C en funcién de otras coordenadas conocidas, como son las que
definen la posicion y orientacion de los sistemas de referencia locales.

Veamos ahora qué sucede si se unen las batras por sus respectivos puntos B, y esta unién se hace
articulada de tal forma que una barra pueda girar respecto a la otra. El mecanismo formado es el
mostrado en la figura 13.3, y como el lector ya sabe tiene cuatro grados de libertad: tres de la barra 1,
por ejemplo, mas el giro de la barra 2 respecto a la 1, aunque estos cuatro grados de libertad pueden
definirse como se quiera, es decir, también es valido referirse a tres grados de libertad de la barra 2
respectoala 1.
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Figura 13.3. Batras 1 y 2 moviéndose en el plano, y articuladas en el punto B.

En la figura 13.3, al mecanismo articulado se le han definido, al igual que antes, dos sistemas de
referencia locales, cada uno asociado a una de las barras, estando definida la posicion de cada uno de
ellos por tres variables x, y, ¢. Podtia parecer, en definitiva, que se piensa estudiar el movimiento del
mecanismo en base a las seis variables o coordenadas x,, y;, ¢, X,, V,, @,. No obstante, esta claro que
este mecanismo solamente tiene cuatro grados de libertad, y por lo tanto para resolverlo sélo es
necesario conocer la evolucion de cuatro variables en el tiempo.

Pongamos por ejemplo que conocemos las coordenadas x;, y,, @, @, en tal caso, el
comportamiento del mecanismo estara perfectamente definido, ya que se tienen cuatro grados de
libertad y se conocen cuatro coordenadas. No obstante, al elegir en la figura 13.3 las seis variables del
mecanismo, X,, v, Oy, X,, Vs, P,, como aquellas con cuya respuesta se va a analizar el comportamiento
del sistema, existen todavia dos coordenadas, x,, y,, que no conocemos. Para hallarlas, l6gicamente
seran necesarias dos ecuaciones que relacionen estas dos coordenadas con las cuatro conocidas. El
planteamiento de estas ecuaciones puede hacerse, por ejemplo, observando que las componentes
globales, en x y en y, del vector de posicién del punto B son las mismas, tanto si se hallan
considerando que este punto pertenece a la barra 1, como si se toma como un punto de la barra 2.

De este planteamiento se obtienen dos ecuaciones, que son las que se necesitaban para encontrar
X, €V, A estas dos ecuaciones se les denomina “ecuaciones de restriccion”’ y reciben este nombre
porque definen el comportamiento en las uniones, en las cuales se disminuyen o restringen los grados
de libertad del mecanismo.

El resumen de lo indicado para el ejemplo que se esta analizando se muestra en la figura 13.4.

N’V ARIABLES = 6: (X1, V1, @1, X2, V2, (pz)

N’GRADOS DE LIBERTAD = 4.

N’ ECUACIONES DE RESTRICCION = 2
(En la articulacién B).

Figura 13.4. Mecanismo articulado formado por las batras 1y 2.

Veamos qué sucede si al mecanismo se le afiade un apoyo en uno de sus extremos (figura 13.5),
de tal modo que permita el giro de la barra a la que se articula respecto al cuerpo fijo.
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Figura 13.5. Mecanismo con apoyo articulado.

Ahora se siguen eligiendo las mismas seis variables para estudiar el comportamiento del sistema,
pero sélo tiene dos grados de libertad y, por lo tanto, basta con conocer dos coordenadas para poder
definir completamente su movimiento.

Sean, por ejemplo, conocidas las evoluciones de las coordenadas @, ¢, a lo largo del intervalo de
tiempo en que se quiere estudiar el mecanismo. En este caso, se necesitan plantear las ecuaciones que
permiten encontrar los valores de x;, y;, X,, ¥,, en funciéon de las dos primeras.

Debido a la articulacion en el punto B hemos obtenido ya dos ecuaciones, y por lo tanto sélo
falta encontrar otras dos. Como ahora se ha introducido un apoyo articulado para la barra 1, en este
apoyo se puede plantear que las componentes globales, en las direcciones x e y, de la velocidad del
punto A son nulas. Con esto aparecen dos nuevas ecuaciones de restriccién, y el mecanismo tiene
dos grados de libertad y cuatro ecuaciones de restriccién. La suma de los grados de libertad mas las
ecuaciones de restriccion tiene que ser siempre igual al nimero de variables elegidas para el estudio
del mecanismo.

Si por dltimo se obliga a que el punto C sélo pueda desplazarse en direcciéon horizontal (figura
13.0) los grados de libertad del mecanismo quedan reducidos a uno, por lo que supondremos

conocida tan s6lo una de las variables, por ejemplo @,.

HEW
.\ [
I | PR
' : &}'

Figura 13.6. Mecanismo con un grado de libertad.

Al seguir utilizando las mismas seis variables para estudiar su comportamiento, sera necesario
encontrar cinco ecuaciones de restriccion, que nos permitan relacionar x,, v, X,, y,, ¢, con @, para
poder resolver el problema. Ya tenfamos cuatro de ellas, la quinta ecuacién se obtiene planteando que
la coordenada que define el desplazamiento vertical del punto C es constante y de valor conocido.

A lo largo de este apartado hemos trabajado siempre con las posiciones, pero en el analisis
cinematico de un mecanismo se estudian también las velocidades y las aceleraciones.

Cuando se quieren analizar las velocidades, por ejemplo, del mecanismo mostrado en la figura
13.6, se tiene:

225



U Variables para el estudio del mecanismo: X, ¥, @, X, Vs, @, .
U Desplazamientos conocidos (tantos como grados de libertad): ¢, .
U Ecuaciones de restriccion: 5 ecuaciones que relacionan X, y,, X, ¥,, ¢, con ¢, .

Es decit, el problema es el mismo que el que se ha planteado hasta ahora, con la tnica diferencia
de que se conoce una velocidad, y que las ecuaciones de restriccion encontradas deben relacionar
entre si las velocidades, y no los desplazamientos.

Cuando el analisis que se quiere realizar es de aceleraciones, el planteamiento es el mismo. Como
vatiables del mecanismo se tienen las aceleraciones X,, ¥,, @,, X,, ¥,, @, , y suponiendo que se
conoce @, , las ecuaciones de restriccién que se obtengan deberan relacionar el resto de variables con

la ya conocida, que en este caso es @, .

Por dltimo, recordemos que conocido el valor de una coordenada, su primera derivada es la
velocidad y la segunda la aceleracion.

En el siguiente apartado estudiaremos este mecanismo con mas detalle, partiendo ya de su
configuracion definitiva con un grado de libertad, y formulando las ecuaciones de restriccion de las
que hemos hablado en este apartado.

13.3 INTRODUCCION A LA SIMULACION EN CINEMATICA

Como ya hemos adelantado, a modo de introduccion a la simulacién cinematica de mecanismos,
comenzaremos analizando un ejemplo de forma manual y posteriormente, a la vista del desarrollo,
iremos planteando su simulacién por ordenador.

En la figura 13.7 se muestra un mecanismo formado por dos barras unidas por una junta de
revolucion en el punto A. A su vez, una de ellas se articula en un bulén fijo al suelo, y la otra con una
masa obligada a desplazarse horizontalmente.

Figura 13.7. Mecanismo de un grado de libertad.

Como consecuencia de lo anteriormente expuesto, en un estudio cinematico no se plantean las
ecuaciones de Newton que relacionan las aceleraciones del sistema con las fuerzas aplicadas sobre él,
y por lo tanto sélo pueden analizarse aquellos sistemas que no tienen ningin grado de libertad. Por
ello, cuando se quiere realizar el estudio cinematico de un mecanismo es necesario anular todos los
grados de libertad que posea, para lo que habra que anadir tantas ecuaciones motrices como grados
de libertad tenga este.

Se entiende por ecuacién motriz aquella en la que se define la evolucion de una de las variables
del sistema en funcion del tiempo. Asi, si en el mecanismo de la figura 13.7 se supone conocida la
velocidad de giro, @, de la barra 1, a la expresion que define esta velocidad en funcion del tiempo se
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la denomina ecuacion motriz, y al imponer su cumplimiento el mecanismo pierde el grado de libertad
que tenfa.

Para calcular las relaciones entre los desplazamientos, velocidades y aceleraciones de los diferentes
elementos del sistema, comenzaremos eligiendo las variables que definen la posicion de cada uno de
ellos, asi como sus derivadas primera y segunda, que son las que proporcionan la informacién
necesaria para determinar su velocidad y aceleracion; debemos escoger también el sistema de
referencia respecto al cual se definen estos parametros.

En la figura 13.8 se muestra nuevamente el ejemplo que se esta estudiando, en el que se muestran
también todas las variables y sistemas de referencia definidos para su posterior analisis cinematico.

Figura 13.8. Mecanismo en estudio, con variables y sistemas de referencia definidos.

Sobre la barra 1 elegimos tres variables que permiten conocer su posicién en todo momento: las
coordenadas x; e y, del centro de la barra respecto a un sistema de referencia inercial XY, y el angulo
¢, que forma con el eje de abscisas del sistema global, tal como se muestra en la figura 13.8.

Figura 13.9. Barra 1.

Segun se desprende de la figura anterior, las coordenadas globales del extremo A de la barra
pueden expresarse en funcion de las citadas variables segun las relaciones:

A_

X1 = x1—4 'COS(DI
A_

VT Yi—a,-seng,

Por otra parte, si se tiene en cuenta que el punto A representa una junta de revoluciéon que
conecta la barra con el elemento fijo, y para mayor simplicidad situamos sobre ese mismo punto el
origen del sistema global, resulta evidente que las coordenadas x e y de dicho punto son
forzosamente nulas (figura 13.8). Segtin esto, y teniendo en cuenta el sistema de referencia elegido, es
claro que:

XIA:O
A
=

De aqui se deduce que:
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xX1=a 'COS(OI}

y,=a,-seng,

Supondremos ahora que el angulo girado por esta batra responde a la expresion:

P =01
Donde, t representa al tiempo y ®, una velocidad angular constante.

Obsérvese que esta ultima ecuacion es la restriccion motriz que se necesita para eliminar el Gnico
grado de libertad del mecanismo.

Hasta aqui hemos obtenido las ecuaciones que permiten calcular los valores de las tres variables
empleadas para definir el movimiento de la barra 1, que sustituyendo ¢, por su valor son:

x1=a, -cos(, 1)
v =a;-sen(w, 1)
P =t

Pasemos ahora a calcular las velocidades en el punto B. Nuevamente, a la vista de la figura 13.9
podemos deducir las siguientes relaciones:

B _

xi =x1+b -cosg,
B_

Vi =y +b-seng,

Que al sustituir por los valores obtenidos anteriormente, se transforman en:

xP=a,-cos(@, -1)+b -cos(w,-t)| xF=1 -cos(m, )
yfg= a, -sen(a)1 't)+ b, -sen(a)1 -t) yf = 'sen(a)l -t)

B , ..
Una vez halladas las coordenadas x7 ey} , comenzaremos a abordar el calculo de las posiciones

correspondientes a la barra 2. En la figura 13.10 se muestra esta barra, junto con un sistema de
referencia local solidario a ella, y que esta situado en su punto medio.

Figura 13.10. Barra 2.

Al igual que antes, de esta figura se desprende que:

B_

X5 = Xx2— @, -COSP,
B _

Vo= Yy~ a,-seng,

Por otro lado, al estar el punto B situado en la articulacion de las barras 1y 2, su posicion global
es siempre la misma, sea cual sea la barra a la que se considere que pertenece. En consecuencia, para
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analizar el movimiento de la barra 2 partiremos del hecho de que ya conocemos la posicion del punto
B. Segun esto, tenemos que:

X2—a, -COSQ, =1 -cos(a)l -t) W
Vy—a,-seng, =1, -sen(a)1 -t)

De estas expresiones podriamos despejar dos de las tres variables empleadas para definir la
posicion de la barra 2 en funcién de la tercera. Sin embargo, nosotros buscamos el valor
correspondiente a esas tres variables y, dado que tenemos un sistema con mas incognitas que
ecuaciones, es claro que necesitamos una ecuacion adicional.

Para hallar la condicién que falta es necesario recurrir al punto C, cuyas coordenadas globales
vendran dadas por las relaciones:

c_

x7 =x2+b,-cosp,
c_

Y, =y, +b,-senp,

Ademas, al estar situado en la articulaciéon con el elemento 3, que esta obligado a desplazarse
horizontalmente, el punto C tendra una coordenada vertical nula (recuérdese que hemos situado la
referencia global sobre el punto A, que esta alineado con el C).

N3

Figura 13.11. Cuerpo 3.
Segun esto,
y,+b,-senp, =0=y,=-b, -sengp, 2

Y al sustituir este valor en la segunda ecuacion de (1), quedara:
—b, -seng, —a, -senp, =1, -sen(w, -t)= —1, - sengp, =1, - sen(w, -t)

= senp, = —Zl—l-sen(a)1 -t)
2

Sustituyendo este tltimo resultado en la ecuacion (2), tendremos:

v, =b, -l—l-sen(a)l -t)
L

Y haciendo lo mismo en la primera ecuacion de (1):

\/12 Zsen*(w, 1)

l

x2=1,-cos(@, -t)+a, -cosp, = x, =1, -cos(mw, -1)+a, -

En cuanto a las variables que definen la posicion del cuerpo 3, es evidente que al estar solamente
permitido el desplazamiento horizontal tendremos:
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y;=0

;=0

Y dado que la posicién del punto C coincide con la del origen de la referencia local del cuerpo 3,
se tendra que:

X3 = x2 x2+by-cosp, = x3=1,- cos( t)+a2 -cos@, +b, -cosp, =

= x3=/ -cos(a)1 )+l -COSQ, = x3=1,-cos a)1 \/12 —I7sen’ (a)1 t)

Llegados a este punto, ya hemos hallado las expresiones que definen todas las variables elegidas
para definir el movimiento del mecanismo; en resumen, considerando que a = b =1/2 tenemos:

/
X1:51-Cos(a)l -z)
y1=%-sen(a)l ~t)
¢ =
2 g2 2 ]
x> =1 'COS(a)l 't)+ \/Zz l; S;I’l (a)l t)
/
b =El-sen(a)1 't)

x3=ll-cos \/Z I7sen’ l‘t)
V3=
@;=0

La obtencion de estas soluciones no ha resultado una tarea demasiado compleja, pero imaginese
el lector lo que puede suceder si el mecanismo a estudiar es mas complicado; en la mayorfa de los
casos el trabajo se vuelve arduo y tedioso.

Por otra parte, hasta ahora tan sélo hemos encontrado las relaciones que nos permiten conocer la
posicion de cada cuerpo, pero hace falta hallar todavia las velocidades y las aceleraciones. La
simulacién por ordenador presenta la ventaja de que son los propios programas los que plantean y
resuelven las ecuaciones algebraicas necesarias para el calculo de desplazamientos, velocidades y
aceleraciones.

Siguiendo con el calculo manual del ejemplo planteado, es necesario hallar los valores concretos
de cada variable en cada instante del intervalo de tiempo que consideremos para el estudio del
comportamiento cinematico del mecanismo. Para ello, es necesario comenzar determinando los
parametros del modelo. Entenderemos por parametros del modelo, aquellos valores que no van
sufrir cambio a lo largo del calculo y que en el ejemplo concreto que se esta analizando /s pardnmsetros
son las distancias a,, b, y a,, b, anteriormente definidas, cuya suma es igual a la longitud total de las
barras 1y 2 respectivamente.
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Figura 13.12. Parametros del modelo.

Una vez conocidos los parametros del modelo, hay que determinar las condiciones iniciales, que
son los valores que presentan en el instante inicial aquellas variables asociadas a los grados de libertad

del mecanismo y que, en el caso que nos ocupa, setfa el valor del angulo @,. Obsérvese que este valor
esta ya implicito en la ecuaciéon motriz y que solo serfa necesatio indicatlo en el caso de que la

restriccion motriz se refiriese al valor que tiene la velocidad angular .

Figura 13.13. Condiciones iniciales.

En resumen tendremos:

ECUACIONES MOTRICES: tantas como grados de libertad, en el ejemplo:

P =01
PARAMETROS DEL. MODELO: las distancias a,, by, a,, b,.
CONDICIONES INICIALES: el valor de @, en el instante en el instante inicial.

Una vez determinados los parametros y las condiciones iniciales, ya se puede proceder al calculo
de las posiciones del sistema.

Imaginemos que este ejemplo se va a resolver por ordenador. Como todas estas ecuaciones
dependen del tiempo, el programa de simulacién va tomando valores de t con un intervalo que el
usuario debe elegir.

Tomemos, por ejemplo, la coordenada y,, suponiendo que a,= 1 m, que ®, = 0.5 rad/s, y que

el intervalo de tiempo elegido es de 0.1 s, el programa de simulacion realizarfa los siguientes calculos:

Para t = 0:
= 1-5en(0.5-0)
Parat=0.1:

y,=1-sen(0.5-0.1)= 0.0087
Parat=0.2:
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y,=1-5en(0.5-0.2)=0.00174
Parat=0.3:

y, =1-sen(0.5-0.3) = 0.00262

Y asf sucesivamente hasta el tiempo final de la simulacion, elegido por el usuatrio.
Es decir, en cuanto al tiempo, el programa de simulacién necesita dos valores:
El INTERIZALO DE TIEMPO, que es el paso de calculo.
El TIEMPO FINAL, que es el tiempo hasta el cual se quiere calcular el comportamiento del sistema.

Si la coordenada y, fuera calculada por un programa de simulacién con un intervalo de tiempo

de 0.1 s y un tiempo final de 6.1 s, las respuestas que se obtendrian serfan del tipo de las mostradas en
la figura 13.14.

0.75 4

0.25

Posicion [m]

-0.25 Y

-0.75 ® ®

0 1 2 3 4 5 6
Tiempo [s]

Figura 13.14. Respuesta obtenida por el programa de simulacién a la coordenada yi.

Como se vera mas adelante, cuando con un programa de simulacion se representa en pantalla una
variable, como por ejemplo la de la figura 13.14, se observa una respuesta continua y no una sucesion
de puntos. Esto se debe, no a que el ordenador calcule de una forma diferente a la aqui sefialada, sino
simplemente al hecho de que en las salidas graficas el programa une los puntos calculados mediante
lineas.

Como observara el lector, para el analisis cinematico de un mecanismo, ademas de hallar las
ecuaciones que relacionan los desplazamientos, velocidades y aceleraciones hay que calculatlos y
representatlos. La simulacién por ordenador de la cinematica de un sistema mecanico tiene la ventaja
de que €l solo plantea las ecuaciones del movimiento y posteriormente las resuelve y representa
graficamente.

Cuando se analiza el comportamiento cinematico de un sistema con lo expuesto hasta ahora, se
obtienen curvas de resultados que en muchos casos, aunque cuantifican las respuestas, no permiten
tener una idea clara y rapida del comportamiento del sistema. Si por el contrario, ademas de los
graficos de resultados, se puede mostrar el mecanismo moviéndose en la pantalla del ordenador de
una forma realista, se facilita muchisimo el comportamiento, lo que constituye otra gran ventaja de
los programas de simulacién. La mayorfa de los programas de simulacion ofrecen la posibilidad de
visualizar este tipo de salida de resultados.
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En la figura 13.15 se muestra un esquema de la animacién del movimiento para el ejemplo que se
esta utilizando.

Figura 13.15. Representacion esquematica del movimiento.

13.4 EJEMPLOS

A modo de ejemplo, estudiaremos el comportamiento cinematico de unos mecanismos sencillos,
con el propésito de observar las diferencias que existen en cuanto al proceso de formulacion de las
ecuaciones del movimiento segun se trabaje con coordenadas cartesianas o relativas, y de qué manera
influye en estas ultimas el hecho de que el mecanismo que se esté estudiando sea de cadena
cinematica abierta o, por el contrario, contenga algtin bucle cerrado.

Péndulo Doble

Una vez vista la metodologifa a seguir en el caso de trabajar con coordenadas relativas,
comenzaremos abordando el analisis cinematico de un péndulo doble, para el que trataremos de

calcular el desplazamiento hotizontal de su extremo, x§ .

Coordenadas Cartesianas

Como antes, comenzaremos seleccionando un sistema de referencia local ligado a cada cuerpo,
para después plantear las ecuaciones que proporcionan las coordenadas de posicionamiento de las
juntas dentro de cada elemento, asi como las ecuaciones de restriccion que definen el movimiento
relativo entre los dos cuerpos conectados por cada junta.
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U Barra 1:

A_
iy {)m T X174, CoSQ,
ri-

A_
Yy =y1—a, seng,

5 | X =x1+b-cosg,
iy 3

Y, =y, +tb seng,
U Barra2:

B_
B {m T X2 Ay COSP,

B _
Vo= Vy—ay-seng,

c_
c {xz =x,+b,-cosep,
ra -

yg =y,+b,-senp,

'{x1+b1 “COSQ| = x,—a, -COSP,

y,+b senp =y,—a, senp,

Si escogemos como variables independientes los angulos @, y ¢, , y tomamos las longitudes a y b

como la mitad de la longitud total de su correspondiente barra, podemos expresar estas ecuaciones de
restriccion en la forma:
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U
X =) cos g,
y _h seng
175 1
2 )
I I M_)thl:)@,yz
xl—x2=—51~cosgol—52-cos¢2
Y=y, =——-seng —l—z-sen¢
R 175 >

La solucion a este sistema proporciona el valor de las variables dependientes x;, y,, x2 € y,, en

funcién de las variables independientes ¢, y ¢, . Dicha solucién es:

—l—l-cos
X1 > %

_h, sen

g > ?,
l

x2=1, -cosg, +5-cosgo2
l

v, =1, -seng, +E-sen¢2

Y x§ se calcula mediante la expresion:
x5 =x2+b,-cosp, =1, -cosg, +1,-cosp,

Coordenadas Relativas

En esta ocasion iniciaremos el estudio en coordenadas relativas seleccionando las variables & y
3, que definen los grados de movilidad de cada una de las juntas del mecanismo.

A continuacion, definiremos una cadena vectorial que recorra el mecanismo abierto (que como es
sabido tiene estructura topoldgica de arbol) desde la raiz, asociada al cuerpo fijo, hacia las ramas, que
seran aquellos cuerpos con un extremo libre. A partir de esta cadena vectorial podremos calcular la
posicion de cualquier punto del mecanismo, tal y como vamos a ver a continuacion.
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U Barra 1:

U Barra2:

U Punto C:

A—C-:EJFB—C-:{II -cos G +1, -cos(191 +192)}:>

[ -sen3 +1, -sen(&1 +82)

= x§=AC. = x§ =1, -cos 9, +1,-cos(% + %)

En comparacion con las ecuaciones obtenidas al trabajar con coordenadas cartesianas, puede
observarse como en este caso no ha sido necesario formular ninguna ecuacién de restriccion, ni
tampoco ha habido que resolver ningin sistema de ecuaciones para obtener el valor de la coordenada
x$ que estabamos buscando. De hecho, al utilizar coordenadas relativas en el andlisis de mecanismos
abiertos de cualquier tipo, nunca es necesario plantear ninguna restriccion geométrica, ya que la
posicion de cualquier punto del mecanismo puede obtenerse de manera explicita en funcién de las
variables independientes elegidas.

Biela Manivela

Abordaremos nuevamente el estudio del mecanismo de biela y manivela, pero esta vez, en lugar
de tratarlo en su globalidad, lo consideraremos como una ampliaciéon del péndulo doble que
acabamos de analizar, al que afiadiremos una junta de traslacién en el extremo anteriormente libre,

situado en el punto C. Calcularemos, como antes, el valor de la coordenada x§ .
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Capitulo T13 ANALISIS CINEMATICO DE SISTEMAS MULTICUERPO

Coordenadas Cartesianas

A las ecuaciones de restriccion anteriores (las obtenidas para el péndulo doble), afiadiremos la
correspondiente a la junta de traslacion.

Si escogemos como variable independiente el angulo ¢, , y tomamos las longitudes a y b como la
mitad de la longitud total de su correspondiente barra, las ecuaciones de restriccion tomaran la forma:

o+ 2cosp, =1 cos
X1~ X2 > (2 5 D

—y,+%-senp, =—-L-sen
1=, ) ) 2 (]

P
X1 =—"COSQ, 2 XLVpX2 VP

L
2
b

= -sen
Y1 ) (4

y2+%2-sen(02 =0

La solucion a este sistema proporciona el valor de las variables dependientes x;, y,, x2, ¥, @5,

en funcion de la variable independiente ¢, . Dicha solucién es:
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Capitulo T13 ANALISIS CINEMATICO DE SISTEMAS MULTICUERPO

X1 =l—1-cosqp1
2
h

Vi =5-sen¢1

VB =1 sen’,

x2=1,-cosp, + 5

ya=esenp,

0, = arcsen{—ll—1 . sengol}

2

Y x§ se calcula mediante la expresion:

x§ =1, -cosp, +I; — [} sen’p,

Coordenadas Relativas

En este caso, por tratarse de un mecanismo cerrado, deberemos afiadir una restriccion cinematica
de cierre de lazo que asociaremos, por ejemplo, a la junta de traslacion.

A—Cy =0=/ -sen3 +1, -sen(&’1 +'92)=0i>192

Y como, seguin vimos para el péndulo doble:

— — — [l -cosd +1,-cos(9 + )
AC=AB+BC =
I, -sen3 +1, -sen(&’1 +92)

La ecuacién de restriccion tendra la forma:

I, -sen3 +1, -sen(191 +192)=0i>192

Ecuacién que nos proporciona el valor de la variable dependiente &, en funcién de la variable

independiente .
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Si comparamos este resultado con el obtenido para el péndulo doble, podemos apreciar que por
el hecho de tener un bucle cerrado, ha sido necesatio formular y resolver una ecuacién de restriccion
que antes no existia.

Sin embargo, al comparar este mismo resultado con el correspondiente al planteamiento
mediante coordenadas cartesianas, resulta evidente que el nimero de restricciones es notablemente
inferior al trabajar con coordenadas relativas. De hecho, al trabajar con coordenadas relativas
tendremos que afadir tantas restricciones como numero de lazos independientes haya en el
mecanismo, mientras que en coordenadas relativas hay que formular por cada cuerpo 3 ecuaciones,
en el caso de mecanismos planos y 6 para los espaciales.

Como contrapartida, si bien el sistema de ecuaciones que definen el comportamiento del
mecanismo es mucho menor al utilizar coordenadas relativas, también tiene un orden de no linealidad
mucho mayor, lo que en ocasiones podria dificultar su resolucion.

Péndulo Triple

En esta ocasion trataremos de encontrar las coordenadas horizontal y vertical del extremo libre,
D, de un péndulo triple, lo que podria ser equivalente a calcular la posicion en la que se encuentra en
cada momento la garra de un manipulador de base fija, conocidas las evoluciones temporales del
angulo girado por cada una de sus tres articulaciones.

Coordenadas Cartesianas

Como siempre, el analisis en coordenadas cartesianas comienza con la seleccién de un sistema de
referencia local ligado a cada cuerpo.
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U Barra 1:

A_
X1 =x1—a;-COSQ,

S
Yi=yi—a,-seng,

B_
g | Xt =x1+Db-cosg

yf?=y1+b1 -sene,

J Barra2:
B_
_g. |X¥2T X274, COSQ,
r2iy
Y, =Y, a, seng,
C_ b
~C. xz x2+ 2‘COS¢)2
1y ¢
Y, =Y, + b,y -seng,
U Barra 3:

c_
~c .{XS T X3 d3°COS;,

c_
Y3 T Y3 —da;-seng;

D_
_p | X3 =x3+by-cosg;
I"3 * D _ b
Y3 T Y3t 05 seng;

U Junta de revolucion en A:
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-cosg, =0
-seng, =0

“COSQ, = x,—a, -COSP,

“Seng, =y,—a,-senp,

U Junta de revolucién en C:

2

C

®

ra2 —rs-.

¢ _c. |x2tby-cosp, =x3—a;-cosp;
YV, +b,-senp, =y, —a;-senp;

Si escogemos como variables independiente los angulos @, , @, y @,y tomamos las longitudes a

y b como la mitad de la longitud total de su correspondiente barra, podemos expresar estas
ecuaciones de restriccion en la forma:

X1 :l_l'cos¢1
2
L
J’1:5'Sen(p1
X1— X2 = —Z—I-COS(pl —I—Z-COS(pz
2 2 D15P2,P3
ll [2 —>x17y17x25y25x3,y3
Vi— Vs :—5~sen¢1 —E~sen(p2
X2 —X3= —Z—Z'COS¢2 -3 -cosg,
2 2
2 L
V)= V3= —3~sen(02 —5~Sen(03

La solucion a este sistema proporciona el valor de las variables dependientes xy, y,, x2, ¥,, x3 €

y, » en funcién de las variables independientes ¢,, @, v @5 .
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Una vez resuelto este sistema, la coordenada x5 se calculara sin mas que sustituir la solucion que
se acaba de obtener en la expresion:

D _
x3 =x3+by-cosg,

Coordenadas Relativas

Comenzaremos el proceso de calculo definiendo las variables asociadas a cada uno de los grados
de libertad de movimiento permitidos por las juntas.

Y como antes, construiremos una cadena vectorial que parta de la raiz hacia las ramas de la
estructura topoldgica del mecanismo.

U Barra 1:

— |, -cos Y
AB =
[, -sen,

U Barra 2:

Como :
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— |l -cos\9 + 9
‘91+’92:27[+¢2:(/’2:>BC:[2 COS( |+ 2):|

[, -sen(‘91 + 92)

U Barra 3:
- {13 ~cos¢3}
L - seng;
Como :
— [1-cos(9 + 9, + %)
o=, +%=8+4+%=CD=
I,-sen(9 + 3 + %)
U Punto D:

2D :E:EJFB—C»JFC—D-:[II -cosd +1, -cos(91 +82)+l3-cos(31 +9 +193)}

I,-sen, +1,-sen(9 + % )+1;-sen(% + %, + %)

Obsérvese como, por tratarse de un mecanismo abierto, no ha sido preciso resolver ningun
sistema de ecuaciones para calcular la posicion del extremo libre del péndulo.

Cuadrilatero Articulado

Para terminar, abordaremos el estudio de un cuadrilatero articulado, considerandolo como una
extension del péndulo triple al que se ha afiadido una junta de revolucién en el extremo
anteriormente libre, D. En este caso, en lugar de la posicién del punto D, que ahora es fija,
trataremos de encontrar la correspondiente al punto C.
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Coordenadas Cartesianas

A las ecuaciones de restriccion anteriores (las obtenidas para el péndulo doble), afiadiremos la
correspondiente a la nueva junta de revolucion.

U Junta de revolucion en D:

®

xD=AD = xy+b,-cosp, = AD

Yy =0=y,+b;-senp, =0

D

Si escogemos como variable independiente el angulo ¢, , y tomamos las longitudes a y b como la
mitad de la longitud total de su correspondiente barra, las ecuaciones de restriccion tomaran la forma:
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_l—l'COS
X1 > @y

—l—l-sen
i > 4]

l2 ll
X1 —x2+?'COS¢)2 = —E'COS¢1

L [,
yl—y2+3'sen¢’z ) - seng, 0
—L > X1 V15X25 V05 P25 V3,93

[ [
xz—x3+52-cos¢2 +53-c05(p3 =0

L l;
yz—y3+3-sen(o2 +E-sen(03 =0

x3+’§.cos¢3zm

l
Yy +—=-sengpy =0
2
Y una vez resuelto el sistema, la coordenada x§ se calcula mediante la expresion:
Co b
x5 =x>+b, -cosg,

Coordenadas Relativas

En este caso, por tratarse de un mecanismo cerrado, deberemos afiadir una restriccion cinematica
de cierre de lazo que asociaremos, por ejemplo, a la junta de revolucién situada en el punto C, para lo
que consideraremos que “abrimos” el mecanismo por dicha junta, y en consecuencia tendremos que
prescindir de la variable asociada a ella. De igual modo, tendremos que afiadir una nueva variable,
para definir la movilidad de la nueva junta, que antes no existfa.

En esta ocasion sera necesario construir dos cadenas vectoriales, que van desde el cuerpo fijo
hasta cada uno de los dos extremos de la junta por la que hemos “abierto” el mecanismo; es deci,
una cadena desde A hasta C, pasando por B y otra desde A hasta C pero pasando por el punto D.
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U Barra 1:

U Barra 2:

Como :

949 =2 o — BC= lz-cos(,91+.92)
R - lz-sen(31+32)

U Cuerpo fijo:

U Barra 3:
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U Junta de Revolucién en D (cierre de lazo):

7C =7C = AB+BC = AD + DC

Teniendo en cuanta las expresiones anteriores, esta restriccién puede expresarse en la forma:

I,-cos 9, +1,-cos($ +9,)=d +1; -cos I, 4 9.9,
I, -sen 8, +1, -sen(9, +32)=Z3 -send;

Si tomamos el angulo ¥ como variable independiente, estas dos ultimas expresiones nos

permiten obtener el valor de las variables dependientes 4, y & en funcién de la anterior.

U Punto C:

Una vez resuelto el sistema anterior y conocidos, por tanto, los valores de los parametros 9, 9,

y 9;, podremos determinar la posicion del punto C sin mas que sustituir valores en la expresion:

I, -cos 9, +1, -cos( + & )}

F¢=AC=4B+BC=
I, -sen9, +1, -sen($, +,)
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