13.5 CINEMATICA PLANA

Coordenadas de un punto perteneciente a un elemento

A lo largo de este apartado y a partir de ahora se van a utilizar las coordenadas de punto de
referencia.

Dado un punto genérico P, perteneciente a un elemento i, su posicién puede definirse, bien por
sus coordenadas locales, que permanecen constantes, o bien por sus coordenadas globales, que varfan
a medida que el elemento se mueve.

En la figura 13.1 se muestra un punto P, perteneciente a un elemento i, asi como dos sistemas de
referencia: uno exterior al elemento y el otro con origen en un punto fijo del mismo, O;, y que por lo
tanto se mueve solidariamente con el cuerpo.

Las coordenadas del punto P, respecto al sistema exterior, que se denomina "sistema global" son
x;, yi, mientras que las coordenadas de este mismo punto respecto al sistema de referencia solidario
al elemento, llamado "sistema local", son &, 7;".

SP .
i elemento i

>

xP X

1

Figura 13.16. Coordenadas cartesianas de P; en los sistemas local y global.

Observe el lector que en la notacién empleada para identificar las coordenadas, el subindice (i en
este caso) indica a qué elemento pertenecen las coordenadas y el superindice (P), a qué punto
concreto de ese elemento pertenecen las coordenadas. Por otra parte, si las coordenadas estan
referidas al sistema global se denominan x e, y si lo estan al sistema local del elemento £ y 7. Asf, x"
y; son las coordenadas globales del punto P perteneciente al elemento i; y & y » son sus
coordenadas locales.

En cuanto a los puntos, se emplea la notacion P; para especificar que el punto P pertenece al
elemento i.

Los puntos de referencia de cada elemento (puntos en los que se va a situar el origen del sistema
de referencia local) se denotan con la letra O y para especificar el elemento al que pertenece el punto
de referencia se vuelve a emplear como subindice el nombre del elemento. Asi, O; representa el
punto de referencia del elemento 1.
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Figura 13.17. Coordenadas cattesianas de P; tras el movimiento del elemento i.

Si el elemento i se mueve, al cabo de un tiempo t se encontrara en otra posicion, tal como se
indica en la figura 13.17. Observemos que el sistema global permanece fijo en el exterior, mientras
que el local se mueve acompafiando en su movimiento al elemento sobre el que esta definido. Por
este motivo las coordenadas del punto P, respecto al sistema local permanecen siempre constantes.

Figura 13.18. Vectores de posicion 1, £, s,

Los puntos del elemento i pueden representarse también respecto al sistema global por medio de
sus vectores de posicién. En la figura 13.18. se muestran el elemento i y los vectores t; y 1, que
definen la posicion de los puntos O, y P, respecto al sistema global. Asi mismo, el vector s definido
en coordenadas globales, une el punto O, con P..

En general, la localizacion de cada elemento i en el espacio queda definida si se conocen las tres
componentes globales del vector r; que posiciona el origen O, del sistema local asociado al elemento
(figura 13.19).
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X

Figura 13.19. Coordenadas cartesianas.

El vector r, puede representarse de la siguiente forma:

Xi
ri=|Y;

Zi

O bien empleando el vector traspuesto, ast:

T
ri:[ Xi » yl‘) Zi]

En forma mas general puede expresarse como:

ri— [ X,Y,z ] 1T
En donde la i significa que se trata del elemento i.

En el caso de movimiento plano, r;=[ x, y | ,T

Ademas del vector r, hay que especificar los tres giros v, V, y V5 que definen la orientacion
angular del sistema local respecto al sistema global. Asi pues, la situacion espacial del elemento 1
puede representarse por el vector de coordenadas q; cuyas componentes son las 3 coordenadas
traslacionales y las otras 3 angulares que definen la posicion relativa del sistema local respecto al
global.

- T
=[xy 2 ¢ 020 0]

En el plano so6lo son necesarias 2 coordenadas traslacionales y una angular, por lo que el vector de

coordenadas asociado al elemento i es de la forma:
— T_r. T T
¢=lxy oi=lr.o ]

En un sistema formado por N elementos, se necesitan n = 6 N coordenadas si es espacial, y

n =3 N si es plano. El vector de coordenadas del sistema es el siguiente:
T T

q:[%T’ QZT’ e qy ]
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En donde q;, qu, ..., q, corresponden a los elementos 1, 2, ..., n que forman el mecanismo.

Relaciones de transformacion en cinematica plana. Matriz de transformacion

En la figura 13.20. se muestran las proyecciones de un punto genérico P; sobre los ejes locales
ligados al elemento al que pertenece dicho punto, y sobre los ejes globales, que por simplicidad se han
trasladado hasta el punto O,

Figura 13.20. Proyecciones de P; sobre los ejes locales y globales.

A la vista de la figura 13.20, pueden establecerse las siguientes relaciones entre las coordenadas

locales y globales del punto P;:
x{ =& cosp, 1 sen g,
=& sen g, 1 cosi,

©)

Si se considera que el sistema global no esta situado en el punto O, tal y como se indica en la
figura 13.21, las expresiones anteriores quedan en la siguiente forma:

P_ P P
Xi _xi+é:i COsS @, —1; sen @,

Vi =y, +& sen g+ cosg,

Yi

O,

1

Figura 13.21. Proyecciones de P; sobre los ejes locales y globales.

Las dos dltimas ecuaciones forman el sistema de ecuaciones de transformacion, cuya expresion
matricial es la siguiente:
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P P
X cos —-Ssen
#-G1 3 zelg] o
y', Ly lseng cose || |
Donde, el vector del primer miembro representa las coordenadas del punto P en globales, y en el
segundo miembro el primer sumando representa las coordenadas del punto O en locales, y el dltimo

vector las coordenadas del punto P en locales. L.a mattiz que aparece en el segundo sumando recibe
el nombre de matriz de transformacion.

En forma compacta, las coordenadas del punto P, respecto al sistema global pueden expresarse
como:

=t As't )

Siendo 1 y 1, los vectores indicados en la figura 13.18 y A una matriz que se conoce con el
nombre de "Matriz de transformacion”. HEsta matriz toma la forma siguiente cuando se trabaja en
coordenadas cartesianas planas:

sen @ cos @

COS — Sen
4 { v 4 } (©)

El vector s'” es el vector de las coordenadas locales del punto P,. Por tanto;
P_y «P P T
S ’i - [ 5 i o N ]

Derivadas de las ecuaciones de transformacion

Asi como las relaciones de transformacion son dutiles para determinar la posicion de algunos
puntos del mecanismo, su primera y segunda derivadas lo son para conocer sus velocidades y
aceleraciones, respectivamente.

Primera derivada

Partiendo de la relacion de transformacion, tenemos que:

P P
X cos —sen
xP _ N @ ¢ ||< )
S sen @ cosp | | 5"
Como las coordenadas (x;', y), (X, y) varian con el tiempo al igual que el angulo v, mientras que
las coordenadas locales permanecen constantes, al derivar respecto al tiempo se obtiene lo siguiente:

<"1 _[x —¢ seng —¢ cosg| |&°
Cl=1 X+ ] 7 ¢ : ®)
vyl L, @ COS @ ¢ seno| |4

La relacion de transformacion en velocidades puede ponerse también de esta forma:

P . P
X b —sen @ —COS @ &l
. P - |: N } + |: :| P ¢i (9)
v cos ¢ —seng | |y"|
Pueden expresarse también de forma mas compacta:

I'”IP =7t B S';P (P,- (10)

Donde B, es la matriz:
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—sen @ —cos @
B: = { } (11
cos ¢ —sen¢ |

En definitiva, la relaciéon de transformacién en velocidades puede definirse diciendo que: las
componentes del vector velocidad de un punto P, ligado al elemento i respecto al sistema global son
iguales a las componentes globales del vector velocidad del punto O, en el que se sitia el sistema
local, mas el producto de la matriz B, por el vector que contiene las coordenadas locales del punto P,
y por la velocidad de giro del sistema local respecto al global.

Sequnda derivada

Derivando de nuevo respecto al tiempo se obtiene la segunda derivada de las relaciones de
transformacion, cuya expresion general es:

P e P P
B _|E|, | —senp —cosg Sl |cosp —seng ||&| (12)
T Ly, cosp  —seng||p” .(0,. seng  cosg | |p A(P,«

Expresado en forma compacta es como sigue:

i"f:i"t'i'BiS'fQ_AtS'f(biz (13)

Las relaciones de transformacion y sus derivadas no solo sirven para determinar la posicion,
velocidad y aceleracion de cualquier punto de un sistema mecanico, sino que también son de utilidad
en la obtencién de las ecuaciones de restriccion y en las ecuaciones cinematicas de velocidad y
aceleracion, como se podra comprobar mas adelante.

Par elemental de Revolucion

La junta de revoluciéon que une los dos puntos iy j que constituyen un par cinematico plano (ver
figura 13.22) queda definida por un punto P de la articulacién ya que se trata de una unién plana.
Naturalmente, el punto P puede pertenecer tanto al miembro i como al j.

Figura 13.22. Par de revolucion.
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Este tipo de junta es un par inferior simple.

Observando la figura 13.22. el vector de posicion del punto P, respecto al sistema global, como
perteneciente al elemento j puede definirse como:

P _ P
Fj_rj+Sj

Y como perteneciente al elemento i:

P _ P
Vi _Vi+S[

Siendo s y s,” los vectores in y O/ respectivamente. Sus componentes estan expresadas respecto
al sistema global.

Por otra parte, recordando la ecuacion (5) el vector de posicion del punto P, como perteneciente
al elemento i, puede definirse como:

=t Ast (14)

Y como perteneciente al elemento j, asi:
P _ P
Fj_rj+AjS'j (15)

. P sl sl 2l
Siendo s'j1 y 8" los vectores OiI y O, pero esta vez expresados en las coordenadas locales
asociadas a los elementos 1y j respectivamente.

Igualando ambas expresiones, tenemos que:
it AosT =t A (16)
O bien;
rit Ais't—rj—A;s" =0 (17)

Siendo esta igualdad la expresion vectorial de las ecuaciones de restriccion correspondientes a este
tipo de junta.

Al estar trabajando en el plano, los vectores que aparecen en la igualdad (17) tienen sélo dos
componentes, por lo que esta representa un sistema de dos ecuaciones. En la practica, se conoceran
las coordenadas locales del punto P, tanto en el sistema local ligado al cuerpo i como en el solidario al
j, y en definitiva, seran conocidos los vectores s'’ s'jp. Por tanto, las tnicas incognitas son los
elementos de los vectores t; y t; y los de las matrices A; y A;.

La ecuacion (17) puede representarse también en forma matricial:
(D(”2)=[X} +[ cos ¢ -sen g } el [x} B
v, seng cos¢ | |n| iy (18)

[ cosp -sen o &l _[o
sen¢p Ccos¢o | ,f’j 0

U (x,y): Coordenadas del punto O, en el sistema de referencia global XY.

Siendo:

U (x,y): Coordenadas del punto O, en el sistema de referencia global XY.

O ¢;: Angulo de giro entre el sistema local del elemento i y el sistema global.

a e Angulo de giro entre el sistema local del elemento j y el sistema global.
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U (¢, 7): Coordenadas del punto P en el sistema local del elemento i.

U (&, 7): Coordenadas del punto P en el sistema local del elemento j.

Par de traslacion

El par elemental de traslacion es un par cinematico plano constituido por dos elementos iy j, y
una junta de traslacion que los conecta. Este tipo de unién es un par inferior simple. Se representa
por la linea en la que se produce el desplazamiento relativo entre ambos cuerpos.

Figura 13.23. Par de traslacion.

En la figura 13.23. se muestra un par de traslaciéon. Es un tipo de junta en la que queda impedido
el giro relativo entre los cuerpos 1y j. Esta condicion exige que el angulo girado por ambos elementos
sca el mismo en cualquier instante. Asi pues, si v y v’ denotan los angulos que definen el giro de iy j
en el instante inicial, y ¢, y ¢, los correspondientes a un instante cualquiera. Siendo:

A D=~ (pf
) (19)
Ap,=9,=9,
Debe verificarse que ambos incrementos de angulos sean iguales y por lo tanto:
Ap,=Ap,
0 . (20)
=P, =0, —Q;

O lo que es lo mismo:

0~ —(0,—¢,)=0 (1)

La ecuacion (19) es una de las dos ecuaciones de restriccion del par de traslacion. Para encontrar
otra ecuacion de restriccién se toman dos puntos pertenecientes al elemento i, P; y Q, que estén
situados sobre la linea de accion del par, y un tercer punto, P, situado sobre esa misma linea pero
ligado al cuerpo j. Entre estos dos puntos se impone la condiciéon de que permanezcan
continuamente alineados. Esto se consigue exigiendo que el vector s, que une P, y Q,, sea paralelo al
vector d, que une P,y P, o, lo que es lo mismo, que el producto vectorial de ambos vectores sea nulo.

§xd=0 = |5xd|=0 (22)

Siguiendo la figura 13.23, los vectores s, y d pueden definirse como:
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Xi T Xi
si=r — 8= Yf - y,'Q (23.2)
0
P P
Xj = Xi
d=/5 - f =] ¥ -y | @3b)
0

Y multiplicando escalarmente estos dos vectores:
Sio dy = si3 da
Sid= sisdi — siids | =
siv d2 = si2 dy
0
= 0 (24)
(3 =x0 )y = )= (¥ =57 ) x] =)
Como la condicion de paralelismo es que el producto vectorial sea nulo, la segunda ecuacion de
restriccion viene dada por:
(3l =28 )Y =5 )= (¥ =P (5] = )=0 (25)

En definitiva, para el par de traslacion, al igual que en el caso anterior, existen dos ecuaciones de

restriccion, que son:

(xfu—xiQ)(yf—yf)—(g/f—gig)(xf—xf)}:{0} 6
o,—¢,~(9,—9¢,;) 0

Par de Revoluciéon-Revolucion

Cuando uno de los elementos del mecanismo se encuentra ligado a otros dos por sendas juntas de
revolucién, puede tratarse el conjunto como si fueran dos elementos unidos por una unica junta

multiple de revolucién-revolucion.

Figura 13.24. Junta multiple del tipo revolucién-revolucion.

El hecho de trabajar con juntas maltiples permite omitir las coordenadas del elemento intermedio,
lo cual supone una gran ventaja, ya que se reduce el numero de ecuaciones totales del sistema
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mecanico. En contraposicion, el hecho de no tener en consideracion esas coordenadas impide que
pueda obtenerse alguna informacion sobre la posicién de dicho elemento.

Un par de revolucién-revolucion que conecta dos elementos iy j se define por los puntos P; y P,
en los que los ejes de las juntas simples de revolucion de los elementos iy j cortan al plano en el que
se estudia el movimiento.

X

Figura 13.25. Par de revolucién-revolucion.

En la figura 13.25 se muestra el par de revolucion-revolucion. Ademas de los vectores clasicos ya
utilizados en los casos anteriores, se define aqui un vector d con origen en P, y extremo en el punto
P, cuyo médulo se denota con la letra 1 y representa la longitud de la junta.

De la figura 13.25 puede deducirse que en el sistema de referencia global:
ot sl =t st +d (27
De donde, despejando el vector d:
d=(r+si)—(r;*s;) 28
O bien:

S P
d_l”i - rj

(29)

Y expresada esta ecuacion en términos de las componentes de los vectores, respecto al sistema

global, se tiene:
x = 5
d=1| ", ’P (30)
Yi =V,

Tomando moédulos y elevando al cuadrado se llega a lo siguiente:
2 2
P=(x=x] )V +(y =) 31)

O bien:
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(xF =X )+ =y ) =F=0 (32)

Esta expresion constituye la ecuacion de restriccion del par de revolucion-revolucion. Unicamente
se necesita una ecuacioén porque esta junta multiple solo elimina un grado de libertad.

Par de Revolucion-Traslacion

En la figura 13.26 se muestran algunos ejemplos de este tipo de juntas maltiples:

Figura 13.26. Diferentes juntas de revolucion-traslacion.

Como puede apreciarse, si se tiene un cuerpo k unido a otros dos 1y j por medio de una junta de
revoluciéon y otra de traslacion, respectivamente, el conjunto formado por el elemento k y los dos
pares simples puede considerarse como una junta compuesta de revolucion-traslacion.

Como ya se comentd al estudiar la junta simple de traslacion, una forma de garantizar el
cumplimiento de la condicién que impide el giro relativo de los elementos que la componen consiste
en tomar 3 puntos sobre la linea de accién de la junta (dos pertenecientes a uno de lo elementos y
uno al otro miembro), y exigir que permanezcan alineados en todo instante. En este caso se toman
dos puntos arbitrarios P,y Q, sobre el elemento de la junta compuesta en el que se encuentra la junta
simple de traslacion, y un tercer punto, P, situado en el eje de la junta de revolucion. Notese que P,
pertenece tanto al elemento i en el que se encuentra la junta de revolucién, como al elemento
intermedio, y ademas esta situado en la linea de accién de la junta de traslacion.

De forma analoga a como se hizo ya con el par de traslacion, para expresar esta condicion
matematicamente se definen un vector d con origen en P, y extremo en Q, y otro s; que vade Q,a P,
y se exige que su producto vectorial sea nulo.
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Figura 13.27. Par de revolucién-traslacion.

Operando se llega a la ecuacion de restriccion del par que viene dada por la siguiente expresion:

(xl=x7 )Y =32 )=(y =¥ )(xf=x% )=0 (33)

En donde x", y/", ij, yjp, XiQ e ij son respectivamente, las coordenadas de los puntos P, P,y Q;
respecto al sistema de referencia global.

P, es el punto del elemento i en el que el eje de la junta simple de revolucién corta al plano de
estudio, y P, y Q, dos puntos arbitrarios del elemento j, situados sobte la linea de accién de la junta
simple de traslacion.

Si se comparan los pares de traslacion y de revolucion-traslacion, puede observarse como en el
primero se tenfan dos ecuaciones de restriccién: una para garantizar la colinearidad de los vectores s, y
s, y la otra para evitar que los elementos i y j giren uno respecto al otro; en el par de revolucion-
traslacion, sin embargo, como los elementos 1y j giran uno respecto al otro, solamente se necesita la
condicién de colinearidad para los vectores y por lo tanto sélo existe una ecuacion de restriccion.

Ejemplo 1

Se deben plantear las ecuaciones de restriccion correspondientes al cuadrilatero articulado de la
figura, resolverlas para el instante t = 0, y a partir de la solucién obtenida determinar las coordenadas
globales de los puntos A y B para t = 0.

OrA=2
OpB=3
AB=6

0,05 =3

Resolucién:
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Nudmero de incognitas

Si se emplean coordenadas cartesianas para describir la configuracion del mecanismo, al
considerarse que este esta formado por 4 elementos, las variables del problema son cada una de las
tres componentes de los vectores q; (i = 1, ..., 4). Se tienen, por tanto:

4-3=12 incognitas
Numero de restricciones simples

Cada elemento fijo puede representarse por 3 restricciones simples (una por cada coordenada) de
la forma x; = cte. Al existir un tnico elemento fijo (elemento n.© 1) hay:

1-3=3 restricciones simples
Juntas

En la siguiente tabla se recogen los datos correspondientes a cada uno de los pares elementales del
mecanismo.

N.° Junta Elemento i Elemento j Tipo de junta N. ° de restricciones
1 1 2 t 2
2 1 4 t 2
3 2 3 t 2
4 3 4 r 2

Numero de ecuaciones de restriccion

A la vista de la tabla anterior queda claro que el nimero de ecuaciones de ligadura para este
mecanismo es:
N.© restricciones = N.O restricciones simples + N.© juntasr x 2 =
=3+4-2=3+8=11

Grados de libertad y numero de restricciones motrices adicionales

Se sabe que la diferencia entre el nimero de restricciones y el de coordenadas es siempre igual al
namero de grados de libertad del sistema.

gdl=12-11=1

Y si se decide seguir el método de las restricciones motrices adicionales para plantear las
ecuaciones de ligadura, es preciso afiadir tantas ecuaciones motrices como grados de libertad tenga el
mecanismo, con el fin de obtener un sistema con igual nimero de ecuaciones que de incognitas. Asi
pues, segun el resultado anterior se necesita una Gnica ecuaciéon motriz. Si se supone que el 6rgano
mottiz es el elemento n.° 2 y que ademas el movimiento motor es de revolucion, dicha ecuacion
debe ser de la forma:

P,=¢,1)
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Eleccién de los sistemas de referencia y determinacion de las coordenadas locales que definen la
posicion de las juntas en cada elemento

U Referencia global.

Se toma con origen en el punto O,. La referencia se orienta segiin se muestra en la figura.

y

U Referencia local ligada al elemento 1.

Se toma con origen en O,.

&1

Para la referencia elegida se tienen las siguientes coordenadas locales para los puntos O, y Oy,.
(&7 nl )=(0,0) ; (&Fm” )=(3,0)
U Referencia local ligada al elemento 2.

Se toma con origen en el punto medio de O, A y orientada segtin la direccién de dicha barra.

A%&

P2

P
O

En este caso, teniendo en cuenta que la longitud del elemento es L, = 2, las coordenadas
locales de los extremos son:

(&9 md )=(-1,0 ) ; (&.ni )=(1,0)

U Referencia local ligada al elemento 3.

Se toma con origen en el punto medio de AB.
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Como |, = 6, las coordenadas locales de los extremos son:

(&Ll )=(-3,0) ; (&9 )=(3,0)

U Referencia local ligada al elemento 4.
Se toma con origen en el punto medio de BOy, y es orientada segun esta barra.

Al ser 1, = 3, las coordenadas locales de los extremos son:

(&) )=(-15,0) ; (& .10 )=(15,0)

Pa

é& 7)4
Og

Planteamiento de las ecuaciones de restriccion simples

Dado que las coordenadas iniciales del miembro fijo (elemento n.° 1) valen: q,=(0,0,0 ) las

ecuaciones de restriccion correspondientes a este elemento son:

O, =x,=0
(DZE)"1:0
O;=¢,=0

Planteamiento de las ecuaciones de restriccion correspondientes a cada junta

U Juntane1.

Al igual que todas las demas uniones del mecanismo, es una junta de revoluciéon, por lo que la
expresion general de las ecuaciones de ligadura para este tipo de par cinematico es (ecuacion 17):

0 2) = P P _
@” )= I’i+Ai S’i _rj_Aj S'j_
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O en forma mas desarrollada:

+& cosp,—1, sen¢i—x_,—§fcos¢j+77fsen¢)j=0
yﬁffsen(/’i+77:3005§0i_yj_§fsen(0,»_77;3005(0 =0

Y si se tiene en cuenta que para todas las referencias escogidas la segunda coordenada local es
nula, puede escribirse:
P —
t& cosp,—x;—&, cosp, =0 34)
P P _
yi+§[ Sen gpi_yj_é:j Sen¢)j_0
Teniendo en cuenta que:

P=0,

. (5,,77, )= (51 ’771 )=(0,0)
i=1 =
i (& )=(E g )=(~1,0 )

Al sustituir se obtienen las siguientes ecuaciones

O =x;—x;tcosp,=0
(D55y1_y2+sen¢)2:0 }
U Juntan®2.
Es también de revolucién, por lo que puede emplearse la expresion general (1). En este caso se
tiene que:
Pl { (&l =0 )=(3.0)
j=4 (65 77, )=(E7me )=

(1.5,0 )
Sustituyendo se obtienen las ecuaciones
Os=x,1T3 cosp,—

xs—1.5 cosp,=0
O;=y,t3 sengp,—

y,—15 sengp,=0
U Juntan® 3.

Es también de revolucion
P=4

(51’77, )= (52’772) (1,0 )
2 =
,Eg (&7, )=(& L )=(=3,0)

Las ecuaciones COfICSpOIldiCﬁtCS a esta junta Nejsh

Ds=x,Tcosp,—

x; T3 cosp,=0
by=y,tseng,—

y;+3 seng,=0
U Juntan® 4.

Se trata de una junta de revolucion
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r=b (&0 )= )=(3.0)
i=3 = b b .
j54 (é:_j’ﬂj )5(684’774 ):(—].5,0)

Operando de igual modo que para las otras juntas se obtiene:

Dp=x;t3 cosp,—x, 1.5 cosp,=0
dy=y,+3 senep,—y,+1.5 senep,=0

Planteamiento de las restricciones motrices

Como ya se ha comentado, existe una unica ecuacién motriz, que ha de ser de la forma:
P,= 9,
Se supondra que el movimiento del miembro motor (elemento n.° 2) sigue la ley:
0 0 _
P, =@, tw:t = ¢,—¢,—w:t=0

. 0 . . ,
Siendo ¢, el valor inicial de la coordenada ¢, y w, la velocidad angular, que se supondra
constante, se tomaran para estos dos parametros los valores:

¢§::553=135° \ w:=100

Asi pues, la restriccion mottiz puede representarse de esta forma:

<buz¢2—§jf—100z=0

Sistema de ecuaciones de restriccion correspondientes al mecanismo

En este sistema se agrupan todas las ecuaciones obtenidas anteriormente.

CD]E)U:O
®,=y,=0
DO;=¢,=0

Dy=x;—x;Tcosp,=0
Os=y,—y,tsenp,=0

Os=x;+3 cosep,—x,—1.5 cosp,=0
O,=y,+3 senp,—y,—1.5 sengp,=0
ds=x,tcose,—x;+3 cosp,=0
dy=y,tsenp,—y,+3 senp,=0
®y=x;+3 cosp,—x,t1.5 cosp,=0
®,=y;+3 senp,—y,+1.5 sengp,=0

(EQE¢2—§jZ—IOOt=O
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Como puede observarse, la tltima ecuacion es distinta en cada instante, por lo que el sistema tiene
una solucion diferente para cada valor de la variable temporal, t.

Solucion de las ecuaciones de restriccion para el instante inicial

Para t = 0 la solucion del sistema es:

x,=0 ; »,=0 ;@ =0

o= —0.7071 ; y,=0.7071 ; @,=135°

xs=1.5777  ; y,=19854 ; @,=10.81°
x,=37849 ; y,=12783 ; @,=23845°

Coordenadas globales de los puntos A y B en el instante inicial

Utilizando las relaciones de transformacion y una vez conocidas las coordenadas del sistema,
pueden determinarse las coordenadas de cualquier punto del mecanismo.

P_ P P
xi =x;t&; cose,—n, sen g,
P_ P P
Yi _yi—‘ré:i sen ¢i+ni Cos @,

Y teniendo en cuenta que para los sistemas de referencia escogidos la segunda coordenada local es
siempre nula, pueden simplificarse las ecuaciones anteriores, quedando:

xf=xi+&] cosg,
i =y tE seng,

U Coordenadas globales del punto A (para t = 0).

Si se considera que A es un punto fijo del miembro 2, puede escribirse:
x'=x +§f cose,= —0.7071+cos 135°= —1.4142
y'= ¥, +§§ sen@,=0.7071+sen 135°=1.4142

U Coordenadas globales del punto B (para t = 0).

Teniendo en cuenta que B es un punto fijo del elemento 4, se obtiene:

xP=x,+& cosp,=3.7849 — 1.5 cos 238.45°=4.5697
yi=y,+E& senp,=1.2783 1.5 sen 238.45°=2.5566

Ejemplo 2

Se deben plantear las ecuaciones de restriccion correspondientes al mecanismo biela-manivela
representado en la figura, resolverlas para t = 0, y a partir de la solucion obtenida determinar las
coordenadas globales de los puntos A y B en el instante inicial.
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Resolucién:

Nudmero de incégnitas
Si se emplean coordenadas cartesianas para describir la configuracion del mecanismo, al

considerarse que este esta formado por 4 elementos, las variables del problema son cada una de las
tres componentes de los vectores q; (i = 1, ..., 4). Se tienen, por tanto

4-3=12 incognitas
Numero de restricciones simples

Cada elemento fijo puede representarse por 3 restricciones simples (una por cada coordenada) de
la forma x, = cte. Al existir un unico elemento fijo (elemento n.” 1) existen:

1-3=3 restricciones simples

Juntas

En la tabla se recogen los datos correspondientes a todos los pares elementales.

N.°Junta @ Elementoi @ Elementoj  Tipo de junta N.° de restricciones
1 1 2 t 2
2 1 4 t 2
3 2 3 r 2
4 3 4 r 2

Numero de ecuaciones de restriccion

A la vista de la tabla anterior queda claro que el numero de ecuaciones de ligadura para este
mecanismo es:

N.© restricciones = N.© restricciones simples + N.© juntasr x 2 + N.© juntast x 2 =
=34+3.24+1.2=3+6+2=11

Grados de libertad y numero de restricciones motrices adicionales

Se sabe que la diferencia entre el nimero de restricciones y el de coordenadas es siempre igual al
namero de grados de libertad del sistema.
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gdl=12-11=1

Es preciso afiadir tantas ecuaciones motrices como grados de libertad tenga el mecanismo, con el
fin de obtener un sistema con igual numero de ecuaciones que de incognitas, por lo que se necesita
una unica ecuacién motriz. Si se supone que el 6rgano motriz es el elemento n.° 2 y que ademas el
movimiento motor es de revolucion, dicha ecuacion debe ser de 1a forma.

P, =¢,(t)

Eleccién de los sistemas de referencia y determinacion de las coordenadas locales que definen la
posicion de las juntas en cada elemento

U Referencia global.

Se toma con origen en el punto O,, y orientada segun se muestra en la figura.

y

U Referencia local ligada al elemento 1.

Se toma con origen en O,.

M1
3

Dada la referencia elegida se tienen las siguientes coordenadas locales para el punto O,.

(& m? )=(0,0)
U Referencia local ligada al elemento 2.

Se toma con origen en el punto medio de O, A, y orientada segun la direccion de dicha barra.

A
T2
()
(2]
Oa

En este caso, teniendo en cuenta que la longitud del elemento es L, = 2, las coordenadas
locales de los extremos son:

(E9 0% )=(-1,0 ) ; (&0 )=(1,0)
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U Referencia local ligada al elemento 3.

Se toma con origen en el punto medio de AB.

Como ;= b 6, las coordenadas locales de los extremos son
(&hm )=(=3.0) + (&7 )=(3.0)

U Referencia local ligada al elemento 4. Se toma con otigen en el punto B.

Y en este caso las coordenadas locales del punto B son:
B B
(&oomy )=(0,0)
Planteamiento de las ecuaciones de restriccion simples

Dado que las coordenadas iniciales del miembro fijo (elemento n.° 1) valen:q,=(0,0,0 ) las

ecuaciones de restriccion correspondientes a este elemento seran:

®,;=x,=0
CD2Ey1=0
(I)3E§01:0

Planteamiento de las ecuaciones de restriccion correspondientes a cada junta

U Juntan® 1.

Es una junta de revolucion, y operando de modo analogo a como se hizo en el primer ejemplo se
obtienen las siguientes ecuaciones de restriccion:

®4EX1_X2+COS(02:0}
Os=y,—y,Tsengp,=0

U Juntan®2.
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Es una junta de traslacion, y sus ecuaciones de restriccion responden a la expresion general
obtenida en el apartado 4.3:

o= (xf = X2)Y =)= (v = »Wixh - x) {0}
0, -0, —(p - ¢)) 0

Donde, P, y Q, son dos puntos ligados al elemento i de la junta (en este caso, el miembro n.°
1) y situados sobre la linea de accion de esta, y P; es un punto del elemento j (elemento n.” 4),
también perteneciente a la linea de accion.

Como estos puntos pueden seleccionarse de forma arbitraria, para obtener mayor simplicidad
en los calculos se han elegido los puntos con las siguientes coordenadas locales:

p=p=(&.m )=(0,0)
0,=0,=(& .1 )=(1,0)
Pi=pP,=(&.m, )=(0,0)

Aplicando a estos puntos las ecuaciones de transformacion:
P_ P P
xi =x;t&; cose,—n, sen g,

Vi =y, t& sen g+ cosg,

Se tiene que:

P_ P_

Xi = X1 — X1
Pi = { P_ _P_

Yi=Yi=V

X =x7=x;Tcos @,
o, -

yW=yl=y +sen g,

P_ P_
X =Xq4 7~ X4

P.i_) P_ P_
YVi=Yi™ V4

Y sustituyendo en la expresion general de las ecuaciones de ligadura se obtiene:
®5=[xi—(xitcos 9, )] (v, )=y~ +sen 0,)] (xi=x)=0
©:=0,~9,~(9]~¢; )=0

Ademas, teniendo en cuenta que los valores iniciales de los angulos ¢, y ¢, son nulos, queda:

Os=(xs—x;)seng,—( y,~y,)cosp,=0 }
O, =¢,-¢,=0

U Juntan® 3.

Es una junta de revolucion. Operando como en el ejemplo 1 se llega a:

Os=x,Tcosp,—x;+3cosp,=0
by=y,+senp,—y,+3senp,=0
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U Juntanr® 4.

Se trata también de una junta de revolucion y sus ecuaciones correspondientes son:

Dp=x;+3 cosp;—x,=0
O, =y;t3 sengp,—y,=0

Planteamiento de las restricciones motrices

Se supondra que el movimiento del miembro motor (elemento n.° 2) sigue la ley:
0=y Tt = 9= pi—@:1=0

Siendo ,” el valor inicial de la coordenada @, y w, la velocidad angular, que se supondra
constante se tomaran para estos dos parametros los valores:

402:%:450 =100

Asi pues, la restriccién mottiz puede representarse en la siguiente forma:

cp,zzgpz—%—mm:o

Sistema de ecuaciones de restriccion correspondientes al mecanismo

En este sistema se agrupan todas las ecuaciones obtenidas antetriormente.

®;=x,=0
q)ZEyJZO
D;=¢,=0

®,=x,—x;tcosp,=0
Os=y,—y,tsenp,=0
Os=(xs—x1)senp,—(y,—y,)cosp,=0
O,=¢,~¢,=0

Os=x,tTcose,— x;+3cosp,=0
dy=y,tsenp,—y,+3senp,=0
Dp=x;T3cosp,—x,=0

q)”Ey3+3seng03—y40

@125¢2—§—]00t=0

LLa dltima ecuacién es distinta en cada instante, por lo que el sistema tiene una solucion diferente
para cada valor de la variable temporal, t.

Solucion de las ecuaciones de restriccion para el instante inicial

Para t = 0 la solucion del sistema es:
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x1:0 5 y]:0 > §0]:00
x:=0.7071 ; y,=0.7071 ; @,=45°
x;=4.3297 5 y,=0.7071 5 ¢,=346.37°
xs=7.2452 ; y,=0 @, =0°

Coordenadas globales de los puntos A y B en el instante inicial

Utilizando las relaciones de transformacion y una vez conocidas las coordenadas del sistema,
pueden determinarse las coordenadas de cualquier punto del mecanismo.

P_ P P
Xi _xi+é:i COs @, —n; sen @,

Vi =yt & sen gty cos g,

Ademas, sabiendo que para los sistemas de referencia escogidos la segunda coordenada local es
siempre nula, pueden simplificarse las ecuaciones anteriores:

X =xi & cosg,
i =yt seng,
U Coordenadas globales del punto A (para t = 0).

Si se considera que A es un punto fijo del miembro 2, puede escribirse:
x'=x,+&)cosp,=0.7071+cos 45°=1.4142
y'= v, +§; sen @,=0.7071+sen45°=1.4142

U Coordenadas globales del punto B (para t = 0).

Teniendo en cuenta que B es un punto fijo del elemento 4, se obtiene:

X =x,+ & cosp,=7.2452
Y=y & seng,=0
Ejemplo 3

Deben plantearse las ecuaciones de restriccién correspondientes al cuadrilatero articulado de la
figura y resolverlas para el instante inicial, t = 0.

O,A=2
0,B=3
AB =6
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Como puede apreciarse, el mecanismo que se va a estudiar es el mismo del ejemplo 1 pero esta
vez considerando que la barra que une A y B esta integrada en una junta de revolucion-revolucion.

Resolucion:
Nudmero de incognitas

Al considerarse que este esta formado por 3 elementos, las variables del problema son las
componentes de los vectores q; (i = 1, ..., 3). Se tienen, por tanto:

3-3=29 incognitas
Numero de restricciones simples

Cada elemento fijo puede representarse por 3 restricciones simples (una por cada coordenada) de
la forma x; = cte. Al existir un tnico elemento fijo (elemento n.” 1) existen:

1-3=3 restricciones simples
Juntas

En la siguiente tabla se recogen los datos correspondientes a cada uno de los pares elementales del
mecanismo.

N.°Junta = Elementoi @ Elementoj @ Tipo de junta @ N.°de restricciones

1 1 2 r 2
2 1 3 r 2
3 2 3 r-r 1

Numero de ecuaciones de restriccion

A la vista de la tabla anterior queda claro que el nimero de ecuaciones de ligadura para este
mecanismo es:
N.O restricciones = N.© restricciones simples + N.° juntas r x 2 + N.O juntas rr x 1=
=3+2-2+1-1=3+4+1=8

Grados de libertad y numero de restricciones motrices adicionales

El nimero de grados de libertad es:
gdl=9-8=1

Es preciso afiadir tantas ecuaciones mottices como grados de libertad tenga el mecanismo, por lo
que se necesita una unica ecuacion mottiz.

Eleccion de los sistemas de referencia y determinacion de las coordenadas locales que definen la
posicion de las juntas en cada elemento

U Referencia global.

Como en el ejemplo 1.
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U Referencia local ligada al elemento 1.

Como en el ejemplo 1.

(E " )=(0,0) ; (&0 )=(3,0)
U Referencia local ligada al elemento 2.

Como en el ejemplo 1.

(EXn% )=(-1,0 ) ; (&) )=(1,0)

U Referencia local ligada al elemento 3.

Igual que la referencia local del elemento 4 vista en el ejemplo 1 pero cambiando el indice "4" por
"3", por lo que en este caso se tiene que:

B B B B J—
(&.m; )=(—15,0) ; (&7.n9 )=(15,0)
Planteamiento de las ecuaciones de restriccion simples

Como en el egjemplo 1.

®,;=x,=0
cDZE)’1=0
(D3E§91ZO

Planteamiento de las ecuaciones de restriccion correspondientes a cada junta

U Juntan® 1.
Como en el ejemplo 1.
O,=x;—x;tcosp,=0
Os=y,—y,Tsen (pZZO}
U Juntan® 2.
Como en el gjemplo 1 pero cambiando el indice "4" por "3".
Ds=x,T3cosp,—x;—1.5cosp,=0
O,=y,T3sen ¢]—y3—1.5sen(p3=0}

U Juntan® 3.

En este caso se trata de una junta de revolucién-revolucién que, por tanto, responde a la
expresion general dada por la ecuacion (32).

2
@(rr,l) = ()C,P _ xf)Z_{_(yiP _ yf) _ ZZZO

Para esta junta se tiene que:

273



PiEA
P=B| _ (& m )=(&.m, )=(1,0)
i=2 (&5, )=(&0m )=(=15,0)
j=3

Se aplican a estos puntos las ecuaciones de transformacion:
P_ P P
Xi =xi+&; cosg,—1, sen g,
P_ P P
Yi = Vi +§i sen @, 17, oS @,
Y se tendra que:
Xi =x3=x,1c08 @,
P = P_ _A_
Vi =y, =y, tsen @,
xiEx3B:x3—].5 COS (B
Pr=> Y ropoy s
Yi=V; T Y;— 1) sen @,
Y sustituyendo en la expresion general de las ecuaciones de ligadura se obtiene:
2 2
DOs=(x,Tcosp,—x;+1.5¢cos ¢,) +(y,tsenp,—y,+15sengp,) —36=0
Planteamiento de las restricciones motrices
Como en el gjemplo 1.

®9E(p2—37”—]00t=0

Sistema de ecuaciones de restriccion correspondientes al mecanismo

En este sistema se agrupan todas las ecuaciones obtenidas anteriormente.

O, =x,=0
DO,=y,=0
D;=¢p,=0

Dy=x,—x,Tcosp,=0

Os=y,~y,tsenp,=0

ds=x,T3cosp,—x,—~1.5cosp,=0

O,=y,t3senp,—y,—1.5senp,=0

Os=(x+c0s@,—x;+1.5cos@, ) + (y,+sengp,—y,+1.5senp, )’ ~36=0

(D95g02—377[—]00t=0
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Solucion de las ecuaciones de restriccion para el instante inicial

Para t = 0 la solucion del sistema es:
x1=0 ;o »,=0 ;@ =0
x;= 0.7071 5 y,=0.7071 ; ¢,=135°
x;=3.7849 , y,=12783 ; ¢@,=23845°

Ejemplo 4

Deben plantearse las ecuaciones de restriccion correspondientes al mecanismo biela-manivela de
la figura y resolverlas para el instante inicial, t = 0.

Este mecanismo es el mismo del ejemplo 3, pero considerando que el elemento n.° 4 esta
integrado en una junta de revolucién-traslacion.

Resolucion:
Nudmero de incognitas

Al considerarse que este modelo esta formado por 3 elementos, las variables del problema son las
componentes de los vectores q; (i = 1, ..., 3). Se tienen, por tanto:

3-3=29 incognitas
Numero de restricciones simples

Al haber un unico elemento fijo (elemento n.” 1) existen:

1-3=3 restricciones simples

Juntas

En la siguiente tabla se recogen los datos correspondientes a cada uno de los pares elementales del
mecanismo.

275



N.°Junta = Elementoi @ Elementoj  Tipo dejunta @ N.°de restricciones

1 1 2 r 2
2 2 3 r 2
3 3 1 -t 1

Numero de ecuaciones de restriccion

El nimero de ecuaciones de ligadura para este mecanismo es:

N.O restricciones = N.0 restricciones simples + N.© juntas r x 2+ N.C juntastrx 1=
=34+2-241-1=3+4+1=8

Grados de libertad y numero de restricciones motrices adicionales

El nimero de grados de libertad es:
gdl=9-8=1
Es preciso afiadir tantas ecuaciones motrices como grados de libertad tenga el mecanismo, por lo

que se necesita una unica ecuacion Mottiz.

Eleccién de los sistemas de referencia y determinacion de las coordenadas locales que definen la
posicion de las juntas en cada elemento

U Referencia global.
Como en el ejemplo 2.
U Referencia local ligada al elemento 1.
Como en el ejemplo 2.
(& m )=(0.0)
U Referencia local ligada al elemento 2.

Como en el ejemplo 2.

(E9 3 )=(-1,0 ) ; (&.n )=(1,0)
U Referencia local ligada al elemento 3.

Como en el ejemplo 2.
A A B B
(&m; )=(-3,0) ; (&.n; )=(3,0)
Planteamiento de las ecuaciones de restriccion simples

Como en el egjemplo 2.
®,=x,=0
®,=y,=0
D;=9,=0
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Planteamiento de las ecuaciones de restriccion correspondientes a cada junta

U Juntan® 1.

Como en el ejemplo 2.
O,=x;—x;tcosp,=0 }
Os=y,—y, T sen §02=0

U Juntan®2.

Igual a la junta n.° 3 del ejemplo 2.
ds=x,tcosp,—x;t3cosp,=0
®7Ey2+sen(p2—y3+3sen(p3=0}

U Juntan®3.

Se trata de una junta de revolucion-traslacion, que responde a la expresion general obtenida en el
apartado 4.5:

o V= (xf =)y =) = (v =) (x5 - x8)=0

Donde, P; es el punto del elemento i (elemento n.° 3) que define la posicién de la junta de
revolucion, y P; y Q; son dos puntos ligados al elemento j (en este caso el miembro n.° 1) y
situados sobre la linea de accion de la de junta simple de traslacion. Asi pues, se tiene que:

P=B = (& )=(&ng )=(3.0)
Y aplicando las ecuaciones de transformacion:
X =x; & cos g~ sen g,
Yi =y, & sen gty cos g,
Se tiene que:
xi =x5=x;t3cosg,
pPi = P B
Yi =y; =y T3seng;

En cuanto a P, y Q, pueden seleccionarse de forma arbitratia, y para obtener mayor
simplicidad en los calculos se han elegido los puntos con las siguientes coordenadas locales:

Pi=Pi=(&m )=(0,0)
0,=20,=(&f 17 )=(1.0)
Estas coordenadas, como se vio en el ejemplo 2, verifican las relaciones:

P_ _P_
X;=X1— X1

pP; = P_ _P_
Y, EVi =W

x9=xf=x,tcosp,
0, -

y=yl=y, tseng,

277



Y sustituyendo en la expresion general de las ecuaciones de ligadura se obtiene:

®Os=(x;+3cosp,—x;,—cos@,)(y,—y,—sengp,)—
_(y3+3sen¢3_y1sen¢1)(XI_XJ_COS¢1):0

Simplificando la expresién anterior se llega a:

®y= (x;t3cosp,—x,c08 @, )seng, +( y;+3senp,—y,—seng, )cosp,=0
Planteamiento de las restricciones motrices

Como en el gjemplo 2.

q)95¢2—%—]00t=0

Sistema de ecuaciones de restriccion correspondientes al mecanismo

En este sistema se agrupan todas las ecuaciones obtenidas anteriormente.

O, =x,=0
q)25y1:0
O;=¢,=0

d,=x;—x;tcosp,=0

Os=y,—y,Tsenp,=0

Os=x,tcose,—x;+3cosp,=0

O,=y,tsengp,—y,+3senp,=0

ds= (x;+3cosp,—x,—cosp,)senp,+(y,+3senp,—y, senp, )cosp,=0

®95¢2—§—100t=0

Solucién de las ecuaciones de restriccion para el instante inicial

Para t = 0 la solucion del sistema es:

X1~ 0 ’ }/1 = ’ ?, = 00
x,=0.7071 ; y,=0.7071 ; ¢,=45°
x;=4.3297 ; y,=0.7071 ; @,=346.37°

Engranajes

El contacto entre los dientes de un engranaje no se produce sobre una superficie, sino en una linea
tangente a ambos petfiles. Por ello, los engranajes son pares cinematicos supetiores.

Engranajes cilindricos

Dado que las ruedas que forman un engranaje giran alrededor de su centro, que permanece fijo, se
representa este tipo de pares por las dos ruedas que engranan, iy j, mas un tercer elemento, k, al que
estan ligados los centros de las ruedas.
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Capitulo T13 ANALISIS CINEMATICO DE SISTEMAS MULTICUERPO

Figura 13.28. Engranaje cilindrico.

Como es sabido, en toda rueda dentada puede definirse una circunferencia imaginaria llamada
circunferencia primitiva, tal que el movimiento relativo entre las circunferencias primitivas
correspondientes a dos ruedas que engranan es siempre de rodadura sin deslizamiento. Por ello,
resulta util definir este tipo de pares cinematicos por las dos circunferencias primitivas de las ruedas
dentadas 1y j.

Si se considera que el cuerpo k es fijo, basta con imponer la condicién de no deslizamiento entre
las ruedas primitivas o, lo que es lo mismo, con exigir que las velocidades lineales de ambas ruedas en
el punto en que se produce la rodadura pura sean iguales.

Siendo P el punto en el que se produce la tangencia entre las ruedas primitivas y siendo v; y v; las
velocidades lineales del punto P, de la rueda i y la rueda j respectivamente, debe verificarse que:

Vi=Vj

Como se sabe, la velocidad lineal puede expresarse como el producto del radio de giro por la

velocidad angular. Dado que el angulo v indica el giro relativo de cada una de las ruedas respecto al
sistema global, su derivada coincide con el médulo de la velocidad angular aunque afectada por el
sigho correspondiente; variacion angular positiva o negativa. Asi pues, teniendo en cuenta que las
ruedas de un engranaje giran siempre con sentidos opuestos, puede escribirse la relacion anterior en la
forma:

d(”i_ d(l)j

O.=—p.Q, = ==,
pz@z pj¢] pldt p] dt

= pid¢i=_pjd¢j (35)
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Donde g, y o, representan los radios primitivos de las ruedas i y j.
Integrando la expresion anterior entre el momento inicial y un instante genérico t se obtiene:
t t 0 0
pifodcof—p,»fodcoj = pi(p=¢. )==p(p,~9;) = 36)
0 0
= P, )rp(p,—¢;)=0
Siendo V" y Vv los valores iniciales de las coordenadas angulares v, y V; respectivamente.

Hasta ahora se habfa supuesto que el elemento k permanecia fijo, sin embatgo, si este miembro
girase con una velocidad angular ¢, , las ruedas, fijadas a €l, se moverfan solidariamente. Por ello, si se

le diera al conjunto un giro igual y opuesto al del elemento k, se obtendrfa un sistema equivalente al
que se acaba de estudiar. Se llamard @', y @', a las velocidades resultantes de superponer al giro de

las ruedas 1y j otro contrario al del elemento k:
¢li=¢i_¢k , ¢!j=¢j_¢k

Segun lo anteriormente expuesto, estas nuevas variables han de verificar la relacién (36), por lo
que se tiene que:

p (0 =0 )t p,(¢,-¢))=0 (37)

Y deshaciendo el cambio de variables se llega a la ecuaciéon que constituye la ecuacion de
restriccion del par engranaje cilindrico:

[(0=0) )= (o= )] pH [ (0,0 )—(0,—¢, )] p,=0 (38)
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Capitulo T13 ANALISIS CINEMATICO DE SISTEMAS MULTICUERPO

Engranaje piidn-cremallera

Figura 13.29. Pifién fijo y cremallera.

Se estudiara ahora el par cinematico formado por un pifién i, de centro fijo, que engrana con una
cremallera j, la cual se desplaza paralelamente al eje global x.

En este caso, la velocidad lineal de la cremallera en el punto de contacto viene dada por la
derivada de su coordenada x. Por tanto, la condicion que impide el deslizamiento relativo entre la
cremallera y el pifién puede expresarse como:

. d¢ de
Oo.=x; = p—L=—L = pde=dx, 39
plq)l xj pl dt dt pz q)z x] ( )

Integrando la expresion anterior entre 0 y t se llega a la ecuacion de restriccion cuando el pifion no
se desplaza:

(0.=9] ) pi=(x;=x7)=0 (40)
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Capitulo T13 ANALISIS CINEMATICO DE SISTEMAS MULTICUERPO

Figura 13.30. Pin6n desplazable y cremallera.

Si ademas el pinion se desplaza paralelamente a la cremallera, a la velocidad tangencial del pifion
que se tenfa en el caso antetior, hay que sumatle su velocidad de traslacion como sélido rigido, que es
igual a la derivada de su coordenada x;. La condicién de rodadura pura presenta la forma:

dxi+p_d(0i:dxj

tpo=% = = dx;tpdp =dx; 41
X pt¢t xl dt i dt dt X pz ¢z xl ( )
Y al integrar se obtiene:

(xi=x{ )+ (@=0 ) p,=(x;~x5)=0 (42)

13.6 ANALISIS CINEMATICO

En los apartados anteriores, para determinar un sistema mecanico se han utilizado como variables
las tres coordenadas que definen la ubicacién y la orientacion del sistema de referencia local asociado
a cada elemento.

En la figura del ejemplo 1 se muestra un sistema mecanico con tres barras. En general, se dice que
las q; coordenadas escogidas para describir la configuracion de un sistema se agrupan para formar un
vector algebraico q, llamado vector de coordenadas.

En concreto, para el ejemplo citado, el vector de coordenadas podtia ser:
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Como la posicion del mecanismo evoluciona con el tiempo, las coordenadas son funciones de
este, y en general, para n coordenadas, puede emplearse el siguiente vector:

9, (t)
g()=| =0V

q, (t)

Normalmente este vector se suele escribir como fila en lugar de en columna, y por tanto, es mas
usual la siguiente expresion:

q9(1)=[a, (1), ¢ (1), ... q, ()]
Recuerde el lector que el superindice T indica que este vector fila es el traspuesto del vector
original.

Una vez definidas las coordenadas que describen el mecanismo, es necesario encontrar las m
ecuaciones de restriccién independientes entre si, que relacionan las n coordenadas del sistema. En
cinematica plana lo normal es encontrar mecanismos con un grado de libertad, y por tanto:

n=m+1

Cada una de las m restricciones geométricas puede expresarse en forma de una funcién escalar ®
de las n coordenadas del sistema. En general, la i-ésima ecuacion de restriccion puede escribirse en la
forma:

& =0 ld. ¢, q,1=0,(9)=0
En el ejemplo 1 se obtuvieron las ecuaciones de restriccion que eran de la forma:
D, =x,=0
®,=y,=0
D;=¢,=0

CD4EX1_X2+COS§02:0

Os=y,~y,Tsengp,=0

O=y;+3seng,—y,t1.5senp,=0
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Ilamando @ al vector formado por las funciones escalares @, se puede escribir:

i X1 ] [0 ]
N 0
? 0
D = X1 - x2 T €os @, =10
Y-y, tsen ¢, 0
| vy t3sen o, — y, +15sen ¢, | | 0

Y en general, en notacién matricial para el sistema de ecuaciones de restriccion:

D(q)=0

Como realmente se han planteado m ecuaciones de restriccion y existen n coordenadas (n = m + 1),
falta una ecuacién para poder resolver el mecanismo. La ecuacion que falta debe ser una ecuacion
motriz que defina perfectamente una de las coordenadas en funcién del tiempo.

Al final, se dispone de un sistema de n ecuaciones (m restricciones geométricas mas una
restriccion mottiz) que permite determinar las diferentes posiciones que el mecanismo adopta en el
tiempo.

Para determinar las diferentes velocidades del mecanismo es necesario obtener el sistema de

ecuaciones cinematicas de velocidad. Estas ecuaciones se hallan derivando las ecuaciones de
restriccion respecto al tiempo.

Para una ecuaciéon de restriccion @, se tendra:

do _,

dt

O lo que es lo mismo:

d@i:aéi dql_i_a@i dq2_|_ +%%:
dt 0q, dt 90q, dt 0q, dt

En general, teniendo en cuenta todas las ecuaciones de restriccion, la expresion matricial del
sistema de ecuaciones de velocidad es:

g

Donde, @, es una matriz cuyos términos son las derivadas parciales de las ecuaciones de
restriccion respecto a las coordenadas del sistema. A esta matriz se la denomina matriz jacobiana.

Para un mecanismo de m ecuaciones de restriccion y n coordenadas, la matriz jacobiana tiene la
siguiente forma:
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0w 0w 0 0a]
dq, 0q, Ogq, aq,
op, O0p, 0P, 0P,
8g1 892 893 agn
00y 30y 0By | Oy
_a% a% aq3 aqn_

Una vez conocidos los elementos de la matriz jacobiana correspondiente a cada tipo de par
cinematico es posible ensamblarlos convenientemente para formar la matriz jacobiana asociada al
mecanismo.

Obtencion de la matriz jacobiana

Inicialmente, se van a plantear los elementos de la matriz jacobiana correspondientes a cada tipo
de junta.

Par de revolucion

En la siguiente tabla estan recogidos todos los elementos de la matriz jacobiana correspondiente a
una junta simple de revolucién que conecta dos elementos 1y j.

0 /0x 0/0y, 0/0¢, 08/dx, 0/0y, /0p,

L T T S A S (¥;=9,)

® 2(r,2) 0 1 bo(x ) o -1

_(xf—x,-)

Tabla 13.1. Matriz jacolljiana para un par cinemitico de revolucion.

Para obtener los elementos de la matriz jacobiana del par de revolucién basta con derivar las
ecuaciones de restriccién de esta junta respecto a sus coordenadas caractetisticas.

Como se ha visto en los apartados anteriores, las ecuaciones de restriccion de una junta de
revolucion son:

o7 =(x +§ cos @, — 1, sen(p) (x]+§ cos g, —1, sen(oj) 0

(’2)—(yl+§ sen @, +771 cos@,)— (yj+§ sen(pj+7yj cosgoj) 0

No obstante, para detivar estas ecuaciones resulta mas comodo trabajar con una expresion mas
compacta, y empleando las relaciones de transformacion puede escribirse

wI_ P_ P_y

CD]' = Xi X
@, =y -y =0

Como es sabido, los elementos de la matriz jacobiana asociada a un vector de funciones escalares,
®(q) se calculan mediante la expresion:

0 @,

[¢q]i,j = a—qj
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Ya se coment6 en el capitulo anterior que las ecuaciones de restriccion tienen como variables las
componentes de los vectores de coordenadas q; y q;, por lo que hay que derivar las funciones del
primer miembro de las ecuaciones de ligadura respecto a los pardmetros x;, v, @, X, ¥; ¥ @;

Derivadas de @, respecto a x, y; v ¢

[q)(r,Z)] :5(1)?'2):8()65)_)61;):1
! b axi axi
[ (r,2)] _GCDS””_@(xf—xf )_
D, 1,2 P - =0
Vi 0y,
(r2) 8(1)?”’ 5(xf—xf ) P
@ ] 3 = = _(yi _yi)
! . 0o, 0,
Derivadas de @, respecto ax,, y, y 9;
@2 o( +F=+F
[q)q(r,z)]l’4:6(1)1 J9Cximx ) -1
[ (r,Z)] _aq)ﬁ”z)_@(xf’—xf )_0
(Dq 1,5 - -
8yj 8yj
(r2) 6(1)?”2) 8()65)_)6? ) P
[(Dq ]1 6 = ‘ =(y,-y,)
agoj agoj J J
Derivadas de @, respecto a x, y; v ¢
[ (V’z)] _8(1)9’2)_5(%13_)’5 )_
(Dq 2,1 o - o =0
Xi Xi
[ (V’z)] _6(1)9’2)_8()7;0—yf )_
(Dq 2,2 P - =1
Y, oy,
: dat? (¥ =yt )
[CDq('Z)]zJ: e ——=(xi —x)

0o, 0,

Derivadas de @, respecto a x,, y, y 9;

(r,Z)] :5CDSV’2):8()’:-D_)’§ ):
2,4

)] 0
[, S
[ (r.z)] _adbg‘z)_a(yﬁp—yf ) J
q)q 2,5 - -
Gyj 8yj
, oat? o(y -y, )
[(Dq( 2)]2,6: = = _(Xf_xj)

0, 09,
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Par de Traslacion

La siguiente tabla muestra los elementos de la matriz jacobiana asociada a una junta simple de
traslacion que enlaza dos elementos iy j.

0 /dx 0/0y, 0 /09, 8 /0x, /0y, 0 /09,

() r ool (o) = (xf =i )(xf = x0)- ) (o0 (xj=x: )(xi =)+
D, (yi=y7) | —(xi—xt)} —(yi =y ) (xi—xi) |
: ; (V=) =5) ; Ay ) =)

_____________ L
v 0 | |

o Y o i 0 1 o i 0 1

Tabla 13.2. Matriz jacobiana para un par cinematico de traslacion.

Par de Revolucion-Revolucion

En la tabla 13.3. se indican los elementos de la matriz jacobiana correspondiente al par compuesto
de revolucion-revolucion que liga dos elementos iy j.

0/0x;, 0/0y, 0 /0, 0/0x;, 0/0y;, 0 /09,

i P_ Py P _
P_ Py PPy 2(xi xf)(yj y;/')
P P\, p =2(xi —x; L= 2(y; _J’j) | PP
T2y =y x—x) | =205 =Y x)

E E —2(xf—xf)(y:)_yi)+
@ V| 2(x=x0) 2=y

Tabla 13.3. Matriz jacobiana para un par cinematico de revolucién-revolucion.

Par de Revolucion-Traslacion

La tabla siguiente muestra los elementos de la matriz jacobiana correspondiente al par maltiple de
revolucion-traslacién que conecta dos elementos 1y j de un mecanismo, en la forma ya sefialada.

0/0x;, 0/0y, 0/0¢, 0/0x;, 0/0y, 0/0p,

i (= (V=)= i O =y (v =)+
R O e N e U0 R E7 Rt s A
! b= (xi = xi (x5 = x5 : VA (xi = x ) (x5 = x%)

Tabla 13.4. Matriz jacobiana para un par cinematico de revolucién-traslacion.

13.7 GENERACION SISTEMATICA DE LAS ECUACIONES DE VELOCIDAD

Estas ecuaciones responden a la férmula general:
b,9=0

Es evidente que conocer los elementos de la matriz jacobiana correspondiente al mecanismo es
suficiente para poder plantear estas ecuaciones. Esto puede conseguirse calculando las componentes
de la matriz jacobiana asociada a cada uno de los pares elementales del mecanismo. Después debe
colocarse cada uno de estos elementos en la matriz global del sistema; en las filas correspondientes a
las ecuaciones de restriccion del par cinematico en cuestion, y en las columnas asociadas a las
coordenadas de los elementos enlazados por la junta. Una vez situados todos estos elementos,
pueden igualarse a cero el resto de las componentes de la matriz global. Posteriormente, es necesario
multiplicar esta matriz por el vector velocidad e igualar el producto a cero.

Como se ha visto en el ejemplo 1, en un analisis cinematico es preciso afadir tantas ecuaciones
motrices como grados de libertad tenga el mecanismo, con el fin de obtener un sistema con igual
namero de ecuaciones que de incognitas.
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Para distinguir las ecuaciones motrices de las restricciones geométricas, se denotaran las primeras
con un superindice (d).

Se tendra, pues, un sistema formado por:

m restricciones geométricas @ = P (g ) =0

. . (d)
k ecuaciones mottices @ =& (¢,1) =0

Estas ecuaciones representan un sistema formado por m + k = n ecuaciones con n incégnitas (las
n componentes de q).

La derivada de las restricciones geométricas es, como se sabe:
b, 9=0
. d . . ., .
Teniendo en cuenta que ahora o' depende directamente del tiempo, la ecuacion motriz es:

d@(d)_ aé(d)ﬁ-i_&é(d)ﬁ
A oq di | o di

=D+ =0

En donde @;d) es la matriz jacobiana de las ecuaciones motrices y @) son las derivadas

parciales de las ecuaciones motrices respecto al tiempo.

Agrupando las expresiones obtenidas para las restricciones geométricas y para las ecuaciones
motrices, el sistema de ecuaciones de velocidad toma la forma:

@, 7. 0
@ (9=
@, -

Ejemplo 5

Se deben plantear las ecuaciones de velocidad correspondientes al cuadrilatero articulado de la
figura para el instante inicial, t = 0, resolverlas y determinar las velocidades globales de los puntos A y
B.

OrA=2
OBB:3
AB=6

Como puede apreciarse, el mecanismo que se va a estudiar es el mismo del ejemplo 3 del
capitulo 3, en el que se obtuvieron sus ecuaciones de restriccion, asi como su solucion para t = 0.

Resolucién:
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Coordenadas locales de los puntos empleados para representar la posicion de las juntas

Estas coordenadas se estimaron ya en el ejemplo 3 y valen:
(§1OA/77?A )=(0/0) ’ (§gA/77§A )=(_1/0)
(&P m® )=(3,0) ; (&°,n3° )=(1.5,0)
(&5.m )=(1,0)
(&5,n5 )=(-15,0)

Coordenadas que definen la posiciéon del mecanismo en el instante inicial, t = 0
Se obtuvieron ya en el ejemplo 3 al resolver el sistema de ecuaciones de restriccién particularizado
parat=0.
xi:o ; y1:0 > ¢1:00
x;= 0.7071 5 y,=0.7071 ; ¢,=135°
x;=3.7849 , y,=12783 ; ¢,=238.45°

Coordenadas globales de los puntos empleados para representar la posicién de las juntas, en el
instante inicial, t = 0

Utilizando las relaciones de transformacién pueden determinarse las coordenadas de cualquier
punto del mecanismo, una vez conocidas las coordenadas del sistema.

P_ P P
xXi =x;+ & cosg,—1, seng,

Vi =y, t& sen g+ cosg,

Y teniendo en cuenta que para los sistemas de referencia escogidos (ver ejemplo 3) la segunda
coordenada local es siempre nula, pueden simplificarse las ecuaciones anteriores, quedando:

X =x+& cosg,
v =y+E seng,
U Coordenadas globales del punto 0, (para t = 0).
Si se considera que O, es un punto fijo del miembro 1, puede escribirse:

x01=x;+ &% cosp, =0

Y=yt sen g, =0

U Coordenadas globales del punto 0y (para t = 0).

Teniendo en cuenta que Oy es un punto fijo del elemento 1, se obtiene:
%0 =x; +E% cos p, =3 cos0°=3
Y=yt sen g, =0

U Coordenadas globales del punto A (para t = 0).

Se calcularon ya en el ejemplo 3.

x1=—14142 ; y'=14142
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U Coordenadas globales del punto B (para t = 0).

También se calcularon en el ejemplo 3.

x$=4.5697 ; °=2.5566

Matriz jacobiana correspondiente a las restricciones simples

Como las restricciones simples son de la forma x; = cte, la tinica derivada no nula es:
0D Oy,
8 Xi 8 Xi

Asi pues, los unicos elementos no nulos de las matrices jacobianas correspondientes a las
restricciones 1, 2y 3 son:

=1

2.,
0 x;
8@2:]
oy,
8@3:1
09,

Matriz jacobiana correspondiente a cada junta

U Juntan® 1.

Se trata de una junta de revolucién que conecta los elementos 1 y 2, y que daba lugar a las
ecuaciones de restriccion 4 y 5. Por tratarse de una unién de revolucion, la forma general de su
correspondiente matriz jacobiana es:

0 /0x 0/0y, 0/0¢, 08/dx, 0/0y, /09,

O L b 0 L =(y-y)| 1 b 0 (Y-y,)

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

@2“’2) 0 1 (xi—xi) 0 -1 —(xj=x;)

Considerando que en esta junta:

P=0,
i=1
j=2

Se tiene que:
(xi=x:)=(x%=x,)=00=0

(¥ =y)=(y""=9,)=00=0
(xX0—x;)=(x%=x,)=0+0.7071= 0.7071

(¥, =y,)=(y"=y,)=0-0.7071= -0.7071

Por tanto, la matriz jacobiana para esta junta es:
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0/0x, 0/0y, 0/0¢p, 0/0x, 0/0y, 0/0¢,

o L0 0 b0 107071
@ s o { 1 i 0 0 | -1 i -07071
U Juntan®2.
Se trata también de una junta de revolucion, que proporciona las ecuaciones de restriccion 6y 7,
y en la que:
P=0;
=
j=3

Y procediendo del mismo modo que para la junta anterior, se llega a:

0/0x, 0/0y, 0/0@, d/0x, 0/0y, 0/,

D 10 o0 a4 00 -1.2783
@, o 1 i 3 0 -1 i 07849
U Juntan®3.

Se trata de una junta de revolucién-revolucion que une los elementos 2 y 3, y que proporcionaba

la ecuacién de restriccién n.® 8. Por tratarse de una unién de revolucion-revolucion, la forma
general de su matriz jacobiana es:

0/0x; 0/0y, 0 /0o, 0 /0x; 8/8yj 5/5(01.
P DU T8 ) E A Y A T R T e e P
cD(rr,l) 2(Xi_x1'):2(yi_yj): b b =2(x; —x; :—2(yl.—yj): .
+2(y;, =y )(xf = xi) b =20y =y, )X~ x;)

Considerando que en esta junta:

pP=4

P,=B
i=2
j=3

Se tiene que:
(xF—x)=(x"—x2)=—14142+0.7071= —0.7071
(vi=y.)=(y'=y,)=14142-0.7071=0.7071
(x5 —x;)=( x"—x;)=4.5697 — 3.7849 = 0.7849
(¥ =v,)=(y" =y, )=25566—-12783=12783
(xl=x0)=(x"—x%)=—14142-4.5697 = 5.9840
(¥ =y )=(y'=y")=14142-2.5566=—1.1424

Y sustituyendo estos valores en la expresion general se obtiene:
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0/0x, 0 /0y, 0/0¢, 0/dx; 0 /0y, 0/09,

Ds| -11.968 -2.2848 10.0781 11.968 2.2848

| -13.5053

Matriz jacobiana correspondiente a las restricciones motrices

La restriccion mottiz es:
3
@gs¢2—7”—100t=0

Derivando respecto al tiempo:

A0 _00: 5 _19p=g
dt Og,
Asi pues, la novena ecuacién de velocidad es:

@,=100

Y obviamente, el unico elemento no nulo de la matriz jacobiana es:

6(139:
oo,

1

Matriz jacobiana global para el instante t = 0

Teniendo en cuenta que el orden de las ecuaciones de restriccion se corresponde con el de las filas
de la matriz jacobiana, y el de las coordenadas del mecanismo con las columnas, pueden ensamblarse
las matrices anteriormente obtenidas en una tnica matriz jacobiana, que corresponde al mecanismo
completo.

0/0x, /0y, 0/0@, 0/0x, 0/0y, 0/0¢, d/0x; 0/0y, /0,

(O 1 0 0 0 0 0 0 0 0
(OB 0 1 0 0 0 0 0 0 0
D ; 0 0 1 0 0 0 0 0 0
D 4 1 0 0 -1 0 -0.7071 0 0 0
D s 0 1 0 0 -1 -0.7071 0 0 0
(O 1 0 0 0 0 0 -1 0 -1.2783
(OF] 0 1 3 0 0 0 0 -1 0.7849
(O 0 0 0 -11.968 -2.2848 10.0781 11.968 2.2848 -13.505
(O 0 0 0 0 0 1 0 0 0

Ecuaciones cinematicas de velocidad para el instante inicial t = 0

La expresion general de estas ecuaciones es:
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D, | [ 0 }
q:
@q(d) @t(d)

Y particularizando para este caso se obtiene el siguiente sistema, en el que se agrupan todas las
ecuaciones obtenidas anteriormente.

x1=0
y,;=0
$,=0

x1—x:—0.7071¢,=0
y,=y,—0.7071¢9,=0
xi—x;—1.2783¢,=0
Vv, 73¢,—y,;+0.7849 ¢, =0
—11.968 x,—2.2848 y,+10.0781 ¢, +11.968 33 +2.2848 y,—13.5053 ¢p,=0
@,=100
Solucién de las ecuaciones cinematicas de velocidad

La solucion del sistema es:
x=0 ;o y,=0 ;o 9,=0
x,=70.71 ;5 y,=70.71 ; @,=100
x;= 95391 ; p,=585719 ; @,=74.6233

Velocidades globales de los puntos A y B en el instante inicial

Haciendo uso de la primera derivada de las relaciones de transformacién pueden determinarse las
velocidades de cualquier punto del mecanismo, una vez conocidas las coordenadas y velocidades del
sistema.

i =gt g, (=& seng,—1; cos g, )
yf:j}i+(bi(é:fcosgoi_nfsen ¢i)

Y teniendo en cuenta que para los sistemas de referencia escogidos la segunda coordenada local es
siempre nula, pueden simplificarse las ecuaciones antetiores, quedando:

W=k & ¢ sen g,
Vi =y, & ¢cos g,
O Velocidad global del punto A (para t = 0).
Si se considera que A es un punto fijo del miembro 2, puede escribirse:
W=, — & p,senp,= —70.71—100 sen 135° = — 141.4207
Y=y, +& ¢,cosp,= —70.71+100 cos 135°=—141.4207

Y el médulo del vector velocidad es
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VA:\/( ) :\/(—141.4207)2+(—]4].4207 =200
U Velocidad global del punto B (para t = 0).

Teniendo en cuenta que B es un punto fijo del elemento 3, se obtiene:

xB=x3—§f Q;sen@,=—95391+1.5 - 74.6233 sen 238.45°=—190.7802
)'/BZy3+§f¢3005(p3=58.5719—].5 - 74.6233cos 238.45°=117.1410
Y el médulo es:

V= \/( L)) = \/(—190. 7802 ) +(—117.1410 )’ =223.8729

13.8 GENERACION SISTEMATICA DE LAS ECUACIONES DE
ACELERACION

Como recordara el lector, para obtener la expresion matricial del sistema de ecuaciones de
velocidad, bastaba con derivar las ecuaciones de restriccion respecto al tiempo, es decir:

dd _ 0D dg _
dt  oq dt

Silo que se quiere obtener es el sistema de ecuaciones cinematicas de aceleracion, basta derivar
nuevamente las ecuaciones de velocidad respecto al tiempo. En definitiva, se tiene:

a4’ D d ) 0 ) 0 . .dt
= = 4 —|— - — =
(D, q) 8q(qﬁqq at(qaq q)dt

dé  dt dt

... O, . ..
=(d,49), 9+ at"q+qbqq=0

Y considerando que la matriz jacobiana no depende directamente del tiempo, la representacion
matricial del sistema de ecuaciones cinematicas de aceleracion tomara la forma:

d’®
dt

En donde (@, ¢ ), representa las detivadas parciales, respecto a las coordenadas q, del producto de

=(D,9), 9+ ©,4=0

la matriz jacobiana por el vector de velocidades de las coordenadas.

Esctibiendo la ecuacién de aceleraciones en la forma @, ¢ = —( &, ¢ ), 4, se tiene una

ecuacion en la que el segundo miembro es un vector algebraico que suele representarse por y. En este
caso las ecuaciones de aceleracion pueden escribirse como:

b, q4=7y
Siendo:
y=-(®, 9 ), 4

Al igual que ocurre con las ecuaciones de restriccion y con la matriz jacobiana, los elementos del
vector y pueden generarse de forma sistematica.
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Veamos un ejemplo de como se obtienen los elementos del vector y para una junta de revolucion.
En primer lugar se va a realizar el producto de la matriz jacobiana @, por el vector de velocidades ¢ .

Teniendo en cuenta que las ecuaciones de restriccién correspondientes a una junta de revolucion
dependen tnicamente de los elementos i y j que componen el par cinematico, es claro que los
elementos del vector ¢ son:

q:[q.i ’Qj]T:[xi’yi’¢i’xj’yj’¢j ]T

Y como los elementos de la matriz jacobiana asociada a este tipo de unién son los que estan
representados en la tabla 13.1, se tiene:

10 —(y'=y) -1 0 (y-y) | &
01 (x-x) 0 -1 —(x{-x;)

Xi — (J’IP - yl)(/’l - x/ +(yf - y,)(ﬂj
).Cj - (xf - Xi)¢,' - J./j +(X§') - xj)¢j
i |i=5 = (5" =y e, = & (Y = v, )9,
[0 d ) =% = (xF = )6, = 9, + (x5 = x,)9,

Una vez conocido el producto @, ¢ puede calcularse el término (@, ¢ ), ¢

oo
(04,4 22y,
q;
[(quq.)qq.le _(X,P - xi)¢[2+(x5 - x,)(Di
[(@,4),d].= =" = v)0 +(¥" = »,)d

Y como:
Y= (D 9 ), 9
Se concluye que:
w0 = x )9~ (2~ x,)9
v =(y = v )o, = (v, = y,)9,

Las siguientes tablas recogen los elementos de la matriz jacobiana y del vector y correspondientes
a los pares cinematicos mas frecuentes.
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oD /oy, OD/Dy, oD /0p 0D /0x; 0D/dy, o0 /0,
. 1 0 ~(y/ =) -1 0 (v;=,)
O
0 1 (xF—x:) 0 -1 —(x7=x;)
) () —(xf=xi)(xl =x2)— 0| () (x7=x;)(xi =x2)+
o | T S I ey S I R S )

1 0 0

-1

@D | 20 =x0) | 207 =5")

= 2(xP =)yl - y,)+

L0 =2(x{=x) | =20y ~¥})
+2(y,~ —y,)(x,- - xi)

2(xf—xf)(yf—yj)—

=2(y; =Y )(xf—x,)

| (VI=y0) | ~(x]=x8)

—(y =y )y -32)-

—(y7=9) | (xf=x%)
—(x=x)(x"=x9)

(v =y ) (] =y7)+

H(xl=x)(x]=x%)

Tabla 13.5. Elementos de la mattiz jacobiana para algunos de los pares cinematicos mas comunes.

/4

(xF=x) ¢} —(x]—x) @’

(v =y)9;=(¥=v,)¢’

2 [(xP=x) (5= x) (v =Y )= )] ¢~

~[(x =)y, =y, )= (¥ = Y2 ) (xi=x,)] ]

0

(I)(rr,l)

=2(5—x,)=2(3,=7;) -
=2[(xF = x)(x} = x) + (¥ =y (¥ = v,)] 97~
=2[(x]=x )xx ) (Y, =y ) (¥ =y )] 5+
[ = x)(x] = x) (3 =y )V =y )] 9.0,
—4[(x =x)(3,=9,) = (¥ =y ) (5= 3,)] ¢+

+4[(X5_xj)()>f—yj)_(yf—y,-)()'ci—)'cj)](/),-

q)(tr,l)

[(xF=x )Y =2 )= (3] =y )( xS =x2)] (6, 2¢,)p, +
H(xL=x )V =)= (¥ =y )(xF=x9)] ¢ -

=2[(xF=x) (5= )+ (V=¥ ) 3= )] 9,

Tabla 13.5. Vector y de términos independientes de las ecuaciones de aceleracion para algunos

de los pates cinematicos mas comunes.

Al igual que cuando se analizan velocidades, para estudiar cinematicamente las aceleraciones de un
mecanismo es necesario introducir tantas ecuaciones motrices como grados de libertad tenga el
mecanismo que se pretende estudiar.

La segunda derivada de las restricciones geométricas como ya se ha visto tiene la expresion:

P, 9=

Veamos ahora la segunda derivada de las ecuaciones motrices:

296




P g,
=g )=
0 (i dg 0 dt
- dj(d) +¢(d) @(d) @(d)
E (}-+ )dt ot KA )dt

:K¢f@k+@$ﬁq+¢ghfuqﬂq+¢ﬁ>:0

Teniendo en cuenta las ecuaciones de restriccion y las motrices, las ecuaciones de la aceleracion
presentaran el siguiente aspecto:

@, . 7
q= (d) ) . () - (d)
@;d) - (¢q q q q- 2¢qt q- ¢tt

Ejemplo 6

Deben plantearse las ecuaciones de aceleracion correspondientes al cuadrilatero articulado
estudiado en el ejemplo anterior para el instante inicial t = 0, resolverlas y determinar las aceleraciones
globales de los puntos A y B.

O,A=2
O,B=3
AB=6

Resolucién:

Coordenadas locales de los puntos empleados para representar la posicion de las juntas

Como se sabe, estas coordenadas valen:

(Em0 )=(0,0 ) ; (&3 )=(-1,0)
(E7. P )=(3.0) ; (&9 )=(15,0)
(&.m )=(1,0)

(&.m5 )=(-15,0)

Coordenadas que definen la posicién del mecanismo en el instante inicial, t = 0

Se obtuvieron ya en el ejemplo 3, al resolver el sistema de ecuaciones de restriccion particularizado
parat=0.
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xf:o ; yJZO > ¢]:00
wo= —0.7071 5 y,=0.707] ; @,=135°
=3.7849 3 y,=12783 ; @,=238.45°

Primeras derivadas de las coordenadas que definen la posicion del mecanismo en el instante inicial,
t=0

Se obtuvieron ya en el ejemplo anterior al resolver las ecuaciones cinematicas de velocidad
correspondientes al instante t = 0.

x=0 ;o ¥, =0 ;¢ =0
x2= <7071 5 y,= <7071 5 ¢,=100
i=—95391 ; $,=585719 ; ¢,=74.6233

Coordenadas globales de los puntos empleados para representar la posicion de las juntas, en el
instante inicial, t = 0

Estas coordenadas se calcularon ya en el ejemplo anterior y son:

(x4, )=(0,0)
(x, 9" )=(3,0)
(X' y" )=(14142,14142 )
(x*,9" )=(4.5697,2.5566 )

Vector "y correspondiente a las restricciones simples

Como las restricciones simples son de la forma x, = cte., su segunda derivada es de la forma:
%i=0

Por lo que, obviamente, el vector de términos independientes de las ecuaciones de aceleracion es

nulo.

7,=0
7,=0
7,=0

Vector "y correspondiente a cada junta

U Juntan® 1.

Se trata de una junta de revolucién que conecta los elementos 1 y 2, y que da lugar a las
ecuaciones de restriccion 4 y 5. Por tratarse de una unién de revolucion, la forma general de su
correspondiente vector de términos independientes de las ecuaciones de aceleracion es:

Vi=(xl = x )@, —(x) = x, )@
Vo= (v =y )@ (¥, =, )@,
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En esta junta:

P=0,
i=1
j=2

Por ello:

(x ] )=(x7,y] )=(x"", 5" )=(0,0)
(xi,y:)=(x1,y,)=(0,0)
(x;,¥;)=(x2,y,)=(-0.7071,0.7071 )
¢o,=¢0,=0 ; ([)jz(/')22100
Y sustituyendo estos valores en la expresion general se obtiene:
y,= —7071
ys= 7071
U Juntan®3.

Se trata también de una junta de revolucion. Proporciona las ecuaciones de restriccion 6 y 7. En
ella:

P=0y
I

j=3
Y procediendo del mismo modo que para la junta anterior, se llega a:

y,=4370.82
y,=7118.39

U Juntan®3.

Se trata de una junta de revolucién-revolucion que une los elementos 2 y 3, y que proporcionaba
la ecuacion de restriccion n.° 8. Por tratarse de una unién de revolucion-revolucion, la forma
general de su vector de términos independientes de las ecuaciones de aceleracion es:

y==2(%-5)-2(3,-y,) -
=2 [(x! = x)(x] = x )+ (¥ =y (¥ =y )] ¢ —
=2[(x} = x )(xE x ) (Y, =y )y =y )] @)+
H4[(x = x ) (X =x )+ (¥ =y )y =y )] 9,0~
—4[(xl = x (3= 3,) = (¥ =y ) (= 3,)] ¢, +
(= x ) (=3 ,)= (V) =y N xi—5,)] @,

En esta junta:
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pi=A

Pj=B
i=2
j=3

Por lo cual:

(xP v )=(x" y" )=(-14142,14142)
(x50 )=(x".)" )=(4.5697,2.5566 )
(xi,v,)=(x2,¥,)=(—0.7071,0.7071 )
(x;,9,)=(x5,y;)=(3.7849,1.2783 )

(5,90, )=(%2,7,,9,)=(—70.71, =70.71,100 )
(.9,.¢,)=(%s, 75,6, )=(—95391,58.5719,74.6233 )
Y sustituyendo estos valores en la expresion general se obtiene:
yo= —1539.60

Vector 7y correspondiente a las restricciones motrices

La restriccion mottiz es:

q>gs¢2—37”—100t=0

Derivando respecto al tiempo:

d d, a(l’z .
—_—== —100=0
dt 00,7

2
Asi pues, la novena ecuacion de velocidad es:

@,=100
Y derivando nuevamente, se obtiene la ecuacion cinematica de aceleracion:
¢,=0
Queda claro, pues, que el vector y correspondiente a esta ecuacion es nulo:
7y=0

Vector 7y global para el instante t = 0

Ordenando los valores obtenidos de acuerdo con el orden seguido por las ecuaciones de

restriccion de las que provienen, se obtiene el siguiente vector de términos independientes de las
ecuaciones de aceleracion para el mecanismo completo:

7=[0,0,0, -7071,7071,4370.82,7118.39,1539.6,0 |'
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Ecuaciones cinematicas de aceleracion, para el instante inicial t = 0

Cuando se emplea el método de planteamiento de las restricciones motrices adicionales, la
expresion general de estas ecuaciones es:

Dy | (P44 ), 4 { V}
q= S . -
@q(d) _(qu(d)Q)qq_ijqt(d)q_ gzsn(d) y(d)

Y particularizando para este caso, teniendo en cuenta que la matriz jacobiana es la misma que se
obtuvo en el ejemplo anterior, se tiene el siguiente sistema:

¥=0
;=0
¢,=0

X —5%,—0.7071 ¢2= —-7071
j}l - j}2 —-0.7071 ¢52 = 7071
X1—5%;—1.2783 ¢3 = 4370.82
$,+3¢,—9,+0.7849 ,= 7118.39
—11.968 5, 2.2848 3,+10.0781 ,+ 11.968 35+ 2.2848 3, —13.5053 §,=—1539.6
$,=0
Solucion de las ecuaciones cinematicas de velocidad

La solucién del sistema es:
=0 ; V=0 s 9,=0
X,=7071 ; y,==7071 ; @,=0
¥3=2042.03 ; y,=-11056 ; ¢,=-5016.7

Aceleraciones globales de los puntos A y B en el instante inicial

Haciendo uso de la segunda derivada de las relaciones de transformacion pueden determinarse las
aceleraciones de cualquier punto del mecanismo, una vez conocidas las coordenadas y aceleraciones
del sistema.

P __ . 3 P P .2 P P
Xi = Xi +¢i (_é:i sen @, —1; Cos @, )(01 - (é:l COS @, —17; sen @, )
WP . .. P P .2 P P
Vi =it (‘fz COS@,—1; sen g, )(pi - (51 sen @, +17; €oS (01')

Considerando que para los sistemas de referencia escogidos la segunda coordenada local es
siempre nula, pueden simplificarse las ecuaciones anteriores:

i =%—& (¢,senp, ¢ cosp, )
j}f: Vi +§:’D(¢i COS(/)i_(/.)iZ SEN (Di)
U Velocidad global del punto A (para t = 0).

Si se considera que A es un punto fijo del miembro 2, puede escribirse:
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$1=5,- &N (¢, sen @, +@ocos @, )=7071— 100 cos 135°=14142.068
j}A:j}Z +§f (¢, cos @, —(/')j sen @, )=—7071—100° sen 135°=—14142.068

Y el médulo del vector velocidad es:

a'= \/ (') +(3") = J (14142.068 )’ +(~14142.068 ' = 20000
U Velocidad global del punto B (para t = 0).

Teniendo en cuenta que B es un punto fijo del elemento 3, se obtiene:

)‘C'B:)'C.S_égf((%sen ¢3+¢§COS¢3):
=2042.03—1.5( 5016.7 sen 238.45°—74.6233" c0s 238.45° )=4084.136

B

. B .. .2 _
V=Pt E (Pscosp—@isen gy )=
=—11056+1.5(5016.7 cos 238.45°+74.6233’ sen 238.45° )=—22111.679

Y el médulo es:

a’= J( PV ) = \/(4084.136 J+(=22111.679 ) = 22485.696
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