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Problemas de las curvas polinomicas: rigidez

Las curvas polinébmicas son demasiado rigidas. . .
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Problemas de las curvas racionales: circunferencias

Permiten representar conicas, pero aportan pocos grados de libertad
nuevos frente a las curvas polinébmicas.
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Planteamiento

@ La solucién mas practica son las curvas polinémicas y racionales
a trozos (NURBS o spline).

@ Estudiaremos primero algunos casos particulares, parabolas a
trozos de clase C1, cubicas de clase C? a trozos.

@ Después veremos el formalismo general de las curvas spline.

@ Obviamente, no construiremos las uniones a mano como en los
temas anteriores.
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Estructura del curso

Curvas polinémicas.
Curvas racionales.

Curvas spline. @

Superficies de Bézier.

Generacion de superficies.

Pptp(

WE'“)O
=

(Y

L. Fernandez (U.P.M.)

Modelado geométrico: Curvas spline

E.TS.LT.

5/37



6000000000

Motivacién

Ejemplos de curvas spline
Curvas B-spline

Propiedades de las curvas spline
Algoritmo de insercion

Elevacién del grado
Derivabilidad

Funciones B-spline o nodales
Splines racionales

Teorema de Holladay
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Parabolas a trozos

@ Consideremos una curva formada por N tramos parabdlicos.

@ Numeramos los vértices de modo que el vértice ultimo de un
poligono coincida con el primero del siguiente.

@ Tenemos una lista de vértices {co,...,Con}, enla cual {cy,Cy1,Co}
es el poligono del primer tramo, {c,, c3,c4} es el poligono del
segundo, ..., Y {Can_2,Con—1,CoN }, €l del ultimo.

@ El primer tramo estaréa definido en [ug, u;], el segundo en [uy, uy],

.,y el tltimo en [un_1, un]. La curva estara definida en [ug, un].

uo

Co
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Parabolas C?! a trozos

@ Si queremos que la curva sea de clase C! exigimos que para
cada unién u = u;,
Acyi 1 Acy
AUj_; Ay ’

es decir, que los vectores Cy_1Cy; Y CriCpi+1 Sean paralelosy en la
proporcion Au;_; : Au;.
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Parabolas spline

@ Las igualdades de las derivadas a ambos lados de las uniones
Acyi-1 _ Acy
AuUj_1 Au; ’
se pierden si permitimos al usuario modificar todos los vértices.
@ Si gueremos mantener la continuidad de las derivadas, el usuario

soOlo debera poder modificar vertices que no la alteren.
@ Despejamos los vértices de las uniones,

i=1,...,N—1,

Coi = Au c + Ali— c
2= Auj_1 + Au; 2-1 AUi_1 + Au; 2+l
@ Conocidos los vértices “interiores”, cyi_1 Yy los nudos
{uo, ..., un}, podemos reconstruir los vértices “exteriores”, cy;.

@ Hay que afadir los vértices extremos, cg, Con, Ya que no los
define ninguna unién.
@ Son los Unicos datos de la curva que debemos facilitar al usu
para que los modifique libremente. SNES
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Parabolas B-spline

@ Solo es preciso dar los nudos {ug, . ..,un} Y los vértices
{Co, Cy,...,C2i—-1,...,CoN=-1, CZN}-
@ Un total de N + 2 vértices (2N + 1 menos N — 1 condiciones en
las uniones).
@ Denotaremos como {do,...,dy,1} estos vértices,
do = Cop, dl =C1, ..., dN = CoN-1, dN+1 = CoN .-

@ A este conjunto de vértices lo denominaremos poligono B- spline

de la curva a trozos.
do W
cC2eul
; ud4 dZ
. Pass
d a7
3 s 2%
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Parabolas B-spline

@ Solo es preciso dar los nudos {ug, . ..,un} Y los vértices
{Co, Cy,...,C2i—-1,...,CoN=-1, CZN}-

@ Un total de N + 2 vértices (2N + 1 menos N — 1 condiciones en
las uniones).

@ Denotaremos como {do,...,dN+1} estos vértices,
do:=¢Co, d1:=C1, ..., dn:=Can-1, Oni1:=Con-

@ A este conjunto de vértices lo denominaremos poligono B- spline
de la curva a trozos.

(fig402.mov)
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Parabolas B-spline

@ Solo es preciso dar los nudos {ug, . ..,un} Y los vértices
{Co, Cy,...,C2i—-1,...,CoN=-1, CZN}-
@ Un total de N + 2 vértices (2N + 1 menos N — 1 condiciones en
las uniones).
@ Denotaremos como {do,...,dy,1} estos vértices,
do = Cop, dl =C1, ..., dN = CoN-1, dN+1 = CoN .-

@ A este conjunto de vértices lo denominaremos poligono B- spline
de la curva a trozos.

@ Obsérvese que dg = c[ug, Ug], d1 = c[ug, uz], do = c[uy, uy],
dn = c[un_1,Un], dny1 = C[un, Un].
@ Se recupera la simetria de la definicion sin afiadimos nudos

auxiliares u_; = Ug, Uyy1 = Uy, de modo que dy = c[u_1, Ug], SO
dnaa = cluyn, Unal] g
N+41 [Un, Un1] J [
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Curvas cubicas a trozos

@ Consideremos una curva formada por N tramos cubicos.

@ Numeramos los vértices de modo que el vértice ultimo de un
poligono coincida con el primero del siguiente.

@ Tenemos una lista de vértices {co,...,Ca\N}, de los cuales
{C3(i_1), Cs3i_2,Csi_1,C3j } corresponden al tramo i-ésimo, definido
en el intervalo [u;_1, u;]. La curva entera esta definida en [ug, un].
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Cubicas spline

@ La condicién de ser de clase C! en u; se traduce en
Aczi1  Acg
AUj_; Ay ’

@ La condicion de continuidad de las derivadas segundas,

A?cgi A?cs; .
32 = %, i=1,...,N-1,
(Aui_1)?  (Ay)

es la misma para cualquier grado n.

i=1,...,N—1,

C2 C3
C4
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Vértices B-spline

@ Aplicamos la condicion C? a parabolas de poligonos
{C3i—2,C3i—1,C3i }, {C3i,C3i+1, Caiy2}-
@ Equivale a que provengan de una Unica parabola b(u) de
poligono {c3j_»,di,Csi;2} en [uj_1, Ujy1] por restriccion,
Cai1 = blui_1,u], ¢z =Dbluj,ui], Csiy1 = bluj, Uiy4]
@ Luego la condicion C? equivale a que los lados C3_,C3i_1,
C3i+1C3i12 Se corten en un punto d; en ciertas proporciones.

Cais2
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Cubicas B-spline

@ Tenemos fijados los vértices “exteriores” cg; por la condicion Cty
los “interiores” c3_1, C3j+1 por d; y la condicion c2.

@ Salvo los vértices iniciales cg, ¢y y finales c3y_1, Can, que no fija
ninguna union (se fijan con condiciones adicionales).

@ Datos: nudos {ug,...,un}, vértices {dy,...,dy_1} y antiguos,

d_;:=¢Co, dg:=cCg, dy:=Can-1, dny1:=Can.
@ N + 3 vértices = 3N + 1 menos 2(N — 1) condiciones.
@ Denominamos poligono B- spline delacurvaa {d_q,...,dys1}-
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Interpolacion

@ Usamos las cubicas spline para interpolar N + 1 puntos,

@ Hay N + 3 vértices, pero N + 1 datos (2 grados de libertad).
@ Lo usual es fijar las tangentes en los extremos via ¢y, Can_1:

ag = C(Up),--.,an = c(un)-
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Interpolacion

@ Usamos las cubicas spline para interpolar N + 1 puntos,

ap = C€(Up), ..., an = c(un).

@ Hay N + 3 vértices, pero N + 1 datos (2 grados de libertad).
@ Lo usual es fijar las tangentes en los extremos via ¢y, Can_1:
@ Dar c’(up), ¢’(un).
@ Spline natural: c¢”(up) =0 = c”(un).
@ Tangentes de Bessel: tangentes a parabolas apa;a,, ay_zan_1an.

d2 _ds d> ds

al a2 ail az
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Interpolacion

@ Usamos las cubicas spline para interpolar N + 1 puntos,
ag = c(Up),--.,an = c(un)-

@ Hay N + 3 vértices, pero N + 1 datos (2 grados de libertad).
@ Lo usual es fijar las tangentes en los extremos via ¢y, Can_1:
@ Dar c’(up), ¢’(un).
@ Spline natural: c¢”(up) =0 = c”(un).
@ Tangentes de Bessel: tangentes a parabolas apa;a,, ay_zan_1an.

(fig415.mov)
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Parabola auxiliar b(u) v. cubica c(u)

@ En el nudo u;, los vértices de la cubica son
C3i—2 = C[Ui_1,Ui_1,Ui], Czi_1 = C[uUj_1,Uj,U;], C3 = clu;,u;, U],
Csi+1 = C[Uj, U, Uiy1], Czit2 = C[Uj, Ujt1, Uit1].
@ Y sobre la pardbola,
Cai—2 = b[uj_1,Ui_1], Cazi—1 =Db[Ui_1,ui], c3 = b[uj,u],
Cai+1 = b[ui,Uit1], Cziz2 = C[Uit1, Uita].
@ Por coherencia, dj = b[uj_1, Uj1] = c[uj_1, Uj, U 1].
di
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Vértices de la cubica B-spline

@ d_; := o = c[up, Uo, Ug], do := €1 = C[up, Up, Us].
@ d; = c[uj_1, Ui, Ui11], i=1,...,N—1
@ dy = Cay_1 = C[UN_1, UN, UN], dn41 1= Can = C[UN, UN, UN].

@ Si introducimos cuatro nudos auxiliares u_» := ug, U_; := Ug,
Un+1 := Un, Uni2 := Uy, todos los vértices se evalGian sobre listas
de nudos correlativos,

d_i1=c[u_,u_3,Ug], ... ,dnj1=C[UN,Un41,Un2].

di
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Curvas B-spline

Renumeramos para que las listas comiencen en cero siempre.

Una curva C"~1 de grado n y N tramos tiene n + N vértices,
{do,...,d.}, L=n+ N —1, el poligono B- spline.

Y unalista de 2n + N — 1 nudos [up,...,ux], K=2n+N — 2.
Los n — 1 primeros y ultimos son auxiliares . Quedan N + 1 nudos.

Se suelen tomar iguales respectivamente a Uy, Up1N-_1.

°
°

°

@ La lista comienzay acaba con n nudos iguales. ¢ IGES?

@ Lacurvavive en [Up_1,UniN—1], Ug=""-=Up_1, UppN_1=""-=UK.
@ Bézier usa vértices ¢; = c[uz"~>, us1>] evaluados en dos nudos.
°

La representacion B-spline usa vértices d; = c[u;, ..., Uj1n_1]
evaluados en una lista correlativa de nudos.
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Algoritmo de De Boor para parabolas

¢ Colmo se evallia una parébola c(u), {do,d1,d>}, {ug, U, Uz, us},
u € [ug, uy] sin pasar por el poligono de control?

U, — U u-—u Us —u u-—u
@ Usandou = —2 Up + 0u2: 3 u; + 1u3,
Uz — Up Uz — Up Uz —Uup Uz — Uy
Uy — Up
clug, u] = C[anul] + 270[U17U2]
us —
clu,up] = 7C[U1, uz] + 7C[U27U3]
uz — uz —
U, — U u-—u
@ Usandou = —2 U + 1 U,,
U — Uy U — Up
U —u u-—uq
c(u) =clu,u] = —=———cJug,u] + clu,uy]
Us — Up Us —
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Algoritmo de De Boor para parabolas

¢ Colmo se evallia una parébola c(u), {do,d1,d>}, {ug, U, Uz, us},

u € [ug, uy] sin pasar por el poligono de control?

U, —u u—u Uz —Uu u—u
2 0, —Us u 1

@ Usandou = Ug 2 = 1 us,
Uz — Ug Uz — Ug Uz — Uy Uz — Up
u, —u u—u
da(u) = —2——do + 04,
Uz — Ug Uz — Ug
us —u u—u
d(u) = ="—d; + L4,.
Uz —Uup uz — Uy
U, — U u-—u
@ Usandou = —2 u; + 1 U,,
U — Uy U — Up

2 U, —u 1 u-—u 1
c(u) =d2(u) = uzz_ uldo)(u) uz—ulld ().

L. Fernandez (U.P.M.) Modelado geométrico: Curvas spline E.TS.LT.

19/37


http://dcain.etsin.upm.es/~leonardo/anima/anima400.htm

Algoritmo de De Boor para parabolas

¢ Colmo se evallia una parébola c(u), {do,d1,d>}, {ug, U, Uz, us},
u € [ug, uy] sin pasar por el poligono de control?

clui,uz]

c[u,uz]

c(u2)

c[uo,ut] c[uz,us]
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Algoritmo de De Boor para parabolas

¢ Colmo se evallia una parébola c(u), {do,d1,d>}, {ug, U, Uz, us},
u € [ug, uy] sin pasar por el poligono de control?
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Algoritmo de De Boor

¢ Como se evallia una curva c(u) de un tramo de grado n, de poligono
B-spline {do, ...,dn} vy lista de nudos {ug,...,Usn_1}, U € [Un_1,Un]?
El algoritmo de De Boor consiste en la aplicacion del algoritmo de
De Casteljau en la nueva base:

1 .
d, )(u) = c[Ujt1,-.-,Uirn_1,U], i=0,....,n—1,
Uirn — U u — U
= —T—d+ —di 11,
Uitn — Uj Uitn — Uj
dir)(u) = C[Uigr,--,Uiyn_1,U~"7], i=0,....,n—r, r=1,....n,
Uiyn — U _ U — Ujpr— _
_ i+n dir 1)(u)+ i+r—1 dir+11)(u)’
Uitn — Uj4r—1 Uitn — Uir—1
Up — U _ U—Uj-1 ,n—
d(u) = cu)= ———df M (u) + —=Ld! M ().
Un — Up—1 Un —Up—1
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Algoritmo de De Boor

¢ Colmo se evallia una curva c(u) de un tramo de grado n, de poligono
B-spline {do, ...,dn} vy lista de nudos {ug,...,Usn_1}, U € [Un_1,Un]?
El algoritmo de De Boor consiste en la aplicacion del algoritmo de
De Casteljau en la nueva base:

c[ur,uz,u3] cluz,u,us]  cluz,u3,u4]

c[ui,uz,u] clu,u3,u4]

c[uo,u1,uz] c[us,u4,us]
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Algoritmo de De Boor

¢ Colmo se evallia una curva c(u) de un tramo de grado n, de poligono
B-spline {do, ...,dn} vy lista de nudos {ug,...,Usn_1}, U € [Un_1,Un]?
El algoritmo de De Boor consiste en la aplicacion del algoritmo de
De Casteljau en la nueva base:

1)
di di(u) d2

dolu) D

d2(u)

do ds
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Polarizacion

La polarizacion de una curva no es mas que la aplicacion del
algoritmo de De Boor a un valor distinto en cada paso:

1
di [Vl] = C[Ui+1’---’ui+n—1’Vl]a
Uiin — V1 Vi — U .
= di + dita, i=0,....,n—1
Uitn — U Uitn — U
r) .
d’[Vi,..., V] = C[Uijr,. ., Uizn_1,V1,..., V] i=0,....n—r,
Ujitn — Vr r—1)
R R
Ui+n — Uitr—1
Vy — ui-|—r—1
+ |+1 [V17"'7Vr—l]7
Uitn — Uitr—1
i n) Un — Vn —-1)
dvi,...,vn] = d0 [Vi,...,Vn] = ——— [Vi,...,Vn_1]
Un —Un—1

—Un— n 1)[V
1,

+ —F— c 7Vn—1] = C[Vl, .. Vn] LI
U _Un _‘]_ Q@\
fri SNk

iSigue siendo simétrical
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Cambio de base

@ La polarizacion devuelve los valores correctos de los vértices del
poligono,

d[ui, ceey ui+n—1] = C[Ui, ey ui+n—l] =d;.
@ Pasarde {cp,...,Cn} a{dp,...,dn} es solo un cambio de base de

funciones. Pero la polarizacién sigue siendo la misma.

@ Dado que di = c[u;, ..., Uiyn_1] Y ¢ = c[u="7"> usi>], podemos
pasar de una representacion a otra.

@ Sitenemos el poligono B-spline de una curva de grado n,
{do,...,dn}, su poligono de control vendra dado por

ci = C[U<n i> u<|>] _ d[u<n—|> un<i>]-
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Cambio de base

@ Sitenemos el poligono B-spline de una curva de grado n,
{do,...,dn}, su poligono de control vendra dado por

Ci _C[u<n |>7 n<i>] d[u<n |> n<i>]'

di

Co C2
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Algoritmo de De Boor de N tramos

@ El algoritmo de De Boor se extiende a curvas de N tramos de

grado n, poligono {do,...,dn n_1} Y nudos {ug,...,Usnin_2}

@ 1° tramo: [up_1, Un], poligono {do,...,dn}, nudos {ug,...,Usn_1}.

@ 2° tramo: [up,Un11], poligono {dy,...,dn1}, nudos {uy,...,uz}.

® i tramo: [Up4i_2,Unsi—1], poligono {d;_1,...,dn.i_1}, nudos
{ui—1,..., Uongi—2}-

@ N tramo: [Upsn-_2,Unsin—1], POligono {dn_1,...,dniNn_1}, NudoS
{Un—1,.. ., Unyn—2}-

@ Para evaluar la curvaenu € [u,ui+1), se aplica el algoritmo a
{do = d|_n+1, - ,dn = d|+1} en l]o =U_nt1,---, l]2n_1 = Ujgn-

di &
ﬁ ds S
do & I/ @
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Algoritmo de De Boor de N tramos

@ El algoritmo de De Boor se extiende a curvas de N tramos de
grado n, poligono {do,...,dn n_1} Y nudos {ug,...,Usnin_2}
1° tramo: [un_1, up], poligono {do, . ..,dn}, nudos {ug,...,uzn_1}.
2° tramo: [Up, Uny1], poligono {dy,...,dn11}, nudos {uy,...,Uzn}.
i tramo: [Unyi_2,Unsi—1], poligono {d;_1,...,dn+i_1}, nudos
{Ui—1, ..., Uznsi—a}-

N tramo: [Unyn_2, Unsn_1], poligono {dy_1,...,dnin_1}, NUdOS
{UN—la ceey U2n+N_2}.

Para evaluar la curva en u € [uj, uj;1), se aplica el algoritmo a
{do = d|_n+1, oo dp = dl—i—l} en l]o =U_nt1,---, GZn—l = Uj4n.
La extension a curvas racionales se realiza afiadiendo una
cooordenada mas a los vértices, d; = (wj, w;d;). Hay que incluir

como dato la lista de pesos, {wp,...,wW_}. o5
A 52
a7
g (i)
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Propiedades antiguas

Sea una curva de grado n, poligono {do, ...,d,} y nudos {up,...,ux }
(y pesos {wy, ...,w,}) definida en el intervalo [un_1, Unin_1]-

Se mantienen las siguientes propiedades por usar combinaciones
baricéntricas:

@ Invariancia bajo transformaciones afines: bajo una
transformacion f afin la curva c(u) se convierte en f(c(u)) de
poligono {f(dp),...f(d.)}. Los pesos no cambian.

@ Invariancia bajo transformaciones proyectivas: bajo una
transformacion f proyectiva la curva c(u) se convierte en f(c(u))
de poligono vectorial {f(dp),...f(d_)}, donde d; = (w;, w;d;)

@ Invariancia bajo reparametrizacion afin:  podemos modificar
nudos U; = au; + b sin alterar la curva (i = au + b).

@ Extremos: dg =c(up_1), d. =c(Upyn_1) SiUp ="+ =Un_1, fﬁ&
a7
UntN-1 = -+ = U2pn4N-2- SHES
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Propiedades antiguas

Sea una curva de grado n, poligono {do, ...,d,} y nudos {up,...,ux }
(y pesos {wy, ...,w,}) definida en el intervalo [un_1, Unin_1]-

Se mantienen las siguientes propiedades por usar combinaciones
baricéntricas:

@ Extremos: dg =c(up_1), d. =c(Upsn_1) SiUg ="+ = Un_1,
UntN—1 = -+ = UzntN-2.

(fig412.mov)
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Propiedades mejoradas

Sea una curva de grado n, poligono {do, ...,d.} y nudos {ug, .

.. ,UK}
(y pesos {wy, ...,w,}) definida en el intervalo [un_1, Unin_1]-

Mejoran las siguientes propiedades:

@ Envolvente convexa: cada tramo de la curva esta contenido en
el menor poligono convexo generado por su poligono.

di Td4
/‘ ds
do &
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Propiedades mejoradas

Sea una curva de grado n, poligono {do, ...,d,} y nudos {up,...,ux }
(y pesos {wy, ...,w,}) definida en el intervalo [un_1, Unin_1]-

Mejoran las siguientes propiedades:

@ Disminucion de la variacion:  Una recta corta siempre a cada

tramo de la curva en a lo sumo tantos puntos como a su parte de
poligono.

ods
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Propiedades mejoradas

Sea una curva de grado n, poligono {do, ...,d.} y nudos {ug, .

.. ,UK}
(y pesos {wy, ...,w,}) definida en el intervalo [un_1, Unin_1]-

Mejoran las siguientes propiedades:
@ Disminucion de la variacion:  Una recta corta siempre a cada

tramo de la curva en a lo sumo tantos puntos como a su parte de
poligono.

(fig434.mov)
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Propiedades mejoradas

Sea una curva de grado n, poligono {do, ...,d.} y nudos {ug, .

.. ,UK}
(y pesos {wy, ...,w,}) definida en el intervalo [un_1, Unin_1]-

Mejoran las siguientes propiedades:

@ Control local: cada tramo depende sélo de los n + 1 vértices de
su poligono. Mover d; modifica tan so6lo a un total de n + 1 tramos

de la curva. Por ejemplo, el vértice inicial, dg, s6lo afecta al primer
tramo.

di d4 ds
! T—
d" 4

do® d> ds é?%%
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Propiedades mejoradas

Sea una curva de grado n, poligono {do, ...,d,} y nudos {up,...,ux }
(y pesos {wy, ...,w,}) definida en el intervalo [un_1, Unin_1]-
Mejoran las siguientes propiedades:

@ Control local: cada tramo depende sélo de los n + 1 vértices de

su poligono. Mover d; modifica tan s6lo a un total de n + 1 tramos

de la curva. Por ejemplo, el vértice inicial, dg, s6lo afecta al primer
tramo.

(fig415.mov)
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Algoritmo de insercion de nudos

Sea una curva de grado n, poligono {do, ...,d,} y nudos {ug, ..., ux }.
@ Introducimos un nudo adicional G sin alterar la curva.
@ Supone afadir un vértice, dividiendo un tramo.

@ Enla nueva lista {Ug, ..., Uzn:n_1}, €l nuevo nudo es el i-ésimo,
{uo,...,Ui_1,0,Uj,...,ux } (cambia la numeracién sélo). Los
nuevos tramos son [U;_1, Ui], [Uj, Ujy1].

@ Nuevos vértices (polarizacion): dj = d[d, . . ., Gj1n_1],
j=0,....,n+N.

@ Solo se alteran los n vértices en los que aparece U.
@ El resto no se alteran (los primeros) o se renumeran (los Gltimos).

D*D¢
Q@NOP C
2 22y
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Poligono B-spline v. Poligonos de control

Sea una curva de grado n, poligono {do, ...,d,} y nudos {uo,..., Uk }.

@ Aplicamos el algoritmo de insercion de los nudos interiores
Ui, Uj+1 hasta que alcancen multiplicidad n.

@ Obtenemos el poligono de control en el intervalo [u;, Uj1].

@ Lalista de nudos del intervalo sera {u=~">,u=<7"} que
corresponde a una curva de Bézier de veértices
¢ =d[u=""> us7l.

di d" d:
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Poligono B-spline v. Poligonos de control

Sea una curva de grado n, poligono {do, ...,d,} y nudos {uo,..., Uk }.

@ Aplicamos el algoritmo de insercién de los nudos interiores
Ui, Uj+1 hasta que alcancen multiplicidad n.

@ Obtenemos el poligono de control en el intervalo [u;, Uj1].

@ Lalista de nudos del intervalo sera {u=~">,u=<7"} que
corresponde a una curva de Bézier de veértices

_ <n—i> <i>

(fig417.mov)
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Elevacion del grado

@ La férmula de elevacion se puede usar con curvas spline,
1 n+1

N1 Zc[tb centisn bt
i=1

Cl[tl, R ,tn_H_] =

@ Hay que pasar de listas {uz">,u;">} a {ug" ">, us" =1

@ Al elevar el grado, hay que incrementar la multiplicidad de los
nudos interiores desde u,_; hasta u,,ny_1 €n una unidad. Si son
simples, acabamos con 2n + 2N nudos y n + 2N vértices,

{u07 -o.yUp—1,Un_1,..., un—i—N—lu ul’H—N—l7 un+N7 ey u2n+N—2}7
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Elevacion del grado

@ La férmula de elevacion se puede usar con curvas spline,
1 n+1

N1 Zc[tb centisn bt
i=1

Cl[tl, R ,tn_H_] =

@ Hay que pasar de listas {uz">,u;">} a {ug" ">, us" =1

@ Al elevar el grado, hay que incrementar la multiplicidad de los
nudos interiores desde u,_; hasta u,,ny_1 €n una unidad. Si son
simples, acabamos con 2n + 2N nudos y n + 2N vértices,

{u07 -o.yUp—1,Un_1,..., un—i—N—lu ul’H—N—l7 un+N7 ey u2n+N—2}7

(fig419.mov)
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Derivadas

@ Laderivada de una curva spline en un tramo [u;, Uj1]

esta determinada por los vértices del ultimo paso del algoritmo.
@ Las derivadas superiores se definen por diferencias sucesivas.

di

1

b ot i
di

|
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Derivadas

@ Laderivada de una curva spline en un tramo [u;, Uj1]

esta determinada por los vértices del ultimo paso del algoritmo.
@ Las derivadas superiores se definen por diferencias sucesivas.

(fig432.mov)
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Nudos distintos

Fijémosnos en la unién de dos tramos [u;_1, Ui], [uj, Uj1+1] de una
curva de grado n.

Supongamos que los nudos interiores no estan repetidos.
El primero tiene nudos {u;_n,...,Ujin_1} Y poligono {d;_p,...,d;}
El segundo, {Ui_ny1,---,Uign}ts {dicnyt, -, dige )

Los nudos y vértices comunes, {Uj_n+1,-.-,Uiin_1},
{di_n11,.-.,dj} proporcionan n — 1 derivadas iguales.

Por tanto, si no hay nudos interiores repetidos, la curva es ch-1,

L. Fernandez (U.P.M.) Modelado geométrico: Curvas spline



Nudos repetidos

Consideremos ahora la unién de dos tramos en u;, hudo doble.
La unién es de dos tramos [uj_1, Uj], [Uix1, Uit2]-

El primero tiene nudos {uj_p,...,Ujtn_1} Y poligono {d;_p, ..., d;}
El segundo, {Uj_ni2,.--,Uisns1} {dicng2, .-, dig2}.

Los nudos y vértices comunes, {Uj_ni2,...,Uiin_1},
{di_n+2,...,dj} proporcionan n — 2 derivadas iguales.

La repeticion de un nudo rebaja una unidad la derivabilidad en la
unién

di d4

ds
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Nudos repetidos

Consideremos ahora la unién de dos tramos en u;, hudo doble.
La unién es de dos tramos [uj_1, U], [Uix1, Uit2]-

El primero tiene nudos {u;_n,...,Ujin_1} Y poligono {d;_p,...,d;}
El segundo, {Uj_ny2,.--,Uitns1}s {dimny2, ..., dig2}

Los nudos y vértices comunes, {Uj_ni2,...,Uiin_1},
{di_n+2,...,dj} proporcionan n — 2 derivadas iguales.

La repeticion de un nudo rebaja una unidad la derivabilidad en la
union

(fig421.mov)
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Base de funciones

@ Expresar las curvas, c(u) = Z diN(u), con {NJ(u),...,

L

i=0

funciones polinémicas de N trozos de grado n sobre {uo, ...
@ Se llaman funciones nodales y son recursivas,

u—u_ U
NI = N+ B ),
Uitn—1 — Ui—1 Uj+n — U
1 ue€ui_1,u) i .
No(u) = =L ; indices negativos?
Hw) { 0 u¢fu_gu) © g
il Ni(u) N
\\ Nz(l/l)/
\\ e
\\ ///
\\N&(u) /
\ //’
\
\V4
Uo u u:

NZ(u)},

,UK}.
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Base de funciones

L
@ Expresar las curvas, c(u) = » ~diN/(u), con {Ng(u),...,NM(u)},
i=0

funciones polinémicas de N trozos de grado n sobre {up,

@ Se llaman funciones nodales y son recursivas,

u—ui-1 -1 Uitn — n—1

N'(u) = —=—= N""(u 7N u
H() Uiyn—1 — Ui—1 ' (W) + Ui — 4y 72 ().

NiO(u) — {1 UE[Ui_l,Ui)

; indices negativos?
0 uglu_u) © 9

.,UK}.

|Niw Ni(u)
LN gy N
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Base de funciones

L
@ Expresar las curvas, c(u) = » ~diN/(u), con {Ng(u),...,NM(u)},
i=0
funciones polinémicas de N trozos de grado n sobre {u, ..., Uk }.
@ Se llaman funciones nodales y son recursivas,
u—u_g -1 Ui+tn n—1
NY(u) = —— == QNI u+7N u
() Uitn1— U1 ' () Un—U 1 (),
1 ue€ui_1,u) - .
No(u) = = ; indices negativos?
() { 0 uguig,u) © J

(fig430.mov)

PJ)&D(

wmqslo
o

(Y

L. Fernandez (U.P.M.) Modelado geométrico: Curvas spline E.TS.LT. 32/37



fig430.mov
Media File (video/quicktime)


Propiedades de las funciones nodales

@ Particion de la unidad: Z N"(u) = 1. Y son positivas.

@ Base: son linealmente mdependlentesyforman base.
@ Poligono de control de  N*(u): {dg,...,d} y_;}, donde
_ 1i+n—1
= (§.6), &= = Z u; (abscisas de Greville ).
=1
@ Soporte minimo: la funciéon N{*(u) se anula fuera de [u;_1, Uj4n]
(n + 1 intervalos).
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Propiedades de las funciones nodales

@ Particion de la unidad: Z N"(u) = 1. Y son positivas.

@ Base: son linealmente mdependlentesyforman base.
@ Poligono de control de  N*(u): {dg,...,d} y_;}, donde
_ 1i+n—1
= (§.6), &= = Z u; (abscisas de Greville ).
j=i
@ Soporte minimo: la funciéon N{*(u) se anula fuera de [u;_1, Uj4n]
(n + 1 intervalos).

(Y

1
I\ L
\ Ni(u) Ni(u)
\ %
\
\ “
\ e
\ //
\Ni(u) e
Y4
\\ V% OP‘D‘D(
\ y R
\ e g %%
n o X
1 u = &

Uo
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Propiedades de las funciones nodales

L
@ Particion de la unidad: Z N"(u) = 1. Y son positivas.

i=0
@ Base: son linealmente independientes y forman base.
@ Poligono de controlde N[(u): {dy,....d }, donde
_ 1i+n—1
= (§.6), &= = Z u; (abscisas de Greville ).
j=i
@ Soporte minimo: la funciéon N{*(u) se anula fuera de [u;_1, Uj4n]
(n + 1 intervalos).

’ n+N 1

PJ)&D(

(Y

g
=1
\
g
/
VER
ﬁ

ilA.S

L. Fernandez (U.P.M.) Modelado geométrico: Curvas spline E.TS.LT. 33/37



Splines racionales

@ Aplicar el algoritmo de De Boor a curvas racionales supone
introducir el peso (insercién de nudos, elevacion del grado. . .).

@ Una curva de grado n a N trozos tiene vértices, {do,...,dniNn_1},
pesos, {Wg,...,WniN_1}, hudos, {Ug,...,Unin_2},
n+N—-1
Z widiN{"(u)
c(u) = nl+g—1
D wiN(u)
i=0
@ Modificar un peso altera(li tan sé!io an+ 1 tramos de la curva.
3 4
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Splines racionales

@ Aplicar el algoritmo de De Boor a curvas racionales supone
introducir el peso (insercién de nudos, elevacion del grado. . .).

@ Una curva de grado n a N trozos tiene vértices, {do,...,dniNn_1},
pesos, {Wg,...,WniN_1}, hudos, {Ug,...,Unin_2},
n+N-—-1
Z widiN{"(u)
i=0
c(u) ==
D wiN(u)
i=0

@ Modificar un peso altera tan sélo a n + 1 tramos de la curva.

(fig426.mov)
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Falsas circunferencias B-spline

@ Una circunferencia de 4 tramos deberia tener poligono
{(Rv 0)7 (Rv R)v (_R7 R)? (_Rv _R)7 (R7 —R), (R, 0)}! pesos
{1,1/v2,1/v/2,1/v/2,1/v/2,1} y nudos [0,0,1,2, 3,4, 4].

@ El problema esta en los pesos wi; = w, = W3 = Wy, que producen
tramos parabdlicos.
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Correctas circunferencias B-spline

@ La solucion correcta es usar nudos dobles para trabajar con
splines CY (9 vértices, 10 nudos).

@ Una circunferencia de 4 tramos tiene poligono {(R,0), (R, R),
(07 R)? (_Rv R)v (_R7 0)7 (_Rv _R)7 (07 _R)v (Rv _R)7 (R7 O)}1
pesos {1,1/v2,1,1/v2,1,1/v/2,1,1/+/2,1} y nudos
[0,0,1,1,2,2,3,3,4,4].

@ Las tangentes son continuas no obstante.

ds d ) di
[ do
ds ‘ ! de
\\ / pR*DC
ds T4 & :?@
: SHE3
1= (i)
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Junquillos lineales

@ Spline = junquillo.
@ La posicion del junquillo, descrita por una curva c(s), viene
determinada por el principio de minima energia elastica,

b b
ﬂdaéwﬁ@=ldmawﬁ

en la parametrizacién por longitud de arco.
@ Linealizando,

y b
Emzédwwww

@ El spline cubico de clase C2?, c(u), minimiza E.
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