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INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenieria

Metodos estocasticos

Estocastico, ca. (www.rae.es) (Del gr. otoxaotikog, habil en conjeturar).

1. adj. Perteneciente o relativo al azar.

2. f. Mat. Teoria estadistica de los procesos cuya evolucidn en el tiempo es
aleatoria, tal como la secuencia de las tiradas de un dado.

n u n  u

El antdnimo: “determinista”, “seguro”, “cierto”
Término introducido por Kolmogorov (1903 — 1987)

Algunos Ejemplos de aplicaciones: (accesos 25/05/2014)

» Modelizacion estocastica de las redes sociales. (Lopez Serrano, 2010, Universidad
de Granada,

http://masteres.ugr.es/moea/pages/tfm-1213/tfm lopezserranorafael/! (acceso dic/2015)

» Economia y finanzas:

Gonzalez S. & Nave P. (2010) Valoracion de derivados sobre el clima a partir de la
modelizacion estocastica de la temperatura en el Aeropuerto Eldorado de Bogota.
Cuad. Adm. Bogota (Colombia), 23 (41): 261-283.
http://revistas.javeriana.edu.co/index.php/cuadernos admon/article/view/3615
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Métodos estocasticos INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenieria

eProcesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos (defs).

Un proceso estocdstico es un conjunto (o familia) de
variables aleatorias indexadas por un conjunto T,

{X, 6X(t)/ teT} TdeR")}

Sin=1y TE R (conjunto de los numeros Reales), sera
variacion en una dimension:

t €T, suele representar “tiempo”, ej. Series de tiempo

Pero puede representar “distancia” desde cierto punto origen arbitrario,
p.€.: X, = n2de defectos en (0, t] a lo largo de una cinta,

X, = n2de individuos de cierta especie a lo largo de un recorrido
(transecto).



Meétodos estocasticos INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenierifa

eProcesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos (defs).
Un proceso estocdstico se caracteriza por

-> Su “espacio de estados” 0 rango de posibles valores de la variable aleatoria

(v.a.) X,

-> el “conjunto de indices”, Ty

-> las “relaciones de dependencia” entre las vv. aa. X,

Si el conjunto de indices es R , y se identifica con la variable tiempo t, para cada instante
habra una v.a. distinta X, de manera que la evolucion de las distribuciones de probabilidad
a lo largo del tiempo se puede representar como

X
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Métodos estocasticos

INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenierfa

eProcesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos

Clasificacion de procesos estocasticos segun: conjunto de subindices T y tipo de variable
aleatoria X,

Proceso de estado y
tiempo discretos:

Proceso de Saltos Puros
(Ej.: N° unidades producidas hasta el

produccion diaria de
un producto)

Discreto Cadena Instante t)
(Ej.. N° unidades
producidas/semana)
Proceso Continuo y Proceso Continuo
tiempo discreto (Ej.: velocidad de un vehiculo en el
Continuo (Ej.: Toneladas de | instante t)

http://lwww.dmae.upct.es/~mcruiz/Telem06/Teoria/apuntes procesos.pdf
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Meétodos estocasticos INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenierfa

eProcesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos.

Para su estudio y aplicacion se requieren conocimientos
de:

- Calculo de probabilidades: sucesos y probabilidad, variable aleatoria,
distribuciones de probabilidad, independencia y probabilidad condicionada,
funciones de variables aleatorias (cambio de variable) y obtencion de sus
distribuciones de probabilidad. Momentos y valores esperados.

El ejemplo mas sencillo y frecuente de funcién de vv.aa. es la Suma de vv.aa..
X=& +...+&, ,siendoN aleatorio.

Algunos ejemplos de aplicaciones en,

= Teoria de colas (http://personales.upv.es/jpgarcia/LinkedDocuments/Teoriadecolasdoc.pdf, 2015-16)

= Teoria de riesgo (Lectura (2010): hitp://www.fmi.uni-sofia.bg/sms/fam/insurance-risk-theory-
lectures/InsuranceRisk.pdf)

= Modelizacion de Poblaciones bioldgicas y Biometria

( Lectura (2010): http://bioinformatics.oxfordjournals.org/content/26/1/104.full.pdf ;

Lectura (2013): http://cs.uef.fi/i~lamehtat/documents/lecture notes.pdf)

Ultimos accesos 12/febr./2016)
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Meétodos estocasticos INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenierfa

eProcesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos.

Suma de variables aleatorias (vv.aa.):

X=&+...+& N, aleatorio

Sea una secuencia &, &,, . . . de vv.aa., independientes e idénticamente distribuidas,
y N v.a. discreta, independiente de las &; , con funcion de masa,

p,(N)=P[N=n] . paan=0,12...

La suma X es,

0 SIN=0

g +...+E  SIN>0
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*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos.

Ejemplo: en teoria de colas

N = n° de clientes que llegan a un servicio en cierto periodo de t
& = tde servicio que requiere el cliente i

RZGih . S hEN Demanda total de “tiempo de servicio”

Lectura (2015): teoria de colas, control de inventario en un sistema de produccion
http://link.springer.com/article/10.1007/s40092-015-0115-9

Acceso mayo 2016
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Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. APLICACIONES de suma de vv.aa.

El Analisis de Riesgos es uno de los mas importantes temas del mundo financiero, pero
tambien juega un papel destacado en analisis de seguridad en ingenieria y en ciencias de la
vida, en particular en Ecologia y Genetica. La base para un adecuado analisis de riesgos es el

planteamiento de modelos estocasticos apropiados.
(http:/lwww.tum-ias.de/focus-groups/alumni-focus-groups/risk-analysis-and-stochastic-modeling.html) Acceso jun. 2016

Planteamiento basico,
N = n° de reclamaciones que llegan a una compania de seguros en 1 semana.

& = importe de la reclamacion i.

K= G+l Gy Riesgo total de la compaiiia

Lectura (2007): Modelos de Markov para fiabilidad y seguridad en ingenieria
http://www.acad.bg/rismim/itc/sub/archiv/Paper3 2 2007.PDF

Acceso jun. 2016
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*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. APLICACIONES de suma de vv.aa.

La evaluacion del Riesgo ecoldgico surge en los afios 80.

HAZARD DEFIMITION

------ #=|| CHOOSE |=-----4 DESCRIBE |------1 OBTAIN
ENDPOINTS fre===-= | ENVIRONMENT |===== | SOURCE TERMS
Y | Y
EXPOSURE EFFECTS

il =1 ASSESSMENT ASSESSMENT

AISK
ad =1 ESTIMATION

RISK
el = -

MAMNAGEMENT

. Js I r _— | SR PR —— -
Pavadiom for scological visi assessmesnt
S

(http://www.esd.ornl.gov/iab/iab6-2.htm)  Acceso jun. 2016

El paradigma de riesgo ecolégico, se basa en el paradigma para la evaluacién del riesgo
para la salud humana, integrando la mayor complejidad de los sistemas ecolégicos.

Aplicacidn en ingenieria, estimacion riesgo sismico :
Cardona, O.D. (2001) Estimacion Holistica del Riesgo Sismico utilizando Sistemas
Dinamicos Complejos. Tesis doctoral, ETSI C.C.P. UPC
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Métodos estocasticos

INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenierfa

Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. APLICACIONES de suma de vv.aa.

Modelos de Poblaciones:

N = n° de individuos de cierta especie vegetal en una zona determinada.
& = n°de semillas producidas por la planta i

K =iE e N° total de semillas producidas en la zona

Biometria:

N = n° de ejemplares de la especie dada.
& = peso del individuo i

X=g+.. +&

http://projecteuclid.org/download/pdfview 1/euclid.a0s/1132936555

En un muestreo de fauna silvestre (sp. de caza) mediante trampas

Peso total capturado

http://projecteuclid.org/download/pdfview 1/euclid.a0s/1132936555

acceso febr.,2016
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*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. Aplicaciones.

De la teoria de calculo de probabilidades, los modelos de distribucion de
probabilidad exponencial, los procesos de Poisson y las cadenas de Markov
tanto de tiempo discreto como de tiempo continuo, son la base de muchas
aplicaciones, por ejemplo la modelizacion de sistemas de colas
(http://www.it.uc3m.es/pablo/teoria-colas/introduccion-teoria-colas.pdf, acceso febr.,2016)

e Una variable aleatoria sigue un modelo exponencial si su funcion de densidad tiene la
siguiente expresion:f(x) = Ae ** parax >0

Y su funcion de distribuciénes F(x) =1 — e™* ,x > 0

Ejemplos de variables que siguen esta distribucion son las que representan “tiempos de vida
0 de duracion” de elementos o piezas de algun sistema.

La funcion complementaria F¢ (x) = 1 — F(x) se llama funcion de supervivencia.
Si x =, es exponencial y representa “tiempo de vida”, la funcion complementaria sirve
para calcular probabilidad de que la pieza o el elemento sobreviva para valores > t.
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Meétodos estocasticos INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenieria

*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. Aplicaciones.

» Una variable aleatoria “no tiene memoria” si se cumple la siguiente propiedad,

Plx>t+s/ x> t] =Plx>s], Vs, t
Las variables con distribucion exponencial que representan “tiempos de vida” tienen esta
propiedad. Lo cual significa que la probabilidad de que una pieza siga funcionando durante
un tiempo t + s, si ya lleva funcionando un tiempo t, es igual a la probabilidad de que
sobreviva un tiempo s (partiendo desde O, es decir, como si acabase de ser puesto en
funcionamiento). Por tanto, la distribucion del tiempo restante de vida no depende del

tiempo t que lleve funcionando.

La distribucion exponencial es la Unica distribucion de probabilidad continua sin memoria.

Comparacion y suma de v.a. exponenciales: Si se tienen r variables aleatorias x;

exponenciales independientes, cada una con media 1/4; ,
- el minimo de todas ellas es otra variable aleatoria exponencial, de media (3, 2;) ™2
- la probabilidad de que la variable aleatoria i-€sima sea menor gue las otras viene dada por

el cociente: &; /3 A
A:
e (R M o d sl s B l/Z’{ 2
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INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenierfa

Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. Aplicaciones.

Proceso de Poisson: Sean &, , &,, ... v.a.independientes e idénticamente distribuidas con
distribucion exponencial de parametro 4. Seat,=0y 1, =& +...+ &, paran>1, se
define el proceso de Poisson de parametro (intensidad) A por

N(s) = max{n : n <s},s >0
Las variables &, representan los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos (llegadas de
clientes a una cola, de llamadas a una central telefénica, de tramas a un router en internet,

etc.).
1, =& + ...+ & eselinstante en el que ocurre el n-ésimo evento y N(s) es el nUmero de

eventos que han ocurrido hasta el instante s.

ﬁn‘

=1 I Ta Ty +-- Tn—1 Tn

i"”.|.]

]
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Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. Aplicaciones.

» El proceso de Poisson definido antes se conoce como proceso de conteo ya que caracteriza
la forma en la que se van sucediendo “eventos” en un sistema. Si estos eventos son
llegadas se habla de un proceso de llegada.

- Un proceso de Poisson de tasa A es un proceso de llegadas con incrementos
independientes y estacionarios.

Se puede definir de tres formas equivalentes:

1- El numero de llegadas en un intervalo de tiempo t sigue una distribucion discreta de
Poisson de media Az.

2- El tiempo medio entre llegadas sigue una variable aleatoria exponencial de media /4.
3- La probabilidad de una llegada en un intervalo h es 14 + o(h).

Aplicaciones:
http://www.cse.wustl.edu/~jain/cse567-06/ftp/traffic_modelsl.pdf (acceso 15/05/2106)



http://www.cse.wustl.edu/%7Ejain/cse567-06/ftp/traffic_models1.pdf
http://www.cse.wustl.edu/%7Ejain/cse567-06/ftp/traffic_models1.pdf
http://www.cse.wustl.edu/%7Ejain/cse567-06/ftp/traffic_models1.pdf
http://www.cse.wustl.edu/%7Ejain/cse567-06/ftp/traffic_models1.pdf

Meétodos estocasticos INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenierfa

Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. Aplicaciones.

» Cadenas de Markov (tiempo discreto): (del matematico ruso Andrei Markov).

Si se tiene una familia de vv.aa. discretas finitas, Xty siendo t el
tiempo y X, el estado del proceso en el instante t, se dice que es

una cadena de Markov, sila sucesion de wvv.aa. x,, Xy, ..., X;
verifican:

P[X4j = X/ Xo = Ko e Kg = Kpyeens Xijr = Xeajurd =

= P[Xisj = Xu4j/ X4j1= X2j1]  (Propiedad markoviana)

Es decir que la dependencia entre variables solo se produce con  Andrei Markov (1856 - 1922)
respecto al estado inmediatamente anterior.

Si el estado actual es X,= x; y la probabilidad del estado siguiente es P[X,.; = X+, / Xi= X
esto indica que conocer la historia del proceso no aporta informacion para predecir el valor
futuro en el instante t, basta con conocer el estado en el instante inmediatamente anterior.



*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenieria

Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. Aplicaciones.

Cadenas de Markov (tiempo discreto):

Un proceso se llama ‘markoviano’ si la probabilidad de cualquier suceso futuro,
dado cualquier suceso pasado y el estado actual X, = I, es independiente del suceso
pasado y solamente depende del estado actual.

De los distintos tipos de procesos estocasticos (ver tabla en pg. 5) los llamados,procesos de
Markov (que pueden ser de tipo cadena o de t continuo) tienen multitud de aplicaciones, por
lo que existe abundante bibliografia sobre las mismas: vienen a ser un modelo simplificado
de proceso de toma de decision complejo.
(http://www.ingenieria.unam.mx/javical/ingsistemas2/Simulacion/Cadenas_de_Markov.htm)

Aplicaciones:

En Biologia, Economia, internet (construccion del PageRank que usa el buscador
Google)

Lectura (2013): http://www.stat.cmu.edu/~ryantibs/datamining/lectures/03-pr.pdf

Acceso abril/2106
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*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenieria

Cadenas de Markov (tiempo discreto):

Matriz de transiciones y diagrama de estados

Cadenas de Markov homogéneas: Una cadena de Markov es homogeénea si las
probabilidades de que el proceso pase de un estado a otro no dependen del instante
de tiempo t, sino gue son constantes.

PIX; =%/ X 1= x]=PIX, =%/ X 1=x], V¢r

En estas condiciones se define la probabilidad de transicion

La probabilidad de transicion ( py): es la probabilidad de que el proceso pase al estado x;
en el instante t estando en el estado x; en el instante t — 1

La matriz de transiciones (P): es la matriz constituida por las probabilidades de transicion,
donde la componente p;; representa la probabilidad de pasar al estado x; estando en el estado x;

La fila de la matriz representa el estado actual y la columna el posible estado siguiente.

La matriz de transiciones también se denomina matriz de probabilidad, matriz de Markov o
matriz estocastica.



*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenieria

Cadenas de Markov (tiempo discreto):

EJEMPLO:
En un pueblo, al 90% de los dias soleados le siguen dias soleados, y al 80% de los

dias nublados le siguen dias nublados.
Con esta informacion, modelar el clima del pueblo como una cadena de Markov.
Cadena de Markov con dos estados {Soleado (S), Nublado (N)}
Matriz de probabilidades de transicion:
Pss=0,9  pgy =01
P =

Pns= 0,2 pun=0,8

la probabilidad de que mafnana sea soleado si hoy esta nublado:

Pns = 0,2



*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenieria

Cadenas de Markov (tiempo discreto):

Propiedades de las probabilidades de transicion:

Pt =0 Vi i wn= 0421
Zp(n) , \v/i

N es el nimero de estados posibles que X puede tener.

Para representar la cadena de Markov, ademas de la matriz de transiciones, se puede emplear
el diagrama de estados de la cadena. Se trata de un diagrama donde cada estado se
representa con un circulo, y las transiciones entre estados con flechas acompanadas por la
correspondiente probabilidad de transicion, salvo que dicha probabilidad sea nula (en este
caso no se dibuja la flecha).

Del ejemplo anterior: :
Diagrama de estados de la cadena: dias

0,2
0,9 g@ <|\DP 0,8 soleados y nublados
0,1
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Cadenas de Markov (tiempo discreto):

Matriz de transicion en un solo paso: Dada una cadena de Markov
con k estados posibles S, ,..., S\, Y probabilidades de transicion
estacionarias, si

Py - P
P = P{Xm =3, | X, :Si}:> P=pPy o Py

pkl pkk

Enlaces de referencia:  Acceso abril/2106
http://www.ugr.es/~bioestad/ private/cpfundl10.pdf

http://www.it.uc3m.es/pablo/teoria-colas/introduccion-teoria-colas.pdf
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*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenieria

Cadenas de Markov (tiempo discreto):

Generalizacion de probabilidades hasta el n-ésimo estado,

D{Xt+l T J
D{Xt+l e J

P{X

I o



*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenieria

Cadenas de Markov (tiempo discreto):

Matriz inicial de probabilidades de transicion :

Estado futuro

0] 1 N
o | Poo Puiic: Poni
Estado 1 | Po Pu - P

actual

N pNO le pNN
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Cadenas de Markov (tiempo discreto):

Matriz de transicion después de n pasos:
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Cadenas de Markov (tiempo discreto):

Evolucion en el tiempo de una cadena.

Por la propiedad de Markov, la probabilidad de que la cadena cambie de un estado a otro (o repita
estado) en el paso del instante n al n + 1, sélo depende del estado en gque se encuentre, y no de la
historia del proceso.

Si se conocen estas probabilidades para todos los estados, y el estado ( X, ) de la cadena en el instante
n, es posible calcular la probabilidad de estar en cada posible estado en el n+1, es decir

P [X,+1 = X | X, ] para todo x;

A partir de estos valores, se puede calcular con qué probabilidad estara en cada estado en n + 2, y asi
sucesivamente.

Por ejemplo, en una cadena con dos estados {X;, X,} que parta de X, = X,, la probabilidad de X ,, =X,
vendra dada por

P [X,o =X | X, = X1 = P11 P12 + P12 P X X, 11 X112
n n s
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Cadenas de Markov (tiempo discreto):

Vector de probabilidades de estado

Dada una cadena de Markov de K estados, la probabilidad con la que dicha cadena se
encuentra en el instante n en cada uno de esos estados se puede representar con el siguiente

vector fila:
z(n) 2 (PX,=5,), PX,=5,),...,P(X.=5))

La componente i-ésima de dicho vector se representa como

ﬂ-i(n)é P[Xn :Si]

Que siempre deben sumar 1: ”i(n) At
=1

Siguiendo el ejemplo del clima, o)
Sihoy (n =0) estad “Soleado”,sera 7 = (P [XO =&P [Xo = N])= (1,0)

Con los valores de las probabilidades de Soleado o Nublado en el dia n (esto es, 7(™ ), y la matriz de
transiciones P, se puede calcular el valor de (™ por la ley de la probabilidad total,

P[X,.,=S]=P[X,,,=S/X, =S]P[X,=S]+P[X,,=S/X, =N]JP[X, =N]

P[X.,=N]=P[X,,=N/X, =SIP[X,=S]+P[X, ,=N/X, =NJP[X, =N]

n+l
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Cadenas de Markov (tiempo discreto):

Las anteriores igualdades se pueden escribir tambien como,

(n+1 )

i i (n) (n
Ty =Pyt Py
(n+1) _ (n) (n)
Ty "= Pty + Pty
que permite calcular la probabilidad de que el dia sea Soleado o Nublado de forma iterativa.

Dada la matriz 09 01 , -4 !
P= En la tabla se muestra el calculo de probabilidades en instantes

0,2 08 n=0,1,2,..., teniendo en cuenta que hoy (n =0 esta “Soleado”.

S(’)Wndice): | = 1 (Soleado), 2 (Nublado)
instante { 71{”/ ﬂén/

0 (1 0

1 | 0,9=(0,9x1+0,2x0) 0,1 = (0,1x1+0,8x0)

2 | 0,83 =(0,9x0,9+0,2x0,1) 0,089 = (0,1x 0,9+0,8x0,1)

3 | 0,0843 = (0,9x0,83+0,2x0,089) | 0,089 = (0,1x 0,83+0,8x0,089)




*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenierfa

Cadenas de Markov (tiempo discreto)

t n+1 1 n I u
En la tabla anterior se observa que, para obtener g partir de 7" basta con multiplicar cada
componente por el valor correspondiente de p; y sumar.

La formalizacion de esta regla la proporcionan las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

Por el teorema de la probabilidad total, en una cadena de Markov se cumple que
P[X, = sl = ZjP[Xn =S; [ Xn-1= Sj] Pl Xp-1= Sj]

Esta relacién, para todos los estados s; , si P es la matriz de transiciones y 7" el vector de
probabilidades de estado, se puede expresar como (W _ ~(-Ip

. 2 _2)p2
Y de la misma manera, 7" =7"2p | con lo que, Tt T P S P

resultado que se puede generalizar para obtener cualquiem(”) a partir de potencias de la P y de un
vector inicial 79 .

Este resultado se conoce como las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov : Dada una cadena de

Markov {X,} con espacio de estados S = {s,, . . . ,S,}, matriz de transiciones Py vector inicial de
probabilidades de estado n(® , para cualquier (™ se cumple que n(™ = 7(® pn
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Cadenas de Markov (tiempo discreto)) RESUMEN

Una cadena de Markov es un proceso aleatorio {X;} en un espacio S en el que, para cualquier t la
probabilidad de que el proceso pase al estado X; = s; solo depende del estado en el que se encuentre
en X1 .-

Cadena de Markov homogénea: Si esas probabilidades son constantes la cadena se puede caracterizar
con una matriz de probabilidades de transicion P que no depende del instante de tiempo t.

Cadena de Markov finita: Es una cadena de Markov para la que existe sélo un namero finito k de
estados posibles X,,..., X, y en cualquier instante de tiempo la cadena esta en uno de estos k estados.

P{Xm = ]| X = i}:pij

Probabilidad de transicién: Es la probabilidad condicionada

Probabilidad de transicion estacionaria: Una cadena de Markov tiene probabilidades de transicion
estacionarias si para cualquier par de estados s;, s; existe una probabilidad de transicion p;; tal que

P{XH:SJ- |Xt=Si}=pij parat =12, +i:
Matriz de transicion (matriz estocastica) : Es una matriz cuadrada cuyos elementos son no negativos y
tal que la suma de los elementos de cada fila es igual a 1.

Vector de probabilidades de estado n®® representa la probabilidad de que en el instante t la cadena se
encuentre en cada uno de los posibles estados, y cumple que at*D =7 O P

Cadena irreducible: Los estados que se comunican constituyen una clase. Si en una cadena todos los
estados se comunican, la cadena es irreducible



*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. INVESTIGACION OPERATIVA en |ngenier|‘a

Cadenas de Markov (tiempo discreto)) RESUMEN

Periodicidad: Un estado es periodico si fuera de determinados instantes de tiempo,
multiplos del periodo, resulta imposible que la cadena pase por dicho estado. Si el periodo es
1, el estado es aperiodico.

Estacionariedad: Un vector de distribuciones de estado es estacionario si cumple que
w = wP.

Cadena irreducible y aperiodica: es agquella que tiene un unico vector = al que converge
segun t — oo,

Numero medio de iteraciones para llegar desde el estado s; al estado ;

N; =1+ Z_ i Ny

K+ |
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Cadenas de Markov (tiempo discreto)

APLICACIONES en Ingenieria Ambiental y del Medio Natural

-Estudios sobre la evolucién de usos del suelo y del paisaje mediante Sistemas de
Informacion Geografica (S1G): (accesos Marzo/2106)

Lecturas:

Ao 2002: http://tesis.ula.ve/postgrado/tde busca/arquivo.php?codArquivo=3779

Ao 2003: http://geofocus.rediris.es/docPDF/Articulo2 2003.pdf

Ao 2009: http://orton.catie.ac.cr/REPDOC/A3792E/A3792E.PDF



http://tesis.ula.ve/postgrado/tde_busca/arquivo.php?codArquivo=3779
http://geofocus.rediris.es/docPDF/Articulo2_2003.pdf
http://orton.catie.ac.cr/REPDOC/A3792E/A3792E.PDF
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Cadenas de Markov (de tiempo continuo)

Una cadena de Markov de tiempo continuo se puede interpretar como una “extension” de las cadenas de
tiempo discreto, donde el cambio de estado no sucede en instantes de tiempo bien definidos, sino tras
instantes aleatorios que siguen una variable aleatoria (v.a.) exponencial.

Una cadena de Markov de tiempo continuo €S un proceso aleatorio en un espacio de estados
contable, donde fijado un instante de tiempo t, la probabilidad de que en un instante t + r
este en un estado j solo dependera del estado i en el que se encuentre el proceso en el

instante t, y no de la historia antes de t.

: _ A X (u)
Tiempo de permanencia en un estado:
es una v.a. exponencial.

Si Tx es la v.a. que representa el tiempo de
estancia en el estado x, (fig.1) la probabilidad de |—J ‘
que la cadena permanezca en x mas de un tiempo Xf=====-

t+r, suponiendo que permanece mas de un tiempo !
t, se puede expresar como, ;

0 t t+r u
(fig. 1)

P(Tx>t+r/Tx>1t)=P(X(u) =x, parau &[t, t+r] / X(u) = x, parau €[0,t])
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Cadenas de Markov (de tiempo continuo)
Aplicando la propiedad de Markov a la expresion anterior:
P(Tx>t+r/Tx>1) =P(X(u) =x, parau €[t, t+r] / X(t) = x)

es decir, el estado en (t+r) solo dependera del estado en el que se encuentre el proceso en el
Instante t de referencia. AX (u)

Si la cadena es homogénea, la probabilidad no
dependera del valor de t y se cumplira que

x """ T T r—-'_‘—L

- =
0 t tr "

P[X(u) = x, parau &[tt+ r] | X(t) = x] = P[X(u) = x, parau €[0, t] | X(0) =x]

probabilidad que es P[Tx > t], por lo que la v.a. Tx no tiene memoria y se trata de una v.a.

exponencial.
Este tipo de v.a. tiempo Tx permite decir que una cadena de Markov “sale” de un estado x

segln un proceso de Poisson a tasa 1/Tx.
http://www.it.uc3m.es/pablo/teoria-colas/introduccion-teoria-colas.pdf
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*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenieria

Cadenas de Markov (de tiempo continuo)

Aplicaciones en teoria de colas:
La distribucion exponencial se emplea en algunos modelos de colas para describir el patron
de los tiempos de prestacion de servicios.

Esquema del proceso de colas

Sistema de servicio

>

Llegadas @, Seleccion h? Partidas
Mecanismo
de Servicio

Cola

Lectura: 2012 (acceso, mayo 2106)
http://www.ueubiobio.cl/adecca/entregas/archivos3/c7264 m66289 1d70249/tarea teoria de colas.pdf



http://www.ueubiobio.cl/adecca/entregas/archivos3/c7264_m66289_id70249/tarea_teoria_de_colas.pdf
http://www.ueubiobio.cl/adecca/entregas/archivos3/c7264_m66289_id70249/tarea_teoria_de_colas.pdf
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Cadenas de Markov (de tiempo continuo)

En el caso discreto, la matriz de transicion en “n” etapas se puede expresar en términos de
la m. de transicion en una etapa P.

En el caso continuo, la matriz de transicion equivalente a la P, se representa por Q,
considerando unidades infinitesimales de tiempo dt entre transiciones.

Q = matriz de tasas de transicion o generador infinitesimal de la cadena

Condiciones:

 Como en el caso discreto, si p;; = P[pasar a estado j /el proceso esta en estado i]
se verifica que % ;.; pij = 1

« EIl tiempo que transcurre hasta el siguiente estado desde el estado i, es independiente
del tiempo que paso en el estado i.



*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos.

INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenierfa
Cadenas de Markov (de tiempo continuo)

Propiedades de estado estable:

Una cadena de Markov de tiempo continuo es irreducible si todos los estados forman una
sola clase.

Probabilidades de “estado estable’ o ““estacionarias’;
lim p;;(t) = m;

t—> o0

Que cumplen: m; = };= Onlpl](t) paraj=1,2,..Nyt=0

Otras expresiones:

g = Zniqij paraj =1,2,...,N
l¥]
e N
>ini-
ELE j=0
Ecuaciones de balance q Tasa de salidas 2 Tasa de entradas a
de un estado ese estado
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*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos.

Cadenas de Markov (de tiempo continuo)

Ejemplo:
En un taller funcionan dos maquinas idénticas de manera continua excepto cuando falla

algunadeellasolasdos.

El tiempo t requerido para reparar una maguina es Exp (1), siendo A = 0,5 dia.

Una vez reparada, el tiempo que transcurre hasta el siguiente fallo se distribuye de forma
exponencial con media A’ = 1 dia. (Las distribuciones en cada periodo de tiempo entre

ocurrencia de fallos, son independientes).

La variable aleatoria:
X(r) = N° de maquinas estropeadas en el tiempo r, esta definida en {0,1,2}

Si el tiempo r varia de manera continua, desde el instante 0, se puede obtener la evolucion en el
tiempo del n° de maquinas estropeadas.
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Cadenas de Markov (de tiempo continuo)

Ejemplo:

Esto es un proceso estocastico de tiempo continuo: { X (r), r > 0}

Cadena de Markov de tiempo continuo: El tiempo de reparacion y el tiempo que
transcurre hasta la siguiente reparacion tienen distribucion Exponencial.

Se emplean las probabilidades estacionarias para hallar la distribucion de estado estable
para el n°® de maquinas estropeadas.

Parai,j=0,1,2
q; = Tasa de transicion hacia afuera del estado i por unidad de tiempo que permanece en i

g;; = Tasa de transicion del estado i al j por unidad de tiempo que permanece en i
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Cadenas de Markov (de tiempo continuo)

Ejemplo:

El estado (n° de maquinas estropeadas o que fallan):
—— Aumenta en 1 cuando ocurre el fallo (deja de funcionar)
—— Disminuye en 1 cuando hay una reparacion

Como los fallos y las reparaciones ocurren a la vez: _ :
Qo2 =

Oy =0

El tiempo esperado de reparacion es de 0,5 dias:

:> La tasa a la que se terminan las reparaciones (si hay maquinas

estropeadas) es de 2 maquinas/dia. -
Oy = 2

Oy = 2

==
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Cadenas de Markov (de tiempo continuo)
Ejemplo:

El tiempo esperado hasta que falla una maquina es 1 dia:
|:i> La tasa a la que fallan las maquinas (si estan funcionando) es 1 por dia.

—p q12:1

En el tiempo en que las dos maquinas estan funcionando, los fallos ocurren a una
tasa de 1+ 1 =2 /dia —— q, =2

Qoy = ? O = 1
FALLO — r\ /\

REIEED

REPARACION — S/ 8 VT 4
qlo = 2 q21 — 2



*Procesos estocasticos, aleatorios o probabilisticos. INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenieria
Cadenas de Markov (de tiempo continuo)
Ejemplo:

Estas tasas de transicion se pueden usar para calcular la tasa total de transicion hacia
afuera del estado

Jo =01 =2
4 0, =0+ 0 =3
0, =0y =2
Ecuaciones de balance mmm Tasa de salidas | | Tasa de entradas a
deunestado | — ese estado
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Cadenas de Markov (de tiempo continuo)

Ejemplo:

2ry = 2my para el estado O
d 3m=2rn +27, para el estado 1

21,= T, para el estado 2

La suma de probabilidades: wy+m + 7, =1

Cualquiera de estas ecuaciones se puede eliminar por redundante, obteniendo

(7o , 7y, my )= (2/5, 2/5, 1/5)

Ambas maquinas estaran estropeadas a la vez el 20 % del tiempo; una maquina estara
estropeada el 40 % del tiempo; las dos estaran funcionando el 40 % del tiempo.
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Un sistema es una coleccion de componentes/subsistemas dispuestos de acuerdo
a un disefio dado con el propoésito de lograr el cumplimiento de unas
determinadas funciones con una adecuacion y fiabilidad aceptables.

El tipo de componentes, su cantidad, su calidad y el modo en que estan
dispuestas tiene un efecto directo en la fiabilidad del sistema.

El comienzo histérico de la aplicacion de las técnicas de fiabilidad se inicia en 1713 con
Jacob Bernoulli que formulo la ley de probabilidad de dos sucesos independientes. Sin
embargo su inicio definitivo se produce en 1943 con la Il Guerra Mundial en Peenemunde,
base de las bombas volantes V1 y V2. Para mejorar el éxito de las misiones (no llegaba el
30%), el matematico Erich Pieruschka asumié que los componentes técnicos seguian las
mismas leyes que las sustancias radiactivas y los seres vivos. Suponiendo una tasa media de
fallos de 10~ fallos/hora y un n® de componentes de 100.000, la tasa de fallos del sistema
erade: 100.000 10~ =1 fallo/hora

Por tanto, una mision de 1,5 horas tendria una probabilidad de exito de
REe Cet /i tomiat o gAY

Creus Solé, A. (2005). Fiabilidad y Seguridad. Su aplicacion en procesos industriales. Marcombo, 22
edicion. Barcelona.
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E.Pieruschka considerd que la probabilidad de éxito de un sistema es el producto de las
probabilidades de éxito de cada uno de sus componentes. Asumio que los fallos producidos
en dispositivos con soluciones sencillas y débiles en apariencia, eran menos frecuentes que
algunas soluciones mas complejas ideadas para corregir dichos fallos. En principio, parece
falso suponer que “una cadena con muchos eslabones fuertes puede ser mas débil que otra
con menos eslabones mas débiles”, pero no deja de ser cierto al considerar que el producto
de las probabilidades de unos pocos factores de poco valor (<1) puede ser mayor que el
producto de muchos factores de mayor valor (<1).

Por ejemplo: si tenemos 5 componentes con probabilidad individual de éxito de 0,895
frente a otros 10 cuya probabilidad individual de éxito es 0,93, montados todos en serie,
resulta que

0,895°>0,93% es 0,574>0,484

Esto sirvio para mejorar la fiabilidad media de los componentes, mejorando notablemente
la fiabilidad del sistema. Fue el principio del desarrollo de estas técnicas.

Creus Solé, A. (2005). Fiabilidad y Seguridad. Su aplicacion en procesos industriales. Marcombo, 22
edicion. Barcelona.
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El concepto mas conocido de Fiabilidad es: La probabilidad de que un equipo o
sistema opere sin fallos durante un tiempo (t) determinado, en unas condiciones

ambientales dadas.

Para los sistemas y productos de un solo servicio, (como un misil o los motores de
un cohete de combustible solido), la definicion se reduce a la probabilidad

de funcionar en las condiciones previstas.

Si no existe posibilidad de reparacion, la fiabilidad “es la probabilidad de que un aparato
o dispositivo trabaje correctamente durante un tiempo determinado y en las condiciones

de servicio que encuentre”

La teoria de la fiabilidad es el conjunto de teorias y métodos matematicos y
estadisticos, procedimientos y practicas operativas que, mediante el estudio de las
leyes de ocurrencia de fallos, estan dirigidos a resolver problemas de prevision,
estimacion y optimizacion de la probabilidad de supervivencia, duracion de vida
media y porcentaje de tiempo de buen funcionamiento de un sistema.

(Ros Moreno, 2013) http://myslide.es/documents/analisis-de-fiabilidad-de-equipos-industriales.html
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La fiabilidad no es una prediccion, es la probabilidad de la actuacion correcta de un
dispositivo (o de una persona). Es posible que el dispositivo falle inmediatamente después
de su puesta en servicio, o gue lo haga, incluso mas alla del final de su vida util.

El valor de la fiabilidad cambia con el conocimiento que se va adquiriendo del

sistema.
P.ej.: Si un controlador electronico industrial, tiene de vida util 5 afnos, y pasados
los 5, sigue funcionando perfectamente, la deduccion del usuario sera que “el

aparato es mas fiable de lo indicado por el fabricante”.

Desde el punto de vista de la ingenieria:

La fiabilidad es la probabilidad de que un aparato o dispositivo 0 una persona
desarrolle una determinada funcion bajo condiciones fijadas durante un periodo de

t determinado, t € [0, t] (Creus, 2005)

Lectura (Ros Moreno, 2013):
http://myslide.es/documents/analisis-de-fiabilidad-de-equipos-industriales.html

(acceso junio, 2106)
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- Sea t “el tiempo hasta que el elemento falla” (periodo al que se refiere la fiabilidad y
variable independiente)

f(t) es la funcidn de densidad de probabilidad del tiempo hasta que se produce el fallo de un
dispositivo,
La probabilidad de que el elemento falle en el instante t es: f(t) dt

Fiabilidad: Tasa media de fallos

El periodo de t esperado antes de que haya fallo viene dado por:

Eft]= [ tf (t)d

representa el “Tiempo entre fallos” o
MTBF = Mean Time Between Failure
MUT = Mean Up Time (Tiempo de Buen Funcionamiento.)

El tipo de modelos de distribucion para las f(t) corresponde a la familia de la
exponencial,

f©) =2e™*
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A representa la frecuencia con que aparecen los fallos en los
componentes del sistema,

Se suele expresar en fallos/hora, o bien, en fallos/10° horas
la inversa de A, la MTBF, 1/ A, seran “horas/fallo”

f(t) = densidad de probabilidad de fallo de un dispositivo

F(t) = funcion de distribucion de fallos. Probabilidad de fallo entre
el inicio (instante 0) y t.

R(t) = complementaria de la F(t) , (del inglés, Reliability)
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La probabilidad de que el elemento falle en el instante t 6 antes (infiabilidad):

t
F(t) = ff(t)dt
0

F(t) es la funcidn de distribucion, que cumple
fooo f()dt =1  (todo elemento acaba por fallar)

Fiabilidad R(t) : Probabilidad de que funcione todavia en el instante t

t
Rt)=1-F(t)=1- ff(t)dt
0

Tasa de fallos A(t) : es la funcion de distribucion de probabilidad de que un
elemento falle en el periodo [t, t+dt] habiendo funcionado bien hasta el instante t
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Fiabilidad: Expresion matematica

Resumen

Funcion de densidad de fallos  f(t) = A(t) e~ Jo Ayt
Fiabilidad R(t) = e~ Jo ADdt

Infiabilidad F(t) = 1 — e Jo A0t
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Utilizando la expresion de probabilidad condicionada: la probabilidad de que
un sistema falle en el instante t, (suceso A), cuando ha llegado al instante

anterior t, (suceso B) sin fallar, es

P(A/B) = P(ANB)

P(B)

La probabilidad de que el sistema falle en el intervalo t, — t; es,
P(ANB) = F(t;) — F(t1)
sabiendo que hasta el instante ¢; no ha habido fallo.
El denominadores, P[B] =1 — F(ty)

Y la probabilidad condicionada queda:

P[A/B] = F(t,—F(t1)

1-F(t;)
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Utilizando como estimador de la distribucion real de fallos, el cociente entre el n° de
fallos producidos hasta el instante de tiempo t, (Nr) y el n° total de fallos (NTr), la
probabilidad de que se produzca un fallo antes del instante t viene dada por,

NFE(t)
NTp

F(t) ~

La expresion de P(A/B) puede ponerse de la forma:

_ Np(ty)—Np(ty)
geplig NTE—Ng(t;)

Haciendot=t;, yt+A4t=t, ,y dividiendo entre At en los dos miembros de la
expresion anterior, se obtiene la denominada “Tasa de fallos”, que se indica
por A(t).
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(Np(t+At)—NE(t)) /NT e
F—NF

s At

Esta expresion representa la proporcion de fallos en At

Si, de nuevo, en la expresion de P(A/B), se sustituye
t=t, yt+At=t,, ysehacetender At » 0, de modo que

At — dt, al dividir en los dos miembros por dt,

P(A/B) F(t+dt) — F(t)
dt  dt(1—-F(@))

Asi, la tasa de fallos vendra expresada en funcion del modelo de distribucion
escogido, de acuerdo con la siguiente expresion.
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Fiabilidad: Tasa de fallos

dE(t)/dt _ f(t)

A = 1—F(@t) 1= F(@)

tasa instantanea de fallos

Probabilidad de que se produzca el fallo del dispositivo en un instante t, sin que
antes hubiera fallado

Si la distribucion de fallos es exponencial, la tasa instantanea es
constante: A (t) = A, y la MTBF (Mean Time Between Failure),
E[t]= 1/ 2,

(Gémez de Ledn, 1998)
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Fiabilidad: Tasa de fallos

tasa instantanea de fallos

) MY MY

L [\

t t t
Tasa de fallos para la Tasa de fallos para la Tasa de fallos para la
funcion de distribucion funcion de distribucion funcion de distribucion
Exponencial Normal Log-Normal

(Gémez de Ledn, 1998)
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Fiabilidad: Tasa de fallos

tasa instantanea de fallos

M) Mt Mt
o (1 O 5
r=1 p=1
/V?K <1
t t i
Tasa de fallos para la Tasa de fallos para la Tasa de fallos para la
funcién de distribucién  funcion de distribucion de funcidn de distribucion
Gamma Rayleigh Weibull

(Gémez de Ledn, 1998)
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Fiabilidad: Curva de la bainera §

tasa instantanea de fallos

Fallos iniciales (etapa infantil, periodo de rodaje), Operacion normal y Fallos de
desgaste (envejecimiento).

A1) Desclasificacion /

Desgaste
Fallos infantiles w.

Fallos aleatorios '

Etapa de
envejecimiento

I
Etapa de Madurez
rodaje

— — f— = -

(GOmez de Ledn, 1998)
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Fiabilidad: Cadenas de Markov

Las técnicas de procesos, como las cadenas de Markov,
permiten calcular fiabilidad de sistemas.

Ejemplo:

R [78]_

(Lyonnet, 1991)
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Fiabilidad: Cadenas de Markov

Ejemplo:

e Hipotesis

El estado (i) en el que se encuentra un sistema en un instante t
depende solo de los estados (i -1) o (i +1).

El paso de un estado a otro se realiza segun una ley exponencial,
con indice de fallos (4) e indice de reparacion () constantes.

(Lyonnet, 1991)
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Fiabilidad: Cadenas de Markov Ejemplo:

Describir dichos estados mediante un grafico resulta muy ilustrativo
ya gue en el se muestran las posibilidades de paso de un estado a
otro. Este grafico se llama de transicion.

plO
Ejemplo de grafico de
transicion.

(Lyonnet, 1991)
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Fiabilidad: Cadenas de Markov

Ejemplo:

Este sistema esta compuesto por tres elementos. Las probabilidades
de paso de un estado a otro vienen dadas por los p; ;.

1

De forma general, se puede formular la probabilidad de encontrarse en el
estado i en el instante (t+dt) como:

Pitvary = Pivrpy -+ 1,0)dt +
P (1 —p(i+1,i)dt) - (1 —p(i — 1,0)dt) + Py_1p - (i —1,0)dt

(Lyonnet, 1991)
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Fiabilidad: Cadenas de Markov

P(i,t+dt)—P(i,t)

Ejemplo:

= Pis1t) PU+ LD + Pioqp) - P — 1,0)-
Py (G +1,0) +pG—1,0)

Cuando dt tiende a 0, obtenemos:

dt

dP(it)
diz s

Piyaey v+ 1,0) + Pi_qpy 0 — 1,0)-
—Pio - (pG+1,)+p@i—1,0))

Para un sistema dado se tiene:

;P(i,t) =]

(Lyonnet, 1991)
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Fiabilidad: Cadenas de Markov

P(i,t+dt)—P(i,t)

Ejemplo:

= Pis1t) PU+ LD + Pioqp) - P — 1,0)-
Py (G +1,0) +pG—1,0)

Cuando dt tiende a 0, obtenemos:

dt

dP(it)
diz s

Piyaey v+ 1,0) + Pi_qpy 0 — 1,0)-
—Pio - (pG+1,)+p@i—1,0))

Para un sistema dado se tiene: Y derivando tenemos:

n £ d _

zP(i,t)=1 Z%P("t)z()
i=1

i=1

(Lyonnet, 1991)
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Fiabilidad: Cadenas de Markov

Ejemplo:

Como condicion inicial para t=0, P, 0y = 1y Py = 0 (i # n). Esto
define las ecuaciones generales para el estudio de los estados de un
sistema. Para resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales se pueden
utilizar transformadas de Laplace.

Para escribir el sistema de ecuaciones que permite el calculo de
disponibilidad se puede emplear el método de bucles en los graficos de
transicion, anadiendo a cada estado un bucle que contenga la suma de
probabilidades para pasar de un estado i a otro p(i,j) con el signo
contrario. Se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales haciendo:

dP(i, t)
dt

Igual a la suma de los productos de las probabilidades de transicion que
llega a 1 por las probabilidades de los estados de partida
(Lyonnet, 1991)
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Fiabilidad: Simulacion

En Fiabilidad también se aplican métodos de Simulacion que
permiten contemplar varias situaciones.

El método mas conocido es el de Montecarlo

El principio de la simulacion es constituir una muestra a partir de una
funcion de reparto F(x) tomada al azar. Esta muestra (en este caso, la
duracion td) se compara con el esfuerzo (tiempo de servicio supuesto
t.), lo que nos da la proporcion de elementos superiores a una
duracion deseada y, por tanto, un calculo de la fiabilidad, con la

expresion:

~ Nb - (td; >t
EPLLA LS

(Lyonnet, 1991)
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Resumen

" Procesos estocasticos.
= (Cadenas de Markov. Aplicaciones.
= Fiabilidad de sistemas.



Meétodos estocasticos INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenierfa

Referencias y enlaces:

Cadenas de Markov y Teoria de Colas:

http://operativa7107.awardspace.com/cadenas%20de%20markov%20y%20teoria%20de%20
colas.htm (acceso, junio 2016)

Creus Sole, A. (2005). Fiabilidad y Seguridad. Su aplicacion en procesos
industriales. Marcombo, 22 edicion. Barcelona.

Gomez de Leodn, C. (1998). Tecnologia del Mantenimiento Industrial. Servicio
de Publicaciones, Universidad de Murcia.

Lyonnet, P. (1991). Los Métodos de la Calidad total. Ed. Diaz de Santos,
Madrid.
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Meétodos estocasticos INVESTIGACION OPERATIVA en Ingenierfa

= Teoriade colas
Gross , D., Shortle, J.F., Thompson, J.M., Harris, C.M. (2008) Fundamentals of
Queueing Theory, Wiley, 4th Edition. ISBN: 978-0-471-79127-0. 528 pgs.

Gross , D., Shortle, J.F., Thompson, J.M., Harris, C.M. (2008) Solutions Manual
to Accompany Fundamentals of Queueing Theory, Wiley, 4th Edition. ISBN:
978-0-470-07796-2.

= Teoria de riesgo

Suter, G. W. (1993) Ecological Risk Assessment. Lewis Publishers, Boca Raton,
Florida.



	Número de diapositiva 1
	Número de diapositiva 2
	Número de diapositiva 3
	Número de diapositiva 4
	Número de diapositiva 5
	Número de diapositiva 6
	Número de diapositiva 7
	Número de diapositiva 8
	Número de diapositiva 9
	Número de diapositiva 10
	Número de diapositiva 11
	Número de diapositiva 12
	Número de diapositiva 13
	Número de diapositiva 14
	Número de diapositiva 15
	Número de diapositiva 16
	Número de diapositiva 17
	Número de diapositiva 18
	Número de diapositiva 19
	Número de diapositiva 20
	Número de diapositiva 21
	Número de diapositiva 22
	Número de diapositiva 23
	Número de diapositiva 24
	Número de diapositiva 25
	Número de diapositiva 26
	Número de diapositiva 27
	En la tabla anterior se observa que, para obtener          a partir de       basta con multiplicar cada componente por el valor correspondiente de pij  y sumar. 
	Número de diapositiva 29
	Número de diapositiva 30
	Número de diapositiva 31
	Número de diapositiva 32
	Número de diapositiva 33
	Número de diapositiva 34
	Número de diapositiva 35
	Número de diapositiva 36
	Número de diapositiva 37
	Número de diapositiva 38
	Número de diapositiva 39
	Número de diapositiva 40
	Número de diapositiva 41
	Número de diapositiva 42
	Número de diapositiva 43
	Número de diapositiva 44
	Número de diapositiva 45
	Número de diapositiva 46
	Número de diapositiva 47
	Número de diapositiva 48
	Número de diapositiva 49
	Número de diapositiva 50
	Número de diapositiva 51
	Número de diapositiva 52
	Número de diapositiva 53
	Número de diapositiva 54
	Número de diapositiva 55
	Número de diapositiva 56
	Número de diapositiva 57
	Número de diapositiva 58
	Número de diapositiva 59
	Número de diapositiva 60
	Número de diapositiva 61
	Número de diapositiva 62
	Número de diapositiva 63
	Número de diapositiva 64
	Número de diapositiva 65
	Número de diapositiva 66
	Número de diapositiva 67
	Número de diapositiva 68

