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1. DESCRIPCION GENERAL
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1.2 Clasificacion de las intersecciones multiples.
Segun puntos de estacion.
- Directa.
- Inversa.
- Mixta.

Segun tipo de observacion

Angular.
Angular mas distancias.

1.3 Obtencién de la solucién final como media aritmética o ponderada de las intersecciones
simples posibles.

1.4 Metodologia general de calculo por minimos cuadrados.
A) Las medidas topogréficas y el modelo matematico.
B) Introduccién a los ajustes de las medidas topograficas por mmcc.
C) Modelos de relaciones de observacion en las medidas topograficas.
E) Método de ajuste mmcc.
E) Matriz de pesos.
G) Precisién de las coordenadas ajustadas.

1.1 METODO GENERAL DE OBSERVACION

El método de observacion en la interseccion multiple es el mismo que el que
estudiamos en la interseccion simple: método de vueltas de horizonte. Este
método tenemos que relacionarlo siempre con la observacion angular multiple, ya
gue nunca se realiza una observacién para resolver un método simple. No
olvidemos que todas las observaciones de campo han de ser siempre
redundantes.

Recordemos que el método de vueltas de horizonte consiste en estacionar el
instrumento en el vértice, por ejemplo en A y en posicion C.D. visar a todas las
direcciones, volver a mirar a la visual de origen, y comprobar si su lectura,
lamada de cierre, es la misma que al comienzo, lo que probara que el
instrumento no ha sufrido ningun tipo de movimiento durante la observacion.

Se procede a situar el equipo en posicion C.I. y se repiten las observaciones
girando en sentido contrario al anterior y comprobando igualmente el cierre. Si es
correcto se dice que se ha observado una serie o vuelta de horizonte en caso
contrario se ha de repetir todo desde el principio.
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1.2

No debemos olvidar tampoco el método de pares sobre una referencia. Consiste
en elegir una direccién de referencia R, que este bien definida, y que puede ser o
no alguna de las direcciones a observar. Se hacen las lecturas correspondientes
sobre R y B como si se tratase de una vuelta de horizonte compuesta nada mas
gue por dicho par de direcciones. A continuacidon se visan de igual modo a Ry C,
gue constituiran el segundo par, y asi, sucesivamente hasta haber combinado con
R todas las direcciones. Como la observacién de cada par se hace en muy poco
tiempo se evitan posibles movimientos del equipo.

Si el numero de direcciones es grande, se tarda bastante en la observacion de las
direcciones por pares a una referencia, por lo que para abreviar se pueden utilizar
el método mixto que consiste en dividir las direcciones totales en varias de tal
manera que se vise a la referencia y a unas direcciones y luego se vuelta a visar a
la referencia y al resto de las direcciones. Para refundir las vueltas de horizonte en
una sola se disponen de distintas lecturas a la referencia R en cada una de ellas.

CLASIFICACION DE LAS INTERSECCIONES MULTIPLES.

Segun puntos de estacion.
- Directa.

- Inversa.

- Mixta.

Segun tipo de observacion
Angular.
Angular mas distancias.

A) SEGUN EL PUNTO DE ESTACION

Las intersecciones podemos clasificarlas atendiendo a dos criterios. El
primero de ellos distingue si el punto de estacién, desde el que se obtienen
las observaciones es o no conocido de antemano. El anadlisis de esta
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B)

situacion en las intersecciones simples nos permitia distinguir entre
intersecciones directas (punto de estacion de coordenadas ya conocidas),
inversas (punto de estacidn cuyas coordenadas se desean determinar) y
mixtas (se ha estacionado tanto en puntos de coordenadas ya conocidas
como en aquel cuyas coordenadas se desea determinar). Esta misma
clasificacidn se mantiene en las intersecciones multiples.

Es muy importante recordar la gran caracteristica que extraiamos del
analisis de las intersecciones directas. En una interseccién directa siempre
conocemos el acimut (u orientacidn si estamos en proyeccién UTM) al
punto desconocido. Realizando célculos basicos, el acimut pasa a ser un
dato “casi” de campo. Basta con determinar la desorientaciéon en el punto
de estacion a partir de las visuales de orientacion a otros puntos conocidos.

En inversa, sin embargo, al estar estacionados en un punto no conocido, el
acimut a cualquier otro punto es una incégnita hasta que se haya realizado
el calculo completo, y se hayan obtenido las coordenadas del punto
problema.

SEGUN EL TIPO DE OBSERVACION

El segundo criterio nos permite diferenciar en las intersecciones aquellas en
las que se dispone solo de observaciones angulares, y aquellas en las que
ademas se han realizado mediciones de distancias.

La facilidad con la que se realiza la medida de distancias con los actuales
equipos, ha hecho que este segundo caso sea el mas usual en Topografia.
Cuando lo estudiéis dadle toda la importancia que tiene. Las intersecciones
mixtas con observaciones angulares y de distancias son en la actualidad el
método lider de nuestra especialidad.

1.3 OBTENCION DE LA SOLUCION FINAL COMO MEDIA ARITMETICA O
PONDERADA DE LAS INTERSECCIONES SIMPLES POSIBLES.

La resolucién de las intersecciones multiples podria hacerse descomponiendo el
problema en todas las intersecciones simples que lo componen, pero el método
general que se aplica en su resolucion es el método de ajuste por minimos
cuadrados.

Durante todo el curso os hemos ido recordando reiteradamente la necesidad de
tener comprobacion de los resultados y redundancia en las observaciones. Esta
superabundancia de datos puede analizarse y resolverse facilmente mediante el
método de MMCC.

1.4 METODOLOGIA GENERAL DE CALCULO POR MINIMOS CUADRADOS.

A) Las medidas topograficas y el modelo matematico.

B) Introduccion a los ajustes de las medidas topograficas por mmcc.
C) Modelos de relaciones de observacion en las medidas topograficas.
D) Método de ajuste mmcc.

E) Matriz de pesos.
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A)

F) Precision de las coordenadas ajustadas.

MEDIDAS TOPOGRAFICAS Y MODELO MATEMATICO.
En topografia nos encontramos con tres tipos de observaciones:

- direcciones angulares,
- distancias,
- desniveles.

El problema en los métodos topograficos derivaba de la necesidad de redundancia
de datos de campo, y de la posibilidad de obtener observaciones topograficas con
los nuevos equipos de medida, al incorporar la distanciometria a los teodolitos.
Los avances en la tecnologia de medida fueron demandando nuevos sistemas de
calculo.

Se trata de un proceso simultaneo: necesidad de redundancia en las
observaciones, equipos que las hacen cada vez mas posibles en aplicaciones
topograficas, avances informaticos que permiten su calculo.

Para resolver esta situacion, es suficiente con:

- a partir de los datos de campo,

- crear un sistema de ecuaciones,

- dejar que la metodologia de ajuste mmcc nos dé una
solucion unica.

Los datos de campo se han de encontrar representados de forma uUnica en los
sistemas de ecuaciones, y las incognitas de las ecuaciones nos han de conducir a
las coordenadas de los puntos que queremos determinar.

Analicemos estos tres aspectos.

Respecto a los datos de campo. A cada tipo de observacidon le debera
corresponder un tipo de ecuacidn. Si hay tres modelos de datos de campo habra
tres modelos de ecuacion. Debera ser posible hablar de:

- Ecuacion para direcciones angulares.
- Ecuacion para distancias.
- Ecuacion para desniveles.

Al decir que los datos de campo se encuentren representados de forma unica, lo
que estamos exigiendo en la Modelizacién, es que métodos de campo
redundantes, dén lugar a sistemas de ecuaciones redundantes, y que métodos de
campo simples, dén lugar a sistemas de ecuaciones simples. Analizando
ecuaciones, analizo métodos y resolviendo ecuaciones resuelvo métodos.

Respecto a los sistemas de ecuaciones

- deberan relacionar las observaciones de campo con las incégnitas. En cada
ecuacién aparecera la observacion de campo (convenientemente tratada) y
como incdgnitas, parametros que nos lleven a obtener la solucién a nuestro
problema, es decir a determinar las coordenadas del punto o puntos
desconocidos.
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- Se resolveran matematicamente. En este sentido si el sistema es lineal y
determinado (igual niumero de ecuaciones que de incégnitas) tendra una
solucion unica, es decir estaremos en un método topografico simple. Y si el
sistema es lineal y no determinado (sobredeterminado: mayor numero de
ecuaciones que de incognitas) la solucién no es Unica y puede estimarse el
valor mas probable aplicando la herramienta de calculo denominada
mmcc.

Nos queda buscar la forma de esas ecuaciones, cdmo son exactamente.

En el caso en que me encuentre con que la ecuacion que relaciona el dato de
campo con las incégnitas no es lineal, équé hacemos?, énos quedamos sin la
potencia de resolucion de sistemas de ecuaciones que nos proporciona el calculo
por mmcc?. No, como mmcc no resuelve sistemas no lineales, lo que si podremos
hacer es linealizar la ecuacién correspondiente.

Para linealizar una ecuacidon se aplica el método de Taylor. Este método se
denomina también método de aproximaciones sucesivas. Y debido a ello, no
debemos olvidarnos que cuando el sistema de ecuaciones lineales al que se aplica
mmcc procede de una linealizacién, la resolucion final se realiza por
aproximaciones sucesivas, el método es iterativo. Se resuelve el sistema
aplicando minimos cuadrados, pero la solucién permite re-entradas en el calculo.
Se procedera a la resolucién iterativa del sistema a partir de unos valores iniciales
de las incognitas que deberan ser estimados de algun modo. En este caso nos
encontramos con una terminologia en mmcc, similar a la siguiente:

. Parametros aproximados que se introducen en el primer calculo:
XAO ’ YAO ’ HA0

. Parametros aproximados que se introducen en el segundo calculo, en la
primera iteracion:

XAl ’ YA1 r HAl

. Parametros aproximados que se introducen en el tercer calculo, en la
segunda iteracion:

XA2 12 YA2 ’ HA2

. Y asi sucesivamente.

El método de mmcc es el que és. Se trata de una herramienta de calculo que
resuelve sistemas lineales redundantes, sistemas con mas ecuaciones que
incégnitas.

Recuperando nuestra ubicacidon en las metodologias topograficas, nos planteamos
que para resolver las intersecciones multiples vamos a recurrir a un método en el
que:

- a partir de los datos de campo,
- creamos un sistema de ecuaciones,
- que resolveremos por ajuste mmcc,
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B)

- para obtener una Unica solucion.

INTRODUCCION A LOS AJUSTES DE LAS MEDIDAS TOPOGRAFICAS POR
MMCC.

Los ajustes minimo cuadraticos en Topografia estdn muy bien tratados, en el
capitulo 14 “Survey Measurement Adjustments by Least Squares” de Raul R. Wolf,
del libro The Surveying Handbook de Russell Brinker y Ray Minnick, que se ha
indicado como referencia en la bibliografia complementaria. Los contenidos que
siguen a continuacion son la traduccién al espafiol de este capitulo.

En este libro de referencia se describen las condiciones fundamentales que
conforman el ajuste por minimos cuadrados, y se ofrecen ejemplos elementales;
se explican los procedimientos sistematicos que deben seguirse para formar y
resolver las ecuaciones en el método de MMCC, incluyendo los métodos
matriciales; finalmente se explican los procedimientos especificos de ajuste de
redes de nivelacion, trilateracién, triangulacién y poligonacién, y se explican
ejemplos de problemas.

Para comenzar el analisis de los ajustes en las medidas en el tema que nos ocupa,
debemos recordar que en Topografia, siguiendo la terminologia clasica, se definen
dos clases de errores: sistematicos y accidentales. Los errores sistematicos siguen
leyes fisicas, y si se miden las causas que lo producen, se pueden cuantificar y
aplicar las correcciones que los eliminan. Los errores accidentales existen siempre
en los valores observados.

Experimentalmente se ha demostrado que los errores accidentales en Topografia
siguen leyes matematicas de probabilidad, y que una serie de medidas contienen
errores accidentales que responden a la distribucién normal. Respecto a la misma,
se aprecia que los errores accidentales tienen las siguientes caracteristicas:

1. Los errores pequefios se dan con mas frecuencia que los grandes.

2. Los errores positivos y negativos del mismo valor, se dan con igual
frecuencia.

3. Los errores grandes rara vez aparecen.

Debemos tener en cuenta que las equivocaciones no son errores y no pueden ser
consideradas como tales. Debe evitarse cometer equivocaciones teniendo cuidado
y tomando la precaucién de contrastar todos los valores medidos.

En los trabajos topograficos, tras eliminar equivocaciones y hacer las correcciones
de los errores sistematicos, se hace evidente la presencia de los errores
accidentales, que son los que nos sirven de referencia para cuantificar las
incertidumbres finales.

Por ejemplo, en nivelacion se cierra en puntos de altitud conocida. Los errores de
cierre de la linea pueden calcularse, ofreciendo un indicador de los errores
accidentales remanentes. De igual modo, en la medida de angulos, la suma de los
angulos medidos en una vuelta de horizonte debe ser de 360°, y en Topografia
plana la suma de los angulos de una poligonal debe ser multiplo de 2009 .

Las discrepancias existentes con respecto a esas condiciones indican la presencia
de errores accidentales en los valores medidos.

En Topografia, los ajustes se aplican para determinar los valores que distribuyen
los errores de cierre y que permiten que se cumplan las condiciones geométricas
matematicas. Se usan diversos procedimientos. El primero de ellos podria ser
determinar las correcciones simples, de igual valor para todos los valores
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medidos, que se obtendria dividiendo el error de cierre total por el nUmero de
medidas. Otra forma consistiria en introducir correcciones de distinto valor segun
el origen del error detectado.

En Topografia los errores responden a la “distribucion normal” y estan conformes
con las leyes matematicas de probabilidad. Para aplicar procedimientos de ajuste
mas rigurosos que los mencionados, hay que tener en cuenta esta teoria de
distribucion. El método de ajuste por minimos cuadrados se apoya en las leyes de
probabilidad.

C) MODELO§ DE RELACIONES DE OBSERVACION EN LAS MEDIDAS
TOPOGRAFICAS.
Como hemos indicado anteriormente, en topografia tenemos tres tipos de
observaciones:
- direcciones angulares.
- distancias.
- desniveles.
Tendremos tres modelos de ecuaciones. A cada tipo de observacion de campo le
corresponde un modelo de ecuacién. Debera ser posible hablar de:
- Relacién de observacion por direccién angular.
- Relacién de observaciéon de distancias.
- Relacion de observacidén de desnivel.
Y tal como hemos planteado, para cada dato de campo se construira una Unica
ecuacion.
c.1) EXPRESION DE LA RELACION DE OBSERVACION POR DIRECCION
ANGULAR OBSERVADA.
Se trata de obtener ecuaciones a partir de los datos de campo. Para las
observaciones de direccién (medidas angulares acimutales) obtenemos el
modelo de ecuacidn a partir de la expresion del acimut.
1912 = (4912)' + 0”6?12
07 +(0)) 67 =V}
(Valor aproximado + correccién ) - valor observado = residuo
El acimut puede expresarse en funcidén de las coordenadas de la siguiente
forma:
X, -X
tag 67 =| —2——1
Y, -Y
Donde el acimut es funcién de cuatro términos:
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‘912 :f(XszaYl:Yz)

La ecuacion

2 2\t 2 12
ﬂel +(91 ) _01 _Vl
no es lineal, ya que la tangente no lo es. Si queremos poder resolver el
sistema de ecuaciones por mmcc, tendremos que linealizarla para
convertirla en nuestro modelo de relacién de observacién por direccién

angular.

Para ello operamos de la siguiente forma:

912 =f(X15X2’Yl’Y2)

0} = J dx, + A dx, + J dY2+idY]

X, X, oY, oY,
g 1 1
2O [Xz—lez ¥, -Y)
Y,-Y,
F _ 1 (-D)
HKio (XZ—XIJZ (Y, -1)
YZ_YI
F _ 1 (=D, - X))
o, [XZ—XIJZ (Y,-Y)’
1+
Y,-Y
g _ 1 DX, =Xy
- 2 2 ( 1)
o, XX (Y, -1)
Y,-Y,
Y sustituyendo:
267 = 1 2-{ ! dX, — ! Xm—(XZ_Xlz)dewL(XZ_XIZ)le}
N E A A (A AR (A AR A %, %)
YZ_YI

Ahora multiplicamos y dividimos por (Y, —-Y,)
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P (L=Y) o (h=Y) o (X,-X) +(XQ—XJC,YI}

1+(X2—X1j2 LYZ—YIY A VNS AL S A%
YZ_YI

e 2 e — [ —_—
a7~ 2= 1) _[(Yz B g, a0 g (X)) gy (X=X dyl}
D (YZ_YI) (Yz_Yl) (Yz_Yz) (YZ_YI)

1
00 = [0, = X)X, =, = Y)dX, ~(X, = XY, + (X, = X, )dY]]

Esta ecuaciéon estd en radianes, como vamos a estar utilizando valores de
acimutes en unidades centesimales, vamos a cambiar el sistema de unidades. La
utilizaremos en segundos centesimales:

cc
r

a0 =" [0, = Y)dX, — (Y, =1)dX, ~(X, = X)dY, +(X, - X )d¥)]

Sustituyendo en la ecuacion:
5912 + (‘912 ) — ‘912 = V12

cc
7

D>

[(v, = ¥)dx, — (¥, - ¥,)dX, — (X, - X,)dY, + (X, - X,)d¥,]+[@?) - 0] =v

En estas ecuaciones (07)' es el obtenido mediante coordenadas, mientras que 02

es el obtenido mediante lecturas sumandole a éstas la desorientacion de la
estacion.

0} =L +%,

Cuando no conozcamos la desorientacién en el punto de estacion, es decir cuando
hemos estacionado y hemos obtenido las lecturas desde el propio punto a
determinar (desconocido) la Z;, serd una incégnita mas a determinar.
Normalmente no introducimos esta incdgnita como tal, sino que calculamos un
valor aproximado, y planteamos como incégnita la variacién de desorientacién:

O =L +(Z, +d%)

Sustituyendo en el modelo anterior obtenemos:

cc
r

?'[(Yz _Yl)dX2 _(Yz _Yl)Xm _(Xz _Xl)dY2 +(X2 _Xl)d)/l]+[(912)'_ (Li 4'2’1"‘0[21)]@ i
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Finalmente, ordenamos las incégnitas y el término independiente:

cc
’

[0 =YdX, = (Y =Y)dX, = (X, = X)dY, + (X, = X))V, |=dZ, +[0))= (LT + 2] =v

EXPRESION GENERAL DE LA RELACION DE OBSERVACION POR DIRECCION ANGULAR OBSERVADA

Los incognitas son cinco:

- La variacién de coordenadas del punto de estacion: dX;, dY;
- La variacion de coordenadas del punto visado: dX,, dY,,
- La variacién de desorientacion del punto de estacién: dz;

No olvidemos que las unidades de los residuos son los segundos
centesimales.

Este es nuestro modelo de relacion de observacidon por cada direccion
acimutal obtenida en campo. Bastard con obtener unas coordenadas
aproximadas del punto de estacion y del punto visado, y hacer los cambios
de subindice para aplicarla a la observacion concreta.

Imaginemos que el punto de estacion es el punto CT, que el punto
observado es el punto 22, y que el dato obtenido en campo es una
observacién acimutal: Ler?2. La ecuacién que podemos plantear es:

Punto de estacién 1 =CT
Punto visado 2 = 22

cc
r

(D22 )2 [(Yzz _YCT)dXzz _(Yzz _YCT)dXCT _(Xzz _Xcrl)dyzz +(X22 _XCT)dYCT]_dZCT
CcT

22 22 ’ CC
+ [(GCT )= (L +X CT)] =V
Y de modo analogo podria realizarse para el conjunto de observaciones de
campo.

Si se conocieran las coordenadas de cualquiera de los puntos, sus
respectivos diferenciales serian igual a cero, con lo cual quedaria reducida
la expresion anterior.

c.2) EXPRESION DE LA RELACION DE OBSERVACION POR DISTANCIA
OBSERVADA.

Para cada distancia podremos plantear:

D=D"+2D

M. Farjas 14



Tema 8 Interseccién Multiple

o lo que es lo mismo:
dD+D'-D =0

Al ajustar no se cumplira la igualdad, si el sistema es redundante, y
podremos introducir el concepto de residuo.

AD+D'-D=v

La distancia, en un sistema cartesiano, viene dada por:

D12 :\/(Xz _X1)2 +(Y2 _Yl)2
D? :(Xz_X1)2 +(Yz _Y1)2

Como no es una ecuacion lineal, para poder aplicar el método de ajustes
minimo cuadraticos, tendremos que proceder a linealizarla.

Diferenciando:
2D-D=2-(X, - X,)-0(X, = X)) +2-(Y, = Y,)- (Y, - 1;)

Oqu: (XZ _Xl)
D

ox, - x)+ )
D

oY, -1))

1

D 5[—()(2 — X,)dX, = (Y, = Y,)dY, + (X, - X,)dX, +(Y, - Y,)dY,]

Sustituyendo en la expresidon anterior obtenemos:
AD+D'-D=v
1

Bc [_(Xz _X1)dX1 _(Yz _Y1)dY1 +(Xz _X1)dXz +(Y2 _Yl)de]+DCAL _DOBS =V
AL

El modelo de relacién de observacion por cada distancia observada (y tratada
convenientemente para reducirla al sistema cartesiano correspondiente) queda:

1
B [_ (Xz _X1)dX1 _(Yz _Y1)dY1 +(Xz _X1)dXz +(Y2 _Yl)de]+DCAL _DOBS =V
CAL
EXPRESION GENERAL DE LA RELACION DE OBSERVACION POR DISTANCIA OBSERVADA

Si se conocieran las coordenadas de cualquiera de los puntos, sus respectivos
diferenciales seriaN igual a cero, y quedaria reducido el nimero de incognitas.

M. Farjas 15
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Imaginemos que el punto de estacién es el punto CT, que el punto observado es
el punto 22, y que el dato obtenido en campo es la distancia entre ambos. La
distancia observada hay que reducirla al sistema cartesiano correspondiente:

1
D cu

c.3)

Hay que calcular la distancia reducida si estamos en un sistema de
coordenadas topograficas.
Hay que calcular la distancia UTM, si estamos trabajando en este sistema.

Con esta distancia, la ecuacion que podemos plantear es:

Punto de estacion 1 =CT
Punto visado 2 = 22

{ [_ (Xzz _XCTl)dXCT _(Yzz _YCT)dYCT +(X22 _XCT)dX22 +(Y22 _YCT)dY22]+DCAL _DOBSj|

Algunos autores sugieren variaciones en la ecuacion de distancia con el fin
de tener en cuenta la posible introduccion de errores sistematicos en la
medida de distancias. Por ello incluyen un factor de escala para tratar de
eliminar posibles errores debidos a una eleccion inadecuada del indice de
refraccion, reduccidon altimétrica incorrecta, factor de escala de la
proyeccion cartografica inadecuado o incluso errores sistematicos en la
definicion del datum de la red.

EXPRESION DE LA RELACION DE OBSERVACION POR DESNIVEL
OBSERVADO.

Finalmente vamos a deducir el modelo de relacién de observacién para

observaciones de desnivel.
En cada desnivel podremos plantear:
AH:? = (AH:? )"+ d(AH)

o lo que es lo mismo:

d(AH)+ (AH:?>)’- AH2 =0

Al ajustar no se cumplird la igualdad, si el sistema es redundante, y
podremos introducir el concepto de residuo.

d(AH)+ (AH:?> )" - AH2 =V

El desnivel entre dos puntos viene expresado por la diferencia de altitud :

AH{? = H, -H;
d(AH;?) = dH, - dH;,

M. Farjas
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D)

El modelo de relacion de observacidon queda:

dH, - dH; + (AH?)'- AHPZ = v

Donde dH; y dH,, son las incégnitas.

METODO DE AJUSTE MMCC.

La realizacion de ajustes de valores medidos, por el método de MMCC no es
nueva. A finales del S. XVIII la realizé el matematico aleman Karl Gauss. Hasta la
llegada de los ordenadores, sin embargo, las técnicas de MMCC rara vez se
empleaban, debido al tamafio de los calculos que implicaban. Ahora los
procedimientos de calculo se ejecutan de forma rutinaria. El método de MMCC, se
aplica en los ajustes, independientemente de la naturaleza de las medidas
topograficas realizadas, incluyendo desniveles, distancias reducidas y angulos
horizontales y cenitales.

Para un grupo de observaciones de igual peso, la condicion fundamental que se
aplica en el ajuste por MMCC es que la suma de los cuadrados de los residuos sea
minima. Esta condicidn, que ha sido desarrollada a partir de las ecuaciones de la
curva de distribucion normal, proporciona los valores mas probables de las
cantidades ajustadas.

Supongamos un grupo de m medidas de igual peso cuyos residuos son V; , V, , V3
........ Vm. En forma de ecuacion paramétrica, la condicién fundamental del ajuste
por MMCC ,se expresa como sigue:

Y (VD2 = (V)2 +(V2)2+(V3)? + ..... +(Vm)? = MINIMO.

Si los valores medidos son de distinto peso, en el ajuste por MMCC, la condiciéon
fundamental que se impone, es que la suma de los pesos p por su
correspondientes residuos al cuadrado, sea minima, o en forma de ecuacién:

T pi(Vi)? = pi(V1)? + pa(V2)® + pa(Vs)® + ... +pm(Vm)® = MINIMA

Debemos tener en cuenta las siguientes consideraciones basicas, que sustentan la
teoria de MMCC:

1. Las equivocaciones y los errores sistematicos han sido eliminados previamente,
asi que solo quedan errores accidentales.

2. El nimero de observaciones que van a ser ajustadas es grande.

3. La frecuencia de la distribucidon de los errores, es normal .

Aunqgue no se cumplan siempre estas condiciones, el ajuste por MMCC proporciona
el tratamiento mas riguroso de los errores, y se ha convertido en la Topografia
actual, en un método muy importante y de uso frecuente. Ademas de
proporcionar los valores mas probables de las incognitas, el ajuste por MMCC
permite:

1. Determinar la precision de las cantidades ajustadas.
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2. Manifiesta la presencia de errores grandes y equivocaciones, asi que pueden
tomarse acciones para eliminarlas.

3. Hace posible el disefio 6ptimo de las procedimientos topograficos en gabinete,
antes de ir al campo a realizar las mediciones.

Este ultimo toépico esta en discusidn, pero hay autores que lo defienden.

Hay dos métodos basicos para el uso de MMCC en ajustes topograficos :
1. Método de ecuaciones de observacion
2. Método de ecuaciones de condicion.

En el método de ecuaciones de observacién, las ecuaciones se obtienen
relacionando los valores medidos con sus errores residuales y con los parametros
desconocidos. Se establece una ecuacion de observacidon por cada medida. Para
gue la solucidn sea Unica el niumero de ecuaciones debe ser igual al nimero de
incognitas. Si se realizan observaciones redundantes, se pueden escribir mas
ecuaciones de observacion de las que se necesitan para una solucion Unica y se
pueden determinar los valores mas probables de las incégnitas por el método de
MMCC. Para un grupo de observaciones de igual peso, se obtiene una expresion
del error residual por cada ecuacion de observacién. Los residuos se elevan al
cuadrado y se suman para obtener la funcidn que se expresa en la ecuacion
fundamental del ajuste minimo cuadratico.

Para minimizar la funcion, las derivadas parciales de la expresién, con respecto a
cada una de las variables incégnita, se igualan a cero. Esto forma un conjunto de
ecuaciones que se denominan ecuaciones normales, que son igual en nimero, al
niumero de incognitas. Se resuelven las ecuaciones normales y se obtienen los
valores mas probables para las incognitas.

En sistemas de ecuaciones de observacion grandes, ayuda utilizar procedimientos
sistematicos, en la formulacion de las ecuaciones normales.

Consideremos el siguiente sistema de m ecuaciones de observacion lineales de
igual peso que contienen n incégnitas :

Al A+bB+cCH s +mN-Li =V,
A A+bB+oCH i, +mN-L, =V,
amA +bmB+cnC+ +nmN - Ly = Vi

En estas ecuaciones las a, b, etc. son los coeficientes de las incognitas A,B,C,
etc. Las L son las constantes y las V son los residuos.

Elevando al cuadrado los residuos y sumandolos, se forma la funcidon V2.

Tomando las derivadas parciales de YV con respecto a cada incdgnita A,B,C, etc;
se forman las n ecuaciones normales.

En forma matricial, las ecuaciones de observacién vendrian expresadas del
siguiente modo:

mAn Xy = mbi + WVi
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donde
_al bl cl nl_ _A_ _Ll_ _Vl_
a, b, ¢, n, B L, v,
A= X=|C| L=|L; | V=V,
_am bm cm nm _ _N_ _Lm _ _Vm .

Analizando la siguiente representacion matricial, se comprueba que reproduce
exactamente las ecuaciones normales

ATAX = ATL

En esta ecuacién A'A es la matriz de los coeficientes de las incdgnitas de las
ecuaciones normales. Multiplicando ambos miembros de la ecuacién por (ATA)! y
simplificando, se obtiene:

(ATA)YT (ATA)X = (ATA)TATL
IX = (ATA)T ATL
X =(ATA)TATL

En donde I es la matriz identidad. Esta ecuacion es la expresion fundamental del
método de ajuste por MMCC para observaciones de igual precisiéon. La matriz X
esta formada por los valores mas probables de las incégnitas A,B,C,...., N.

Para un sistema de ecuaciones con pesos, la siguiente ecuacién matricial
proporciona los valores de la matriz X :

X = (AT PA)! ATPL

La matriz P es una matriz diagonal de pesos que se define de la siguiente
manera:

En la matriz P, todos los elementos fuera de la diagonal principal son 0. Esta
situacidon corresponde a observaciones independientes y no correlacionadas. Este
es generalmente el caso de la Topografia.

La ecuacion:
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X = (ATPA)! ATPL

responde al caso general, y puede usarse tanto en ajustes con pesos como sin
ellos. En un ajuste, si las observaciones son todas de igual peso, la matriz P se
convierte en una matriz identidad con todos los elementos de la diagonal principal
iguales a 1, lo que la reduce a la ecuacién:

X = (ATA)* ATL

Supongamos el siguiente sistema de 3 ecuaciones con dos incognitas.

2x-3y—-1=0
-x-y—-2=0
x-2y-7=0

Si resolvemos el sistema dara unas soluciones que sustituidas en el sistema dara
un resultado que en general sera distinto de cero luego, a esa diferencia la
llamaremos residuo:

2x-3y-1#0=V,
—x-y—-2#0=V,
X-2y-7#0=1V,

La condicidn del ajuste mmcc en este caso sera:
fx,y) = (2x=3y-1D* +(-x-y-2)" +(x-2y-7)*

Ello conlleva que la derivada parcial con respecto a cada una de las incdgnitas sea
igual a cero, constituyendo el sistema de ecuaciones normales:

%=2(2x—3y—1)~2+2(—x—y—2)-(—1)+2(3x—2y—7)-3=O
%:2(2x—3y—1)-(—3)+2(—x—y—2)-(—1)+2(3x—2y—7)-(—2): 0

28x — 22y - 42=0
= x=133; y=-046
11x +14y +19=0

En general si tenemos un sistema:

a,x+by+c, =0
a,x+b,y+c,=0
ax+byy+cy, =0
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E)

Las ecuaciones normales son:

2 ~[aalx -+ [aby +[ac] <0

S_i  [balx +[bb]y +[be] = 0

Siendo:

[aa] =a,a, +a,a, +a,a,
[ab] =a,b, +a,b,+a,b,
[ba] =b,a, +b,a, +ba,
[ac] =a,c, +a,c, +asb,
[bb] = bb, +b,b, +byb,

[bc] =b,c, +b,c, +byc,

MATRIZ DE PESOS.

La materializacion del modelo estadistico se produce a través de la denominada
matriz de pesos, que se construye a partir de las varianzas y covarianzas de las
observaciones implicitas en el ajuste.

La matriz diagonal de pesos P se define de la siguiente manera:

n

p 0 0 0
b |0 P 00
0 0 0 p,|

Una observacion de mucha precision tendra un peso en el ajuste alto,
dependiendo de la calidad de todas las observaciones.

Los criterios de asignacion de pesos pueden ser:

e Considerar todas las observaciones de la misma precision, es decir la matriz de
pesos es la identidad.

e Desconocida la varianza se pueden aplicar criterios topograficos. Por ejemplo se
puede construir la matriz de pesos considerando que el peso de la observacion es
inversamente proporcional a la distancia del tramo

sz
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K es una constante que podemos calcular asignando peso igual a 1 a uno de los
valores, por ejemplo al primero. A partir de él calculamos los demds pesos.

_k
D D,
k
plzizl —_— KIIXDI
D,
_i _l.D1
)2 D, 2 D,

Y asi sucesivamente.

e Conocida la varianza, el peso p de una cierta medida se define como una cantidad
inversamente proporcional a su varianza. La relacion entre el peso y la varianza
es:

P=k/o?
Siendo K una constante de proporcionalidad.
Si una observacidn tiene peso unidad, entonces la constante anterior K = 0 y se
denomina varianza de referencia, varianza de la unidad de peso o varianza de la
observacion de peso unidad.
A partir de ella el peso de cada observacion sera:

P =04/ 0"

Podemos poner los pesos y las varianzas de cada una de las observaciones en
forma matricial. Tal como hemos definido el concepto de peso:

-, ~ _
%0 0 0 10 0 0
Pl 0 0 o, O,
2
0 P 0 [ b
i DY b B R R
0 0 P 0 0 0 (1)
2
" 0 0 0 9o 0 —
o’ B O, |
2 es la matriz varianza.
o’ 0 0
s 0'22 0
0
o’
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F)

Por tanto la expresion que relaciona los conceptos pesos y varianzas.
P=c; 3

Por ejemplo si la la desviacion estandar de cada acimut se considera que es igual
al cuadrado de la distancia correspondiente, la matriz de pesos a partir de estos
valores de las desviaciones estandar, recordando la relacion entre pesos y
varianzas.

P=k/a?
Siendo K una constante de proporcionalidad. Si una observacién tiene peso
unidad, entonces la constante anterior K = 0,> y se denomina varianza de
referencia. A partir de ella el peso de cada observacién sera:

P =0o°/ 0
Se elige la varianza de referencia a priori y con ella se calculan los pesos.

La matriz varianza se puede construir a partir de las precisiones de los equipos
utilizados.

0'21 0 0
s - 0 o, 0
0 0 0

0 0 o’

Se toma el valor 1 como varianza de referencia para construir la matriz de pesos.
P=o; ™

Y se obtiene P para el ajuste.

PRECISION DE LAS COORDENADAS AJUSTADAS

En la resolucion del problema por minimos cuadrados tenemos que distinguir dos
modelos:

e Modelo matematico: permite el planteamiento del problema a través de un
sistema de ecuaciones cuya resolucion conlleva la obtenciéon de una Unica
solucién que corresponde al problema topografico.

« Modelo estocastico: permite obtener parametros indicadores de la calidad
de las observaciones y de las relaciones mutuas entre ellas (correlacién).

El modelo estocastico es el método de estimacion de precisiones del ajuste. Una
vez resuelto el ajuste es necesario comprobar la calidad del mismo. Para ello se
analiza la precision y la fiabilidad.
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Por precision puede entenderse el modo en que la calidad de las observaciones
afecta a los resultados del ajuste a través de la geometria de la red y mide las
caracteristicas de la red en lo que respecta a la propagacion de los errores
aleatorios. La fiabilidad de una red se refiere a la robustez de la misma es decir a
la capacidad de resistir errores groseros indetectables en las observaciones. Para
valorar estos aspectos es posible emplear multiples indicadores. Son frecuentes
las elipses de error locales y relativas como indicadores de precision y los niUmeros
de redundancia interna y los parametros Aq para la fiabilidad.

Para determinar las precisiones de las cantidades ajustadas, se calculan los
residuos después del ajuste. Sea el ajuste con o sin pesos, los residuos vienen
dados por:

V=Ax-L

Calculamos de la varianza de referencia a posteriori:

VTPV

r

5

donde V es el vector de residuos, P la matriz de pesos y r es el nUmero de grados
de libertad del ajuste y es igual al nUmero de ecuaciones de observacion (n)
menos el nimero de incégnitas (n,), es decir expresa la redundancia del modelo:

r = Nn-n,.

Si la varianza de referencia no se da como dato puede calcularse a posteriori con
este calculo. Si la varianza de referencia se conoce al comienzo del ajuste a
posteriori se calculara este valor también para hacer una comprobacion estadistica
de los dos valores.

La matriz cofactor asociada al vector de pardametros por el método paramétrico,
puede calcularse a partir de los residuos

Qux = Nt = (ATP A)_l

Y a partir de esta matriz obtenemos la matriz covarianza, que contiene las
precisiones buscadas. La desviacion tipica de las cantidades individuales ajustadas
son:

Analisis estadisticos posteriores al ajuste se concentran en la estimacion de la
calidad global del ajuste mediante el Test de bondad y la detecciéon de errores
groseros de pequefla magnitud. Los errores de magnitudes grandes son
facilmente detectables puesto que producen grandes residuos en las
observaciones de una zona concreta de la red. Este analisis se basa en la
realizacion de tests estadisticos sobre los residuos de las observaciones.

Como test de bondad del ajuste se utiliza x>. Es conocido como test global y sirve
para determinar si la varianza de referencia a posteriori es compatible con la
varianza de referencia a priori.
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El test de Baarda es una técnica que combina la deteccién de residuos
anormalmente grandes bajo un cierto criterio estadistico, la localizacién del error
grosero y su determinacion.
Elipse de Error estandar
En las observaciones topograficas se utiliza normalmente el modelo de distribucion
normal bidimensional. Si el estudio de los errores se centra unicamente en las
componentes de los errores aleatorios se puede tomar una distribucion normal
centrada en el origen (0,0).

Los parametros principales seran los semiejes a y b y la orientacién 6.

a=oy
b=o

Para calcular los parametros de la elipse de error estandar es necesario obtener
primero la matriz covarianza de los parametros (que contiene las precisiones).

2
ny = 6-0 Qxy

La matriz cofactor asociada al vector de parametros por el método paramétrico,
puede calcularse a partir de los residuos

-1
Qux =N
Y a partir de esta matriz obtenemos la matriz covarianza de la siguiente forma:

2 -1
>, =06. N

Y los parametros de la elipse son las raices de los valores propios de la matriz
covarianza:

Semieje mayor a= /4,

Semieje menor b= /4,
Y la orientacion:

20,
1g20 =———
o,-0,

Segun los signos de numerador y denominador se deduce el cuadrante, y por
tanto la solucidn.
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2.1

LA INTERSECCION ANGULAR MULTIPLE.

2.1 Introduccion.
2.2 Expresion de la relacion de observacion por direccion angular observada.
2.3 Resolucién del método de interseccion directa multiple por minimos cuadrados.

Coordenadas aproximadas del punto a determinar.
Planteamiento de las relaciones de observacion.
Resolucion.
2.4 Resolucién del método de interseccion inversa multiple por minimos cuadrados .
Coordenadas aproximadas del punto a determinar.
Planteamiento de las relaciones de observacion.
Resolucion.
2.5 Resolucién del método de interseccion mixta multiple por minimos cuadrados .
Coordenadas aproximadas del punto a determinar.
Planteamiento de las relaciones de observacion.
Resolucion.
2.7 Resolucién de la interseccidn angular multiple con mas de un punto a determinar, por
minimos cuadrados.
Coordenadas aproximadas de los puntos a determinar.
Planteamiento de las relaciones de observacion.

Resolucién.
INTRODUCCION

En este apartado vamos a analizar el método de interseccién angular multiple,
método por el que pueden determinarse las coordenadas de un punto habiendo o
no estacionado en él. El método exige que haya redundancia de observaciones.

El método de observacion es el de vueltas de horizonte o pares sobre una
referencia, dependiendo de la precision que debamos obtener o de las condiciones
de observacién. La resolucion numérica se realiza aplicando la teoria de ajustes
minimo cuadraticos.

El método de mmcc, permite obtener una solucidon Unica en un sistema de
ecuaciones lineales sobredeterminado. Esta solucidon tiene la caracteristica, por la
condiciéon que le imponemos al sistema para configurar las ecuaciones normales,
que hace que la suma de los cuadrados de los residuos sea minima.

El método exige conocer unas coordenadas iniciales de todos los puntos, tanto
estacionados como observados. A partir de ellas se calcula la variacién de
coordenadas que conlleva la solucién minimo cuadratica.
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El procedimiento de cdlculo consistira en obtener coordenadas iniciales de todos
los puntos, con ellas y a partir de los datos de campo obtener las ecuaciones de
observacion de direccién, una ecuacién por cada observacion de direccién, y
finalmente resolver el sistema.

Las ecuaciones de observacion son:
Ax =L

Las ecuaciones normales:
ATPAx=ATPL

Podemos cambiar la homenclatura, y llamar

N=A"PA
t=ATPL

quedando el sistema de ecuaciones normales de la siguiente forma:
Nx=t
La solucidn al sistema se obtiene calculando:
x=(ATPAYTATPL
con la sustituciédn anterior queda:

x = N1t

Para calcular las precisiones del ajuste, se calcula el vector residuos a posteriori,
es decir una vez resuelto el problema:

V=Ax-L
Y se obtiene:
Qxx =N*'= (ATPA)_I
Y la matriz Z,, ,que contiene las precisiones:

2 2 -1
2 = 00° Qux = 0p° N

2.2 EXPRESION DE LA RELACION DE OBSERVACION POR DIRECCION
ANGULAR OBSERVADA.

El modelo de relacién de observacion por cada direccion acimutal obtenida en
campo es el siguiente:

cc

r ,
F'[(YZ _Yl)dX2 —(Y2 _Yl)Xm _(Xz _Xl)dYZ +(X2 _Xl)dYI]_dzl +[(‘912)'_ (L? +2 1)]CC =V

Bastara con obtener unas coordenadas aproximadas del punto de estacién y del
punto visado, y hacer los cambios de subindice para aplicarla a la observacién
concreta.
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Los incognitas son cinco:

. La variacion de coordenadas del punto de estacion: dX;, dY;
La variacion de coordenadas del punto visado: dX,, dY5,,
. y la variacién de desorientacion del punto de estacién: dZ;

El esquema de calculo comienza plantedndonos una tabla como la que sigue, para
cada observacién por direccidén acimutal:

COORDENADAS INICIALES | VARIACION DE COORDENADAS COORDENADAS FINALES
VERTICE X Y dX dy X Y
1 X1 Y dX; dY; X; + dX; Y; + dY;
2 X5 \ dY, dy, X, + dX, Y, + dY,

2.3

Si las coordenadas de cualquiera de los puntos no se desean variar, sus
respectivos diferenciales serian igual a cero. Esta situacidon es la que corresponde
a los puntos que hemos estado denominando como “conocidos” durante el curso.
Son puntos cuyas coordenadas nos son dadas de antemano, proceden de redes de
orden superior, y que no deseamos que sean variables. Son los puntos “fijos” de
la red.

El calculo de una interseccién multiple la planteamos sin diferenciar el tipo de
interseccion. No nos interesa saber si es directa, inversa o mixta en el calculo.
Nos interesa analizar, qué puntos son fijos, qué puntos son “variables” (van a ser
ajustados), cuantas relaciones de observacidén tenemos, cuantas incégnitas, y cual
es el grado de redundancia del sistema.

Finalmente, no debemos olvidar que las unidades de los residuos son los
segundos centesimales.

A continuaciéon vamos a realizar el calculo de una interseccion directa, inversa y
mixta, para generalizar con el calculo de una red que tuviera mas de un punto
desconocido. Todos estos casos deben considerarse como ejemplos de aplicacion
del modelo general de calculo que hemos expuesto anteriormente.

Cuando se han linealizado las ecuaciones de observacién el proceso de ajuste es
iterativo. Las correcciones que obtengamos en el primer ajuste se las aplicaremos
a las coordenadas aproximadas y esas nuevas coordenadas de P actuaran como
aproximadas en el siguiente calculo.

RESOLUCION DEL METODO DE INTERSECCION DIRECTA MULTIPLE POR
MiINIMOS CUADRADOS.

Coordenadas aproximadas del punto a determinar.
Planteamiento de las relaciones de observacion.
Resolucion.

Para llevar a cabo la resolucion de un sistema de ecuaciones por minimos
cuadrados es necesario conocer de antemano una solucion aproximada, que debe
estar diferencialmente cerca de la solucion buscada. Se trata de encontrar los
diferenciales que sumados a esta solucién aproximada, nos proporcione la
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solucién final. Es por ello que la obtencién de la solucidn aproximada sera la
primera fase del célculo.

Consideremos el siguiente ejemplo. Para dar coordenadas a un punto P se ha
estacionado en los puntos conocidos A, B, C y D, y se han realizado las visuales
que se indican en la figura.

O

Debemos comenzar planteandonos de qué puntos conocemos las coordenadas vy
de qué puntos no.

RED DE VERTICES:

VERTICE | COORDENADAS DEFINITIVAS |
X Y
A Xa Ya
B Xz Yq
C Xc Yc
D Xp Yo
P ? ?

Si optamos por el método de ajuste por minimos cuadrados, debemos comenzar
por obtener unas coordenadas iniciales del punto P. A estas coordenadas las
denominamos aproximadas.

CALCULO DE LAS COORDENADAS APROXIMADAS DEL PUNTO PROBLEMA.

Para obtener estas coordenadas calcularemos una interseccion simple,
seleccionando entre las visuales de campo. Si estamos en una observacién en la
que hemos estacionado en puntos conocidos, y hemos visado al punto
desconocido, estaremos en una interseccion directa. Si es multiple (mas de dos
puntos de estacion conocidos) implica que podemos seleccionar una cualquiera de
las simples posibles. Basta con calcular UNA interseccién directa simple.
Supongamos que optamos por la ABP.

En la resolucién de la interseccion directa simple ABP tenemos los siguiente datos
iniciales:
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A (Xa, Ya) B (Xs, Ye)

Y de las observaciones de campo tomamos las lecturas L', L%, L}, L}

Para la resolucién numérica conociendo las lecturas de campo y las coordenadas
de los puntos A, B. El método consistia en calcular el acimut Gi , con la lectura y

el acimut Gi , obtendremos la desorientacion de A, mediante la lectura L‘i , una
vez calculada la desorientacién podremos calcular el acimut 8% . Del mismo modo
procederemos con el punto B, calculando el acimutﬁg.

La distancia AB también es conocida ya que:

2
Df :\/(XB _XA) +(YB _YA)2
El punto P quedara determinado de la forma siguiente:

a) Partiendo del punto A:

X,=X,+x"
YP:YA"")/Z

b) Partiendo del punto B:

_ P
Xp=Xp+x,

Y, :YB"')’Z;D

Es necesario calcular los incrementos de coordenadas entre AP y BP
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Siendo H; el acimut de la direccion AB por la figura que representa la situacion
real de los puntos se obtiene:

~

0 =0% -4
0; =6, +B

El problema de la interseccion directa queda determinado con el calculo de las
distancias AP y BP.

En el tridangulo ABP, se cumple:

D _ Dj _ Dy

senB senV  send

senB
DY =" D"
4 senP !

send
DP=7,\ B
2 senP

A+ B+ P=200¢

P=200-(A+B)
Desde el punto A:

Ax} =D/ -sen’

Ay, =D -cosd”

X,=X,+xk
YP:YA+yZ

Desde el punto B:
Axy =D} -senf;

Ay} =Dj -cosOy

X, =X, +Ax]
Y, =Y, +Ay,

Las coordenadas han de ser idénticas.

RELACIONES DE OBSERVACION

Ahora ya conocemos las coordenadas iniciales de todos los puntos de la red, unas
definitivas y otras aproximadas:
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COORDENADAS INICIALES COORDENADAS FINALES
VERTICE X Y X Y
A X Ya Xa Ya
B Xz Ys Xz Yg
C Xc Yc Xc Yc
D Xp Yo Xo Yo
P X'p Y’p X’p+pr Y’D+dyP

Ahora debemos plantear las relaciones de observacion. Recordemos el modelo de
ecuacion:

cc

r ,
[0 =YX, = (Y =Y)dX, = (X, = X)dY, + (X, = X))V, |=dZ, +[01)= (LT + 2] =v

Los incognitas son cinco en cada ecuacion:

. La variacion de coordenadas del punto de estacion: dX;, dY;
o La variacion de coordenadas del punto visado: dX,, dY5,,
. y la variacién de desorientacion del punto de estacién: dZ;

Se plantea una por cada observacién acimutal, pero queda claro que aquellas
observaciones entre puntos fijos no plantean ecuacién, los diferenciales son cero
tanto en el punto 1 como en el punto 2, y no existe ecuacidon por no existir
incognitas.

Tenemos las siguientes visuales:

PUNTO DE ESTACION PUNTO VISADO RELACION DE OBSERVACION
A P De direccién
B -
B A -
C -
P De direccidon
C B -
P De direccion
D -
D C -
P De direccion

Procedemos a continuacién a plantear estas cuatro ecuaciones:

Ecuacion de direccion de A a P:

Punto de estacion 1 = A
Punto visado 2 =P

cc
r

v, =Y )dX, —(Y, —=Y,)dX , —(X, = X )dY, + (X, — X )dY,|-dZ , +

P2
4

[(@Fy- (L) +2 )] =v
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Como A es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXA= 0
dYA= 0

Por otra parte, como hemos estacionado en un punto A, del que conocemos sus
coordenadas y hemos orientado visando a otro punto conocido conocemos el
acimut :

dZA= 0

La ecuacién queda:

cc
7

P2
4

[, =YX, = (X, = X )dY, [+ [05)- @0D)]C =v

Ecuacion de direccion de B a P:

Punto de estacion 1 =B
Punto visado 2 =P

cc
r

p (¥, =Y)dX , —(Y, = Y,)dX , —(X, — X )dY, + (X, — X )dY, |- dZ , +
B

[(@5)- (L, += )] =v

Como B es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXB: 0
dYB= 0

Por otra parte, como hemos estacionado en un punto B, del que conocemos sus
coordenadas y hemos orientado visando a otro punto conocido conocemos el
acimut :

dZB= 0

La ecuacion queda:

cc
r

— [V = YdX, — (X, - X p)dY, [+ [0 )= (0] =v
Dy

Ecuacion de direccion de C a P:

Punto de estacién 1 =C
Punto visado 2 =P
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cc
r

p2
c

[0y (Lt +2 )] =v

'[(YP _YC)dXP _(YP _YC)dXC _(XP _XC)dYP +(XP _XC)dYC]_ dzc +

Como C es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

ch= 0
dyC= 0

Por otra parte, como hemos estacionado en un punto C, del que conocemos sus
coordenadas y hemos orientado visando a otro punto conocido conocemos el
acimut :

dz.=0

La ecuacién queda:

cc
7

P2
c

(v =YX, = (X, = X )dY, |+ [(00)- 0] =v

Ecuacion de direccion de D a P:

Punto de estacion 1 =D
Punto visado 2 =P

cc
7

|V = Y)dX  — (¥, —Y,)dX , — (X = X )dY, +(X = X )dY, |- dE, +
D

[@7)- (L7, += )] =v
Como D es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXD= 0
dYD= 0

Por otra parte, como hemos estacionado en un punto D, del que conocemos sus
coordenadas y hemos orientado visando a otro punto conocido conocemos el
acimut :

dZD =0

La ecuacién queda:

cc
7

P2
D

(v, = Y,)dxX, — (X, - X )dY, ]+ [0,)- 0)] =v
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RESOLUCION DEL SISTEMA

Las relaciones de observacion que hemos obtenido son:

cc

"0 =Y )ax, - (X, = X ar, [+ (@)= @D =v
rf:z'[(YP ~Y,)dX, — (X, - X,)dY,|+[0))-@)H] =v
rii (Vs =Y )dX = (X, = X )Y, ]+ [07)= (0D =v
rii @, -v)dx, = (X, - X ,)dv, |+[@5)- @5)]C =v

D

No olvideis que las relaciones de observacion han de estar de la siguiente forma:
AX=L+vV

Es necesario pasar el término independiente del sistema que hemos planteado, al
otro miembro de la ecuacién, para aplicar la resolucién matricial.

Las ecuaciones normales son:
(ATPA)X =ATPL
NX=t
Y el vector solucidn:
X=(ATPA)'ATPL
X=N"'t

Como solucion obtendremos los valores dXp y dYp, que sumados a los iniciales
(aproximados), nos permiten calcular la solucion final.

Las precisiones pueden obtenerse del modo indicado anteriormente.

2.4 RESOLUCION DEL METODO DE INTERSECCION INVERSA MULTIPLE .

Coordenadas aproximadas del punto a determinar.
Planteamiento de las relaciones de observacion.
Resolucion.

Consideremos el siguiente ejemplo. Para dar coordenadas a un punto P se ha
estacionado en él y hemos visado a los puntos conocidos A, B, C y D, realizando
las visuales que se indican en la figura.
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BA
cA

AL

DA

Debemos comenzar plantedndonos de qué puntos conocemos las coordenadas vy
de qué puntos no las conocemos.

RED DE VERTICES:

VERTICE | COORDENADAS DEFINITIVAS
X Y
A Xa Ya
B Xs Ys
C Xc Yc
D Xb Yb
P ? ?

Si optamos por el método de ajuste por minimos cuadrados, debemos comenzar
por obtener unas coordenadas iniciales del punto P. A estas coordenadas las
denominamos aproximadas.

CALCULO DE LAS COORDENADAS APROXIMADAS DEL PUNTO PROBLEMA.

Para obtener estas coordenadas calcularemos una interseccion simple,
seleccionando entre las visuales de campo las que corresponden a la misma. Si
estamos en una observacion en la que hemos estacionado en el punto
desconocido, y hemos visado a los conocidos, estaremos en una interseccion
inversa. Si es multiple (mas de tres puntos conocidos visados) implica que
podemos seleccionar una cualquiera de las simples posibles. Basta con calcular
UNA interseccién inversa simple. Supongamos que optamos por la ABC.

La resolucion de la interseccion inversa simple ABC, cuenta como datos iniciales:

A (Xar Ya) B (Xg,Ys)) C(Xc,Yo)

Y como observaciones de campo con las lecturas:

Ly, Lp, Ly
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C(X.y)

p

Las tres visuales PA, PB, PC proporcionan los datos necesarios para resolver
matematicamente el problema.

Para la resolucidon analitica calculamos

E=400-8-f-a

A DS -sena.-senB
tgA = — b g -
D, -senf + Dy -sena - CoSE

Al calcular el angulo A hay que tener en cuenta que:
tgA = 1g(200+ A)

Y finalmente calculamos el angulo C:

A

C=E-A
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A continuacién podemos calcular:

Bl=200-A -0
B2=200-B-B

Una vez obtenido los angulos A y C podemos obtener los acimutes a P.

0 =0"+ 4
0 =05 +200-C

Las distancias las hallaremos mediante el teorema del seno:

Df B Df D’ = p* senB1
sena  senBl A 1 sena
Dj B D} L D? =DC senB2

senff senB2 ¢ ¥ senp

Una vez obtenidas las distancias y los acimutes obtendremos las coordenadas de
P desde los puntos A, C. Estas coordenadas han de ser idénticas.

X,=X,+D} sen’ X,=X.+D. sen6

Y,=Y,+D} -cosf” Y, =Y.+ D} -cos&

RELACIONES DE OBSERVACION

Ahora ya conocemos las coordenadas iniciales de todos los puntos de la red, unas
definitivas y otras aproximadas:

COORDENADAS INICIALES COORDENADAS FINALES
VERTICE X Y X Y
A Xa Ya Xa Ya
B XB YB XB YB
C XC Yc Xc YC
D Xb Yo Xb Yo
P X’p Y,p X’p+pr Y’D+dyP

A continuaciéon debemos plantear las relaciones de observacion. Recordemos el
modelo de ecuacién:

VCC ' )
F.[(Yz _Yl)dXZ _(Yz _Yl)dX] _(Xz _X])dYZ +(X2 _X])dY]]_dzl +[(912)_(L12 +2 1)]CC =V
Los incognitas son cinco en cada ecuacién:

. La variacién de coordenadas del punto de estacion: dX;, dY;
. La variacién de coordenadas del punto visado: dX,, dY,,
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. y la variacién de desorientacion del punto de estacién: dZ;

Se plantea una por cada observacion acimutal.

Tenemos las siguientes visuales:

PUNTO DE ESTACION

PUNTO VISADO

RELACION DE OBSERVACION

3}

A De direccién
B De direccion
C De direccion
D De direccidn

En la interseccién inversa La dX, se mantiene como incégnita en la ecuacién.

Como no conocemos las coordenadas del punto 1 de estacién, calcularemos la
desorientacién aproximada a partir de las coordenadas de Ay P"; deBy P’; de C
y P’; yde Dy P’. La desorientacion que se introduce en todas las ecuaciones (en
todas ha de ser el mismo valor) se calculard haciendo la media de todas las
desorientaciones posibles que se puedan calcular en ese punto, siempre que las
discrepancias entre ellas sean tolerables.

Procedemos a continuacion a plantear las cuatro ecuaciones.

Ecuacion de direccion de P a A:

Punto de estacién 1 =P

Punto visado 2 = A

cc
r
42
P

[y (L +2 )] =v

(v, -Y)dX ,—(Y,-Y,)dX, —(X , - X,)dY, +(X ,— X, )dY,]|-dZ, +

Como A es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

La ecuacion queda:

dXA= 0
dYA= 0

cc
7

42
P

'[_(YA _YP)dXP +(XA _XP)dYP]_dZP +[(6’1f)'_ (Lﬁ +Z’P)]CC =V

Ecuacion de direccion de P a B:

Punto de estacién 1 =P

Punto visado 2 =B
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cc
7

B2 '[(YB _YP)dXB _(YB _YP)dXP _(XB _XP)dYB +(XB _XP)dYP]_dZP +
e

[0y (L) +2 )] =v

Como B es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXB =0
dYB =0
La ecuacion queda:

cC
r

e f= (¥, =Y)dX , + (X, - X,)dY, |- d2, +[0F)— (L2 +2 )] =v

Ecuacion de direccion de P a C:

Punto de estacién 1 =P
Punto visado 2 =C

cc
r

c2 '[(YC —Y)dX o —(Yo =Y, )dXp — (X - Xp)dYo + (X, _XP)dYP]_dZP +
P

07— (L5 +x7 )] =v

Como C es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXC =0
dYC =0
La ecuacion queda:

cc
r

c?
P

'[_(Yc _YP)dXP +(Xc _XP)dYP]_dZP +[(0§)'_ (LJCJ +Z’P)]CC =V

Ecuacion de direccion de P a D:

Punto de estacién 1 =P
Punto visado 2 =D

cC
r

'[(YD _YP)dXD _(YD _YP)dXP _(XD _XP)dYD +(XD _XP)dYP]_dZP +

D2
P

07y (L2 +x7 )] =v
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Como D es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXD =0
dYD =0
La ecuacién queda:

cc
r

D2
P

[-(¥, =Y,)dX, + (X, - X,)dY, |- d2, +[(0F ) (L2 +2 )] =v

RESOLUCION DEL SISTEMA

El sistema de ecuaciones que hemos obtenido es el siguiente:

cc

"L YA, (X = XY, - s + 0= (L2 )] =
4

l"CC B\t B ’ cC
[ = Y)dX, (X, - X,)dY, |- dE, +[07)- (L + 2 )] =
s

I"CC C\r Cc ’ CcC
PO =Y)dX, + (X = X,p)dY, |=ds, +[07)- (L + 2 )] =v
<

i’CC D1 D ’ CcC
[ =YX, (X, = X,)dY, |- dE, +[00) - (L7 + 2 )] =y

o
No olvideis que las relaciones de observacion han de estar en la forma:
AX=L+vV

Por lo que es necesario pasar el término independiente al otro miembro de la
ecuacion.

Como solucion obtendremos los valores dXp y dYp, que sumados a los iniciales
(aproximados), nos permiten calcular la solucion final.

2.5 RESOLUCION DEL METODO DE INTERSECCION MIXTA MULTIPLE POR
MINIMOS CUADRADOS .

Coordenadas aproximadas del punto a determinar.
Planteamiento de las relaciones de observacion.
Resolucién.

En una interseccion mixta se estaciona tanto en puntos conocidos como
desconocidos y al ser multiples contamos con mas datos de los imprescindibles
para la resolucion del problema.
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Consideremos el siguiente ejemplo. Para dar coordenadas a un punto P se ha
estacionado en él y hemos visado a los puntos conocidos A, B, C y D. Se ha
estacionado también en los puntos A y B, realizando las visuales que se indican en
la figura.

DA

Debemos comenzar plantedndonos de qué puntos conocemos las coordenadas vy
de cudles no.

RED DE VERTICES:

VERTICE COORDENADAS DEFINITIVAS
X Y
A Xa Ya
B Xs Ye
C Xc Ye
D Xo Yo
P ? ?

Si optamos por el método de ajuste por minimos cuadrados, debemos comenzar
por obtener unas coordenadas iniciales del punto P. A estas coordenadas las
denominamos aproximadas.

CALCULO DE LAS COORDENADAS APROXIMADAS DEL PUNTO PROBLEMA.

Para obtener estas coordenadas calcularemos una interseccion simple,
seleccionando entre las visuales de campo aquellas que la forman. Basta con
calcular UNA interseccion simple. Buscaremos una directa simple (dos puntos de
estacion conocidos desde los que se visa al desconocido), si no la hubiera
buscariamos otro tipo de intersecciéon simple. En nuestro ejemplo podriamos
resolver la interseccion directa simple ABP.

La resolucion de la intersecciéon directa simple cuenta como datos iniciales:

A (XAI YA) B (XBI YB)

Y como observaciones de campo con las lecturas: L', L%, L, L
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Para la resolucion numérica conociendo las lecturas de campo y las coordenadas
de los puntos A, B, el método consistia en calcular el acimut Gi, con la lectura y

el acimut Gi, obtendremos la desorientacion de A, mediante la lectura LIZ , una
vez calculada la desorientacién podremos calcular el acimut 8% . Del mismo modo

procederemos con el punto B, calculando el acimutﬁg.

La distancia AB también es conocida ya que:

2
Df :\/(XB _XA) + (Y, _YA)Z
El punto P quedara determinado de la forma siguiente:
a) Partiendo del punto A:
p
Xp=X,+x,
Y, =Y, +y:1>
b) Partiendo del punto B:
P
Xp=X,+x,
Y, =Y, +y11;
Es necesario calcular los incrementos de coordenadas entre AP y BP

Siendo 9; el acimut de la direccion AB por la figura que representa la situacion
real de los puntos se obtiene:

~

0, =0 -4
0y =0;+8B

El problema de la interseccion directa queda determinado en el cdlculo de las
distancias AP y BP.
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En el tridngulo ABP, se cumple:

Dy ~ Di _ Dy
senB  senV  send

senB
D = D?
4 senP !
send
DP :7’_\1)3
5 senP !

A+ B+ P=200°¢
P=200—(4+B)

Desde el punto A:
P P P
Ax, =D, -send,

Ayl =D" cosd”
X, =X, +x}

Y, :YA+y/14J

Desde el punto B:
Axy =D} -sen0;
Ay, =Dj -cosOy

X,=X,+Ax}
Y, =Y, +Ay;

Estas coordenadas han de ser idénticas.

RELACIONES DE OBSERVACION

Ya conocemos las coordenadas iniciales de todos los puntos de la red, unas

definitivas y otras aproximadas:

COORDENADAS INICIALES COORDENADAS FINALES
VERTICE X Y X Y
A Xa Ya Xa Ya
B Xs Y Xs Ys
C Xc Yc Xc Yc
D Xbp Yo Xp Yo
P X'p Y'p X'p + dxp Y'p +dye
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Ahora debemos plantear las relaciones de observacién. Recordemos el modelo de
ecuacion:

cc
7

D>

(¥, - ¥)dX, - (Y, - ¥)dX, —(X, - X,)dY, + (X, - X)), |- d=, +[(6})- (L} +Z')] =

LAs incognitas son cinco en cada ecuacion:

o La variacién de coordenadas del punto de estacion: dX;, dY;
La variacién de coordenadas del punto visado: dX,, dY5,
. y la variacion de desorientacion del punto de estaciéon: d3,

Se plantea una por cada observacion acimutal, pero queda claro que aquellas
observaciones entre puntos fijos no plantean ecuacién, los diferenciales son cero
tanto en el punto 1 como en el punto 2, y no existe ecuacion por no existir
incégnitas.

Tenemos las siguientes visuales:

PUNTO DE ESTACION | PUNTO VISADO RELACION DE OBSERVACION
P De direccion

De direccion

De direccion

De direccion

De direccidn

De direccion

o|>|(o|WO|0|(m|>

Por otra parte debemos calcular la desorientacion aproximada en el punto
desconocido de estacion, es decir de P. Con las coordenadas de AP, BP’,CP’,
D P’. Se realiza la media de todas ellas, si fueran tolerables, y este valor es el
que se utiliza en todas las ecuaciones.

Procedemos a continuacién a plantear estas seis ecuaciones:
Ecuacion de direccion de P a A:

Punto de estacion 1 =P
Punto visado 2 = A

cc
r

A 2

P

[©;y- (L} += )] =v

(v, -Y)dX ,—(Y,-Y,)dX, —(X , - X,)dY, +(X ,— X ,)dY,]|-dZ, +

Como A es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXA= 0
dYA= 0
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La dX, se mantiene como incégnita en la ecuacion.

La ecuacién queda:

cc
7

42
b

J-, -Y,)dX, + (X, - X,)dY,|-dz, +[0:)- (L +2 )] =v

Ecuacion de direccion de P a B:

Punto de estacién 1 =P
Punto visado 2 =B

I’CC

Bz

o

(07— (L) += )] =v

(Y, =Y)dX , — (Y, —Y,)dX, —(X, — X ,)dY, + (X, — X ,)dY, |- dZ, +

Como B es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXB= 0
dYB= 0

La d=» se mantiene como incdgnita en la ecuacioén.

La ecuacion queda:

cC
r

=¥, =Y)dX , + (X, - X,)dY, |- d=, +[0F)- (L2 +2 )] =v

B2
1%

Ecuacion de direccion de P a C:

Punto de estacién 1 =P
Punto visado 2 =C

cc
r

'[(YC _YP)dXC _(YC _YP)dXP _(Xc _XP)dYC +(Xc _XP)dYP]_dZP +

c?
P

[(@5)- (L5 +2 )] =v

Como C es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXC= 0
dYC= 0

La dZ se mantiene como incégnita en la ecuacion.
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La ecuacién queda:

cc
r

c?
P

'[_(YC _YP)dXP +(Xc _XP)dYP]_dzP +[(‘91§)'_ (Lg +2’p)]cc =V

Ecuacion de direccion de P a D:

Punto de estacién 1 =P
Punto visado 2 =D

I’CC

D2

o

[(07 - (L) +2 )] =v

(v, =Y,)dX, — (Y, = Y,)dX , — (X, — X ,)dY, + (X, — X,)dY,|-dZ, +

Como D es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXD= 0
dYD= 0

La d=» se mantiene como incdgnita en la ecuacion.

La ecuacion queda:

cC
r

'[_(YD _YP)dXP +(XD _XP)dYP]_dZP +[(‘91?)'_ (L? +Z’P)]CC =v

D2
P

Ecuacion de direccion de A a P:

Punto de estacion 1 = A
Punto visado 2 =P

cC
r

| =YX, = (V= Y)AX = (X, = X )dY, + (X, = X )dY, |- dZ, +
A

’ CC
[O))- @i+ D] =v
Como A es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXA= 0
dYA= 0

Por otra parte, como hemos estacionado en un punto A, del que conocemos sus
coordenadas y hemos orientado visando a otro punto conocido conocemos el
acimut :

dZA= 0
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La ecuacion queda:

|, =YX, = (X, = X v, |+ [@)- ©D] =v

Ecuacion de direccion de B a P:

Punto de estaciéon 1 =B
Punto visado 2 =P
I’CC

p2
B

(05— (L, += )] =v

(¥, =Y)dX , —(Y, = Y,)dX , —(X, — X ,)dY, + (X, — X ,)dY, |- dZ, +

Como B es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXB= 0
dYB= 0

Por otra parte, como hemos estacionado en un punto B, del que conocemos sus
coordenadas y hemos orientado visando a otro punto conocido conocemos el
acimut :

dZB: 0

La ecuacion queda:

|, = Yp)dX, = (X, = X )Y, |+ [@5)- @) =v

RESOLUCION DEL SISTEMA

El sistema de ecuaciones es el siguiente:
I"CC

A2
P

[, -Y,)dX, +(X, - X,)dY,|-dZ, +[(02)- (L2 +2 )] =v

cC
5 [~ (Y, =Y)dX, +(X, - X,)dY,|-dz, +[(0F)— (L5 +2 )] =v

P’

r

cc
r

o Y= Y)dX  + (X = X )dY, |- dZ, +[(05)- (L; +2 )] =v
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cc

' D2 '[_(YD _YP)dXP +(XD _XP)dYP]_dZP +[(0PD)'_ (Lg +Z’P)]CC =V
|, =YX, = (X, = X DY, |+ [@)- ©D] =v
[, = Yp)dX, (X, - X )Y, ]+ [05)- @] =v

B

Para proceder al calculo matricial, no olvidéis que las relaciones de observacion
han de estar en la forma:

AX=L+v

Por lo que es necesario pasar el término independiente al otro miembro de la
ecuacion.

Como solucién obtendremos los valores dX, y dYp, que sumados a los iniciales
(aproximados), nos permiten calcular la solucion final.

RESOLUCION NUMERICA DE LA INTERSECCION MIXTA MULTIPLE:
CASO ESPECIAL

En la interseccion mixta simple se estacionaba en un vértice de coordenadas
conocidas y en otro de coordenadas desconocidas, para obtener los datos
necesarios para la resolucion de la interseccién.

Existe un caso de interseccion mixta multiple en el que sélo se afade el
estacionamiento en el tercer punto, del que conocemos las coordenadas,
obteniéndose asi mas datos de los imprescindibles y pudiendo por tanto tener
comprobacion.

En este caso la resolucién podremos hacerla por ajuste minimo cuadratico o por
un simple ajuste del cierre del triangulo, aplicando la ecuacién de condicién a la
figura de que la suma de los tres angulos ha de ser 200°.

La diferencia a 2009, sera el error de cierre angular. La tolerancia para este error
depende de la precision del instrumento, y vendra dada por:

T=e, /23

Siendo e, la incertidumbre por direccion acimutal observada, y ﬁﬁ, puesto
que se compone de 3 angulos y cada uno de ellos consta de dos direcciones.

El error de cierre debera ser menor o igual que la tolerancia. Si esto es asi se
procedera a la compensacion en partes iguales a los tres angulos. En el caso en
que no puedan ser idénticas las compensaciones por la precision de la medida (no
ser divisible de tres entero) se compensa mas al angulo mas préoximo a 100°.

Los tres angulos una vez compensados cumpliran la condicion de que su suma
sera 200°.
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2.6

Con estos valores angulares se procedera al calculo de las distancias en el
triangulo, y al calculo de las coordenadas parciales y absolutas del punto
problema.

De esta forma hemos anulado la redundancia en este caso especial de

interseccién mixta multiple. También podriamos haber optado por una resolucién
minimo cuadratica.

RESOLUCION DE LA INTERSECCION ANGULAR MULTIPLE CON MAS DE UN
PUNTO A DETERMINAR.

Coordenadas aproximadas del punto a determinar.
Planteamiento de las relaciones de observacion.
Resolucion.

Consideremos el siguiente ejemplo. Para dar coordenadas a dos puntos P; y P,, se
han realizado las visuales que se indican en la figura.

| cs

ﬂé_g |

Debemos comenzar plantedndonos de qué puntos conocemos las coordenadas vy
de cudles no.

AA<v

RED DE VERTICES:

VERTICE COORDENADAS DEFINITIVAS

X Y
A Xa Ya
B Xs Ys
C Xc Yc
D Xo Yo
P, ? ?
[ ? ?
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Si optamos por el método de ajuste por minimos cuadrados, debemos comenzar
por obtener unas coordenadas iniciales del punto P; y del punto P,. A estas
coordenadas las denominaremos aproximadas.

CALCULO DE LAS COORDENADAS APROXIMADAS DE LOS PUNTOS
PROBLEMA.

Para obtener estas coordenadas calcularemos una interseccion simple para cada
punto, seleccionando entre las visuales de campo. Basta con calcular UNA
interseccion simple, para cada uno de los puntos problema. Buscaremos una
directa simple (dos puntos de estacidn conocidos desde los que se visa al
desconocido), si no la hubiera buscariamos otro tipo de interseccién simple. En
nuestro ejemplo podriamos resolver la interseccién directa simple ABP; para dar
coordenadas a P; y la BDP, para dar coordenadas a P,.

Se resuelven estas dos intersecciones directas simples y se obtienen las

coordenadas de P; y P,.

RELACIONES DE OBSERVACION

Ahora ya conocemos las coordenadas iniciales de todos los puntos de la red, unas
definitivas y otras aproximadas:

COORDENADAS INICIALES COORDENADAS FINALES
VERTICE X Y X Y
A Xa Ya Xa Ya
B Xs Ys Xs Ys
C XC Yc Xc YC
D XD YD XD YD
Py X b1 Y et X p1 + dXpy Y o1 + dYps
P, X p2 Y by X p2 + dXp2 Y b2 + dYe

Debemos plantear las relaciones de observacion. Recordemos el modelo de
ecuacion:

cc

r ,
F'[(YZ _Yl)dX2 —(Y2 _Yl)Xm _(Xz _Xl)dYZ +(X2 _Xl)dYI]_dzl +[(‘912)'_ (L? +2 1)]CC =V

Los incognitas son cinco en cada ecuacion:

. La variacién de coordenadas del punto de estacion: dX;, dY;
. La variacién de coordenadas del punto visado: dX,, dY5,
. y la variacion de desorientacion del punto de estaciéon: d3,

Se plantea una por cada observacion acimutal, pero queda claro que aquellas
observaciones entre puntos fijos no plantean ecuacién, los diferenciales son cero
tanto en el punto 1 como en el punto 2, y no existe ecuacion por no existir
incdgnitas, y que tendremos que calcular la desorientacion aproximada de P; y P,.
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Tenemos las siguientes visuales:

PUNTO DE ESTACION PUNTO VISADO RELACION DE OBSERVACION
Py A De direccidn
B De direccién
C De direccion
D De direccion
P, De direccidn
A B -
P, De direccion
B A -
Py De direccidn
P, De direccién
D P, De direccion
C -
P, Py De direccidn
D De direccién
C De direccion

Procedemos a continuacion a plantear estas doce ecuaciones:

Ecuacion de direcciéon de P; a A:

Punto de estacién 1 = P,
Punto visado 2 = A

¢
7'[(YA _YPl)dXA _(YA _Ym)de _(XA _XPI)dYA +(XA _Xm)dym]_dzm +

P1

[(0;1 )'_ (ijl + zrm )]CC =V

Como A es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXA= 0
dYA= 0

La d=p; se mantiene como incognita en la ecuacion.

La ecuacion queda:

cc
r

A 2
PI’

'[_ (YA _YPl)dXPl +(XA _XPl)dYPl]_ dzPl + [(‘9;11)'_ (Lﬁ‘l +Z'P1)]CC =V

Ecuacion de direccion de P, a B:

Punto de estacién 1 = P,
Punto visado 2 =B
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cc
’

B2
PI’

[(6’}1’31)'_ (L}zl + Z,Pl )]CC =V

[(YB _YPl)dXB _(YB _YPl)dXPl _(XB _XPl)dYB +(XB _XPl)dYPl]_dzPl +

Como B es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXB: 0
dYB= 0

La dZp; se mantiene como incégnita en la ecuacion.

La ecuacién queda:

cc
7

B2
Pl

'[_(YB _YPl)dXPl +(XB _XPl)dYPl]_dzPl +[(‘9}f1)'_ (Lil +Z’P1)]CC =v

Ecuacion de direccion de P, a C:

Punto de estacién 1 = P,
Punto visado 2 = C

CC
7'[(YC _Ym)ch _(YC _YPl)dXPl _(Xc _XPl)dYC +(Xc _XPl)dYPl]_dzPl +
P

[(‘9151 )= (LIC’I +2'p )]CC =V

Como C es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

ch= 0
dYC= 0

La dZp; se mantiene como incognita en la ecuacion.

La ecuacion queda:

cc
r

c 2
Pl

'[_(Yc _YPl)dXPl +(Xc _XPl)dYPl]_ dzm +[(0§1)’_ (L1C>1 +Z’P1)]CC =V

Ecuacion de direccion de P; a D:

Punto de estacion 1 = P,
Punto visado 2 =D
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cc
r

?'[(YD _YPl)dXD _(YD _YPl)dXPl _(XD _XPl)dYD +(XD _XPl)dYPl]_ dZPl +
Pl

[(efl’)l )'_ (Lgl + Z,Pl )]CC =V

Como D es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXD: 0
dYD= 0

La dXp; se mantiene como incégnita en la ecuacion.

La ecuacién queda:

cc
7

D 2
Pl

'[_(YD _YPl)dXPl +(XD _XPl)dYPl]_dZPI +[(‘91?1)'_ (LIL;I +Z’P1)]CC =V

Ecuacion de direccion de P; a P5:

Punto de estacion 1 = P,
Punto visado 2 = P,

cc
’

?'[(Ym _YPl)dXPZ _(YPZ _YPl)dXPl _(sz _XPl)dYPZ +(XP2 _XPl)dYPl]_dzPl +
PI’

, , cC
[@r)- L+ =v
No se elimina ninguna incdgnita.

Ecuacion de direccion de A a P;:

Punto de estacion 1 = A
Punto visado 2 = P,

cc
r

P12 '[(YPl _YA)dXPl _(YPI _YA)dXA _(XPI _XA)dYPl +(XP1 _XA)dYA]_dZA +
A

@)= (L +2 " =v

Como A es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXA= 0
dYA= 0

Por otra parte, como hemos estacionado en un punto A, del que conocemos sus
coordenadas y hemos orientado visando a otro punto conocido conocemos el
acimut :

dZA =0
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La ecuacion queda:

cc
r

?'[(YPI _YA)dXPl _(XPI _XA)dYPl]_i—[(Hjl)'_ (951)]CC =v

Ecuacion de direcciéon de B a P;:

Punto de estaciéon 1 =B
Punto visado 2 = P,

cc
7

7'[(YP] _YB)dXPl _(Ym _YB)dXB _(Xm _XB)dYPl +(XP1 _XB)dYB]_dZB +
B

[(07y- (L2 +2 )] =v

Como B es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXB= 0
dYB= 0

Por otra parte, como hemos estacionado en un punto B, del que conocemos sus
coordenadas y hemos orientado visando a otro punto conocido conocemos el
acimut :

dZB: 0

La ecuacion queda:

cc
r

pr2
B

[(YPI =Yp)dX p = (X, _XB)de]*'[(HZ;I)V_ (951)]CC =V

Ecuacion de direccion de B a P5:

Punto de estacion 1 =B
Punto visado 2 = P,

cc
r

P22 '[(sz _YB)dXPZ _(YPZ _YB)dXB _(sz _XB)dYPZ +(XP2 _XB)dYB]_dZB +
B

P2 P2 I cC
(02— (L2 +3 )] =v
Como B es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXB= 0
dYB= 0

Por otra parte, como hemos estacionado en un punto B, del que conocemos sus
coordenadas y hemos orientado visando a otro punto conocido conocemos el
acimut :
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dZB= 0

La ecuacién queda:

cc
7

7'[()7132 _YB)dXPZ _(sz _XB)de]"'[(ez};z)'_ (ng)]cc =V

Ecuacion de direccion de D a P»:

Punto de estacion 1 =D
Punto visado 2 = P,

cc
r

P22 '[(sz _YD)dXPZ _(YPZ _YD)dXD _(sz _XD)dYPZ +(XP2 _XD)dYD]_dZD +
D

(07— (L2 +2 )] =v

Como B es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXD= 0
dyD= 0

Por otra parte, como hemos estacionado en un punto B, del que conocemos sus
coordenadas y hemos orientado visando a otro punto conocido conocemos el
acimut :

dZB= 0

La ecuacidon queda:

cc
r

?-[(sz —Y,)dX p, = (X, _XD)dYP2]+[(91§2)'_ (‘952)]CC =V

Ecuacion de direccion de P, a D:

Punto de estacion 1 = P,
Punto visado 2 =D

pree
T.[(YD _YPZ)dXD _(YD _sz)prz _(XD _XPZ)dYD +(XD _sz)dypz]_dzpz +
P2

(07— (LD, +2 )] =v

Como D es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXD= 0
dYD= 0

La d=» se mantiene como incdgnita en la ecuacion.
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La ecuacion queda:

cc
r

7'[_ (YD _sz)dXPz +(XD _sz)dez]_ dZPZ +[(9§2)'_ (ng +Z’P2)]CC =V

D 2
Dy,

Ecuacion de direccion de P, a C:

Punto de estacion 1 = P,
Punto visado 2 =C

ee
?.[(YC _sz)ch - (e —Yp,)dX ,, —-(X¢ _sz)ch +(Xc _sz)dypz]_ dX,, +
P2’

[(05,)— (LS, +27 )] =v

Como D es un punto del que no vamos a variar sus coordenadas:

dXC= 0
dyc= 0

La d=» se mantiene como incdgnita en la ecuacion.

La ecuacion queda:

cc
r

'[_ (YC _sz)dXPz +(Xc _sz)dypz]_ dZPZ + [(91(;2)'_ (ng +z:’Pz)]cc =V

C 2
P2’

Ecuacion de direccion de P, a P;:

Punto de estacion 1 = P,
Punto visado 2 = P,
I"CC

p12
P2

(O (Lh, +2 )] =v

RESOLUCION DEL SISTEMA
El sistema de ecuaciones que hemos obtenido es el siguiente:

Ecuacion de direccion de Py a A:

cc
7

42
P1’

'[_(YA _YPl)dXPl +(XA _XPl)dYPl]_dzPl +[(‘91;41)'_ (Lﬁv] +Z’P1)]CC =v

'[(Ypl —Yp))dX py = (Ypy =Yy )dX py = (X py = X py )dYp + (X _sz)dypz]_dzm +
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Ecuacion de direccion de P a B:

cc
7

’[_ (YB _YPl)dXPI +(XB _XPl)dYPI]_ dzPl + [(‘91?1 )'_ (Ll;] +2’P1)]CC =v

B2
PY

Ecuaciéon de direccién de Py a C:

cc
7

C 2
PI’

'[_(Yc _YPl)dXP] +(Xc _XPI)dYP]]_dZPI +[(91§1)'_ (Lfn +2,P|)]CC =v

Ecuacion de direccion de Py a D:
I"CC

D 2
Pl

'[_(YD _YPl)dXPl +(XD _XPl)dYPI]_dZPI +[(‘91?1)'_ (L% +Z’P1)]CC =V

Ecuacion de direccidon de P; a Py:

cc
’

?'[(Ym _YPl)dXPZ _(YPZ _YPl)dXPl _(sz _XPl)dYPZ +(XP2 _XPl)dYPl]_dzPl +
PI’

(@7 (Lo +27 )] =v
Ecuacion de direccion de A a Py

cc
r

P12
4

o =Y )dX o = (X = X )Y, |+ (05 Y- (05H)] =v

Ecuacion de direccidén de B a Py:

rCC
F'[(Ypl _YB)dXPl _(XPI _XB)dYPl]_i—[(elfl)'_ (951)]@ =V

B
Ecuacidon de direccion de B a P;:

cc
7

P22
B

(¥, = V)dX py = (X oy = X )dY,, [+ 057 )= (057 =v

Ecuacion de direccion de D a P5:
VCC

P22
D

'[(sz —Yp)dX p, = (X, _XD)dYP2]+[(052)'_ (052)]CC =V

Ecuacion de direccion de P, a D:

cc
7

D 2
DPZ'

'[_ (YD _sz)prz +(XD _sz)dypz]_ dzpz +[(0}?2)'_ (ng +Z’P2)]CC =V
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Ecuacidn de direccién de P, a C:

cc
r

'[_ (YC _sz)prz +(Xc _sz)dypz]_ dzpz +[(0}€2)'_ (L1C>2 +2’P2)]CC =V

c 2
P2’

Ecuacion de direccion de P, a Py:

cC
r

P12 '[(Ym _YPZ)dXPl _(Ym _YPZ)dXPZ _(XPI _XPZ)dYPl +(XP1 _sz)dYPz]_dsz +
P2

Pl Pl , cc
[O)- (L5 +2 )] =v
No olvidéis que las relaciones de observacion son de la forma:

AX=L+vVv

Por lo que es necesario pasar el término independiente al otro miembro de la
ecuacién, para aplicar la resoluciéon matricial.

Como soluciéon obtendremos los valores dXp y dYp, que sumados a los iniciales
(aproximados), nos permiten calcular la solucion final.

3. LA INTERSECCION MULTIPLE CON ANGULOS Y CON DISTANCIAS

3.1 Introduccion.

3.2 Expresion de la relacién de observacion por direccion angular observada.
3.3 Expresion de la relacién de observacion por distancia observada.

3.4 Metodologia general de calculo por minimos cuadrados.

Coordenadas aproximadas del punto a determinar.
Planteamiento de las relaciones de observacion.

- Observaciones angulares.

- Observaciones de distancia.

Asignacion de pesos.

Resolucion del sistema de ecuaciones por minimos cuadrados.
- Relaciones normales.

- Solucién al sistema de ecuaciones de observacion.

Coordenadas ajustadas del punto a determinar.

Precisién de las coordenadas ajustadas.
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De modo analogo a cdmo hemos expuesto los apartados anteriores, puede
resolverse el caso de intersecciones en los que se introducen medidas de
distancias.

Es importante recordar que las distancias que se introducen en las ecuaciones han
de ser distancias cartesianas, en el sistema de referencia en el que estemos
trabajando.

RESOLUCION DE LA ALTIMETRIA.

4.1

4.2

4.3

Introduccion.

Expresion de la relacién de observacion por desnivel.

Metodologia general de cédlculo por minimos cuadrados.
Altitudes aproximadas de los punto a determinar.
Planteamiento de las relaciones de observacion.
Asignacion de pesos.
Resolucién del sistema de ecuaciones por minimos cuadrados.
- Relaciones normales.
- Solucién al sistema de ecuaciones de observacion.

Altitud ajustada de los puntos a determinar.

Precision de las altitudes ajustadas.
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