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2.1  DEFINICION DE VECTOR

Las magnitudes fisicas vectoriales se pueden representar mediante los vectores. Los
conceptosdeiguadad y adicidnde vectores son esencialmentedistintosal os correspondientes
alos escalares.

En este capitulo desarrollaremos distintos aspectos del cdculo vectoria, que es la
herrami enta matematica que nos permitira utilizar en fisica los vectores como representantes
de las magnitudes vectoriales.

Los vectores admiten una
representacion gréfica muy adecuada
para su mango. Geométricamente se
representan mediante un segmento
orientado cuya longitud es igua (en una
determinada escala) a su médulo. En €l
texto representaremos los vectores
utilizando la notacién "negrita' con una

Figura2.1 letramintiscula, dosletras mayUsculasen
negritacuando queramosdesignar origen
y extremo o unaletra mindscula con flecha encima para los gréficos.

——
a

—
|

a=0A=3
Un vector queda perfectamente definido por las siguientes caracteristicas (véase fig 2.1):
! ORIGEN (0 PUNTO DE APLICACION): Punto A.

I DIRECCION: Coincide con la de la recta que contiene al segmento AA' (también
[lamada recta soporte).

I SENTIDO: Coincide con €l del recorrido desde A (origen) hasta A' (extremo). Se
indica situando una punta de flechaen A'.

a= |OA| = |3|
I MODULO: Longitud del segmento AA' expresada en una escala determinada.

Designaremos el médulo de un vector con una letra mintiscula sin negrita o por dos
letrasmayUsculasen negritao unamintsculacon flechaencimaencerradasentrebarras.
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2.2 CLASIFICACIONES DE LOS VECTORES

Desde € punto de vista de la fisica los vectores se pueden clasificar, atendiendo a sus
caracteristicas, en:

1 LIBRES: Son aguellos vectores de los que se conoce su direccion, sentido y médulo,
guedando indeterminado su origen (y, en consecuencia, Su extremo y su rectasoporte). Son
giemplos de magnitudes fisicas vectoriales que se pueden representar mediante vectores
libres: Momento, velocidad angular de rotacion de un solido rigido, etc...

DESLIZANTES: Son aguellos vectores de los que se conoce su direccién, sentido,
maodulo y recta soporte, quedando indeterminado su origen (y, en consecuencia, su
extremo). Como gemplo de magnitudes fisicas vectoriales que pueden representarse
mediante vectores deslizantes tenemos | as fuerzas aplicadas a un sdlido rigido.

LIGADOS o FIJOS: Son aquellos vectores de los que se conoce su direccion, sentido,
maodulo y origen (y, en consecuencia, su extremo y su recta soporte). Son gy emplos de
magnitudes fisicas que pueden representarse mediante vectores ligados. velocidad de una
particula material, acel eracion de una particula material, etc...

L os vectores se pueden clasificar, atendiendo a las relaciones entre ellos en:

EQUIPOL ENTES: Dosvectores son equipolentes s tienenlosmismosmaédul o, direccion
y sentido y distinto origen.

| GUALES: Dosvectoresfijossoniguaess tienenlos mismosmodulo, direccion, sentido
y origen.

Obsérveseques dosvectores sonigual es, necesariamente han de ser también equi polentes,
mientras que la afirmacion contraria no es cierta.

OPUESTOS: Dos vectores de cualquier tipo (libres, deslizantes o ligados) son opuestos
cuando tienen iguales modulo y direccion pero sentido contrario.

COPLANARIQOS: Los vectores de un sistema (deslizantes o ligados) son coplanarios
cuando sus rectas soporte estan contenidas en el mismo plano.

CONCURRENTES: Unconjunto devectoresdeslizantesesconcurrente cuando susrectas
soporte se cortan en un punto. Un conjunto de vectores ligados es concurrente cuando su
origen es el mismo.
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2.3 REPRESENTACION VECTORIAL DE SUPERFICIES

Se puede definir un vector &rea S asociado con cualquier area plana, de formaque Stenga
por moédulo el valor correspondiente ala superficie del area planay direccion perpendicular a
ella. Quedaindeterminado el sentido, que se deberadegir por convenio entrelos dos posibles,
y € punto de aplicacion, que podra ser cuaquierade los puntos del érea plana.

Un elemento de superficie, suficientemente pequefio
para que pueda considerarse plano, se puede representar
mediante un vector ds, cuyo modulo es € area del ds
elemento ds, su direccion lanormal ala superficiey, por
convenio, su sentido e de avance de un sacacorchos
cuando se le hace girar segin un sentido fijado para
recorrer €l contorno del elemento de superficie, segiin se
indicaen lafigura2.2.

Cuando se toma una superficie S limitada por un
contorno Cy sefijaun sentido parael recorrido de dicho
contorno, y se divide la superficie en elementos ds,

recorrido del contorno de estos elementos debe tener e mismo
ae sentido que & recorrido del contorno C de toda la superficie.

Figura2.2a

Si la supeficie es cerrada, los vectores ds representativos de
cualquier el emento de estasuperficie tienen, por convenio, el sentido
positivo tomado de dentro a fuera del volumen que encierra la
superficie.

Figura2.2b
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2.4  ARITMETICA VECTORIAL
2.4.1 SUMA VECTORIAL

Se define la suma de n vectores a, como otro vector R, Ilamado vector suma o resultante,
gue se obtiene llevando, a partir de un punto, vectores equipolentes alos dados de forma que
el extremo de uno coincida con €l origen del siguiente, siendo R el vector que tiene como

re - origen € origen del primer vector y como

2 3 e extremo el extremo del dltimo (figura 2.3). Esta

84 definicion gréfica de la adicion vectorial se

conoce con €l nombre de " regla del poligono” .

oy
Y
Sy

Si lo que se pretende es sumar Unicamentedos
- - vectores, basta con llevar a un origen comin
R vectores equipolentes alos dados (figura2.3). El
vector suma es la diagonal del paraelogramo
construido sobre ellos. Esta definicidn graficade
adicion de dos vectores se conoce con € nombre de " regla del paralelogramo”.

Figura2.3

Andliticamente, esta suma geométrica la expresaremos con la siguiente notacion:

n
R=a+a+. .. +a+. .. +a = Zl: a,
1=

24.11 PROPIEDADES
ASOCIATIVA: a+tb+c=(a+b)+c=a+(b+c)
CONMUTATIVA: a+t+b=>b+a

Existe ELEMENTO NEUTRO. Se denomina vector nulo y se representa por 0. Cumple
a+ 0=a. El vector 0 tiene mddulo 0.

Existe ELEMENTO SIMETRICO. Se denomina vector opuesto de un vector dado ay se

representapor (-a). Cumple a + (-a) = 0. El vector -a tiene el mismo moédulo que el vector
a.

2.4.2 DIFERENCIA VECTORIAL

oy

Dadosdosvectores, ay b sedefine ladiferencia
de los mismos (a-b) como otro vector c ta que - B ab

sumado al vector b dé como resultado €l vector a. a b -b
Suexpresiénes: c=a-b
Gréaficamente se obtiene sumando €l vector acon a
el opuesto del vector b (Figura 2.4). .
i v (Figu ) Figura2.4
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25 PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN ESCALAR

El producto de un vector a por un escalar k es,
por definicion, otro vector de modulo ka,

x K o direccionlamismadel vector ay sentido el mismo
ka 0 contrario segun que € escalar k sea positivo o
negativo respectivamente (figura 2.5).
(k>0) (k<0) Lainterpretacion eslade sumar ak veceso -a
Figura2.5 k veces segiin que k sea positivo o negativo.

2.5.1 PROPIEDADES
1) ASOCIATIVA RESPECTO DE LOS ESCALARES: 8(%a)=(8%)a
2) DISTRIBUTIVA RESPECTO DE LOSESCALARES:  (8+$)a=8a+$a
3) DISTRIBUTIVA RESPECTO DE LOS VECTORES: 8(a+b)=8a+8b

La demostracion de estas propiedades se propone como gjercicio.

2.6 VERSOR (VECTOR UNITARIO)
Se llama versor o vector unitario a un vector de modulo unidad.

Dado un vector a para obtener un versor de la misma direccion y sentido basta con
multiplicar el vector a por el escalar correspondiente a inverso de su médulo: u,=(1/a)a.

Los versores se utilizan para representar una direcciony un sentido. Es decir, un vector a
siempre se puede escribir como el producto de su médulo por su versor asociado:

a=au, (2.1

Delaexpresionanterior se deduceinmediatamenteel caracter adimensional delosversores
unitarios.
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2.7 PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE UNA RECTA ORIENTADA

Unarectaen el espacio representaunadirecciony
dos sentidos.

Por "orientar" una recta entendemos elegir como
positivo uno de esos sentidos, asociando a la recta
uno de los dos posibles versores que se pueden
obtener de su direccién. Una recta orientada se
denominaegj e (figura 2.6).

P(2)

La proyeccion de un vector sobre un ge es un Figura2.6
escdar que se obtiene multiplicando € maddulo del
vector por €l coseno del menor angulo que forman el vector y €l versor del ge. Este angulo
puede variar entre 0 y B y de su valor depende que la proyeccion del vector sea positiva,
negativa o nula

La proyeccion del vector a sobre el ge"e" se designar& P(a).

2.7.1 PROPIEDADES DE LA PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE UN EJE

1) a=b Y P(a)=Pyb)
Lareciprocano es cierta.

2) Pyka) =k P(a)
3) P{a+b) =PJ(a) + P(b)

La demostracion de estas propiedades se propone como gjercicio.

2.8 TRIEDRO DE REFERENCIA

Utilizaremoscomo triedro dereferenciaunsistema
formado por tres ges orientados, ortogonales, que se
cortan en un punto que denominamos origen del
triedro de referencia. Cada uno de los ges orientados
llevaasociado unversor. Untriedro asi definido recibe
el nombredetriortonormal. L osversores mutuamente
ortogonales asociadosalosges X, Y y Z sedesignan
Uy, Uy, y U, respectivamente.

Diremos que un triedro de referencia es "a

Figura2.7
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derechas" (dextrdgiro) s, a hacer girar un sacacorchos colocado en ladireccion Oz desde u,
hacia u, por el camino més corto, el sacacorchos avanza en el sentido positivo del versor u,.
En caso contrario diremos que € triedro de referenciaes "aizquierdas' (levégiro). Mientras
no se digalo contrario todos los triedros de referencia que utilizaremos serén aderechasy a
los versores asociados (u,, Uy, U,) losdesignaremospor i, j y k respectivamente (figura2.7).

2.9 COMPONENTES CARTESIANAS DE UN VECTOR

z A Consideramos un triedro cartesiano de
referencia y un vector genérico a como se
muestra en lafigura 2.8. El vector a se puede
obtener como suma de tres vectores a,, a,, a,
dirigido cada uno de ellos a lo largo de cada
— uno delosejesdel triedro. Esdecir: a=a, +a,

z +a,.

.
a -
X

*y

y Como ya vimos (2.1) un vector siempre
puede expresarse como €l producto de un

Q" escalar por un versor unitario en su misma
y direccion. Asi:
X

Figura2.8 a = ai

Sustituyendo,
a=ai+aj+ak (2.2)

Losescaares a, a, Yy a, (que pueden ser positivos o negativos) se conocen con el nombre
de componentes cartesianas del vector a.

Si se cambiade sistema de referencia, cambiala representacion del vector, esdecir, cambian
sus componentes, pero no el vector, que sigue siendo el mismo. Esto se conoce con el nombre
de invariancia ante cambios de sistemas de referencia. En otras palabras, un vector se puede
definir sin utilizar un sistema de referencia.

Laanterior expresion (2.2) deaenfunciondea,, a y a,y delosversoresi, j y k se conoce
como "representacion” del vector a en € sistemade gjes OXYZ.
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Otraformadecaracterizar andliticamenteun
vector cuando estamos utilizando un triedro
cartesiano dereferencia esutilizando sumoédulo
y los angulos que € vector forma con los tres
gjes coordenados (figura 2.9).

Llamando " al ahgulo queforma el vector a
conel geOx, $ a queformacone geOyy (
al que forma con €l ge Oz, sus componentes
cartesianas se pueden expresar:

a =acos"
a =acos$
a,=acos (

El vector a puede, entonces, expresarse
como:

e

a=a(cos" i+ cos$j + cos( k)

Y
@ p
y
.
Figura2.9
(2.3

Estos tres cosenos se conocen con e nombre de cosenos directores del vector ay son las

componentes del versor asociado a dicho vector:

u,=cos" i +cos$j + cos( k

L os cosenos directores de un determinado vector no son, en consecuencia, independientes

entre si, Sino que necesariamente deben cumplir la relacion:

co" +co2$+co? (=1

Las sumay diferencia de dos vectoresy el producto de uno de ellos por un escalar tienen
unaexpresion anditicasencillaeinmediatacuando se utilizan triedrosde referencia cartesianos.

Sean dos vectores genéricos ay b, cuyas expresiones en coordenadas cartesianas son:

a:@i+a/j+@k
b=bi+hj+Dbk

L as expresiones mencionadas seran:

a+b=(ath)i+(ath)]j+(ath)k
a-b=(a-b)i+(ah)j+(ab)k
8a=8ai+8aj+8ak

(2.4)
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2.10 EXPRESION ANALITICA DE UN VECTOR EN FUNCION DE LAS
COORDENADAS DE SUS EXTREMOS

Suponemos conocidas las
coordenadas cartesianas del origen A(X,,
Ya, Zy) Y del extremo B(Xg, Y, Zz) de un
determinado vector ¢ = AB.

Iy -7,

Consideramos los vectores a = OA

O y (con origen en € origen del triedro de

referencia y extremo en e punto A) y

%;B - X, b=0B (conorigenenel origendel triedro

Z - de referencia y extremo en e punto B).

YB = Ya Estos vectores serén, expresados en el
Figura2.10 triedro de referencia (figura 2.10):

’x

a=x,ity,] tz,k
b=xgi+ys] +7:k

El vector ¢ se puede obtener como diferenciadelosvectoresb y a (c=b-a). Asi, recordando
laexpresion analitica (2.4) de la diferencia de dos vectores en coordenadas cartesianas:

C=(XgXa) I + (Ya-Ya) ] +(Z5-24) Kk (2.5)

Ladistancia entre dos puntos A y B es e modulo del vector a=b - ¢ que, expresado en
funcion de las componentes conduce a la conocida férmula

le] = B-A = (x5~ %, + (V5 - Va)* * (25 - 2,)?

2.11 ANGULO QUE FORMAN DOS VECTORES

Se define e angulo que forman dos

b b vectores (figura2.11) como el dngulo existente
o rY o entredosvectores equipolentesalos dadoscon
a

un origen comdn, o lo que es equivalente €l
angulo que forman rectas paralelas asusrectas
Figura2.11 soporte orientadas segun los vectores que se
corten en un punto.
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2.12 PRODUCTO ESCALAR

Dados dos vectores ay b, que forman entre si un dangulo **, se define su producto escalar
como €l escalar que resultade multiplicar sus médulos por € coseno del angulo que forman. Se
representa por a.b y selee"aescaar b".

ab=abcos" (2.6)

El producto escaar admite una interpretacion geométrica. Si recordamos el concepto de
proyeccién de un vector sobre un gje, €l producto escalar es el producto del médulo de uno de
los vectores por la proyeccion del otro sobre €.

ab=aP,(b)=bP,(a)

2.12.1 PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR.
1) CONMUTATIVA: akhb=bha
2) DISTRIBUTIVA: ak(b+c)=ahb+akc
3) ASOCIATIVA RESPECTO A ESCALARES:  (8a) A($b) = 8% (akb)
4) a=(aha)”
5) Sadoyb00,aklb=0 Y aperpendicular b

La demostracion de estas propiedades se propone como gjercicio.

2.12.2 EXPRESION ANALITICA DEL PRODUCTO ESCALAR.
En un triedro cartesiano de referencia, las expresiones de los vectores ay b son:
a=ai+aj+ak; b=bi+hj+bk
Por aplicacion sucesiva de la propiedad distributivay teniendo en cuenta que:
ihi=jAj=kAk=1y ihj=jAk=kAi=0
se puede obtener |a expresion analitica del producto escalar en coor denadas cartesianas.
akb=ab +ah +ab, (2.7

Como todos los escalares, el producto escalar es invariante ante cambios de sistema de
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referencia, es decir, laexpresion anditicade alb no cambia al cambiar de sistema de referencia
apesar de que si lo hacen las componentesde ay lasde b.

Consecuencia directa de la expresion (2.7) es la siguiente, que nos permite calcular
analiticamente el modulo de un vector en coordenadas cartesianas.
a=(aha)”=(a2+ a2+ a2)” (2.8)

Es conveniente ingistir en que |as expresiones anteriores son validas UNICAMENTE para
vectores expresados en un sistema de referencia cartesiano (triortonormal).

El producto escalar también se puede utilizar paraexpresar analiticamentela proyecciénde
un vector sobre un ge:
P(a) =ahu, (2.9

En particular, las componentes cartesianas de un vector (proyecciones sobre cada uno de
los g es coordenados de dicho vector) pueden calcularse:

a=P(a)=ahi
a,=P/(a) = ah]
a=P,(a)=akk

Asimismo, de la propia definicion de producto escalar, se puede obtener el angulo ' que
forman dosvectoresay b € cua, expresado en funcién de las componentes de los vectores es

a b, +ab +ab,

[a] [b]

o = arc cos

2.13 PRODUCTO VECTORIAL

Dados dos vectores a y b, que forman
entre si un angulo "', se define su producto -
vectorial como un vector p, cuyo médulo p a .
esigual a producto de los médulos de cada b
uno de los vectores por € seno del angulo =
que forman (p=ab sen "), cuya direccion es P \4\
la de una recta perpendicular a plano que bxa a
definen dos vectores equipolentes a los -
dadosy con un origen cominy cuyo sentido
es el de avance de un sacacorchos cuando lo
hacemosgirar desde el primer vector haciael Figura2.12
segundo por e camino mas corto (figura
2.12). Serepresentapor a x b y selee"avectorial b". También se utilizalanotaciénav by
mas raramente [a b].
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El médulo del producto vectorial admite

J=axb una interpretacion geométrica (figura 2.13).
Coincide con € vaor de é&ea de

paralelogramo determinado por dos vectores

b S equipolentes alosdados con un origen comun.
re También representa € doble del area del
tridngulo determinado por a, b y a+b.
Figura2.13
2.13.1 PROPIEDADES DEL PRODUCTO VECTORIAL

1) ANTICONMUTATIVA: axb=-bxa

2) DISTRIBUTIVA: ax(b+c)=axb+axc
3) Sadoyb0o,axb=0 Y apaddob

La demostracion de estas propiedades se propone como gjercicio.

2.13.2 EXPRESION ANALITICA DEL PRODUCTO VECTORIAL
En un triedro cartesiano de referencia, la expresion de los vectoresay b es:
a=ai+aj+ak; b=bi+hj+Dbk
Por aplicacion sucesiva de la propiedad distributivay teniendo en cuenta que:
ixXi=jxj=kxk=0vy ixj=k;jxk=i;kxi=j

Sepuede obtener laexpresidonanaliticadel producto vectorial en coor denadascar tesianas:

axb=(ab,-ab)i+(ab. -ab)j+(ab, -ab)k

Esta ltima expresion puede escribirse en forma simbdlica utilizando la notacion empleada
para determinantes:
i j k
axb = |3 23 2, (2.10)
b, b, b,
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2.14 PRODUCTO MIXTO DE TRES VECTORES

mixto como € escaar resultado de multiplicar
escalarmente uno de ellos por el producto vectoria de
los otros dos. Se representa por ak(b x ) y se lee

l Dados tres vectores a, b y ¢ se define su producto
bxc

. "producto mixto a, b, c".
a
El producto mixto admite una interpretacion
geométrica (figura 2.14). Su vaor absoluto coincide
- conéel volumendel paral el epipedo determinado por tres
C

»V vectores equipolentes a los dados con un origen

comun.

b Como consecuencia, tres vectores son coplanarios
Figura2.14 cuando su producto mixto es cero.
El producto mixto cumple la denominada " propiedad ciclica':
ak(b x c) = ch(ax b) =bA(c x a)
Utilizando |as expresiones en coordenadas cartesianas del producto escalar y del producto

vectorial se puede encontrar laforma compacta de expresar el producto mixto en coordenadas
cartesianas:

a_ a, a,

a-(bxc) = b, b, b, (2.11)

La demostracion de estas tres Ultimas afirmaciones se propone como gercicio.

2.15 DOBLE PRODUCTO VECTORIAL

Dados tres vectores a, b y ¢ se define su doble producto vectorial como €l vector que se
obtiene a multiplicar el primero por el producto vectorial de los otros dos. Se representa por

ax(bxc)

y se lee "doble producto vectoria a, b, c".
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2.15.1 PROPIEDADES DEL DOBLE PRODUCTO VECTORIAL.
1) ax (b xc) estacontenido en el plano determinado por b y ¢y es perpendicular al vector a.
2) ax(bxc)=b(akc)-c(ahb) (2.12)

La demostracion de estas propiedades se propone como gjercicio.

2.16 MOMENTO DE UN VECTOR CON RESPECTO A UN PUNTO

El momento de un vector a (dedizante o
ligado) con respecto a un punto O (M) es, por
definicion, otro vector My =r x asiendor = OA
un vector con origen en O y extremo en un punto
A cualquiera de la recta soporte del vector a
(figura 2.15).

La definicion dada no condiciona € punto de
aplicacion de M 4y, por tanto, e momento de un
Vector con respecto a un punto es un vector libre.

La demostracion de que € momento no
depende del punto delarectasoporte elegido para
calcularlo esinmediatay se propone como gercicio.

Figura2.15

El modulo del momento de a con respecto aO (M) se obtiene multiplicando el modulo de
a por la distancia més corta entre su recta soporte y el punto O:
Mo=arsen'" =ad
El momento de un vector con respecto a un punto seranulo cuando: a=0 6 r=0 6 a
paralelo ar. Esdecir, el momento de un vector no nulo solamentees cero s lo calculamos con
respecto al propio origen del vector o con respecto a cualquier punto de su recta soporte.

2.16.1 EXPRESION ANALITICA DEL MOMENTO DE UN VECTOR CON
RESPECTO A UN PUNTO

Seaunsisemacartesiano dereferenciay, en esesistema, a,,3,,8, lascomponentes del vector
ay x,y,zlas del vector r = OA, el momento del vector a con respecto a punto O se puede
escribir de forma simbdlica utilizando la notacién de |os determinantes:

ik
MO =rxg=|XY Z (213)
ay

a

X

i

o

Z
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2.17 TEOREMA DEL CAMBIO DE POLO

Este teorema relaciona los momentos
de un mismo vector con respecto a puntos
distintos (figura 2.16).

"El momento de un vector a con respecto
a un punto O' (M) es igua a su
momento con respecto a otro punto O,
més el momento con respecto a O' de un
vector equipolente a dado aplicado en O"

Figura2.16

My = Mg+0O'Oxa (2.19)
Sabiendo que Mgog=r'xa Mg=rxayr=00+r:
Mo=(0'O+r)xa=0'Oxa+rxa=M,+0'Oxa

Conviene ahoraanalizar con cierto detalle las condiciones bgo las cuales el momento de un
vector con respecto a puntos distintos tiene el mismo valor.

Mg=Mo, ]| 00xa=0 ]| 0'0paadoa(con0'oyal o)

Esdecir, e momento de un vector con respecto a puntosdistintos es el mismo, Unicamente
S es0s puntos estén sobre una misma recta paralela a vector.

2.18 MOMENTO DE UN VECTOR CON
RESPECTO A UN EJE A

Consideramos un ge e orientado, definido
mediante el versor u,, un punto O cuaquiera
sobre dicho ge y un vector a. Se define e —
momento del vector a conrespecto al gee (y se 0
representapor M (a)) como el escalar queresulta
de proyectar é momento del vector a con
respecto a punto O sobre el ge e (figura2.17). o)
Esdecir, M,=P(My) =M Au,

Figura2.17
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2.18.1 PROPIEDADES

1) El momento de un vector con respecto aun ge no depende del punto O del ge elegido
para calcularlo.

2) El momento de un vector con respecto a un ge esnulo s vector y gje son paralelos o
se cortan el gey larecta soporte del vector.
La demostracion de estas propiedades se propone como gjercicio.

2.18.2 EXPRESION ANALITICA DEL MOMENTO DE UN VECTOR CON
RESPECTO A UN EJE

Si las componentes cartesianas de los vectores OA=r, a y u, son r=xi+yj+zk ,
a=aj+aj+aky us=u,+uj+uk respectivamente, y recordando ladefinicionde momento deun
vector con respecto a un punto y de producto mixto:

X 'y z
Me = Mo'l.le = (l‘xa)'lle = a’x a’y a’z (215)
ux uy uz
2.18.3 EXPRESION ANALITICA DEL MOMENTO DE UN VECTOR CON

RESPECTO A LOS EJES COORDENADOS

Recordando que los versores asociados alos ges X, y, zson i, j y k respectivamente:

<
1
1
[
[
[

. = (rxa)-i « 8 3, | =ya, -za

£

(rXa)-j a_ ay a, za_ - Xa,

1
[
o
o

M, = (rxa)-k x 3 8, | = Xa -ya,
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Como puede observarse, las componentes cartesianas del momento de un vector con
respecto a un punto (2.13) coinciden con |os momentos de ese vector con respecto atres gjes
ortogonal es que tienen a ese punto como origen. La componente x del momento de un vector
con respecto a origen del sistema de referencia es, por definicion, la proyeccion sobre el ge x
de dicho momento, es decir, M,.

2.19 ANALISIS VECTORIAL

2.19.1 DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL DE UNA VARIABLE
REAL

Unafunciénvectorial deunavariablerea, A(t), esunvector quetomadistintosvalorespara
distintosvaloresdet. Lavariacionde unafunciénvectorial cuando cambialavariablet sepuede
producir en médulo, direccién y sentido.

Como en €l caso de funciones escalares, se define la derivada de lafuncién vectorial A(t)
con respecto alavariable escalar t como

dA _ . A(t+AD-A(D)

A=A
dt At-0 At

Si utilizamos un sistema de referencia triortogonal donde la expresion de A(t) sea
A()=A,(1)i+A(1)] +A,(t)k (hemossupuesto quelosversoresi,j,k no dependendet), laderivada
queda:

dA _ . A(t+AD-A) _ dA dA,. dA

— =1l + ji+—2k (2.16)
dt At-0 At dt dt dt

Como se ve larepresentacion del vector A(t) enun sistemade referencia sereaizamediante
tres funciones escalares A,(t), A (t) y A,(t) y las componentes de la derivada del vector A son
las derivadas respectivas de A,, A, y A, con respecto det. Que lafuncion A(t) sea derivable
equivale a que |o sean sus tres componentes en cada punto.

- Derivada de una suma/diferencia:

A £B(1)] =
dt

dA(t) , dB(t)
dt dt

- Derivada del producto de una funcion vectorial por un escaar:

= d O]
a) 8 =cte. dt[)b A(t)] = A i

A(t)
dt

b) 8 =8(t) %[A(t) A(D)] = A d‘zﬁt) +Ad
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- Derivada del producto escalar de dos funciones vectoriales:

A(t dB
[A(D)-B(1)] = $AW g1y + Ay~ LB
dt dt
- Derivada del producto vectorial de dos funciones vectoriales:
d _ dA(t) dB(t)
—[A(t)xB(t)] = —~ xB(t A(t) x —=~
dt[() (] ™ (t) + A(t) "

Una vez més la regla es smilar a la derivacion del producto de dos funciones escalares.
Conviene recordar, no obstante, que en este Ultimo caso hay que respetar €l orden a no ser
conmutativo el producto vectorial.

-Derivadas sucesivas: Las derivadas sucesivas de A(t) se definen de forma andloga. Por
giemplo,

d’A _d (dA
dt? de | dt

y lo mismo para la n-sima derivada, mientras se pueda definir.

2.19.2 DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL DE DIRECCION
CONSTANTE

Seauna funcién vectoria A(t)=A(t)u conu unvector unitario constante. El vector A(t) se
encuentra contenido en la misma recta definida por u paratodo valor det. Laderivada

— = —u (A = An)

se reduce a la derivada de la funcion escalar dada por la proyeccion de A sobreu. Si A o su
derivada son positivos tienen e mismo sentido que u y al revés.
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2.19.3

DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL DE MODULO

CONSTANTE

Unafuncién vectoria A(t) de médulo constante se puede expresar como

A(t) = *A* u,(t) con *A* constante

Si consideramos fijo el origen del vector A, entonces su extremo se mueve sobre una
superficie esférica de radio *A*.

Laderivada de A es perpendicular ala propiafuncion para cadavalor det. En efecto:

Luego

dAY) _ d 42 0p 94
dt dt dt
dan) _d{a?) _,
dt dt
A-9A AL dA
dt dt

En particular, todoslosvectores unitarios (de médul o constante eigual alaunidad) funcién
de unavariable escalar t, u(t), cumplen todo lo expuesto en este apartado.

2194

DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL CONTENIDA EN UN PLANO

Unafuncion vectoria r(t) contenida en un plano OXY se representa Uinicamente mediante dos componentes. Por gjemplo, en coordenadas

cartesianas:

Px,y)

Figura2.18

<

Figura2.19

r(t) =x@) i +y(t)]

Si fijamos el origen der(t) entonces su extremo describe una trayectoria plana. Lalongitud de arco
entre dos puntos de esa trayectoriala denotaremos mediante s. En este caso la derivada de r es tangente
alatrayectoria en cada punto, como seve facilmente a partir de la definicién de derivada de un vector.

Ahoralavariacion del vector r cont sedebeados causas. cambio demaéduloy cambio dedireccién.

Paraanalizar estosefectosseparadamentees conveniente utilizar (figura2.18) coordenadaspolares(r,2)
en vez de cartesianas (x,y), dadas por:

r = yx2+y? re [0,%]
(2.17)
0 = arctan ¥ 8¢ [0,2n]
X

Definimos | os vectores unitarios asociados alas variables r,2 como sigue (figura 2.19):

u, tiene la direccién de la coordenada r, sentido segiin valores de r crecientes y esta aplicado en el
punto que estemos considerando.(*u,*=1)

u, tiene direccion perpendicular a u,, sentido segtin valores de 2 crecientes y esta aplicado en el
mismo punto que u,. (*u,*=1)

Si d sstema OXY esfijo, losversoresi,j no dependen det, perou, y u, si. Son funciones vectoriales
de mddulo constante.
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Los valores de sus derivadas vienen dados por:

du,  |du|u, _|u|dOu,
o o= — T = = =0
AT dt dt Y
| | a 46 (2.18)
du, dug | u, ug [dOu,
q, = —9 = - = - - -6
N at dt U
seguin se comprueba facilmente en lafigura (2.20).
y Uy (t+dt)
u(t+dt)
Tt Uo(f)
()
do ()
X
Figura2.20
Larepresentacion del vector r(t) en coordenadas polares viene dada por:
r(t) = r(t) u(t)
siendo r (componente radial) la proyeccién der sobre u,.
Larepresentacion en coordenadas polares de su derivada ser&
i‘=fur+rl'1r=fur+r6uﬁ (2.19)

Es decir, las componentesradial y azimutal deladerivadader son:
i (radial)  mide e cambio en médulo der.

ro (azimutal) mide e cambio en direccion der.

Si imponemos la condicién de que ladireccion der seaconstante eigual au, fijo,entonces 0 = 0 y & = fu, s exigimos

[r| =1 (cte) = ¥ = rﬁue que es perpendicular ar, como vimos en |os casos anteriores.

En el caso més general de unafuncién A(t) en tres dimensiones siempre es posible representar la derivada en dos componentes, una segin
A (vector unitario u,) que mide su cambio en médulo y otra segiin una direccién perpendicular a A (vector unitario u,) que mide su cambio en
direccion:

A= (A),un, +(A),u,

pero ahora la direccién de u,, no es tan facil de determinar como en €l caso plano. u, es perpendicular a u, pero no esté contenido en un plano
determinado. Este caso se tratara con detalle més adelante a estudiar las componentesintrinsecas del vector aceleracion.
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2.19.5 INTEGRACION DE UNA FUNCION VECTORIAL DE UNA VARIABLE
REAL

Dada una funcion vectoria de unavariable real A(t) decimos que existe otra funcion B(t),
alaquellamamosintegral indefinidade A(t), s se cumple

dB

— = A(t

m (t)
y denotamos a B como

B:fAdt

Evidentemente, s B(t) es una funcién vectoria que cumple la definicidn anterior, también
lo hace B(t)+C, donde C representa cualquier vector constante.

Para definir laintegral definida en un cierto intervalo [t,,t,] de una funcién vectorial A(t)
procedemos de forma similar a caso de funciones reales.

Dividimosel intervalo [t,,t,] enunaparticionnumerable deN intervalos|t, ,,t.] de"longitud"
dt=t;-t,, demaneraque t,-t, = i At,
i=1

Sea> 0 (t 4, t;), definimos

f;tz A(t)dt = lim i A(E)At,

N-w j=1

que essmilar aladefinicion deintegra de Riemann salvo porque el integrando es una funcion
vectorial.

Si lafuncion vectorial A(t) esta representada en un sistema cartesiano de referencia 'y son

AA, Y A, sus componentes en dicho sistema, laintegral anterior se puede descomponer en
suma de tres integrales de funciones escalares

DAt = | [2PAt)dt]i+] [2A)dt]j+]| [ 2 A )dt] Kk
1, t, t y 4

ya que los versores de la base son constantes en el sistema de referencia utilizado. Estas tres
integrales, a ser de funciones escalares, cumplen todas las propiedades caracteristicas del
célculo integral.
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2.19.6 CIRCULACION DE UN VECTOR

Se llama campo vectoria ala correspondencia entre cada punto de una region del espacio
y unafuncionvectoria que denotaremospor a(x, Y, z). A cadapunto del espacio le corresponde
uno y solo un valor de la magnitud vectorial.

Dentro de dicha regién se puede trazar una curva L que denominaremos trayectoria o
camino y sefijaun recorrido sobre la trayectoria, digamos desde A haciaB.

Un elemento dl es un vector el emental contenido en la trayectoriay cuyo sentido coincide
con €l del recorrido.

Por definicion, sellana CIRCUL ACION del campo vectorial aalo largo delatrayectoria
L alaintegral

T = fBa-dl

A

Lacirculacion de un vector tiene significados fisicos concretos que veremos mas adel ante.

Deladefinicion deducimosque el valor delacirculacion cambiade signo cuando seinvierte
el recorrido, pero no cambia su valor absoluto.

Cuando lacirculacién secalculaalo largo de un contorno o trayectoria cerrada C, seutiliza
la siguiente notacion
T - f a-dl
C
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2.20 INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DE VECTORES DESLIZANTES

Sedefineun sistemade vectoresdeslizantes como un conjunto de n vectores{ a,,

a,...., & tal que cualquier vector genérico a, de este sistema puede aplicarse en un EI
punto cualquiera A; de su recta soporte (figura 2.21). A,

Manejar un nimero grande de vectores puede resultar tedioso. Trataremos aqui AZ a
la manera de reducir € sistema a "algo" mas simple y cuyos efectos fisicos sean A -
similares. Es decir, encontraremos un "SISTEMA EQUIVALENTE". n A

a,
2.21 PRIMERAS DEFINICIONES
. RESULTANTE:

Definimos laresultante (R) del sistema como el vector obtenido a sumar losn Figura2.21

vectores que lo forman.

R=a +a+..+a = tal (2.20)

i=1

. MOMENTO RESULTANTE RESPECTO A UN PUNTO:

i -
a.
1

Figura2.22

. REDUCCION DEL SISTEMA A UN PUNTO:

Definimos el momento resultante del sistema con respecto aun punto O
(M) como el vector obtenido al sumar los momentos con respecto al punto O
de cada uno de los vectores del sistema (figura2.22).

M, = OA, xa; + OA,xa, +... + OA xa = tOA,Xal

i=1

' (2.21)
También M, = t r,xa donde 1, = OA

i=1

Laresultante (R) y e momento resultante con respecto aun punto (M o)
son dos vectores que caracterizan a sistema en un punto O. Por su propia
definicién, @ momento resultante depende del punto elegido para calcularlo,
mientras que laresultante no.

Todo sistema de vectores dedli zantes es equivalente (0 bien, puede sustituirse sin variar |os efectos que causa) por laresultante del sistema
aplicadaen un punto y el momento resultante del sistema con respecto a ese punto (figura 2.23).

. Q Q —
M, R
- - M
Q
P
PT R !
Figura2.23
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2.22 TEOREMA DEL CAMBIO DE POLO

Una vez calculado e momento resultante del sistema con respecto a un punto O, es fécil determinar €
momento resultante con respecto a otro punto O' sin necesidad de tener que volver a repetir todo € proceso
utilizando de nuevo ladefinicion (2.21).

Suponemos conocido M, = t rxa

_ /
Queremos calcular M, = t T xa

i=1

Comor;'=r4 +r;y aplicando la propiedad distributivadel producto vectorial:
M, = t(réXal) + M. Pero ademds tréXai = r(/,xt a
i=1 i=1 i=1
Y, por definicion de resultante (2.20), este término se puede escribir comor ' X R.

Figura2.24

Esdecir:
Mg =roXR+Mg (2.22)

"El momento resultante del sistema con respecto a un punto O' (M o) esigual a momento resultante del sistema con respecto a otro

punto O (M o) més &l momento con respecto aO' de laresultante del sistema (R) aplicadaen el punto O (r oxR)"

2221 CASOS PARTICULARES EN QUE M, COINCIDE CON M,
A) =0 Y ovo0.
B) R=0 (PAR DE VECTORES)

Cuando laresultante del sistema devectoresesnula, el momento del sistema con respecto aun punto esindependiente del punto elegido para
calcularlo.

El ejemplo més simple de sistema de vectores dedlizantes con resultante nula es
¢l conocido com "par de vectores' (figura 2.25):

"Sistema formado por dos vectores de igual modulo, rectas soporte
paraelasy sentidos opuestos’

Como ya hemos demostrado s R=0 &l momento resultante esindependiente del
punto elegido para calcularlo (2.22).

Mg =Mg+r'ocXR=Mg

EstemomentovaleM ,=r, xa,+r,xa, quecon a, = -a, y aplicando |a propiedad
distributiva del producto vectorial:

Figura2.25

Mo=(ri-r)Xay=ryXxay (rp=ri-ry)
cuyo modulo es Mg, = r,a,senn = a,d siendo d la distancia que separa las rectas soporte de ambos vectores.

El par devectoresesun sistema caracterizado por ser equival ente aun momento devalor conocidoy aplicado en cualquier punto del espacio
(vector libre).

Si disponemos de un sistema formado por un conjunto de pares de vectores, la resultante (R) del sistema seguird siendo nula, e
independientemente del punto elegido para reducir €l sistema, cada uno de |os pares es equivaente a un Unico vector momento que, como ya
sabemos, es un vector libre.

Asi, €l sistema serd equivalente a un Unico vector momento obtenido como suma de los momentos de cada uno de | os pares:

R=0; My=EMy

El concepto de par de vectores es (til para completar e significado fisico de las fuerzas aplicadas a un sdlido rigido. El principio de
transmisibilidad permitetratar lasfuerzasaplicadasaun solido rigido como vectoresdeslizantes. L os efectos mecanicos delasfuerzasno cambian
S estas setrasladan alo largo de su recta de accion (recta soporte). Pero, ¢qué ocurre si 1o que se pretende es trasladar la fuerzaa un punto que
no esté sobre su recta soporte (es decir, paralelamente asi misma)?.

Supongamos un solido sometido a una UnicafuerzaF aplicadaen el punto A (figura2.26).
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b

Figura2.26

Se trata de aplicar la misma fuerzaF en otro punto B del sdlido de forma que los efectos fisicos (mecanicos) sean |os mismos que cuando
estabaaplicadaen A.

Afadimos un sistema con resultante nulay momento resultante con respecto a cua quier punto también nulo. Este sistema estaracompuesto
por dosvectoresigual esy opuestos aplicadosen un mismo punto, en estecaso e punto B. Considerando ahorael conjunto delasfuerzas, tendremos
un sistema con resultante R = F aplicadaen B y un par de momento Mg = rg, X F.

Si enlugar de una tnicafuerzaF hubieran fuerzas, se puede seguir € mismo proceso para cada unadeellasy, en definitiva, €l sstemaseria
equivalente a unaresultante R=EF; y un momento resultante M ;=EM ;.
C) r'spadeoaR

El momento resultante del sistema con respecto apuntossituadosen
unamismarectaparalelaalaresultante (R) es e mismo.

La direccion de la resultante define rectas paralelas a ella y
caracterizadas cada una por € hecho de que e momento resultante del
sistema es el mismo independientemente del punto delarecta elegido para

calcularlo.

R Dadaunarectar, paralelaalaresultante (R), e momento resultante
del sistema es el mismo con respecto acualquier punto de esa recta. Para
otrarecta paraelaaR, r, ocurriraigual, aunque el momento no tiene por
qué valer o mismo.

Figura2.27

2.23 MOMENTO MINIMO

Si observamos la expresion (2.22) nos damos cuenta que el primer sumando esun vector siempre perpendicular alaresultante R. Es decir,
Su proyeccion en esadireccion es nula.

Esta observacion nos conduce a una interesante conclusion s
proyectamos en la direccion de la resultante los tres vectores de la igual dad
(2.22).

R R
M., = =M. =
"R °R

"La proyeccion en la direccion de la resultante del momento resultante del
sistema es siempre la misma independientemente del punto con respecto al
cual se haya calculado dicho momento"”.

R La proyeccién del momento resultante del sistemaen ladireccion dela
resultante (figura 2.28) es un invariante del sstema que llamaremos
momento minimo y que designaremos por laletram.

R
m= M, — 2.23
o' R (223
Figura2.28 Existira en particular una recta paralela a R en la que e momento

resultante del sistema tenga moédulo M=*m*. A tal momento resultante le
|lamaremos vector momento minimo
m=(m/R)R (2.24)

Hay dos formas de comprobar que efectivamente m esel valor escalar del momento resultante minimo (es decir *m* esel minimo médulo
que puede tener el momento resultante del sistema con respecto a cuaquier punto):
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A) m = P (M) R
M, cosee = Po(M,) = Mo-E

m = M, cosa

_ Py(My)
° COs 00

M, = cos( = o =0,
0/ min méx

Ladireccion del vector momento minimo es paralelaaR y, por tanto, su valor escalar debe coincidir con m.

B) S descomponemos M en dos direcciones (figura2.29), unaparadelaaR (Py) y otra
perpendicular aella(N), se cumplira

N()
Mo=Po+Ng
R P,

Mo = | Pe+Ng = {m?+NJ > |m| -~

M(\
. 0

Esdecir, (Mg)min =M
Figura2.29

2.24 EJE CENTRAL

El e central de un sistema de vectores deslizantes es €l lugar geométrico de los puntos del espacio con respecto a los cuales € momento
resultante del sistema es el vector momento minimo.

Recordando lo estudiado en el apartado anterior, esta definicion es equivaente a lugar geométrico de los puntos del espacio con respecto
alos cuales e momento resultante del sistema es paraelo aladireccion de laresultante.

Enla propia definicion de gje central vaimplicitala necesidad de que laresultante del sistema (R) seano nulaparaquee gecentral exista
comotal.

Demostraremos a continuacion que, si se cumple esta condicion (RO0), & eje central existey es unarecta.

2.241  DETERMINACION GEOMETRICA

Se trata de encontrar unarecta paraelaalaresultante y que cumplala condicién de que el momento resultante del sistema con respecto a
cualquier punto de esa recta esté contenido en ellay sea, por lo tanto, paralelo alaresultante.

Sea M, & momento resultante del sistema con respecto a punto O.
Descomponemos este vector en otros dos, uno paralelo alaresultante (m) y otro
perpendicular aella(Ny) (figura2.30).

Asi,
Mo=m+ Ny

Trazamoslarecta OE, perpendicular al plano definido por larecta paralela
aR quepasapor Oy My,

El punto E debe estar aunadistancia (d) de O tal queNy=Rdy quee vector
OE formecon R y N un triedro aderechas.

Se puede comprobar fécilmente que unarecta paralelaalaresultantey que
Figura2.30 pase por E es e ge central del sistema.
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2.242  DETERMINACION ANALITICA
2.24.2.1 Ecuacién general
Seaun sistemade referencia OX'YZ en el que laresultante R y &l momento resultante con respecto a un punto Q M, vienen representados
P R=R,i+R | +R,k
Mg =Myi +Mg, j +Mq, K ; siendo Q(Xo,YoZq)
Suponemos que € punto P(x,y,z) es un punto del ge central.
Por el teorema de cambio de polo (2.22):
Mp=Mg+rnxR
Donde g = (XgX) i +H(YoY) | +(zo2) k.
Mp=[Mo, + R(YoY) - R(Zg-D] i + [Mg, + Ri(Z°2) - R(XgX)] | + [Mg, + Ry(XgX) - Rilyg-¥)] k
Lacondicion que deben cumplir los puntos del gje central es M, paralelo aR, es decir:
Mo+ RYoY) - R(Zg-2I/R, = [Moy + R(Z52) - R(X-X)I/R, = [Mg, + R/(Xg-X) - R(Yo VIR,
Si hubiéramos elegido como punto Q € origen O del triedro de referencia, Xq=Y,=2,=0.

MOX—RZy+Ryz B Moy—sz+RZx B MOZ—Ryx+&[y
R, Ry R,

(2.25)

2.24.2.2 Ecuacion vectorial

SeaR laresultantey M , e momento resultante con respecto al origendeun
sistema coordenado Oxyz, para un sistema de vectores deslizantes (figura 2.31).

. Por el teorema de cambio de polo (2.22) sabemos
Mp=Mgy-1r XR
- P S esPun punto de! gje central, entoncesM 2 Ry,

MexR=0=MyxR-(rxR)xR

Aplicando una de las propiedades del doble producto vectorial (2.12)
0=MyxR-(rR)R+(R.R)r

donde € extremo del vector r = x i +y j +z k recorre todos los puntos del ge
central y tiene origen fijo en O. Introduciendo & pardmetro 8 como

Figura2.31

L Rer  XRyR ek,
R? R’?+R;+RZ2

donde 8 es un nimero red y puede tomar cualquier valor, y despejando r, resulta

RxM,
R2

r = + A=

1}: (2.26)
que es laecuacion vectorial del gje central.

El primer término del segundo miembro representa el vector que con origen en O tiene por extremo el punto del ge central masproximo a
O. Es perpendicular a la resultante y sumédulo esigual alaminimadistanciaentre el gje central y € origen O del sistema coordenado. Define
¢l vector de posicion de ese punto del gje central para8=0.

El segundo término representa todos | o posibles vectores paralelos alaresultanteal ir variando e pardmetro 8. La suma de ambostérminos
proporcionael vector de posicion de los puntos del e central desde € sistema de referencia Oxyz.
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2.25 INVARIANTES DE UN SISTEMA DE VECTORES DESLIZANTES

Hemos visto que en un sistema de vectores dedlizantes existen magnitudes caracteristicas que no cambian al cambiar de punto (como la
resultante R) y otras que si |o hacen (como e momento resultante M ). Decimos que una magnitud de un sistema de vectores deslizantes es
invariante s no cambia cuando cambiamos de punto (es un concepto distinto del de invariancia vectorial genera).

Todo sistema de vectores dedlizantestiene un nimeroinfinito demagnitudesinvariantes, peroen el caso general solo existen dosinvariantes
independientes.

Y ahemos demostrado queel escalar m (momento minimo) no dependedel punto O elegido paracal cular e momento resultante del sistema.
Es un invariante llamado invariante escalar .

También laresultante (R) del sistemaes un invariante, en este caso un invariante vectorial. Es necesario observar que, aunque el vector
R no depende del triedro de referencia, sl 1o hacen sus componentes. Es decir, €l vector R, alin siendo & mismo independientemente del triedro
de referencia elegido, tendra distintas componentes en cada uno de ellos.

R=R i +R,j +R k=R, i' +R,j +R K’
El modulo de laresultante no depende, evidentemente, del triedro de referencia.

R=[R#RARA" = [RAHR2R A"

2.26 TORSOR EQUIVALENTE

Ya vimos que en e caso més general un sistema de vectores dedlizantes es
fisicamente equivalente alaresultante aplicada en un puntoy al momento resultante
del sistema con respecto a ese punto. Y que gracias a esta caracteristica
simplificdbamos desde el punto de vista matemético la operacion con estossistemas.

Apoyandonos en e concepto de ge central podemos avanzar un paso mas en
esta smplificacion. Si @ punto O elegido para reducir € sistema es un punto -
cualquieradel espacio, R y M 4 tendrén, en general, médulos no nulosy direcciones
arbitrarias. Sin embargo, s €l punto O pertenece a ge central, ambos vectores (R y —
M o) tendrén lamismadirecciony M o tendra por valor escalar e momento minimo o
m. Nos encontramos con un conjunto especial de vectores (figura 2.32) que
llamaremos TORSOR: (¢}

=y

"Conjunto de dosvectores (R y M ) alosque queda reducido un sistema LJE CENTRAL
general de vectores dedlizantes cuando para esa reduccién se elige un

punto del ge central. Esta caracterizado porque R es pardelaa My Figura2.32
Mg=m"

Resumiendo, en el caso mésgeneral (R.M 00, esdecir, RO0, M 00y R noperpendicular aM ) el sistema sereduceasu torsor equivalente
aplicado en un punto del ge central.

Analizamos |os casos particulares en que R.M =0:

a R=0yM,00

El sistema se reduce a un momento resultante M , que es siempre el mismo con respecto a cualquier punto del espacio.

b) ROO0y M 4=0 (en aglin punto O)

El sistema tiene momento minimo nulo (m=0) y sereduce alaresultante R aplicada en cualquier punto del gje central. Dicho geesen este
caso larectaparaelaaR que pasapor O.

¢ RO0yM00y R perpendicular M,

El sistema tiene momento minimo nulo (m=0) y se reduce a la resultante R aplicada en cualquier punto del gecentral (y aR y Mg
perpendiculares en cualquier punto que no pertenezca a ge central).
d) R=0yM =0 (enalgin punto O)

El sistema es equivalente al vector nulo.
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2.27 SISTEMAS DE VECTORES DESLIZANTES DISTRIBUIDOS DE FORMA CONTINUA

Enagunasocasionessenospresentarael problemadetratar sistemasdevectoresdedlizantesinfinitesimal esen modul o, distribuidosdeforma
continua sobre un cierto volumen, una superficie o unalinea

Seaunvolumen V tal que por cada uno de suselementos dV, cuya posicion esta determinada por €l vector deposicionr respecto aun punto
dereferencia O (figura2.33), pasa un vector dedlizante da.

2]

Figura2.33a Figura2.33b Figura2.33c

Podemos utilizar el mismo tratamiento empleado en sistemas de vectores dedlizantes sin méasque sustituir lassumasatodoslos vectores del
sistema por integrales redlizadas sobre todo el volumen V en el que estan definidos |os vectores distribuidos da.

En consecuencia: R = fda M, = erda (2.27)
v v

y € sistemaequivale, encadapunto O, alaresultante R y al momento resultante M . Esto smplificael problemaal calculo deestasdosincognitas
vectorialesincluso en los casos en que no sepamos nada acerca de como es la distribucion de vectores da sobrelos puntos del volumen V, quees
lo que sucede en lamayoriade los casos.

Enlos puntos del gje centra € sistema se reduce a torsor equivaente:

M, R
R - fda m=_°2"R (2.28)
v R?

y en los casos més simples en los que e momento minimo es nulo, se reduce Unicamente ala resultante R en tales puntos.

Todoelloesaplicabledelamismamaneras enlugar detratar conunadistribucion devectoresinfinitesimalesen unvolumen V nosreferimos
aunasuperficie Soaunalineal. Lo utilizaremosalolargo del curso parasimplificar laresolucion deciertos problemas. En particular citaremos
dos gemplos: € concepto y definicidn de centro de gravedad, que se estudiard méas adelante, y € modelo de fuerza puntual para explicar la
interaccion por contacto entre dos solidos (figura 2.34), que vamos a considerar a continuacion.

-

F ~ F
M

1

Figura2.34a Figura2.34b Figura2.34c

En mecénica se plantea amenudo la cuestion deinterpretar, deforma mateméti camente simple, como se produce lainteraccion por contacto
entredos sdlidos, como ocurre, por gemplo, cuando un taco golpea aunaboladebillar, o cuando un sdlido apoya sobreuna superficie. En ambos
casos el contacto no se produce solamente en un punto, sino en una cierta &rea de contacto S. Ademas, en genera, no conocemoslaformaen que
se distribuyen las fuerzas de contacto sobre tal superficie S ni disponemos de model os preci sos que nos aproximen tal distribucion.

Pararesolver el problema asignamos a cada punto del &rea de contacto ds un vector fuerza dF, que sabemos que se ha de comportar como
vector deslizante, como esté experimentalmente comprobado que sucede con las fuerzas aplicadas sobre un solido rigido (principio de
transmisibilidad de |as fuerzas que actian sobre un solido). Elegimos un punto de referencia O, que en general y por simplicidad setomard como
perteneciente alasuperficie S, y sustituimos €l sistema de fuerzas de contacto distribuidas sobre S por su sistema equivaente en O, constituido
por:

R = fde y M, = fserF (2.29)

De esta manera hemos reducido la explicacion de lainteraccion por contacto alafuerzaR aplicadaen Oy al momento M o, que son lasdos
Uini cas magnitudes que necesitamos utilizar en el tratamiento del problemay queno requieren, como se hajustificado, €l conocimiento preciso de
ladistribucion de fuerzas por contacto.
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Aln se puede simplificar méas el problema s reducimos el sistema a un punto E del e central, en cuyo caso lainteraccion por contacto
equivaleal torsor del sistemaaplicado en E 'y constituido por R y €l vector momento minimo m=M .. Ademés, enlamayor partedelassituaciones
queconsideraremosel gecentral cortaraalasuperficie Sen un punto. Esmés, generalmente trataremos problemasenlos queel momento minimo
querepresenta lainteraccion por contacto esnulo 'y, en consecuencia, € sistema sereducira tnicamente ala resultante R aplicada en el punto del
gecentral queintersectaalasuperficiedecontacto. Sereduceasi el estudio defuerzasdistribuidas, engeneral deformacomplicaday desconocida,
sobre un &rea S d caso més simple de tratar unafuerzaR aplicada en un punto.

2.28 CASOS PARTICULARES DE SISTEMAS DE VECTORES
2.28.1 SISTEMA DE VECTORES CONCURRENTES.

Un sistema de vectores dedlizantes es concurrente cuando |l asrectas soporte de todos
losvectoresdel sistema pasan por unmismo punto (figura2.35). Si este punto esel punto
C (de concurrencia), € momento de cada uno de los vectores del sistema con respecto a
ese punto es nulo y, por tanto, lo serd e momento resultante del sistema. Es decir, €
sistema tendrd momento minimo nulo. En generd, € sistematendraresultante no nulay,
el ge central serd unarecta paralelaalaresultantey que pase por € punto C.

Aplicando el teorema del cambio de polo (2.22), se puede deducir €l Teorema de
Varignon:

"El momento resultante de un sistema de vectores deslizantes concurrentescon
respecto a punto O esigual al momento de la resultante supuesta aplicada en
el punto C de concurrencia"

Figura2.35

Lademostracion esinmediatay se propone como gjercicio.

2.28.2 SISTEMA DE VECTORES PARALELOS

Unsistemadevectoresdedlizantesespara €l o cuando lasrectassoportede
todos los vectores del sistema son paralelas entre si (figura 2.36).

—- iy . .
a R En general, € sistema tendraresultante no nula. EI momento minimo del
k sistema sera nulo, ya que € momento resultante del sistema con respecto a
cualquier punto es perpendicular a la direccion a la que son paralelos los
vectores del sistemayy, por tanto, alaresultante.
A lT Como consecuencia delo anterior, e momento resultante del sistemacon
k R respecto a un punto esigual a momento de la resultante aplicada en el ge

central con respecto adicho punto.

Figura2.36

2.33



2.28.2.1 Centro de un sistema de vectores paralelos y ligados

Dado un sistema de n vectores paralelos ligados { a} aplicados en los puntos A; y cuya direccion viene determinada por €l versor u, €
momento resultante del sistema respecto a origen de un triedro de referencia ser&

M, = t ry<ay

i=1
y € momento con respecto a un punto cualquiera vendra dado por €l teorema del cambio de polo:
I, = M, + RxOP = M + t 2,0l
i=1
Como ya hemos visto, el momento minimo esnulo 'y, por tanto, si e punto P es un punto del e central, deberacumplirse M .=0. Esdecir:

trlXal + t"lXOP =0
F) F)

Sustituyendo a=au (donde g es la proyeccién sobre larecta orientada que definen |os vectores paralel os previamente orientada, es decir,
a=a.u):

n n
(E ar)xu+ uxz a,OP = 0
i=1 i=1

(2.30)
es decir: (t ar, - t a,OP)<u = 0
i=1 i=1
Para que este producto vectoria sea cero, debe cumplirse:
a) tairl—t a,0OP = 0
! = (2.31)

1
n n
b) E ar - E 20P| | u
i=1 i=1
Examinaremos ambos casos por separado.

a) t ar = t a,0P vy sepuededespgjar OP:
i=1 i=1

n
Eairl
op =1l

n

Ya,

i=1

Como P es un punto del eje centra, la ecuacion de este ge queda ahora
perfectamente determinada (figura 2.37):
0OQ=0P+8u

Figura2.37

Observamos que s losvectoresa, sonligadosy aplicados en los puntos A;, € punto
P queda perfectamente determinado.

Este punto no depende de |a orientacion de los vectores del sistema (versor u). Si variamos la orientacion de |os vectores ligados varia la
direccion de laresultante y, en consecuencia, ladel e central, pero no variae punto P que sigue siendo € mismo.

Este punto P eslainterseccion delos gjes centrales para distintas orientaciones del sistema de vectores paralelosy se denominaCENTRO
DEL SISTEMA (apartir de este concepto se genera un método experimental para la determinacion de centros de gravedad de sélidos, como
veremos al estudiar estéticadel sdlido rigido).

by S ( ar - t aiOP] | w se puede poner t ar, - t 2,0P = Au
i=1 i

i=1 i=1 i=1
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1

‘EairI -Au

dedonde  OP = ! .
Ya,
=1
n
‘Eairl
y separando términos ~ OP = %— = u (2.33)
Ya,  Xa
i=1 i-1
n
Zairl
olo que eslo mismo OP = % - pu
Ya

que eslaecuacion del gje central.

El primer sumando posiciona un punto del gje central que, como ya sabemos, es el centro del sistemasi |os vectores son ligados.

2.28.3 SISTEMA DE VECTORES COPLANARIOS

Un sistema de vectores deslizantes es coplanario cuando M
todos | os vectores estan contenidos en un mismo plano (figura 2.38).

En este caso € momento resultante del sistema con respecto a cualquier punto del R
plano seraperpendicular al planoy, en consecuenciaalaresultante que, engeneral, sera
no nulay estara también contenida en el mismo plano. o *
La determinacion gréfica del e centra es, en este caso muy sencilla, como se A
observaen lafigura )
Figura2.38
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