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3.1 INTRODUCCION

La parte de la fisica que se ocupa del estudio del movimiento y de las causas que lo
producen se llama MECANICA. La mecénica se aplica a cualquier objeto y a cualquier
movimiento. Estudiaremos la mecanica "clésica' o "newtoniana" (Ilamada asi en honor de
| saac Newton) cuya aplicacidnquedarestringidaaobjetos"grandes' comparadosconel &omo
y que se mueven avel ocidades " pequefias’ comparadas con lade laluz. Otros apellidos, como
cuantica o relativista, son los que acompafian a la mecanica cuando se ocupa del estudio del
movimiento de objetosmas " pequefios' 0 que se muevan avelocidades més "grandes’. Laidea
es que so0lo nos preocupael movimiento de objetos"normales’ y que se mueven a velocidades
"normales’.

Establecidas estas restricciones, se da por hecho que siempre que hablemos de mecénica
sin apellidosnosestaremosrefiriendo amecanicaclésicao newtonianay que, cuando tengamos
necesidad de referirnos a alguna otra, o haremos explicitamente.

Histéricamente la mecénica, en el sentido en que la hemos definido, tuvo como precursor
a Gdileo Galilei (1564-1642) y como primer autor de una teoria completa a | saac Newton
(1643-1727) quien en sus "Principios mateméticos de filosofia natural”, publicado en 1687,
propuso sus tres famosas leyes sobre el movimiento, asi como laley de gravitacion universal
y aplico todo dlo a estudio de numerosos problemas, utilizando fundamental mente conceptos
y demostraciones geométricas.

A lo largo dd siglo XVIII se desarrollan planteamientos mateméticamente més
perfeccionados de la mecanica por obra, esencialmente, de Leonard Euler (1707-1783), Jean
le Roud d'Alembert (1717-1783), Joseph L. de Lagrange (1736-1813) y Pierre S. Laplace
(1749-1827), que condujeron a la mecanica anditica, basada en la utilizacion del andlisis
matemético, con unos fundamentos més generales que €l que proporcionan las leyes de
Newton.

En e sglo XIX continua € desarrollo de la mecanica anditica, a que contribuy6
fundamentalmente William R. Hamilton (1805-1865), y seinicia e estudio de lamecanicade
los medios continuos que llevo alas ecuaciones basicas de la elagticidad y de la mecanica de
fluidos, por obrade Claude Navier (1785-1836), Augustin L. Cauchy (1789-1857) y Georges
G. Stokes (1819-1903).

A principiosdel siglo XX lamecénicadesarrollada en épocas anteriores, ala que haciamos
mencion al inicio del capitulo con el nombre de mecanicaclésica, se manifestd inadecuada para
interpretar los fenébmenos que ocurren a velocidades préximas a la de la luz y fue sustituida,
en ese ambito, por la teoria especia de larelatividad, cuyos fundamentos se deben a Albert
Einstein (1879-1955) y de la que la mecanica clasica constituye, como ya hemos mencionado,
una buena aproximacion para vel ocidades bajas.

Lo mismo sucedié con € estudio de fendmenos a escala microscépica (atdbmica o
subatémica), para los que fue preciso desarrollar una nueva teoria, la mecanica cuantica,
iniciada por Louis de Broglie (1892-1978), Erwin Schrodinger (1887-1961) y Paul Dirac
(1902-1984).
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Hacia mediados del siglo XIX e éxito acanzado por la mecanica clasica fue tal que se
consideraba que el estudio del movimiento eraun tema totalmente comprendido. A finalesde
dicho siglo Henri Poincaré (1854-1912) fue el primero en indicar que larealidad objeto de la
mecanica es mucho mas complgja de lo que se creiay que, incluso en sistemas aparentemente
smples, es imposible encontrar sempre soluciones de las ecuaciones caracteristicas de un
sstema mecénico vaidas para todo instante. Se inici6 asi una extension del objeto de la
mecanicaen lo que se conoce como teoria general delos sistemas dinamicos, que hatenido un
enorme desarrollo en los Ultimos afios.

El hecho de haber tenido que recurrir en determinados casos a otras teorias diferentes no
resta validez a la mecénica clasica, smplemente define con mayor precision sus limites de
aplicacion, dentro de los cuales sigue siendo la teoria més adecuada.

A pesar de exigtir formulacionestedricas, matemati camente muy poderosas, delamecanica
clésica, vamosa utilizar lamés tradicional, basada en €l concepto de fuerza como mecanismo
basico paraexplicar la causa que modifica el movimiento de un cuerpo y utilizando el andisis
matemdtico como herramienta para desarrollar la teoria. Este enfoque sigue siendo € més
adecuado para los objetivos de un curso de este nivel enfocado hacia una ensefianza de tipo
tecnol 6gico. Como leyes fundamental es utilizaremos las tres leyes de Newton.

Dividiremos € estudio en tres partes:

C Cinematica: Es la parte de la mecénica que se ocupa del estudio del movimiento de los
objetos haciendo abstraccién de las causas que |o producen o modifican.

C Dinamica: Eslapartede lamecanicaque se ocupadel estudio delasfuerzas como causas
gue producen o modifican € movimiento de los objetos.

C Estética: Eslaparte de la mecanica que se ocupa del estudio del estado de reposo de los
objetos sometidos a fuerzas.

Es decir, la cinematica nos proporcionara las herramientas necesarias para describir €
movimiento de los objetos (para explicar COMO se mueven), mientras que la di namica hara
lo propio para explicar esos movimientos (nos dird POR QUE se mueven).

Iniciaremosel estudio delamecanicadescribiendo osmovimientos(cinemética) parapasar
después a explicar el por qué de esos movimientos (dindmica), terminando con e estudio del
equilibrio (estética) como un caso particular del movimiento. Y dentro de cada apartado
seguiremos una secuencia | 6gica que nos conduzcaaestudiar | os problemas de menor amayor
complgjidad.

El movimiento de un objeto estaradefinido cuando lo esté el de cadauno delospuntosque
lo componen. Asi, comenzaremos estudiando el movimiento de un punto (particula materia),
seguiremos con e de muchos puntos sin ligaduras especificas entre ellos (sistemas de
particulas) paraterminar con el estudio del movimiento de puntosligadosentresi de unaforma
muy caracteristica para formar un objeto (solido rigido).
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3.2 CONCEPTOS PREVIOS

Al hablar del movimiento de objetos nos encontramos enseguida con algunos conceptos
primarios, con respecto a los cuales es necesario que nos pongamos de acuerdo en cuanto a
su significado. Laidea de movimiento esintuitivay conduce inmediatamente a |os conceptos
de espacio y tiempo. Ese movimiento es el de un objeto que también hay que definir. Y
ademés, la explicacién de como se mueve algo vaunidasiempre alarefer encia con respecto
alacual vamos a describir ese movimiento. No se pretende dar una definicion enciclopédica
de estos conceptos ya que, como corresponde a conceptos primarios, es préacticamente
imposible hacerlo, aunque todo el mundo creetener unaideaintuitivadelo queson. Yalo dijo
Newton en sus "Principia": "No defino € tiempo, el espacio, laposicién y € movimiento, ya
gue son bien conocidos de todos'. Y es cierto. Nuestras ideas intuitivas sobre el espacio, €l
tiempo y e movimiento coinciden plenamente con los conceptos de espacio, tiempo y
movimiento aplicablesen lamecanicaclasicagque, como yahemosdicho en repetidas ocasiones,
es en la que centraremos nuestro estudio.

Haremosahoraal gunos comentarios sobre particula material, espacio, tiempo, sistemasde
referencia, coordenadas y grados de libertad, reposo y movimiento.

3.2.1 PARTICULA MATERIAL

Denominamos particula material aun objeto de masafinitay que no tiene dimensiones. Es
decir, para su estudio, sus dimensiones se pueden asimilar alas de un punto geomeétrico. Es,
evidentemente, unaidealizacionyaque, como sabemos, todos | os objetos con masaocupan un
cierto volumen y no se pueden reducir aun punto. Es una smple abstraccion matemética con
laventgja que supone despreciar lasdimensionesdeunobjetoy, por tanto, tener perfectamente
determinada su posicion en un sistema de referencia

A lapreguntade cuando podemosaplicar aun objeto lasimplificacionde particulamaterial,
no se puede responder taxativamente con un si 0 un no, Sno con un depende. La respuestaes
funciondelascircunstancias que rodean el problema. Un mismo objeto podraser tratado como
una particula material en unos casosy en otros no.

Asi por gjemplo, s nosinteresa solamenteestudiar e movimiento de la Tierracon respecto
al Sol, estudiaremos el movimiento de su centro de masas, pero no podra tratarse como
particula material S afladimos en el estudio su movimiento diario de rotacion. Si estamos
interesados en la posicion de un camion en ruta, lo asimilaremos a una particula material y la
ruta a una curva geométrica, pero si nos interesa estudiar dinamicamente el comportamiento
de los neuméticos en las curvas, € concepto de particula material es inadecuado y ni siquiera
es aplicable e de solido rigido. Se puede dar una regla (que siempre tendra excepciones)
diciendo que e concepto de particula materia es aplicable atodo objeto cuyas dimensiones
sean pequefias comparadas con las longitudes caracteristicas de su movimiento.
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3.2.2 ESPACIO Y TIEMPO

Aungue Newton conocia las dificultades para definir e movimiento de un objeto s no es con referencia a otros (movimiento relativo)
consider6 posible definir un movimiento absoluto respecto a ciertas referencias como las estrellas "fijas’, o que llevaimplicitala hipétesis de
considerar un espacio absoluto einmdvil respecto a que tales estrellas serian realmente fijas. Como hoy sabemos, ello no esta justificado dado
que slo son aparentemente fijas debido ala enorme distancia a que se encuentran de nosotros. No obstante existir problemasde coherencia, es
necesario aceptar como hipétesisbésica delamecanica que el espacio esabsoluto, homogéneo eisétropo, congtituyendo asi € marco fijo donde
tienen lugar todos los fenémenos.

El espacio absoluto es una especie de vacio anterior atodos |os objetosy en e seno del cua estos se mueven.

Su carécter absoluto vieneimpuesto por € hecho de que posee una existencia propia independiente del observador y que tampoco depende
de que haya alglin objeto en @ o moviéndose a través de él. Segin Newton en sus " Principios mateméticos de filosofia natural”, "el espacio
absoluto, en su estado natural, sin relacién con nada externo, permanece siempreigual e inamovible'.

El espacio esentoncesal go dondetodos| os objetos se mueven (experimentan cambios continuos de su posicion con €l tiempo) sinqueexista
ninguna.interaccion espacio-objeto.

En este espacio absoluto newtoniano las medidas también tienen caracter absoluto. | ndependientemente de su estado de movimiento, dos
observadores distintos miden lamismadistanciaentredos puntosA y B del espacio. Estas medidas estén de acuerdo con la geometriaeuclidiana
(por jemplo, la distancia més corta entre dos puntos siempre es la linea recta) y, por tanto, nuestro espacio absoluto newtoniano es también
euclidiano.

Queel espacio eshomogéneo significa quetodos sus puntos son equivalentesy tienen lasmismaspropiedades. Y queesisitropoindicaque
en é todas | as direcciones son equivalentes. Las leyes de la mecanica deben de ser independientes del punto donde nos encontremos y de la
direccion en que nos movamos.

El tiempo es absoluto en cuanto que también tiene una existencia propiaindependiente del observador. Transcurre de lamismaformaen
todo el espacio, independientemente delamedidaquedeé hagamos. Distintosobservadoresen distintos estados de movimiento miden losmismos
interval os de tiempo paralos mismos fendmenos. Newton en su libro tantas veces mencionado escribi6: "El tiempo absoluto, real y matemético,
por si, desde su propia natural eza discurreigua mente sin relacién con ninguna cosa externa, y por otronombre selellamaduracién”. El tiempo
es universal: todos los relojes del universo marcan e tiempo con € mismo ritmo.

Espacioy tiempo son conceptoscompletamenteindependientesuno deotro. Y sinembargo seestableceinconscientementeunarel acion muy
estrecha entreellos. I ntuitivamente sabemos que no puede existir un objeto que ocupe un espacio durante "NINGUN TIEMPO" o que durante
un cierto tiempo esté en "NINGUN SITIO".

Esclaroquealashipttesisrelativasal espacioy al tiempo tal como se conciben en mecénica clésica seles pueden hacer muchasobjeciones.
En realidad estas hipotesis no estan totamente justificadas y solo se pueden aceptar como aproximadamente ciertas en e marco restringido de
ciertos fenémenos (que son los que se estudian habitualmente en mecénica clésica). Més adelante insistiremos brevemente sobre los conceptos
de espacio y tiempo.

3.2.3 SISTEMAS DE REFERENCIA. REPOSO Y MOVIMIENTO

Queremosdescribir el movimientoreal de un objeto en funcion de suscambiosde posicidn
eninterval os de tiempo conocidos. Es decir, debemos saber donde estay en qué instante. Para
ello hay que referir la posicién del objeto aalgo que esté en reposo.

Pero ¢realmente hay algo en reposo?. Y s lo hay ¢en reposo respecto a qué?. Y a hemos
mencionado que Newton decia que en lugar de conocer posicionesy movimientos absol utos,
deberiamos de conocerlos relativos a "algo”. Ese "algo" es lo que llamaremos sistema de
referenciay, consideraremos que esta fijo o que tiene un movimiento conocido.

Cuando decimosfrases como "ese coche se mueve" todo el mundo entiende que se mueve
respecto alasuperficiedelaTierra. Implicitamenteestamosrefiriendo el movimiento del coche
aun conjunto de objetos que no cambian su posicidn en el tiempo con respecto anosotros (las
casas que nosrodean, lacarretera) suponiendo que estemos quietosrespecto alasuperficie de
latierra. Eso no significaque lasuperficie dela Tierrapermanezcainmdvil. Sabemosquetiene
un movimiento propio de rotacion. Y otro de traslacién alrededor del Sol.

3.6



Laeleccidondel sstemadereferenciaesalgo arbitrario. Habraquetener cuidado paraelegir
el "megjor" en cada caso. ¢Cual es el meor?. El mejor serd el més adecuado, es decir, aguel en
el que la descripcion del movimiento resulte o més sencilla posible.

A partir de ahora, en mecénica, utilizaremos los mismos sistemas de referencia que en
vectores, es decir, sistemas de referencia cartesianos.

Diremos que un objeto estaen reposo con respecto aun determinado sistemade referencia
cuando sus coordenadas en ese sistema de referencia no son funciones del tiempo. En caso
contrario diremos que esta en movimiento.

3.2.4 SISTEMA FiSICO

Parapoder aplicar lasleyesy ecuacionesdea gunaramadelafisica(lamecanicaen e caso quenosocupaahora) debemos, en primer lugar,
identificar la parte del mundo fisico quevamosaestudiar. Esto seconsigueestabl eciendo unafronteraentrel osobjetosdirectos de nuestro estudio
y € resto del Universo. Esta frontera, que tiene que ser una superficie cerrada (real o ficticia) contiene en su interior 1o que denominaremos
sistema fisico aestudiar y fueraqueda € resto del mundo fisico que puede interaccionar o no con € sistema. Si lasinteracciones se conocen, 0
puedenformularsecomoincognitasdel problema, lafronteraestabienestabl ecida. Encaso contrario habraqueredefinir e problema. En mecanica
los propios problemas suelen condicionar de forma natura € sistemafisico amanegjar. Su eleccion sera generalmente sencillay muchas veces
se hace deformaimplicita sin que se planteen problemas paralaidentificacion del sistema. I nsistiremos con mayor rigurosidad en este concepto
asi como en los de universo, entorno y fronteras del sistema cuando estudiemos la termodinamica.

3.25 COORDENADAS. GRADOS DE LIBERTAD

Coordenadas de un sistema fisico son € conjunto de parametros necesario para determinar, en cadainstante, la posicion en € espacio de
todas las partes que componen € sistema.

Por gjemplo, s el sistema es una Unica particula material y su movimiento lo estamos refiriendo a un sistema de referencia cartesiano,
necesitaremos tres parametros (x(t),y(t),z(t)) paratener determinada su posicion en cadainstante.

Estos parametros son longitudes en este caso, pero no necesariamente siempre. Si utilizasemos un sistema de referencia en coordenadas
esféricas, los tres parametros serian unalongitud y dos angulos.

Puede ocurrir que alguno de estos pardmetros no sea independiente, es decir, que exista entre ellos alguna relacion (relacién que vendra
impuesta por las caracteristicas del problema). Este tipo de relaciones se conocen con el nombre de ecuaciones de ligadura. Por gemplo, si la
particula material estuviera obligada a moverse sobre un plano, f(x,y,z)=0, las coordenadas x(t), y(t) y z(t) estarian obligadas a cumplir la
ecuacion del plano. Cada ecuacion de ligadura permite expresar una de las coordenadas en funcion de las demés.

Asi, no siempre todas|as coordenadas son independientes. Si esp el nimero de coordenadasy | € nimero deligaduras (p>l), habra p-I=g
coordenadas independientes.

A este conjunto de coordenadasindependientes selellama grados de libertad del sistemay su niimero (g) coincide con el MENOR ndmero
de parametros necesario para describir e movimiento de un sistema.

En el ejemplo anterior, una particulamaterial no sometida aligaduras es un sistema fisico con tres grados de libertad. Si esta obligadaa
moversesobreun plano (queyavimosqueintroduciaunaligadura) el sistematendra3-1=2 gradosdelibertad. Si laparticulatuvieraquemoverse
sobre una recta (recordemos que una recta en el espacio viene definida por dos ecuaciones delaformaf,(x,y,z)=0, f,(X,y,z)=0y representa, por
tanto, dos ligaduras), € sistematendria 3-2=1, un grado de libertad. Més adelante, en dinamicainsistiremos en el concepto de ligaduras.
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3.3 DESCRIPCION DEL MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA MATERIAL EN UN
SISTEMA DE REFERENCIA CARTESIANO

3.3.1 ECUACIONES PARAMETRICAS. VECTOR DE POSICION
Laposiciondeunaparticulamaterial en el espacio, enfunciéndel tiempo, se puede conocer

S se conocen sus coordenadas, x(t), y(t), z(t), en un determinado sistema de referencia. Estas
tres funciones

x = x(t)
y = y(t) (3.1)
z = z(t)

se denominan ecuaciones paramétricas del movimiento. Se suelen considerar como €l
extremo de un vector, que sellamavector de posicion delaparticula material, con origenfijo
en el origen O del sistema de referencia

Este vector es funcién del tiempo por serlo
SUs componentes, aunque, a Veces, por

smplificar lanotacion, estadependenciaseomita
—— explicitamente.
1(t)

z(t) r(t) = x(®i+yb)j +zbk
o bien (3.2
*(0) y r = xi+yj+zk
y(®
. Como su nombre indica es un vector cuyo
. extremo sefiala, en cada instante, la posicion de
Figura3.1

la particula material.
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3.3.2 TRAYECTORIA. VECTOR DESPLAZAMIENTO

Sellamatrayectoria de unaparticulamaterial
al lugar geométrico de las sucesivas posiciones :
que la particula va ocupando en e espacioalo ~ Trayectoria
largo de su movimiento, figura 3.2.

Eliminando e tiempo entre las tres
ecuaciones(3.1), se obtiene laecuaciénanditica

de latrayectoria .
f,(xy,2)=0
f,(xy,2) =0

gue serd, en general, una curva alabeada en €l ,X/

espacio. Figura3.2

Se llama vector desplazamiento entre dos posiciones de la particula, consecutivas en €l
tiempo, aun vector con origen enlaprimeraposiciony extremo enlasegunda. Enlafigura3.2
se indican las posiciones A y B de la particula en los instantes de tiempo t, y t, y € vector
desplazamiento entre tales posiciones es

Ar=AB=r(t)-r(t) (3.3

3.3.3 VELOCIDAD MEDIA. VECTOR VELOCIDAD

Cuando se utiliza este tipo de representacion, se puede definir la velocidad media de la
particula entre dos instantes t, y t, (equivalentemente, entre las posiciones A y B) como un
vector que es el cociente entre €l vector desplazamiento y el tiempo empleado por la particula
en pasar de una posicion aotray se escribe

VA _ r(tz) - l‘(tl)
S VM = T (34)

Ty

Laveocidad instantanea de la particula en €l

+dr  instante t, se define como e limite de la

expresion (3.4) cuando t, estd infinitamente
préximo a t,, es decir

x(t)

v = lim —r(t2) ~r(t)

/ ¥(® wh LTh
X

Figura3.3
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y en un instante genérico t se escribe

v = lim r(t+At)-r(t) _ dr

35
At-0 At dt (35)

El vector velocidad instantanea es la derivada con respecto a tiempo del vector de
posicion.

Derivando con respecto a tiempo la ecuacion (3.2) y teniendo en cuentaque los versores
del sistema de referencia no varian con el tiempo para un observador situado en € mismo
sistema, €l vector velocidad es

V() - dx(t)i N dy(t)j N dz(t)k (3.6)
dt dt dt
o también
V(1) = v (8) T Hv(t) | +v,(t) k
donde v_ = g, v, = dy v, = dz son las componentes del vector velocidad en el

ad” v dt’ O dt
sistema de referencia que estamos utilizando parareferir el movimiento.

3.3.4 VECTOR ACELERACION

La aceleracion instanténea de la particula materia se define como la derivada del vector
velocidad con respecto al tiempo y su expresion es

dv() _ d’r(t)

a(t) = 3.7
O (37)
y Sus componentes a,, a,, 8, Serén
a(t) = a i+ agj +ak =
dv dv dv
= Xi =+ yj =+ z k =
dt dt dt (3.8)

d?x, d%y. d’z

= 1+

J+—k
dt? dt? dt?

donde se entiende que tanto X, y, z, como v,, V,, V, son, en general, funciones del tiempo
aunque no se escriba explicitamente.
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3.3.5 HODOGRAFA

:(t] ) 7("—2)

Trayectoria ‘T(ts) a(t)
3

Hodégrafa

Figura3.4

Consideramos un punto fijo Oy, con origen en é, trazamos vectores equipolentes a los
sucesivos vectores velocidad de una particula material (figura 3.4).

Lahodégrafa es €l lugar geométrico de |os extremos de esos vectores.

Como la aceleracion es la derivada del vector velocidad, serétangente a la hodografa en
cada punto. Esto nos permite dar una interpretacion a la aceleracion: "la aceleracion es la
velocidad con que el extremo del vector velocidad recorrelahodografa, s éste se generaala
vez que la particularecorre la trayectoria'.

Si disponemos de la ecuacion de la hodografa en un sistema de referencia determinado,
disponemosentonces de unarel aciénentrelascomponentesdel vector velocidad enesesistema
de referencia.

Insistiremos en este concepto cuando estudiemos con detalle ciertostipos de movimiento.

3.4 DESCRIPCION DEL MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA MATERIAL QUE
SE MUEVE A LO LARGO DE UNA TRAYECTORIA DEFINIDA, EN
FUNCION DE PARAMETROS DE DICHA TRAYECTORIA

Y ahemos definido latrayectoria de una particula material como el lugar geométrico delas
sucesivas posiciones que la particula va ocupando en e espacio alo largo de su movimiento.

Veremos ahora una forma dternativa de estudiar el movimiento de una particula que

resultara Util en muchos casos, especia mente cuando la trayectoria que sigue la particula se
conozca apriori.
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3.4.1 LEY HORARIA

Conocida, pues, la ecuacion de la
trayectoria (que es, en general, una curva
en e espacio), disponemos de dos
ligadurasy por tanto el nimero de grados
delibertad de una particula material que se
mueve a lo largo de ella es uno. Bastara
pues con conocer un parametro paratener
perfectamente determinado el movimiento
de la particula. Este pardmetro es €
espacio recorrido sobre la trayectoria en
funcion del tiempo. Es decir,

Figura3.5 s = s(t) (3.9

guesellama"ecuacion oley horaria" del movimientoy nos proporciona el espacio recorrido
por laparticulaalo largo de latrayectoria en funcion del tiempo apartir deunaposiciéninicia
S que corresponde a un instante inicial t,.

3.4.2 VELOCIDAD

Para una descripcién completa del movimiento no basta con conocer la ley horaria 'y la
trayectoria. Hace falta una descripcién cuantitativa de la rapidez con que la particula material
cambia de posicion con el tiempo. Para elo se define la velocidad como el cociente entre el
espacio recorrido sobre latrayectoriay €l tiempo empleado en recorrerlo.

Su ecuacion de dimensiones:

] = _]] - LT

[s
[t
y las unidades Sl son m/s 6 m.s*

Si enuninstantet, laparticula se encuentraen laposicions,=s(t,) y enuninstante posterior
t, en laposicion s=5(t,), se define la velocidad media v, (t,,t,) como €l cociente

S2_S1 _ AS

t,-t, At

v (t,t) =
sendo )s=s,-s; )t=t,-t,.

La informacion que proporciona esta velocidad media no es muy buena porgue no es
caracteristicade un Unico punto sobrelatrayectoria, sno deuninterval o. Nosinteresaconocer
lavelocidad de laparticula en uninstante. Paradlo definimoslavelocidad instantdnea como
un vector quetieneladireccion de latangente alatrayectoria en €l punto considerado, sentido
el del recorrido de laparticulay modulo el cociente ) s/)t cuando )t tiende a cero.
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Esdecir

. As
lim =—
A0 At

|V|: d_
t

El vector velocidad instantanea serd, en funcion de variables de camino,

(3.10)

donde u, es un vector unitario tangente a la trayectoria en e punto considerado y dirigido en
el sentido de |os espacios crecientes.

Al valor dg/dt se le llama velocidad escalar y coincide con la proyecciéon de v en la
direccion y sentido de u,, y se representa por v.

Es decir:
— =v'u =V (3.11)

3.4.3 ACELERACION

Es evidente que €l vector velocidad, en general, no sera constante ni en médulo ni en
direccionalo largo del movimiento. Paratener un estudio completo del movimiento debemos
conocer como cambia el vector velocidad en funcion del tiempo. El valor de este cambio nos
lo proporciona la aceleracion, que se define como la variacion con € tiempo del vector
velocidad:

a=limdY - & (3.12)
A0 At dt

Ecuacioén de dimensiones:

- M _pre
[a] il

Unidades SI: m/s 6 m.s>.

Laformula (3.12) anterior se puede desarrollar s recordamos la expresion de la velocidad
en términos de variables de camino (espacio recorrido y versor tangente, formula (3.10)):

2 d
dt dt? dt dt
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El versor tangente es funcion de la variable s (su orientacion depende del punto de la
trayectoria donde nos encontremos), es decir, u=u,(s). Asi:

y sustituyendo en (3.13)
— (3.14)

Vamos a calcular ahorala derivada del versor tangente.

Consideremos e  versor
— P
u, (s) tangente en dos posiciones

u+(s +As) sucesivas de la particula material
! sobre la trayectoria separadas una
distancia )s, u(s) y u(s+)s
As (figura 3.6)
Figura 3.6 S las posiciones s y st+)s

estan infinitamente préximas (es
decir, )s Y 0) los dos versores tienden a cortarse y, en € limite, definen un plano que se
conoce con el nombre de plano osculador . El plano osculador queda, por tanto, determinado
por el origen "comun" (los dos vectores tienen sus origenes tan préximos que, en € limite,
coinciden) y los dos versores u,(s) y u,(s+)s).

El plano osculador es, entonces, el plano definido por dos tangentes "consecutivas'
infinitamente préximasy contendra
un elemento diferencial de
trayectoria )s tan pequefio que
puede ser considerado plano (la
trayectoria es "locamente” plana
aunque, en general, seré una curva
alabeada cuaquiera).

Consideremos ahora rectas
perpendicularesau,(s) y u(s+)s)y
contenidas en e plano osculador
(figura 3.7). En € limite (cuando

)s Y 0) estas rectas se cortan en
un punto O, llamado centro de
curvatura. Ladistanciadesde O d

punto de la curva considerado se
Plano OSCU'adOF/‘ denominaradio de curvatura (D).
Tanto el centro como el radio de
curvatura varian segun € punto de

Figura3.7
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latrayectoria en que nosencontremos. Esdecir, O=0(s) y D=D(s). El centro de curvaturaesta
contenido también en el plano osculador y la direccion definidapor lasrectas perpendiculares
que hemos utilizado para determinarlo es la direccion de la denominada nor mal principal.

Notese que esa direccidn (la de la normal principa), de entre las infinitas direcciones
normales que se pueden trazar a la trayectoria en e punto considerado, es precisamente la
contenida en el plano osculador.

Recordando la definicién de derivada de un vector:

Auys) W HCFAY WG Au gy
ds As-0 As As-0 As

us)

Determinemos cuanto vale en el limiteladirecciony
el mddulo de ) u;:

u, (s+As)

Figura3.8

C Direccién de u,(s) cuando )stiende a cero.
As-0 = Ad -0

En la figura 3.8 se observa que s
JNG60, ) u,(s) tiendeaser normal au,(s)
y a estar contenido en € plano
osculador. Es decir, tiene la direccion
gue hemosdenominado normal principal.
Llamamos u,, a versor normal principal
(quenossirve paradefinir esadireccion)
y que es un vector de modulo unidad,
direccion la de la norma principal y
sentido apuntando siempre hacia €
centro de curvatura de la trayectoria
(figura 3.9).

Figura3.9

lim Au,s) = (lim |Aw(s)|)u,
As-0 As-0

Asi,
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C Modulode )u,(s) cuando )stiendea cero.

En e triangulo vectoria delafigura 3.8,
| A“t(s)| = |l.lt(S)| Ad = Ad

En lafigura 3.7 vemos que

As = pAd - Ap - AS
p

Es decir,
A
|Au,(s)| =~ Ad = —ps

Sustituyendo ahora en (3.15),
u (3.16)

El vector aceleracion se puede escribir en términos de pardmetros de la trayectoria,
sustituyendo (3.16) en (3.14), como

2 2
a(s) = d’s u, + 1fds u (3.17)
dt? p\ dt

O también, recordando (3.11),
as) = —u,+—u (3.18)
dt

donde vemos que el vector aceleracion en cada instante se puede representar mediante dos
componentes. una en la direccion de la tangente, que se llama aceler acion tangencial (a) y
otraen ladireccion de lanormal principal que se llama aceleracion normal (a,).

Ambas componentes, para cada punto de la trayectoria (o, equivalentemente, para cada

instante) estan contenidas en el plano osculador y, por tanto, € vector aceleracion de la
particula también lo esta. De forma resumida se puede poner

a(s) = a,(s) +a,(s)
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y, utilizando las expresiones (3.17) y (3.18), las componentes de la aceleracion son

a = L8y - &y
t dtzut_ a
(3.19)
C1(ds)r  v?
a =—|—| u=—u

L ascomponentestangencia y normal de laacel eracion tienen unainterpretacion fisicaque
se puede observar claramente en las expresiones (3.19).

La componente tangencial aparece por la variacion con € tiempo del médulo de la
velocidad mientras que la componente normal 1o hace por la variacion con e tiempo de la
direccién de la velocidad.

También podemos observar que mientras a, puede ser positiva 0 negativa (es decir, su
sentido puede coincidir o ser opuesto al de u,) segun que el vaor escaar de la velocidad
aumente o disminuya con el tiempo, a, siempre es positiva (es decir, su sentido coincide
siempreconel deu,) y, por tanto, apuntasiempre haciael centro de curvaturade latrayectoria
independientemente de como varie la direccion del vector velocidad.

Resumiendo, el movimiento de una particula que se mueve sobre una trayectoria definida
gueda perfectamente determinado S se conoce la ecuacién de esa trayectoria (Io que nos
permitirdconocer en cadaposicionlosversoresu, y u,) y laley horaria del movimiento (lo que
nos permitirarelacionar la posicion que ocupa la particula sobre la trayectoria con el instante
en que lo hace).
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3.4.4 TRIEDRO INTRINSECO

Hemos utilizado los versores u,(s) y u,(S) para representar 1os vectores velocidad y
aceleracion de una particula material. Estos versores son funcién del punto de la trayectoria
en que se encuentre la particula y, por tanto,
versores intrinsecos propios del camino que
recorre. Se define & versor u, (versor
binormal) como

U, = U, X U,
de maneraqueu,, U,y u, forman untriedro a
derechas. Estetriedro dereferencia se conoce

normal

rectificante

o con e nombre de triedro intrinseco y los
" planos que lo forman reciben también
nombres especiales.
osculador

_ El plano definido por u, y u,, se denomina

Figura3.10 plano osculador, como ya sabfamos. El
determinado por u, y u, se denotapor plano normal y el deu, y u, plano rectificante, como
se puede observar en lafigura 3.10.

3.5 RELACION ENTRE LA DESCRIPCION DEL MOVIMIENTO UTILIZANDO
VARIABLES DE CAMINO Y LA DESCRIPCION UTILIZANDO UN SISTEMA
DE REFERENCIA CARTESIANO

En algunasocasiones esinteresante (aveces necesario) obtener lasexpresiones cartesianas
de los vectores que describen el movimiento de una particula material cuando éstos son
conocidos en sus componentes intrinsecas (0 a la inversa). Por élo vamos a estudiar las
expresiones que ligan los vectores unitarios del triedro intrinseco con los correspondientes a
un sistema de referencia cartesiano. Analizaremos por separado los caso bidimensiona (o
plano) y tridimensiona (o espacial).

También, comparando las ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.10) y dado que € mddulo de la
vel ocidad esinvariante conrespecto as stemas de coordenadas, obtenemosdeformainmediata
laconocidarelacion

| dr| = ds = y/(dx)? + (dy)? + (dz)?
entre €l incremento infinitesmal del vector de posicion y la longitud de un arco diferencial
sobre la trayectoria.
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3.5.1 MOVIMIENTO PLANO

En este tipo de problemas el plano osculador coincide con e plano del movimiento. Si
elegimoseste plano como plano xy del triedro cartesiano de referencia, latrayectoria serduna
funcién de laformaf(x, y) = 0 con z= 0y ademés € versor binormal u,, coincidird en todo
instante con el versor k. Asi, bastara con determinar la expresion de u, y u,, en funciondex y
dey.

Por geometria diferencia se conoce laexpresion del radio de curvaturas estadeterminada
la ecuacion de latrayectoriay = y(X),
2
1+ dy
dx

d%y

dx?

V| w

o = (3.19 bis)

El vector u,, en un punto,se determina a partir de la pendiente de la trayectoria en ese
punto. Conocido u,, U, s un vector perpendicular a é, de modulo unidad y dirigido hacia el
centro de curvaturaque se puede obtener fécilmente sn més que multiplicar vectorialmenteu,,
(k) por u,.

Ejercicio: Encontrar la expresion delos vectores posicion, velocidad y aceleracion de una particula material que
recorrela pardbola y=-4x? cuando esta en el punto (1, -4) si su velocidad escalar es 10 m/sy varia en ese instante
en 5 m/s cada segundo .
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352 MOVIMIENTO ESPACIAL

Partimos de |a trayectoria expresada en ecuaciones paramétricas.

X =x(p)
y=y(p)
z=2(p)

donde p es un parametro cualquiera.

Determinamos €l versor u, combinando las expresiones (3.5) y (3.10) del vector velocidad.

_dt_ _ dtdr _ dr
W=V ===
ds ds dt ds
Sustituimos dr por su valor en funcién dex,y,z (3.2)
dx, dy. dz
= =Zji+~2j+ =k
T e s

Aplicamos laregla de la cadenade laderivacion

“t= Eiﬁ-ﬂj-‘-zk @
dp dp° dp ds

y solo falta determinar % . Lo hacemos imponiendo la condicion de que e modulo de u, esuno. Asi

d _ 1

ECECRE)

y asi obtenemos la expresion de uy:

TEwe Y

@ d° d
El versor u,, 1o despejamos directamente de (3.16):

d d d
n oo p dn,

ds dp ds 22-'— d_yz+ E2dp
dp dp dp

Si imponemos la condicién *u,*=1 obtenemos D(p)

BREEH]
oy = W) (dp) Ldp

du,
dp
y, por tanto,
| du,
du, dp
dp

Ejercicio: Una particula material sigue una trayectoria helicoidal cuyas ecuaciones paramétricas son

x=5sen 108
y = 5cos 108
z=8

Cuando |a particulamaterial estd en el plano xy, se sabe que tiene una velocidad escalar de 5 m/sque varia 10 m/s en cada segundo. Determinar sus vectores posicion,
velocidad y aceleracion en ese punto.
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3.6 OTROS SISTEMAS DE COORDENADAS

Hay problemas en los que la utilizacion de las coordenadas cartesianas resulta engorroso
o conduce a resultados de muy dificil interpretacion fisica. Por contra, la utilizacion en ellos
de sistemas de coordenadaaternativossimplificael planteamiento, resolucién einterpretacion
del problema.

Veremos a continuacion la formulacion del movimiento de una particula en dos sistemas
de coordenadas ampliamente utilizados, coordenadas polares y coordenadas cilindricas. La
préctica en la resolucion de problemas nos indicara en cada caso cua es e sistema més
adecuado.

3.6.1 COORDENADAS POLARES

En un plano, la posicion P de una
particula queda perfectamente
determinada s se conoce su distancia a
un origen O, llamado polo y & éngulo
gue larectaOP forma con unasemirrecta
con origen en O y que recibe e nombre
de ge polar (figura 3.11). En este
sistema, €l punto Ptiene por coordenadas
(D, 2). Se utilizalanomenclatura D para
la distancia OP, en lugar de r, para que

0 eje polar no se confunda con el médulo del vector
polo de posicion utilizado en coordenadas
Figura3.11 cartesianas.

Junto con las coordenadas (D, 2), sae utilizan |os siguientes versores ligados ala posicién
de la particulay gque son, por tanto, funciones del tiempo:

up, Versorradial, enladireccionradial, esdecir, endireccion OPy sentido de O hacia P.

u, Versortransversal, enladirecciontransversal. Se obtiene girando €l versor radial 90°
en sentido contrario alas agujas del relo;.

u,, Versor normal al plano polar. Se define mediante el producto vectorial u, =up X U, y
se utiliza como versor auxiliar para agunos célcul os.
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3.6.1.1 Derivadas de los versores

Por razonamiento semejante a readlizado en la
derivacion del versor tangente a la trayectoria, en la
figura3.12 sehanrepresentado dosposicionesdel versor
radia en dosinstantes de tiempo proximos, ty t+)t,y se
obtiene:

du . Au . AD®  do
—L2 = lim —*f = uy lim— = —u,
dt A0 At A0 At dt
Figura3.12 % . Au, _ —ﬂu
dt At-0 At dt °

En resumen, las derivadas con respecto al tiempo de losversores radial y transversal, son:

d d
Y _ 40 Mo _ _dO (3.20)
dt dt dt dt P

3.6.1.2 Estudio del movimiento

Conocidaslas coordenadas polarescomo funcionesdel tiempo, lasecuaci ones paramétricas
en funcién del tiempo son:

p=pQ
(3.21)
0 =0()
Yy, con esta notacion, € vector de posicion se puede escribir como
ri) = p®)u, () (3.22)

Derivando estaexpresionconrespecto a tiempo, obtenemosel vector vel ocidad expresado
en coordenadas polares:

du (t)
dt

W) y 1) + p(t)

p® v, ] = =

y sustituyendo (3.20) en la ecuacion anterior se obtiene, final mente:

dp . dO
Py —~u 3.23
g e P g (323)

V=

donde se ha omitido la referencia explicita a que tanto las funciones como sus derivadas
dependen del tiempo.

El primer sumando del segundo miembro de (3.23) se denomina velocidad radial y el
segundo sumando se denomina velocidad transver sal o azimutal.
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La aceleracion se obtiene derivando con respecto al tiempo la expresion de la vel ocidad:

2 2
dt2 dt dt

dt @2 °  dt dt dt dt

y sustituyendo las derivadas de los versores, la expresion de la aceleracion queda:

2 2 2
= d_p_p Q u +2d_p£+ de
dt? dt .

gt dat P g "

(3.24)

0

3.6.1.3 Otras relaciones de utilidad

Relacién entre coordenadas polares y coordenadas cartesianas cuyo ge OX coincida con

el gepolar:
— w2 2
x=p cosD p=vx*y
(3.25)
y=p sen0 0 = arc tg ¥
X

El diferencia del vector de posicién se escribe:
dr=dp u, + pdo u,
Un diferencial de arco de trayectoria, ds, se puede expresar como:
(ds)* = (dp)* + (p d6)°

de donde se obtiene € moddulo de la velocidad:

()
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3.6.2 COORDENADAS CILINDRICAS

Si a las coordenadas polares afiadimos un tercer versor u,, llamado versor axial, de
direccion fija perpendicular a plano definido por up y u,, de forma que u, = up X U,, Se
obtiene un sistema de coordenadas cilindricas.

El motivo de llamar u, a este versor es z
porque, normalmente, o haremos coincidir
con € versor k de un sistema cartesiano e .
cuando hagamaos cambios de coordenadas. f

Estetipo de sistema es Util, por jemplo,
en e estudio de la cineméticay dindmicade
maquinaria rotativa, donde las fuerzas
radiaes, tangencides y axiales tiene un
concreto significado fisico.

En la figura 3.13 se indica, sobre un Figura3.13
sistema cartesiano, la posicion de un punto
P, sus coordenadas cilindricas (D, 2, Z) y los tres versores ligados a la posicién del punto en
cadainstante.

3.6.2.1 Derivadas de los versores

Por procedimiento semejante a realizado en el apartado anterior, se pueden obtener las
derivadas de |os versores en coordenadas cilindricas que son:

dup do

dt dt
dug do
90 _ _%v 3.26
dt dt " (3:26)
du,

=0
dt
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3.6.2.2 Estudio del movimiento

Conocidas las coordenadas cilindricas como funciones del tiempo, las ecuaciones
paramétricas en funcion del tiempo son:

p=p()
0 = 0(t) (3.27)
z = z(t)

Yy, con esta notacion, € vector de posicion se puede escribir como
r) = p®u,® +z(t) v, (3.28)

Derivando esta expresion con respecto al tiempo y utilizando las relaciones (3.26),
obtenemos el vector velocidad expresado en coordenadas cilindricas, que resulta ser :

_dpu . deu +dzu

3.29
dt dt * (3:29)

A\

El primer sumando del segundo miembro de (3.29) se denomina velocidad radial, €
segundo se denomina velocidad transversal y € tercero velocidad axial.

L a acel eracion se obtiene derivando con respecto al tiempo la expresién de lavelocidad y
se obtiene la siguiente expresion:

d?p do \?
—_— = p —_— u -+
dt? dt P

a-=

2 2
2 d_p ﬂ +p ﬂ u, + E u, (330)
dt dt dt2 2
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3.6.2.3 Otras relaciones de utilidad
Relacion entre coordenadas cilindricas y coordenadas cartesianas (figura 3.13):

x = p cosf p=yx2+y?

0 = arc tg Yy (3.31)
X

y=p senbd
z=1z Z=2Z
El diferencia del vector de posicién se escribe:
dr=dp u, + pd0 u, + dzu,
Un diferencial de arco de trayectoria, ds, se puede expresar como:

(ds)? = (dp)* + (p dO)* + (d2)’

de donde se obtiene € mddulo de la velocidad:

SRR

dz

N
0

- d

\

e v

X |

|

Figura3.14
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3.7 ESTUDIO DE ALGUNOS MOVIMIENTOS PARTICULARES
3.7.1 MOVIMIENTO RECTILINEO

Diremos que el movimiento de una particula material en un sistema de referencia es
rectilineo cuando su trayectoria en ese sistema es unarecta. Esto supone quetanto su vel ocidad
como su aceleracion también deben ser, en todo instante, paralelos a esa recta.

Eligiendo adecuadamente el sistema de referencia, se puede hacer coincidir uno delosegjes
(por gemplo, e OX) conlarectatrayectoria de la particula materia. El vector de posicién, la
velocidad y la aceleracion tendran, en ese sistema de referencia, una Unica componente.

Esmuy normal, en estos casos, obviar €l caracter vectoria de estas magnitudes y mangjar
solo losvalores escalares (x, v 6 a), que coinciden con losrespectivos médulosy un signo que
nosindicarasu sentido. Conocidas las condicionesiniciadesy aguno de los vectores citado se
pueden determinar |os restantes por integracién o derivacion.

Un caso muy comin esel de movimiento rectilineo con acel eracion constante. Suponemos
una particula material que sigue una trayectoria rectilinea con aceleracién constante a.
Eligiendo como ge x del triedro de referencia uno coincidente con la recta trayectoria de la
particula, a=ai y suponiendo que en t=t,, V(t,)=v, iy r(ty)=X, i, de (3.7)

dv = adt, dv = adt

Integrando y teniendo en cuenta las condicionesiniciales

f Y dv = f “adt = a ['dt es decir v(t) = v, +a(t-t) (3.32)
Vo ty

fo

De (3.5),
dr =vdt Y dx =vdt

Sustituyendo en (3.32) e integrando teniendo en cuenta las condicionesiniciales,

f * dx = f vdt es decir x(t) = x, +vy(t-t)+ La(t-t,) (3.33)
% t 2

En numerosas ocasiones se suele elegir € ingtante inicial, t, = 0, cuando la particula esta
en €l origen de coordenadas, x, =0, conunaciertavelocidad v, O 0. Ad, lasecuaciones (3.32)
y (3.33) quedan:

v(t) = v, +at

3.27



Se puede tener unaideaclaradelosmovimientos haciendo representaciones gréficasdelas
funciones a(t), v(t) y x(t). Larepresentacion correspondiente serd (figura 3.15):

A
a(t)

v(t)

Figura3.15

Un caso particular interesante es el de aceleracion nula. Es € movimiento rectilineo con
velocidad constante,

a=0
V=V,
X =Vt

Hay que recordar el carécter vectoria de las magnitudes que se manegjan en cineméticay
la simplificacion que utilizamos por € hecho de estar estudiando un movimiento rectilineo.

Los vectores v y a tienen la misma direccion (en nuestro caso la elegida como ge x) pero
pueden tener igual o distinto sentido dependiendo de los signos de las derivadas con respecto
al tiempo de v y de x. S aumenta el médulo de la velocidad de la particula material, diremos
guetieneun movimientoaceler ado, mientrasques disminuye diremosqueesr etar dado. Esto
no depende en exclusivadel signo (sentido) de laaceleracidn. Hay que comparar ese signo con
el delavelocidad (figura 3.16).
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—— ——
. v - A%
u _— u -
—— ——
S— --—
—— ——
a a
v>0 v<0
a>0 a<0
acelerado
—— ——
u —_— u --—
—— ——
--— —
—-— ——
a a
v>0 v<0
a<0 a>0
retardado
Figura3.16

El movimiento sera acelerado si |os signos (sentidos) de v y a coinciden y sera retardado
S son opuestos. Recordamos que las expresiones (3.32) y (3.33) estén deducidas con €l signo

implicito, es decir, x, vy a son los valores escaares de r, v y a y, por tanto, habra que
sustituirlos en esas expresiones con su signo correspondiente.
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3.7.2 MOVIMIENTO CIRCULAR

Cuando una partticula materiad P gira
alrededor de un ge EE', fijo a un determinado
sistemadereferencia, realizaun movimiento cuya
trayectoria es unacircunferencia contenidaen un
plano normal a €ey con centro en €. En la
figura3.17 seindican el ge EE’, laparticulaPy
latrayectoria que describe, con centro en C. Este
tipo de movimiento se denomina movimiento
circular.

Para estudiar el movimiento, es conveniente
utilizar un sistema de referencia cartesiano como
el indicado en lafigura 3.17, cuyos versores u,
Yy U, estén contenidos en el plano del movimiento
(0 en un plano paraelo a @) y € versor u,
contenido en el gedegiro.

En este sstema de referencia, €l vector de
posicidndelaparticula, tomando como origenun
punto cualquiera O del ge, es

-
E | u,
|

Figura3.17 r = OP

y s tomésemosel origen del sistemaen el centro C delatrayectoria, €l vector de posicion seria
R=CP

gue es & caso particular que se estudia en cursos elementales.
En uno u otro caso, € estudio de este movimiento se puede redlizar aplicando los
conceptos ya expuestos es este mismo capitulo, pero por laimportanciay peculiaridades del

mismo, se hard a continuacién un tratamiento especifico que aporte nuevos conceptos y
prepare las formulas para una utilizacién mas comoday sencilla.

3.7.2.1 Vector velocidad. Velocidad angular

La velocidad de la particula, utilizando la expresion (3.10), es un vector tangente a la
trayectoria dado por

(3.35)
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Observando la figura 3.17 vemos que el camino diferencial recorrido por la particula se
puede poner como
ds=Rd2=rsennd2 (3.36)

donde d2 es el angulo girado por € radiovector R mientras la particularecorre € arco ds.

Por otra parte, €l versor tangente u, se puede expresar en funcion del vector de posicion
delaparticulay delosversores del sistema de referencia. Como u, es perpendicular ar y aus,
se puede poner

u, xr 1
u, = = u, xr (3.37)
t 3

|u,xr|  rseng

Laexpresion anterior esequivalentea  u, = % (u; xR) s tenemos en cuentaque
U,y r definen e mismo plano que u; y Ry ademéasque R =r sen n.

Sustituyendo ahora (3.36) y (3.37) en (3.35), lavelocidad queda

% u, xr (3.38)

En esta ecuacion, % es una magnitud escalar que expresa el dngulo girado, por unidad

de tiempo, por €l vector de posicion R de la particula relativo a centro de la trayectoria. Por
este motivo se denomina velocidad angular de rotacion de la particula, y se designapor T,

Es conveniente dotar a T de un carécter vectorial, lo que facilitara su utilizacion en los
célculos. Como los giros alrededor de un gje se pueden representar por vectores paraelos a
ge, se define el vector velocidad angular derotacion de la particula, mediante la expresion

d0
dt
El vector velocidad angular es una caracteristica del movimiento de rotacion ya que si
consideramosvarias particulas, solidariamenteunidas, quegirenal rededor del mismo gje, todas
tiene la misma velocidad angular T, aunque puede gue no tengan la misma velocidad v. Por
gemplo, s en lafigura 3.17 consideramos particul as siempre contenidas en el triangulo OCP
que giran alavez que lo hace la particula P, todas tendrian la misma velocidad angular.

o= 49, (3.39)

Sustituyendo (3.39) en (3.38), obtenemos una expresion parala velocidad de la particula,
en funcion de la velocidad angular y del vector de posicion

V=mxr (Naturamente, también se puede escribir v = o xR (3.40)
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Laecuacion de dimensiones Sl para T ser&

= M = T!
[w] [

rad/s 6 s?

y sus unidades S,

Si el vaor escalar de la velocidad angular es positivo (d2/dt > 0), la particula material
describe la trayectoria recorriéndola en sentido contrario alas agujas del reloj vista desde el
semiespacio hacia el que apuntael versor u,. Si esnegativo, (d2/dt < 0), larecorreraal revés.

3.7.2.2 Vector aceleracion. Aceleracién angular

Para cacular la aceleracion de la particula material, derivamos la expresion (3.40) con
respecto a tiempo

= — = —XF + )X — (3.41)

do d

y teniendo en cuentaque — = — dw
dt dt

(wwy) = o u, porgueu,esunvector constante, de

(3.41) se obtiene,

a=d—wu3><r+m><v (3.42)

dt

Definimosahorael vector acel eracionangular instantaneade rotacién, y o designamos por
**, como lavariacién con € tiempo de lavelocidad angular T, es decir,

0= —=—u = —u (3.43)
Como podemos observar ' esun vector paralelo a T y cuyo valor escalar coincide conla
variacion en e tiempo del valor escalar de T.
Teniendo en cuenta (3.43) y (3.40) y sustituyéndolas en (3.42),
a=oaxr+ ox(wxr) (3.44)

gue es la expresion de la acel eracion instantanea de una particula material que gira alrededor
de un gefijo en & sistema de referencia definido anteriormente.
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Laecuacion de dimensiones Sl para** sera

[e] = 18] - 12
t]
y sus unidades S,

rad/s 6 s?

El primer sumando de (3.44) es paraelo a u, como se comprueba fécilmente en la figura
3.17.

El segundo sumando es perpendicular a plano definido por u, y T vy tiene, entonces, la
direccion que habiamos denominado normal principal.

Cadauno de ellos se corresponde por tanto con una de las componentes intrinsecas (3.17)
de laaceleracion. El primero es la aceleracion tangencia y € segundo la aceleracidn normal.
a, = axr = axR
a = 0x(xr) = ox(wxR)
Asi, e modulo de a, es
a=""rsenn="R
y el dea,
a,=T?rsenn=T?R

3.7.2.3 Movimiento circular uniforme

Sellamaasi a caso particular en el que la velocidad angular T, ademés de ser constante
en direccién, también es constante en médulo. La aceleracion angular seranula ("' = 0) seglin
su definicion (3.43).

Integrando en (3.39), S se conocen unas condicionesiniciaestalescomo, por g emplo, t=t,
y 2=2,, podremos determinar la expresion del dngulo girado en funcién del tiempo,

f" d0 = ['wdt esdecir O(t) = 0, +w(t-t,)
e0 t0

Ejercicio: Determinar la velocidad angular de rotacién de latierra alrededor desu ge.
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3.7.2.4 Movimiento circular uniformemente acelerado

Otro caso particular interesante es aquél en el que laaceleracion angular **, ademés de ser
constante en direccion, también es constante en médulo (a veces, erroneamente, se utiliza la
palabra modulo paraindicar €l valor escalar y que, por tanto, puede ser positivo 0 negativo)
y que se llama movimiento circular uniformemente acelerado.

Integrando en (3.43) a partir de condiciones inicides conocidas (t=t,, T=T,), podremos
determinar la expresion de la velocidad angular en funcién del tiempo,

° do = ft adt s decir  (t) = W, + o(t-t,)
) 1

Integrando ahora en (3.39) a partir de condiciones iniciales conocidas (t=t, 2=2,),
podremos determinar € angulo girado en funcién del tiempo,

fﬂ do - ft wdt es decir  O(t) = 0, + o (t-t)+ ~a(t- 1)
8, to 2

Ejercicio: Lavelocidad angular de una rueda, inicialmente en reposo, aumenta uniformemente hasta 100 r.p.m. en
2 minutos. Despuésdeestar durante 5 minutos a esta velocidad, se acciona un freno quele produce una aceleracion
angular constante capaz de detenerla cuando ha dado 3 000 vueltas desde que se acciond el freno. Determinar €l
tiempo total que la rueda estuvo girando y las vueltas que dio en ese tiempo.

3.7.3 COMBINACION DE DOS MOVIMIENTOS RECTILINEOS. MOVIMIENTO
PARABOLICO.

Un movimiento particularmenteinteresante es el de un objeto lanzado en las proximidades
de la superficie terrestre y sometido Unicamente a la accion de la gravedad. Ya Galileo
demostré que latrayectoria que sigue una particula material en estas circunstancias se puede
estudiar como la combinacion de dos movimientos independientes que ocurren
simultaneamente. Veremos que el estudio de la cinemética del movimiento mediante vectores
conduce, de forma natural, atal combinacién. Si elegimos un sistema de referencia de forma
gue un ge sea vertical y otro horizonta, las expresiones de las componentes de |os vectores
posicion, velocidad y aceleracion
confirman ladeduccién de Galileo. ¥

El problema que se plantea es, s N
pues, estudiar € movimiento que , N
realiza un objeto lanzado desde un Vo / S N
punto determinado, con una / maxima N\
velocidad inicia v, conocida (figura | \
3.18). N \

alcance

Para dllo éegimos un sistema de
< Figura3.18
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referencia OXY con el ge OX horizontal, €l ge OY vertica (paralelo a la direccidn de la
aceleracion de la gravedad) y origen en el punto del espacio desde € que realizamos €l
lanzamiento. Se supone que la resistencia que ofrece e aire al movimiento del objeto en su
seno esdespreciable -por eso se utilizael término de movimiento de graves (cuerpossometidos
alaaceleracion de la gravedad) en € vacio- y que mientras dura el movimiento, lainfluencia
de larotacion de latierra es también despreciable.

L os datos de que disponemos para abordar la resolucién del problema son:

C Condicionesiniciaes, parat=0:

r=0
V=V, = Vo d +V,, ] =V (cos™ i +sen ™)

C Aceleracién constante
a=-g]
donde g es & médulo de la aceleracidn de la gravedad.

Con estas condiciones e integrando |a expresion general de la aceleracion, dv = a dit,

f”dv: ifv"dvx+jfvydvy+kfvzdvz: —jgftdt
Vo Vox Voy Vo 0

v = vitvij+vk = v, cosei+ (v, seno - gt)j

v (t) = vycose = v, (cte)

vy(t) = v, sene - gt (3.45)
v,(t) =0

A partir de aqui, integrando la expresion dr = v dt,

frdr = ifxdx+jfydy+kfzdz = ivocosaftdt+jft(v0sena - gt)dt
0 0 0 0 0 0
r = v,tcose i+ (v, tsena - %gt2)j

L as ecuaciones paramétricas del movimiento son

x(t) = v,tcoso
y(t) = v, tseno - %gt2 (3.46)
z(t) = 0
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gue ponen de manifiesto la combinacion de movimientos citada al principio de este apartado.

Se comprueba féacilmente, ya que z = 0, que € movimiento es un movimiento plano
contenido en & plano XY (plano vertical local).

La ecuacion de la trayectoria se determina eliminando e tiempo en las ecuaciones

parameétricas (3.46), y se obtiene:
2
y = xtgo - g(1+—t§,a) x? (3.47)
2v,

que es la ecuacion de una parébola (figura 3.18).

Para dibujar la hodégrafa del movimiento (figura 3.19), estudiamos como varia el vector
velocidad con e tiempo. Observamos (3.45) que la componente horizontal v, es constante y

que la componente vertical v, disminuye como g)t.
V. \ |

g ‘ En la figura 3.19 suponemos que la
“gAt] velocidad inicia es el vector v,. Un tiempo )t
después, €l vector velocidad v, se obtiene
= sumando al vector v, € vector (-g)t j); y asi
o sucesivamente. Se puede observar que la
o -gAtj hoddgrafa es una recta de ecuacion x=v,, (cte)

en el plano hodégrafo.

Méas precisamente, s e movimiento se

B g considera limitado entre los instantes inicial

N | X (lanzamiento o disparo) y fina (llegada del

V,, COS O
. 1 ’ I h ,
Figura3.19 ?gio al suelo), lahodografaesun segmento de

Estetipo de movimiento esel que siguenlos proyectilesy, tradiciona mente, se determinan
una serie de parametros caracteristicos: altura maxima, alcance y parabola de seguridad.

La particula material alcanzard su méxima atura (y,,,) cuando la componente vertical de
su velocidad (v,) seanula. Asi, anulando lacomponenteyy en las ecuaciones (3.45), obtenemos
el tiempo t, en que esto sucede:

VO seno
t, = (3.48)

g

Sustituyendo (3.48) en lacomponente y de (3.46),

2 2
V, sen” o

L, = t =
Ymax = Y(t) o

Se comprueba facilmente que aumentando el médulo de la velocidad inicid (v,) se logra
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aumentar la altura méxima. También se puede observar que para v, dada, la maxima atura
dentro de las méaximas se obtiene parasen "' = 1, esdecir, *'=B/2 lo que se corresponde con
el lanzamiento vertical.

El alcanceesladistanciahorizontal recorridahastaunaposi ciondeterminada, generalmente
el suelo. Asi, en e problema planteado, € alcance serd el valor de la coordenada x cuando la
y seacero. Anulando lacomponentey de las ecuaciones (3.46) obtenemosel instantet, en que
esto ocurre:

0 = v,tsena - %gt2

gue tiene dos soluciones, unade dlastrivial (t=0) y otra,

2v,sena

t =
2 g

Sustituyendo t, en la componente x de las ecuaciones (3.46),

2
v, sen2a

alcance = x(t,) =
g
donde observamos que aumentando el modulo de v, se consigue un mayor acancey que para
un valor fijo de v,, e acance méaximo se obtiene cuando *'=B/4.

Para obtener |la parabola de seguridad, calculamos la envolvente de todas las posibles
trayectorias que se pueden conseguir paraunav, dada, variando el ahgulo deinclinacion'* de
la velocidad inicid (obsérvese que € moédulo de la velocidad de salida suele ser una
caracteristicaen el lanzamiento de un proyectil, siendo el angulo deinclinaciénde lalanzadera
el pardmetro que se puede variar con mayor facilidad). Esta envolvente (figura 3.20) dividira
€l espacio (en nuestro caso e primer cuadrante) en dos zonas. Unade ellasen laque todoslos
puntos pueden pertenecer alasposiblestrayectoriasde laparticulamaterial y otraenlaque no.
De aqui su nombre de parabola de seguridad.
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parabola de
seguridad

altura trayectorias
maxima para diferentes
angulos

alcance

Y

Figura 3.20

Resumiendo, lapardbolade seguridad separal ospuntosdel plano que pertenecen aposibles
trayectoriasde aquellosque laparticula no podraalcanzar nuncavariando Unicamente "' y para
un valor dado de v,,.

Mateméticamente la envolvente de una familia de curvas dependiente de un parametro
f(x,y,"")=0 se obtiene eliminando el parametro entre la ecuacion de la familia de curvasy su
derivada con respecto a parametro.

Es decir,
f(xy,e) = 0
df(xy,@) _ = e(xy) = 0  (envolvente)
do B

Como tenemoslaecuaciondelatrayectoria (3.47), derivando conrespectoa'’ eigualando
acero,

V2
tga = _0
gX
y sustituyendo en (3.47),
2
2
y = 0 _ BX" (3.49)
2 2
g 2v,

gue es la ecuacion de la pardbola de seguridad, que se indica en lafigura 3.20.
Dado un punto (x;, Yp) del espacio y una velocidad de sdida de médulo fijo v, podremos,

con ayuda de la ecuacién (3.49) de la pardbola de seguridad, saber s €l punto en cuestion esta
0 no dentro de la zona de posibles trayectorias.
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2 2
S yp < ;’—0 - g—xl; el punto estard dentro de la zona delimitada por |a parabola de
g 2v,
seguridad y si es mayor estara fuera. En definitiva, podremos saber si el punto podra ser o no
alcanzado por el proyectil y para un punto acanzable, con v, fijada, en la ecuacion (3.47) se
encuentran dos posibles valores del angulo ** (excepto cuando "'=B/4 que solo hay uno).
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3.7.4 MOVIMIENTO HELICOIDAL

3.74.1 Introducciéon geométrica
Consideremos una superficie cilindricarecta, cuyaseccion A =~
rectaseaunacurvacerradaC. Laposicionde un punto P sobre AN

la superficie se puede determinar perfectamente tomando un A,
sistema de coordenadas que sean:

C El recorrido AP’ sobre la seccién recta C, a partir de >
un punto arbitrario A que se toma como origen. N

C El avance P Palo largo de una generatriz.

P \
Si existe proporcionalidad entre estas dos coordenadas, es \49

decir, S se cumple que

Figura3.21

PP=khAarcoAP  (k constante) (3.50)

entoncesel lugar geométrico delasposiblesposicionesdel punto P sobrelasuperficiecilindrica
esunacurvaAA’ A A’, . ... “arrollada’ sobre € cilindro, que recibe e nombre de hélice.

-

N
O
&S

T

Figura 3.22

; 7 ’
! /\~9 /
! ’ )
’ /
7/ 7/
4 4

A

Mientras no se indique lo contrario, nos referiremos
siempre a hélices apoyadas sobre superficies cilindricas de
revolucion (figura3.22), en cuyo caso la seccionrectaC es
una circunferencia

Utilizando coordenadascilindricas, conorigenenO para
zyenA para2, laproporcionalidad (3.50) se puede poner
delaforma

Z=kAR2 (3.51)
El angulo 2 es continuamente creciente, de modo que
dos posiciones consecutivas, P y P,, sobre la misma

generatriz corresponden adngulos 2 y 2+2B.

La distancia H entre dos puntos contiguos de
interseccion de una generatriz con la hélice, se llama paso
delahélice.
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Entre en paso delahélicey € radio dd cilindro existe larelacién

k- _H (3.52)
2t R

y la constante k se llama pendiente de la hélice.

ElvalorH’ = 21 sellamapasoreducidoy lasporcionesde curvaAA" A, ALA'A,, ...
T

etc., que se van repitiendo alo largo dd cilindro, se denominan espiras de la hélice.
Indiquemos, finalmente, que & desarrollo de la hélice segin un plano tangente a cilindro

es una linearecta, cuya pendiente, en relacion al desarrollo de la seccidn recta, también vae
k.

3.7.4.2 Cineméatica del movimiento

Para estudiar el movimiento de una particula que se mueve a lo largo de una trayectoria
helicoidal, deradio Ry pendientek conocidos, resultaadecuada la utilizacién de coordenadas
cilindricas.

L as ecuaciones paramétricas del movimiento son:

D=R
2=2(Y) (3.53)
( z=12(t)

- . El vector de posicion se puede poner de la
‘f ) forma:

\ r(®) =Ru () + z() u, (354)

Figura3.23 Derivando la expresion anterior vy

recordando la ecuacion (3.29) de la velocidad
en coordenadas cilindricas, se obtiene para el vector velocidad

do dz
t)=R—uy + — 3.55
VO ERG e g (359)
z=kRO "
De | _ H’ Y z=H 2, derivando estaexpresiony llamando T a l
R
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resulta

92 _Hie (3.56)
dt

con lo que la ecuacion (3.55) se puede escribir de laforma
v(t)= o (Ruy + H'u)) (3.57)

Eltérmino0 w Ru, eslavelocidad tangencial ovelocidad decirculaciony el término
o H'u, sellanavelocidad de deslizamiento.

El modulo delavelocidad es

v=wyR2+H"? (3.58)

Para obtener la aceleracion no hay mas que particularizar la ecuacion (3.30) parael caso
gue nos ocupay queda

2
a=-w’Ru +Rd—mue+ﬂuz (3.59)
P dt dt?
Derivando (3.56) con respecto al tiempo
d’z _ H' do
dt? dt

sustituyendo en la ecuacién (3.59) y agrupando términos, se obtiene para la aceleracion

a()= - w’Ru + 011_‘;’(11% +H'u) (3.60)

El término - w?R u, eslaaceleracion normal.

El término (L—w(R“e + H/uz) = id—("v esla aceleracion tangencial, ya que tiene la
t

w dt
direccion del vector velocidad.

El radio de curvaturatiene por expresion

2 /2
R - RZ+H”
R
y pasa por € centro de la seccion rectadel cilindro en laque estala particula.
Adelantandonos un poco a concepto de sdlido rigido, podemos afirmar que todos los
puntos de un cuerpo sélido, que giraarededor de un ge y smultaneamente desizaalo largo

de é, describen trayectorias helicoidales, sempre y cuando se cumplala condicion (3.50) de
proporcionalidad.
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3.8  MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE (M.A.S))
3.8.1 INTRODUCCION

En la naturaleza hay ciertos movimientos que se producen con asiduidad. Entre ellos
destacan los movimientos oscilatorios. Este tipo de movimientos tienen una caracteristicaen
comun; son movimientos periodicos. Y detodos ellosel méssmple de abordar desde el punto
de vistamatematico es el movimiento arménico smple (m.a.s.). Comenzaremos por definir lo
gue entendemos por movimientosperi édicosy despuésrealizaremos un estudio cinemético del
movimiento armonico simple.

3.8.2 MOVIMIENTOS PERIODICOS

Diremos que € movimiento de una particula materia es periédico cuando su estado
cinemético (posicion, velocidad y aceleracion) se repite ainterval os regulares de tiempo.

Desde el punto de vistamatematico, unafuncion f de unavariable escalar t es periddicas
existeun valor particular y tnico T de la variable que verificaf(t+T)=f(t) paracuaquier valor
det dentro dd intervalo en que esta definidala funcion f.

Fisicamente el movimiento de una particula material ser& periddico cuando lo sea su
ecuacion horaria. Es decir, lafuncion s(t)=s(t+T).

Es facil comprobar que s s(t) es periddica, también lo son lavelocidad y |a aceleracion.

El tiempo (T) que debe transcurrir para que se repita € estado cinemético es algo
caracteristico de cada movimiento y se denomina PERIODO. Otra caracteristica de los
movimientos periddicos eslaFRECUENCIA (%) que se define como lainversa del periodo
y fisicamente representa el nimero de veces que se repite e estado cinemético en cada
segundo.

L as ecuaciones de dimensiones de periodo y frecuenciaen e sistemainternacional son:
[T]=T

1 -1
- =T
[£] [T]

y sus unidades sy s* respectivamente.

3.8.3 POSICION, VELOCIDAD Y ACELERACION
Cineméticamente (es decir, haciendo abstraccion de las causas que lo producen, que seran

estudiadas en dindmicade la particula materia), diremos que una particula material gjecutaun
movimiento armonico smple cuando sigue un movimiento rectilineo con unaley horaria que
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es una funcion arménica del tiempo,

x(t) = acos(wt - @) (3.61)
donde T esunaconstante caracteristicadel movimientoy ay N son constantes que dependen
delas condicionesiniciales.

En los movimientos armonicos simples se suele utilizar 1a siguiente nomenclatura:
X ELONGACION
a AMPLITUD
T PULSACION (o FRECUENCIA ANGULAR)
Tt-n FASE
n FASE INICIAL (o DESFASE)

L aley horaria delosmovimientosarmonicossimplestambién puede encontrarse escritacon
otras expresiones equival entes.

Unadedlases
x(t) = asen(wt- ¢') (3.62)

que coincide con (3.61) sin més que cambiar la constante N por N'+B/2, como se puede
comprobar fécilmente recordando que sen''=cos(**'-B/2),

Otraes
x(t) = Asenwt+Bcoswt (3.63)

con A=asenn y B=acosn que se obtiene sin més que desarrollar el coseno de una diferencia
en (3.61).

A la vez que comprobamos que efectivamente la funcion que define la ley horaria es
periddica, podemos calcular cuanto vale el periodo.

Si X(t) es periddica, verificara x(t) = x(t+T),
acos(Tt+n) =acos[T(t+T)+N]

o lo que eslo mismo,
[T{+T)+N]-[Tt+N] = 2B

OT=2n = T= "
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Efectivamente, existe T y vale 2n :

w
Luego lapulsacion (T) es 2Tn y tiene dimensiones y unidades de velocidad angular.
Al ser un movimiento rectilineo, velocidad y acel eraci 6n serén tratados como escalarescon
signo como ya vimos en € apartado 3.8.
El calculo de velocidad y acel eracién esinmediato Sh mas que derivar laexpresion (3.61).
v(t) = ~aw sen(wt- @) (3.64)
a(t) = —awlcos(wt- @) = - w?2x(t) (3.65)
Se puede observar que tanto la velocidad como la aceleracién son también funciones
periddicas del tiempo (y ademéds, a coincidir la pulsacion T, son periddicas y del mismo
periodo) conlo que se cumplen las condiciones exigidas paraque el movimiento sea periodico.
Hay que resaltar algo que nos serd de gran utilidad ala horade estudiar dinamicamentelos
movimientos. En (3.65) se observa que la acel eracion es proporcional a desplazamiento. Este
detalle conviene recordarlo para su posterior aplicaciéon en dinamica de la particula.

3.8.4 ECUACION DIFERENCIAL

La ecuacion (3.65) se puede escribir de laforma

2
% s ?x = 0 (3.65 bis)
t

gue es una ecuacion diferencia ordinaria, homogénea, de coeficientes constantes, de segundo
orden sintérmino en laprimeraderivada. Siempre que encontremos una ecuaci onformamente
anadloga a ésta, su solucion se puede escribir directamente como la ecuacion de un MAS, con
dos constantes a determinar aplicando las condicionesiniciales.
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Podemos ahora representar graficamente las funciones x(t), v(t) y a(t).

Espacio-tiempo

x(t) =acos(Tt-n)

P kT
w0 2
t:OYx(O):acosn

Xma = +Q €N t =

Ve ocidad-tiempo

v(t)=-al sen(Tt-n)

o,

V +

méx

e t=2-
w 4

t=0Y viO)=aTsenn

Acedleracion-tiempo

((t) =-aT?cos(Tt - n)

A =-al?en t=

t=0 Y ((0)=-aT2cosn
=-T2x(0)

T(2k+1)

@ kT
w 2

v

+aw
aw sen j

+aw?

Figura 3.25

1W2cos j

-aw?

Figura 3.26
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Podemos analizar 1os diagramas de movimiento para ver cud es el comportamiento de la
particula material en cada parte del movimiento, dividiéndolo en cuartos de periodo.

Primer cuarto de periodo:

- x=a Y veocidad nula
| | aceleracion méaxima negativa

v a>x>0 Y velocidad creciendo
- aceleracion negativay disminuyendo

x=0 Y velocidad méxima
acderacion nula

Segundo cuarto de periodo:

| | -a<x<0 Y velocidad decrece

e x=0 X = +3 aceleracion positivay aumentando
\' .
— x=-a Y velocidad nula
. aceleracion maxima positiva

| | -a<x<0 Y velocidad crece
7= x=0 S aceleracion positivay disminuyendo

| . 0<x<a Y velocidad disminuyendo
X =-a x=0 X = +a aceleracion negativay aumentando

Podemos observar que lavel ocidad es nula en 1os puntos extremos del movimiento (x=+a)
y maximaen el origen (x=0). Laacel eracion esmaximaen losextremosy nulaen el origen (los
maximos tanto de aceleracion como de velocidad se entiende que son maximos de médulo,
pudiendo ser méximo positivo 0 maximo negativo dependiendo de la posicion). Hay que hacer
notar que la acel eracion siempre apunta hacia el origen del movimiento.
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Existe una anal ogia entre e movimiento arménico y € movimiento circular uniforme.

Supongamos una particula materia P que,
partiendo de una posicioninicid P,, recorre una
circunferencia de radio a con velocidad angular
T constante. Cuando ha transcurrido un tiempo
t la particula habrd recorrido sobre la
circunferencia un arco alt a partir de 5, y © D
angulo central correspondiente sera Tt (figura (4L
3.27).

¢Cud es e movimiento de un punto P, que
sea en todo instante la proyeccion sobre un
diametro DD' del punto P que estarecorriendo la
' ia? :
circunferencia?. Figura3.27

Elegimos e centro O de la circunferencia como origen de un sistema de referencia
cartesiano y € didmetro DD' como gje Ox. Asi el movimiento de P, serarectilineo y contenido
en e ge Ox.

Laposicion de P, a cabo de un tiempo t vendra dada por (figura 3.27)
OP; - x,(t) = acos(Tt-n)

siendo N el angulo que iniciamente formaba e radio que define la posicién de la particula
material sobre la circunferencia.

Esdecir, mientras el punto P recorre la circunferencia de radio a con velocidad angular T
constante a partir de una posicioninicia definidapor € angulo N, su proyeccién P, recorre €l
didametro que inicialmente servia para definir el angulo N con un movimiento armonico de
pulsacion T, amplitud ay faseinicial N.

Se propone como gercicio la comprobacién de que la velocidad y la aceleracién de P,

(correspondientes al movimiento armonico) coinciden, en todo instante, con las proyecciones
sobre el diametro DD’ de lavelocidad y la aceleracion del punto P.
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3.85 SUPERPOSICION DE DOS MOVIMIENTOS ARMONICOS DE LA MISMA DIRECCION Y LA MISMA FRECUENCIA

Son interesantes| os casos de superposi ¢ién de dos movimientos armoni cos simples. Empezaremos por € caso massimple, aquel en el cual
los desplazamientos de la particula material debidos a cada uno delos movimientos por separado tienen la misma direccién (suponemos que la
del ge Ox) y ademas, los dos son de lamisma frecuencia. En lafigura 3.28 se representa este caso para un periodo del movimiento.

aX X,(t) = a, coy(Tt-N,)
1 / X,(t) = a, cog(Tt-N,)
El movimiento resultante serasumaal gebrai cadelos desplazamientos x; y X,:

X(t)=X,(t)+x,(t). Desarrollando los cosenos y llamando
A=a, cos,+a, cosh,
B=a, sen;+a, senn,

t que son constantes que dependen de | as condiciones iniciales de cada movimiento,
obtenemos
x(t) =A cosTt+B senTt=C cog(Tt-N)
Figura3.28 sendo € = /A?+B?= \/alz+azz+2ala2<:OS(<pz—tpl)
B
= Arctg — .
y ¢ g

Esdecir, e movimiento resultante estambién un movimiento arménico delamismafrecuencia, con amplitud Cy faseinicial N calculadas.

Hay algunos casos particulares de interés. X

Si n,=n,=n, & cociente B/A esigual atg Ny, por tanto, 2
N=n,=n,=n, y laamplitud esC=a,+a,. En estecaso seshablade
dos movimientos arménicos simples en fase (figura 3.29).

Figura3.29

1+2

Si n,-n,=B (y suponiendo a,>a,), C=a,-a, los dos movimientos se dicen en
oposicion defase (figura 3.30) y pueden llegar a cancelarse (esto sucedera cuando
a=a,.

Figura3.30

3.8.6 SUPERPOSICION DE DOS MOVIMIENTOS ARMONICOS DE LA MISMA FRECUENCIA Y DIRECCIONES
PERPENDICULARES

Setrataahorade estudiar el movimiento plano de una particulamaterial que se mueve de forma que sus dos coordenadas, x ey, respondan
aunaley horaria del tipo movimiento arménico:
X(t) =acos(Tt-n)
(3.66)
y(t) = b cos(Tt-n)

Para encontrar la ecuacion implicita de la trayectoria habra que eliminar el tiempo entre las dos ecuaciones paramétricas (3.66).

Desarrollando los cosenos:
= coswt cosP +senwt sen

= coswt cos +senwt seny

o K
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Eliminamos &l senTt multiplicando la primera ecuacion por senR, la segunda por senn y restando,

EsenLIJ - %senq) = coswt sen(Y - @)
a

Eliminamos ahora el cosTt multiplicando la primera ecuacion por cosR y la segunda por cosn y restando,

EcoslIJ - %cosq) = senwt sen(p - ) = —-senowt sen(Y - ¢)
a

Elevando las dos a cuadrado y sumando,

2 2
LY
2

_~Xy _ - 2 _
b 2ab<=05(llI ®) = sen* (Y - @)

n>~|><

Y llamando * aladiferenciade fasesiniciales,

2 o2
XY _2Xc0sd = sen?d (3.67)
a’ b a

~

De las ecuaciones (3.66) deducimos que la trayectoria de la particula materia estalimitada en el plano xy por lasrectas x=ta e y=th.
Latrayectoria es una curva cuya forma depende de los valores de la diferencia de fasesinicia (*).

Examinemos estas posibles trayectorias.

S * = 0 (los dos movimientos estan en fase), la ecuacion (3.67) se puede
y escribir

/ 2 que eslarecta PR delafigura 3.31. El desplazamiento sobre larectasera

s = yx2+y? = /a2 +b? cos(wt- @)

(ue como vemos es un movimiento armonico de lamisma frecuenciay amplitud

Figura3.31

Si * = B (los dos movimientos estan en oposicion) y siguiendo el proceso anterior, latrayectoriaes

_ b
y = -—x
a

que coincide con larecta SQ de lafigura 3.32.
El movimiento es nuevamente un movimiento arménico delamismafrecuencia
y amplitud que & del caso *=0.

Figura3.32
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S *=B/2,

IS}
IN)

X
—

a

1}
—

<f4
\
J

que esla€lipse dibujadaen lafigura3.33.

Para saber € sentido en que es recorrida la elipse, bastara con encontrar la
velocidad en un punto, por gemplo e y=+b (donde evidentemente, lavelocidad tiene
que ser horizontal).

v, =-al sen(Tt-n) ~—

ycomo *=B/2yn=R-*,

Figura3.33
v,=-al sen(Tt-R+B/2)=+aT coy(Tt-R)=+aT

que es un valor positivo. Es decir, la elipse es recorrida en sentido horario (figura 3.33).

Siguiendo el mismo razonamiento es facil comprobar que la trayectoria para
*=3B/2 es la misma €lipse que para € caso *=B/2 pero recorrida en sentido
-—T contrario (figura 3.34).
- |
Figura3.34

Seincluye un resumen de las trayectorias para valores intermedios de * en las figuras 3.35 a 3.38.

0<*<B/2 B/2<*<B

o 3
/ ™~

Figura3.35 Figura3.36

B< *<3B/2 3B/2<*<2B

N =
& _

Figura3.37 Figura3.38
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