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4.1 MOVIMIENTO RELATIVO. INTRODUCCION

En el capitulo anterior hemos estudiado el movimiento de puntos con respecto aun Unico
sistema de referencia. Trataremos ahora de generalizar |o estudiado parael caso de doso mas
sistemas de referencia

Suele ocurrir que la complgidad de un problema se reduce notablemente cuando somos
capaces de elegir convenientemente |os sistemas de referencia 'y descomponer € movimiento
origina en un conjunto de movimientos mas sencillos.

En numerosas ocasiones se conoce € movimiento de una particula con respecto a un
cuerpo, también con movimiento conocido (por giemplo, un avidn) y en el que podemos fijar
un sistema de referencia que, a estar ligado a cuerpo, se movera de forma conocida con
respecto al sistema de referenciaen e que queremos estudiar e movimiento (por gemplo, la
tierra). Es en estas condiciones en las que sera aplicable lo estudiado en este capitul o.

También nosserade utilidad cuando estudiemoslacinematicadelossblidosrigidos, yaque
identificaremos el movimiento de los sdlidos con € movimiento de sistemas de referencia
ligados solidariamente a ellos.

Aplicaremospor ultimo los conceptos de movimiento relativo cuando tengamos necesidad
de aplicar lasleyes de la dinamica en sistemas de referencia no inerciales, que serén definidos
convenientemente més adel ante.

Utilizaremos en todo € capitulo la denominacion sistema de referenciafijo y sistema de
referenciamdvil parareferirnosal sistemade referencia conrespecto a cual queremosestudiar
el movimiento (fijo) y a sistemade referencia auxiliar que nos ayudaraaque el estudio resulte
més sencillo (movil), pero no hay que olvidar que es una forma de hablar y que, en el estudio
cinemético no hay ninguna necesidad de que exista algun sistema de referencia real mentefijo
(por otraparte cabria preguntarse ¢fijo respecto aqué?) y bastacon conocer el movimiento de
un sistema de referencia respecto a otro.
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4.2 DERIVADA DE UN VECTOR EN DOS SISTEMAS DE REFERENCIA QUE
SE MUEVEN UNO CON RESPECTO A OTRO

Sean dos sistemas de
referenciaSy S, cartesianos, con
origenesOy O'y ges X,Y,Z y

y' X"Y'Z' respectivamente (figura
4.1).

' = MOVIL .
§= El triedro S se puede mover

de forma cualquiera con respecto
a S (es decir, O puede
desplazarse y los versoresi', |' y
k' puedencambiar suorientacion).

Ya sabemos que un vector
Figura4.1 existe y es invariante
independientementedel sistemade

referencia. En un instante determinado un vector a(t) tendrd una representacion en S

a=ai+aj+ak (4.2
y otraen S

a=a,'+aj +axk’ (4.2)
expresiones que en general serén funcion del tiempo y variaran de forma distinta en cada
sstemadereferencia. ¢EXiste algunarelacion entre estas variaciones con el tiempo del vector
a?. Eslo que tratamos de determinar.

El problema que hemos planteado es el de relacionar las derivadas temporal es cuando éstas
son realizadas (observadas) por dos observadores situados uno en cada sistema de referencia.

Paraun observador situado en S, derivar la expresion (4.2) resultamuy simple, pues solo

varian con el tiempo los escaares a,, a, y a,, mientras que los versores i', j' y k' son
constantes.
da/ da; da’
da)_ i’ Lj+ Lk 4.3
dt ), dt dt dt
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L os subindices utilizados en las derivadas nos sirven paraindicar € sistema de referencia
en el cual se estén realizando. En e caso de la variacion con €l tiempo de funciones escalares
no existe ambigtiedad en cuanto a sistema de referencia desde el que seredlizaladerivadaya
gue éstaeslamismaen cuaquier sistema dereferencia de acuerdo con el concepto newtoniano
de tiempo absoluto.

Si el observador esta situado en S, todo en la expresion (4.2) varia con e tiempo. Varian
los escalares (de igual forma que para un observador en S) y también varian losversoresi', j'
y k' (no en médulo pero si en direccién).

/ / /
(da) :%’/+dﬁ'/+&k/+
S

dt dt dt dt

/(di/] /(dj/] /(dk’]
+oag | — + ay| —— +ta,| —
dt ) ¢ dt ) dt )
Observamos que los tres primeros sumandos del segundo miembro de la expresion (4.4)
coinciden con € segundo miembro de (4.3). Asi,

(da] _ (da) /(di’] / dj’] /(dk’
- = | — +a | — + ay C + 3 | —
dt), \dt)g dt ) :

dt “\ dt
Se trata ahora de calcular |as derivadas de los versores del sstema S desde el sistema S.
Hay que determinar las tres componentes de cada uno de lostres vectores derivada. Es decir,
nueve incognitas. Pero veremos enseguida gque |osvectores que estamos derivando tienen una
serie de caracteristicas (médulo constante y angulo constante entre ellos) que restringen
notablemente este nimero de incognitas.

(4.9

(4.5)

S

Imponemos primero la condicién de médulo constante. Sabemos (Apartado 2.19.3) quela
derivada de un vector de modulo constante (en este caso unidad) es perpendicular al propio

./
vector. Si ((ii—lt] es perpendicular ai' y recordando la definicion de producto vectorial
S

(Apartado 2.13), necesariamente existira un vector p que multiplicado vectorialmente por i'

di’

dé como resultado su derivada ( iR Y lo mismo ocurrira paralas derivadas de |os otros
t

S

versores, ' y k'.
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di’ . di’ .

d—lt 1i’ = 3 p=(,p,p,)/ [EJ = pxi’ (4.6)
S S

d’| ., dj’ ./

E 1] = dgq-= (qp q,, q3)/ K = q%] (4.7)
S S

dk’] / dk’ /

— tk' = Elr:(r,r,r3)/[— = rxk (4.8

dt ) b2 dt )¢

Al hacer estos tres productos vectoriales, nos damos cuenta de que en cada uno de ellos
hay un valor arbitrario (precisamente el de la componente del vector correspondiente en la
direccién del versor por e cua estamos multiplicando)

l/ J/ k/
di’ .
(d—lt] =Py P, P3| = p3.|/ - pzk/ (49)
* 11 0 o
l/ j/ k/
di’ .
(é] =1 92 A= qsll * qlk/ (4.10)
* 1o 1 o
l/ J/ k/
/
(%] =l o= - (4.11)
* 1o o 1

L as componentes que pueden tener cualquier valor son entoncesp;, 4, Y .
Apliguemos ahorala condicién de que los versoresi', j' y k' son ortogonales,
o/ s/ YY)

i'Lj = i'"j’'=0

derivando esta expresion con respecto a tiempo desde € sistema S,

d_i/ .j/+i/.di/ =0
dt ) dt )

recordando (4.9) y (4.10) y efectuando |os productos escalares resulta
P:=0s (4.12)
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y haciendo lomismo paraj' y k' y parai' y k' llegamos a
g, =r (4.13)
p,=r, (4.19)

Recordemos que p, puede tomar cualquier valor, en particular podemos asignarle el
correspondiente aq, y r,. También g, es arbitrario y le asignamos el mismo valor quep, y r,,
y lo mismo ocurre conr, a que asignamos el valor obtenido parap, y ;. Es decir, llegamos
alaconclusion de que de las nueve incognitasiniciales, solo hay tresindependientesy que los
tresvectores p, q y r utilizados en las expresiones (4.6), (4.7) y (4.8) pueden ser iguales, ya
que

Pr=Q=r; Po=C=1; PB3=03=13
y por tanto,
p=q=r
A este Uinico vector, cuya interpretacion fisica veremos mas adelante le denotaremos por
S y asus componentesen S por S,, S,y S,, de modo que
Q=0Q,i+Q,j +Qk’ (4.15)

Sustituyendo las expresiones (4.6), (4.7) y (4.8) en (4.4) obtenemos la relacion entre las
derivadas de un mismo vector efectuadas desde dos sistemas de referencia diferentes, que es

(%J _ (2) + Qxa (4.16)
dt S dt g/

Para un vector b de modulo constante y fijo en el sistema de referencia S (caso de los
versoresi' j'y k') suderivadadesde S seranulay, por tanto, su derivada desde S:

(@] - Qxb (4.17)
dt)

Recordemos que, por ahora, €l vector S que aparece en larelacion (4.16) ni es conocido
ni tiene unainterpretacion fisica. Resolveremos estos interrogantes en € siguiente apartado.
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4.3 RELACION ENTRE LOS VECTORES VELOCIDAD DE UNA PARTICULA
MATERIAL EN DOS SISTEMAS DE REFERENCIA EN MOVIMIENTO RELATIVO.

Utilicemos dos sistemas de
referencia como |os descritos en el
apartado anterior. Sean el sstema
S' -que consideramos "movil"- que
semueve conrespecto al sstemade
referencia S -que consideramos
"fijo"- y una particula material que
tiene un movimiento cual quieracon
respecto aambos (figura 4.2),

y seanr el vector de posicion dela
particula material en el sistema de
referencia S, r'y, e vector de
posicion de la particula material en Figura4.2

el sstema de referencia S y ry €

vector de posicién del origen O' del sistema de referencia S' con respecto al sistema S.

Recordando ladefinicion de vel ocidad instanténea, la particulamaterial tendravel ocidades
VoY V'p, medidasen Sy S respectivamente, dadas por

d
v, = | 2 (4.18)
dt )
dr.
/ P
A 4.19
P dt </ ( )

A laveocidad v, de la particula material medida en S lallamamos "velocidad absoluta’.
A lavedocidad v'; de la particula material medida en S' la llamamos "velocidad relativa’.

En genera, utilizaremosel término "absoluto” para referirnos a cantidades medidas por €l
observador en € sistemade referencia S y emplearemos el término "relativo” parareferirnos
a cantidades medidas por €l observador en S.

Conviene insigtir en que el término "absoluto” es puramente de nomenclatura, sin que vy
sea una vel ocidad absoluta en el sentido de la mecénica newtoniana, ya que no conocemos €l
movimiento del sistema S. Solamente cuando € sistema S fuese un sistemafijo en el espacio
absoluto podriamos utilizar dicho término con propiedad.

Se puede encontrar una relacion entre estas velocidades derivando, desde €l sistema S, la
ecuacion que relacionalos vectores de posicion de la particula material en cadauno delosdos
sistemas con €l vector de posicion del origen de coordenadas de S' respecto de S, que es

/
rP = rO/ + Ip
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y resulta

dr, dry,/ drp
- = -+ -
dt ) ¢ dt ) dt ) ¢
Aplicando la ecuacién (4.16)

dr, dry,/ drp
JE—— = =+ RS
dt)g \ dt ) (dt
l‘o /

d
Teniendo encuenta(4.18) y (4.19) y designando ( FJ por v, (que eslavelocidad con que
S

+ Qxry (4.20)

semueve O' en e sistema §)
%=V;+WV+QX4 (4.21)

dr,, dr,,
El térmi no[ —P] se obtiene entonces de sumar dos vectores. Uno de el os( —P] que
S S/

esnulo s e punto P estafijo a sstema S, esdecir, s un observador ligado al sistema S ve el
punto P en reposo. Eso significa que este término, a que hemos llamado v', mide realmente
lavelocidad del punto P con respecto al sstema de referencia S'y que en esta velocidad no
influye para nada el movimiento de S. El otro sumando, Sxr',, se obtiene de derivar los
vectoresunitarios(i', J', k') que definen en cadainstantelas direcciones de los gjesdel sistema
S. Si estasdireccionesno variaran en €l tiempo, esdecir, s el sstema S’ no giraracon respecto
al S, éste término seria nulo. Si recordamos la expresion (3.20) vemos que para que este
sumando seaunavelocidad, S debe ser unavel ocidad angular derotacion. S mideloscambios
de direccién de los versores de S' con respecto a direcciones fijas cua esquiera (en este caso
lasi, j, k deS).

Podemos interpretar ya todos
los términos de laformula (4.21):

v, / velocidad absoluta
(medidaen & sstema S)

V', / velocidad relativa
(medidaen e sistema S)

Vo + S xr's / velocidad
de arrastre.

¢Qué dgnifica fiscamente la
velocidad de arrastre?.

Figura4.3
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Volvamos a caso particular de un punto Q fijo al sistema "movil* S (figura 4.3). La
velocidad relativade Q (V') seranula

Vv eslavelocidad conlaque se desplazael punto O' (origen del sistema de referenciamavil
S). Esdecir, estAmidiendo lavelocidad de "tradacion” del sistema maévil con respecto al fijo.
(S xr',) midelarotacion de Q alrededor de un ge que pase por € punto O'. Como Q estéfijo
al ssema movil S, este sistema gira arededor de ese ge con tal velocidad angular.
Nuevamente nos damos cuenta de que el vector S es fisicamente una velocidad angular de
rotacion instantanea del sistema mévil con respecto a fijo.

Lasuma de estos dostérminossellamavel ocidad de arrastre porque esla vel ocidad debida
al movimiento del sistema mévil. Hemos descompuesto € movimiento completo (absoluto)
de un punto P en dos. uno que Ilamamos relativo y que es e movimiento que tiene el punto
P conrespecto a sistemadereferenciamovil S'y otro que llamamosdearr astr e que es debido
al movimiento del sistema de referenciamévil S' con respecto a fijo Sy que se puede obtener
considerando €l punto Pfijo al sistema S.

Ad, laexpresion (4.21) también se puede escribir como

= + Vv

vabsoluta vrelativa arrastre

donde, recordando |a nomenclatura utilizada

_ dr,
vabsoluta = vP = E o

/
_ | drp
Vielativa ~ VP ~
dt g/
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4.4 RELACIONENTRELOSVECTORESACELERACION DE UNA PARTICULA
MATERIAL EN DOS SISTEMAS DE REFERENCIA EN MOVIMIENTO
RELATIVO

Manteniendo los mismos criterios que en € apartado anterior, |lamaremos aceleracion
absoluta del punto P (y la designaremos por ap), a la variacion medida por un observador

d
ligado al sistema de referencia S del vector velocidad absoluta. Es decir,a, = [%J :
S

Llamaremos aceleracion relativa (y la designaremos por a'p) a la variacion medida por un
observador ligado a sistema de referencia S del vector velocidad relativa. Es decir,

/ d"li
e [W

S/

Para encontrar la relacion entre ambas derivaremos con respecto a tiempo la expresion
(4.21) desde el sistema S

d dv, dv,,,
[_] [_] [ ] +(i(gx..;)] (4.22)
dt ) \dt)g ( dt ) \at ‘

Aplicamos larelacion (4.16) entre las derivadas en dos sistemas de referenciay tenemos

dv, dv,
(ﬁ] - (2 v Qxv, (4.23)
dt S dt g/
y también
/
(i(gxrlﬁ)] _(g) xrli+Q>< E] =
S d S dt S
/
_(ﬂ] xrli+Qx E +Q><rP =
dt ) t )
/
) o TP L ax(xr) (4.24)
dt s g/

Hagamosal gunas observaci ones sobrelostérminosque aparecenen (4.24). Enprimer lugar

nos damos cuenta de que
do) _(dQ) _ dQ
dt ) dt ) dt

ya que a cambiar de sistema de referencia nos aparece € término S x S que es nulo. Esto
significaquelaaceleracionangular ** del sitema dereferencia S con respecto al Seslamisma
medida en un sistema que en otro.
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/

dr
Hay también un término ya conocido.( dP] es la velocidad relativa de P. Adi, la
L

expresion (4.24) queda:

(%(Q“‘ﬁ)] = %thQXVhQX(QXré) (4.25)
S

d
Sustituyendo (4.23) y (4.25) en (4.22) y llamando a,, = [%] alaaceleracionde O
S

medida por un observador ligado a sistema S tenemos

aP=alﬁ+a0/+%><rlﬁ+ﬂ><(ﬂxrlﬁ)+2(2><vlf (4.26)

Identificamos €l término correspondiente ala acel eracion relativa (aunque ya sabemos que
es, por definicidn, a') haciendo nulos aquéllos términos en |os que intervengan movimientos
del sistema movil. Es decir, suponiendo nulos los términos correspondientes a traslacion del
origen (ay) y alarotacion de los ges (todos aquéllos en los que aparezca S o su derivada).
Asi, vemos que € Unico término no nulo es

o | 9
P dt g/

Tratamos ahorade identificar cada uno de los sumandos correspondientes alaaceleracion
de arrastre. Recordamos que el concepto de arrastre va ligado Unicamente al movimiento del
sistema dereferenciamovil (traslaciondel origeny rotaciéndelosegjes). Paraelo supongamos
gue la particula material no se mueve con respecto aS. Asi, seran nulos aquéll os términos en
los que aparezcan vel ocidades o aceleracionesrelativas (V' 0 &'). Laaceleracion de arrastre
sera entonces

como ya sabiamos.

ao,+%xré+ﬂx(ﬂxrlﬁ)

donde claramenteidentificamosel término correspondientealatraslacion del origen (a,) ylas
dos componentes, tangencial y norma de la aceleracion debida a giro de los ges

mévila,% <rp y Qx(Q xry),respectivamente.

El tltimo término que no queda englobado en ninguno delosanterioreses 2Sxv', y recibe
el nombre de acel eracién complementaria o de Coriolis. Aparece por el efecto combinado del
giro delos gjes mévilesy del movimiento relativo de la particula material con respecto aellos.
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Resumiendo, la expresion (4.26) se puede escribir también como

a = a a

absoluta relativa + arrastre + aCoriolis

donde, recordando |a nomenclatura utilizada

_ dvy
aal)soluta = aP = dt o

/
a = a/ = —dVP
relativa P dt o

a Ea0/+%><rlﬁ+ﬂ><(ﬂ><rlﬁ)

arrastre

Aorions = 20 X v1i

Existe un caso particular interesante que sera estudiado con detalle en dindmica que es
aquél en e cua observadores situados en dos sistemas distintos que estén en movimiento
relativo uno con respecto aotro observan parauna particula material lamisma aceleracion. Es
decir, cuando a, = a' .. Delaecuacion (4.26) deducimosqueesto solo ocurre cuando €l sistema
movil S no giraconrespectoaS (S y su derivadason nulas) y ademésel origen O' se desplaza
con velocidad constante (a,, = 0). Esdecir, cuando el movimiento de S con respecto aSesde
tradlacion, rectilineo y uniforme.

4.12



4.5 COMPOSICION DE ROTACIONES

Como hemos visto, € movimiento general de un sistema S’ de referencia respecto a otro
S viene representado por unatraslacién de conjunto definidamediante | os vectores vel ocidad
y aceleracion vy y a, del origen de S, referidos a S, y por una rotacion instanténea,
determinada por el vector velocidad angular derotacion S y por el vector acel eracion angular
"' del sistema S respecto a sistema S (Figura 4.4(a)).

o ‘Q
S’ e
a., .
vl
o ? 0 S
S VO' 4’ (@) -
Y a'o
0 &
Q 1

(a) (b)

Figura4.4

LosvaloresdeSy " (con S no paralelo a'* en general) son Unicos para un Unico sistema
dereferencia S en cada instante de tiempo. Como un sistema de referencia suele estar ligado
aun sdlidorigido, lo anterior esaplicable asolidosrigidosde lamismamanera: unsolido rigido
s0lo puede tener una Unica rotacion instantanea respecto a un sistema de referencia S.

Lasituacionanterior essimétrica. Un observador ligado aS veraque €l sistema S se mueve
respecto a é con unatraslacion de su origen

v(/, = = Vg a, = —ag
y con una rotacion instantanea

Q' =-Q o = -o
como seindicaen lafigura4.4(b).

En ocasiones, y por simplicidad, se suelen representar |os vectores caracteristicos de la
rotacién de un sistema S' (o de un sdlido rigido) respecto a otro S en componentes mediante

Q=0Q1i+Qj+Qk
_dQ . .
0 = —=oi+te jrak
dt y

donde hay que interpretar S,, S, y S, como las componentes del vector velocidad angular
instantanea de rotacion, Unico, de S respecto a S y nunca como rotaciones independientes
aplicadas sobre el mismo sistema de referencia o sobre el mismo solido rigido, segiin sea el
caso. Las mismas consideraciones son aplicables para e vector aceleracion angular **.
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No obstante, esposible definir sistemasdereferenciamovilesqueincluyanlosmovimientos
diferentes de dos o més slidosrigidosy, en este caso, larotacion del sistema vendradada por
la composicion de las rotaciones de |os solidos cuyos movimientos incluye.

Considérense tres sistemas de referencia S, S'y S', cada uno de ellos ligado a un Unico
solido. Sean S, y "', lavelocidad angular y aceleracion angular de S respectode Sy S,y ™',
las correspondientes de S" respecto a S (Figura 4.5(a)). Obtendremos la expresion de la
velocidad angular S y de la aceleracion angular ** de rotacion de S* respecto de S (Figura
4.5(b)).

@ (b)

Figura4.5

Lavelocidad angular de larotacién compuestade S' respecto a S viene dada por
Q=0 +0Q,
por la definicion de vector velocidad angular.

Laaceleraciénangular la obtenemos derivando la expresion anterior respecto al tiempo en
dQ dQ
() - (40,0, (_] (_) :
dt ) dt S dt ) dt /g

aQ,) (d,
= —] +] —= +Ql><Q2
dt S dt g/

S

y como, por definicion

(B, (R, (%
o = — €, = | — 0, = | —
dt ) dt ) dt /g

o =oa +ta,+Q xQ

resulta

2
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El término S, x S, representala aceleracion angular de arrastre, que explicael cambio en
direccionde S, debido a hecho de que esarrastrada por larotacion S,. No puede hacer variar
el médulo de S, yaque esperpendicular aella. Siempretienelaforma (velocidad angular que
arrastra) x (velocidad angular arrastrada)”.

El procedimiento anterior se puede aplicar a un nimero cualquiera de rotaciones
independientes (es decir, que actlian sobre solidos con movimientos diferentes entre si pero
sometidos a ligaduras mutuas) en |las condiciones especificadas.

Lacomposicién de rotaciones anterior determina como vaaser el movimiento de rotacién
de S" respecto a S, pero queda por determinar cud va a ser la traslacion del origen de S'
respecto a S. Se verificaque

/ /
Vou = Vor+ Vot Q, x
/ / / /
Ao = g+ Ay, T 0y XTo,+ QX (Qyxry,)+2Q xv,
como es relativamente fécil comprobar (se recomiendacomo gjercicio, asi como justificar que
las expresiones anteriores son coherentes con las relaciones entre vel ocidades y acel eraciones
paralossistemas Sy S, por unlado,y S'y S', por otro).

Un caso particular smple ocurre cuando losgjesde las dos rotaciones instantaness, S,,"";
y S,,"",, secortan en un punto.

Entonces es posible hacer coincidir los origenes de los sistemas S' 'y S' en ese punto
(O'=0") con lo que
/ / /

Yon = 0 Vo = 0 Agn = 0
y resulta

Vo = Vg Ag/ = Ag/
con lo que lacomposicién de sistemas moviles S'y S' se reduce Unicamente alacomposicién
de rotaciones y no afecta a latraslacion del origen.

Con las consideraciones anteriores, las relaciones generades entre velocidades y

aceleraciones, (4.21) y (4.26), se pueden aplicar paralossistemas Sy S, (composicion de S
y S') sin ninglin problema.
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