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6.1 INTRODUCCION

Un sistema de particulas materiales es un conjunto {m;},_, , de N particulas, cada una de
ellas con masa m;, que constituyen un sistema cerrado (no puede intercambiar materia con el
exterior, es decir no se admiten ni mas ni menos particulas, pero si puede haber intercambio
de energia con el exterior). Por lo demas no se imponen al sistema mas restricciones y cada
particula m; puede estar o no sometida a ligaduras, tanto procedentes del sistema (es decir, de
otras particulas m;) como del exterior (mediante interaccion con otros sistemas ajenos al que
nos ocupa).

La regla basica para estudiar un sistema de particulas es simple: cada una de ellas cumple
la ecuacion fundamental de la dindmica (5.26) en un sistema de referencia inercial. Si
conocemos la resultante de las fuerzas que actuan sobre cada particula, mediante la
integracion del sistema de 3N ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento del
sistema (tres ecuaciones diferenciales escalares de segundo orden del tipo de las (5.27) para
cada particula, en el caso general) obtendremos la solucion completa a la evolucion dinamica
del sistema, dada por los vectores de posicién r,(t) de cada una de las particulas que lo
componen, siempre que sean conocidas las condiciones iniciales (r,=r;(t=0) y v,;=Vv;(t=0), para
i=1,...,N).

Sin embargo, este procedimiento, que ya se mostraba complicado en muchos casos para
una sola particula, se hace casi imposible de aplicar en la practica para un sistema de N
particulas materiales, tanto mas cuanto mayor sea N y haciendo abstraccion de casos
particulares triviales.

Por esta razon cobran gran importancia los teoremas fundamentales y las leyes de
conservacion en la dindmica de sistemas de particulas materiales, que si bien nos
proporcionan una informacion parcial sobre la evolucién del sistema, son relativamente
sencillos de aplicar y en muchos casos suficientes.

En este capitulo se expondran los enunciados, demostraciones y significado de los
teoremas y leyes fundamentales de la dindmica para un sistema de particulas materiales. Los
resultados serdn aplicables mas adelante para el sélido rigido, un sistema de particulas
definido mediante unas ligaduras especificas entre las partes que lo componen. Al final del
capitulo se trataran con cierto detalle las colisiones, como ejemplo de aplicacion a un sistema
de dos particulas gue interaccionan entre si, bajo ciertas condiciones, mediante percusiones.
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6.2 NOTACION Y DEFINICIONES BASICAS
6.2.1 SISTEMA DE PARTICULAS MATERIALES.

Denotaremos por {m;};_; y a un sistema de N particulas materiales. Mientras no se diga lo
contrario supondremos que la posicidn, dada por el vector de posicion r, para cada particula
m;, esta representada en un sistema de referencia inercial triortogonal S (Figura 6.1).

m. El vector de posicion relativa de la
particula j respecto de la i se denota por r; y
esigual a

r., =r -r.= -T. (6.1)

donde r;; representa el vector posicion relativa
de m; respecto de m, evidentemente.

Si consideramos un sistema de referencia
no inercial S'; con origen en la particula m; y
con movimiento de traslacion respecto de S,
Figura 6.1 las derivadas de cualquier vector funcion del

tiempo son iguales en Sy en S';. Derivando la expresion (6.1) se obtiene

Vij = Vj - Vi
que representa la velocidad relativa de m; respecto de m; medida en cualquier sistema de
referencia S'; que cumpla las condiciones especificadas. De forma analoga

aij = aj -

representa la aceleracion relativa de m; respecto de m; en tales condiciones.

6.2.2 FUERZAS EXTERIORES Y FUERZAS INTERIORES.

Denotaremos mediante F; a la resultante de
las fuerzas exteriores que actian sobre la
particula m, Cada particula m, puede
interaccionar con otras particulas que no
pertenezcan al sistema. Supongamos que m;
interacciona con m sistemas exteriores y sea v
uno cualquiera de ellos. La interaccion entre los
sistemas m; y v se manifiesta mediante un par de
accion y reaccion F,=-F,, donde F,, que
representa la fuerza que actla sobre v debido a
su interaccion con m;, no nos interesa, porque v *
no forma parte de nuestro sistema de particulas. Figura 6.2
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La fuerza exterior resultante que actla sobre m; viene dada por

n
F, = E F,
v=1

Por otra parte, cada dos particulas m; y m; pueden interaccionar entre si mediante un par
de accion y reaccion y este tipo de interaccion procede del interior del sistema. Denotaremos
por f; a la fuerza interior resultante que actua sobre la particula m; debido a su interaccion con
m;. Supondremos que todas las fuerzas interiores verifican la ley fuerte de accion y reaccion,
con lo que

= -f

fy i

(6.2)

y tienen la misma recta soporte, definida por el vector posicion relativa ry, con lo que se
cumple que
xf, =r.xf. =0 (6.3)

T ™ R = Ty ™ i
Asi, por ejemplo, en un sistema de particulas materiales situado en las proximidades de
la superficie de la tierra, cada particula m; esta sometida al peso F;=m;g, que es una fuerza
exterior ya que representa la interaccion con el campo de gravedad de la tierra, que no forma
parte del sistema.

Al mismo tiempo, cada dos particulas m; y m; pueden interaccionar entre si mediante

fuerzas interiores f;;, f;, por colisiones entre ellas, por estar cargadas eléctricamente, etc.

La fuerza total que actua sobre cada particula m; del sistema viene dada por

F,+) f (6.4)

donde se excluye j=i en el sumatorio, ya que m, no ejerce fuerza sobre si misma.

6.2.3 CANTIDAD DE MOVIMIENTO.

Cada particula del sistema tiene una cantidad de movimiento p,=m,v,. Se define la cantidad
de movimiento total del sistema de particulas materiales mediante

N N
P = 21: p; = Zl: m,v; (6.5)
i= i=

que no estd asociada a ninguna particula en concreto, sino a todo el sistema.
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6.2.4 MOMENTO CINETICO.
El momento cinético de cada particula respecto a un punto O viene dado por L= r; X p;

(por sencillez se ha elegido como punto el origen del sistema de referencia que estamos
considerando). Se define el momento cinético total del sistema de particulas materiales como

N N
Lo = X rXp; = ) rx (myv) (6.6)
i1

i=1

El significado del momento cinético L, asi como del resto de las magnitudes que se estan
definiendo, se analizara mas adelante.

6.2.5 ENERGIA CINETICA.

La energia cinética total de un sistema de particulas materiales se define como la suma de
las energias cinéticas de cada particula

E—E:E _il 2_1N 2 6.7
o T 4 d T 4 Emivi _Ezmivi (6.7)
i=1 i=1 i=1

6.2.6 ENERGIA POTENCIAL.

La energia potencial de un sistema de particulas materiales puede proceder de la
interaccion de cada particula m; del sistema con otras particulas exteriores al mismo mediante
fuerzas conservativas, y en este caso hablaremos de energia potencial exterior E,", o bien de
la interaccidn entre cada dos particulas del sistema mediante fuerzas conservativas, y en este
caso hablaremos de energia potencial interior y la denotaremos por E,"™. Hay que tener en
cuenta que existiran fuerzas exteriores e interiores tanto de tipo conservativo como de tipo
disipativo en general.

Para definir la energia potencial exterior supongamos que una particula genérica m;
interacciona con n sistemas exteriores y que p de tales interacciones son conservativas (L <n).

Sea v uno de estos p sistemas. La energia potencial de interaccion entre m;y v viene dada por
E,"y la energia potencial total de interaccion de m; con el exterior del sistema por

E, - f; E)

Se define la energia potencial exterior total del sistema de particulas materiales como
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N .
E =Y E; (6.8)
i=1

La energia potencial exterior representa el intercambio de energia del sistema con el
exterior debido a fuerzas conservativas. El sistema también puede intercambiar energia
mediante fuerzas disipativas con el exterior (hemos exigido al sistema que sea cerrado, no
aislado).

Para el caso de la energia potencial interior se procede de forma analoga. Para dos
particulas m; y m; del sistema, Ilamaremos Ep” a la energia potencial total de interaccion
mediante fuerzas de tipo conservativo entre ambas. Se define la energia potencial interior del
sistema de particulas materiales como la suma de las energias potenciales Ep” de interaccion
entre cada par de particulas, extendida a todos los posibles pares ij, con i#], ya que una
particula no interacciona consigo misma. Es decir

Int N .

nt _ ij

Ep - E . Ep
V pares ij

i#j

Esta expresion se puede convertir en un sumatorio doble

N N "
IDINN (6.9)

1
2 i

j#i

Int
Ep =

que es el que utilizaremos habitualmente. La equivalencia es facil de ver, ya que

N N .. ..
7 _ ] n
2 ) Ey = ) (B +E)
i=1 j=1 V pares ij
j#i i#j
y como la energia potencial de interaccion entre cada dos particulas es Gnica, se cumple que
ij i _Ag i
Ej +E; =2E; yresulta
N

i=1 j

§ _ ij
E)=2 ) E

N
=1 V pares ij

j# i#]

La energia potencial total de interaccion de una particula m; con el resto de las N-1
particulas m; del sistema es

P =

I N )
E, " =Y Ej° (6.10)
=1

Jj#i

de donde se puede expresar la ecuacion (6.9) como
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Int 1 ~ 1Int
= = Z 6.11
p 2 ] ( )

Laenergia potencial interior pertenece Unicamente al sistema de particulas, pero laenergia
potencial exterior es compartida con otros sistemas diferentes.

6.3 CENTRO DE MASAS DE UN SISTEMA DE PARTICULAS MATERIALES
6.3.1 DEFINICION DE CENTRO DE MASAS.
Se define el centro de masas de un sistema

de particulas como el punto C cuyo vector de
posicion viene dado por

ro = — (6.12)

Si definimos la masa total del sistema como

Figura 6.3

M = i m, (6.13)

i=1
la ecuacion (6.12) se convierte en

Mr. = Z m,r; (6.14)
Las coordenadas del centro de masas en un sistema de referencia OXYZ vienen dadas por

1 i 1 i 1
— ) mX, = — ) my, Z, = —
Mg Ve M iz ¢ M i3

donde (x;, y;, Z;) representan las coordenadas de la particula m; en tal sistema.

6.7



6.3.2 MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASAS.

Derivando respecto al tiempo la ecuacién (6.14) que define el centro de masas, se obtiene
N

Mv, = zlj myv, = p (6.15)
is

que nos indica que la cantidad de movimiento p del sistema de particulas es igual a la masa
total M multiplicada por la velocidad v del centro de masas.

Volviendo a derivar la ecuacion (6.15) resulta

N dv. 4
Ma,. = m — = EP 6.16
c 121: Tdt dt (6.16)

donde a. es la aceleracion del centro de masas. Para interpretar qué representa la derivada de
p respecto al tiempo, apliquemos la segunda ley de Newton a una particula genérica m, del
sistema, que estard sometida a una fuerza exterior resultante F; y a N-1 fuerzas interiores
resultantes f;; procedentes de las otras j particulas (j=1,...,N, con j=i). En consecuencia

N dp.
F.+) f. =ma = — 6.17
2 i = meay = (6.17)
j#i
Sumando estas ecuaciones para las N particulas del sistema se obtiene

N N N N dp. dl d
F. + f - i. < | =2 6.18
lzq: ! ;Jz;" iz:;dt dt(§"'] dt (6.18)

Definiendo la resultante de las fuerzas exteriores que acttan sobre el sistema como
N
F = E F;
i=1
y teniendo en cuenta que

N N
> ) f; = > (f; +f) =0
i=1 j=1 V pares ij

j#i i#j

ya que las fuerzas interiores cumplen la ley de accion y reaccion (ecuacion 6.2), de la
ecuacion (6.18) resulta

F-d (6.19)

lo que indica que la resultante de las fuerzas exteriores que actuan sobre el sistema es igual
a la derivada respecto al tiempo de la cantidad de movimiento total del sistema.
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De las ecuaciones (6.16) y (6.19) se obtiene

F = Ma, (6.20)

que es la expresion matematica del teorema del centro de masas, cuyo enunciado es:

"El centro de masas de un sistema de particulas materiales se mueve como una
particula material de masa igual a la masa total del sistema y sometida a la
resultante de las fuerzas exteriores que acttan sobre el sistema”.

En un sistema de particulas en el que la resultante de las fuerzas exteriores sea nula el
centro de masas seguird un movimiento rectilineo uniforme o permanecera en reposo y la
cantidad de movimiento total del sistema se mantendra constante. Es decir

Si F=0 = a =0 y v, -=cte (6.21)

6.3.3 EL SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE MASAS.

Dado un sistema de particulas materiales siempre es
posible definir un sistema de referencia, con origen en el
centro de masas y con movimiento de traslacion respecto a
cualquier sistema de referencia inercial. A un sistema de
referencia de este tipo le llamaremos sistema centro de
masas, 0 abreviadamente sistema CM.

Como el centro de masas sigue un movimiento acelerado,
salvo si F=0, el sistema CM no serd inercial en general, pero
al ser su movimiento de traslacion las derivadas de cualquier
vector respecto al tiempo tendran el mismo valor en él que en
cualquier sistema inercial. La Unica fuerza de inercia que
aparecerd sobre una particula m; en el sistema CM serd -m;a..
En el caso de que la resultante de las fuerzas exteriores sea
nula el sistema CM es un sistema de referencia inercial, ya
que entonces a.=0.

Figura 6.4
El vector de posicion del centro de masas en el sistema CM es, evidentemente, ro.=0 (Figura 6.4). Aplicando la
definicion (6.12) resulta

Yy mr, =0 (6.22)

i=1
donde r; es el vector de posicion de m; en el sistema CM.

Derivando la ecuacién anterior se obtiene

N
Y mvg =0 (6.23)
i=1

0, lo que es lo mismo

N
ZI:PCi =pc=0
i

es decir, la cantidad de movimiento total del sistema de particulas respecto al sistema CM es nula.

Volviendo a derivar respecto al tiempo la ecuacion (6.23) resulta
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N
) mag =0 (6.24)
i=1

El movimiento del centro de masas, regido por la ecuacion (6.20), representa la traslacion total de todo el sistema de
particulas debida a las fuerzas exteriores que acttan sobre él, pero no dice nada respecto a como es el movimiento de las
particulas del sistema respecto al centro de masas, que suele ser el mas complejo de estudiar. En ocasiones es muy Util
situarse en el sistema CM, sobre todo si es inercial, y utilizar las ecuaciones (6.22), (6.23) y (6.24) para simplificar el estudio
del movimiento del sistema de particulas relativo al centro de masas.

6.4 TEOREMA DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO.

Laecuacion (6.19) escritaenlaforma F dt = dp puede ser integrada entre dos instantes
t,; y t, y conduce a

['2 Fdt - f"z dp = p,-p, (6.25)
Se define el impulso total de las fuerzas exteriores al sistema de particulas como
T Ext fﬁ F dt

lo que permite escribir la ecuacion (6.25) como

15t = p -p, (6.26)
que constituye la expresion del teorema de la cantidad de movimiento, cuyo enunciado es:

"El impulso total de las fuerzas exteriores que actian sobre un sistema de
particulas materiales en un intervalo de tiempo es igual a la variacion de la
cantidad de movimiento total del sistema en ese intervalo".

El teorema indica, como ya lo hacia la ecuacion (6.19), que los cambios de la cantidad de
movimiento del sistema se deben solo a las fuerzas exteriores y las fuerzas interiores no
influyen en ellos.

Como consecuencia inmediata se deduce el teorema de conservacion de la cantidad de
movimiento:

"Si la resultante de las fuerzas exteriores que actlan sobre un sistema de
particulas es nula en un intervalo de tiempo, entonces la cantidad de
movimiento del sistema se mantiene constante en ese intervalo”.

En efecto, a partir de la ecuacion (6.19) se obtiene que

F-0 - %zo - p = cte (6.27)

este resultado es equivalente a que v.=cte en estas condiciones, ya que p=Mv,, como se vio
en la ecuacion (6.15).
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6.5 MOMENTO CINETICO DE UN SISTEMA DE PARTICULAS MATERIALES
6.5.1 EL MOMENTO CINETICO EN SISTEMAS DE REFERENCIA INERCIALES.

Para un sistema inercial S el momento cinético de un sistema de particulas respecto al
origen O esté definido por la ecuacion (6.6)

N
Lo = X %P
i1

donde r; y p; representan el vector de posicion respecto a O y la cantidad de movimiento de
la particula m; en tal sistema de referencia. La definicion se puede aplicar a cualquier otro
punto del sistema S. Sea P un punto cuyo vector de posicion en S viene dado por r, y sea
re=r;-Tp el vector de posicion relativa de la particula m; respecto al punto P.

El momento cinético del sistema de particulas respecto a P viene dado por
N
L, = Y rpXp; (6.28)
i=1

y esta relacionado con L, mediante

Lo = Lp+rpxp (6.29)

como es inmediato comprobar. El punto P puede ser fijo (r,.=cte) o movil, en cuyo caso
describira una trayectoria en el sistema S y tendra una cierta velocidad v, y una aceleracion
a, en cada instante.

Si el punto P es el centro de masas del sistema la ecuacion (6.29) toma la forma

Lo = Lo +xrexp (6.30)

que permite interpretar el momento cinético L, respecto a un punto O, como el momento
cinético respecto al centro de masas, L., mas el momento de la cantidad de movimiento del
sistema de particulas aplicada en C respecto al punto O. La ecuacién (6.30) se puede poner
también en la forma

L0 = LC+MrC><vC
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6.5.2 TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO RESPECTO A UN PUNTO FIJO EN
UN SISTEMA DE REFERENCIA INERCIAL.

Dado un sistema de referencia inercial S y un sistema de particulas materiales, para cada
una de ellas se cumple el teorema del momento cinético respecto a cualquier punto fijo de S.
En particular, eligiendo por sencillez el origen O del sistema de referencia, cada particula m,
verifica

. dLg;
(01 dt
es decir
N dL,,
rx(F+Y f)=—2  i=1..,N (6.31)
i=1 dt
j#i
Sumando las N ecuaciones (6.31) se obtiene
N N N d N
YorxF+ 3y orxfy = —(3) Lg) (6.32)
i=1 i=1 =1 Boodt i

j#i

El primer término del primer miembro de (6.32) es, por definicion, el momento total de
las fuerzas exteriores que actan sobre el sistema, respecto al punto O,

N
Ext
My™ = ) r,xF,
i=1
El segundo término del primer miembro es nulo

N
iZ:;j rixfjiz Z (rixfji+rjxfij)= Z (rj_ri)xfijz E rijxfijzo

N
=1 V pares ij V pares ij V pares ij

j#i i#j i#j i#]
donde se han tenido en cuenta las expresiones (6.2) y (6.3).

El segundo miembro de la ecuacion (6.32) representa la derivada del momento cinético
del sistema de particulas respecto al punto O (ecuacion 6.6).

En consecuencia, la ecuacion (6.32) se transforma en

dL
Ext 0o
= — 6.33
0 it ( )

que es laexpresion del teorema del momento cinético para un sistema de particulas materiales,
cuyo enunciado es:
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"El momento dinamico total de las fuerzas exteriores que actdan sobre un
sistema de particulas, respecto a un punto O fijo en un sistema inercial, es
igual a la derivada respecto al tiempo del momento cinético del sistema de
particulas, respecto al mismo punto O".

Este teorema es valido sélo si las fuerzas interiores cumplen el principio fuerte de accion
y reaccion, como se ha exigido en la deduccion.

El teorema se cumple para cualquier punto fijo en el sistema S, pero no para puntos maéviles. En el caso de que P sea
un punto movil, se propone como ejercicio demostrar que

dL.
E
P“ = dtP +vPXp

Si el punto movil P es el centro de masas del sistema (P=C) el Gltimo término de la expresion anterior se anula
VeXP = Ve X(Mvg) =0
y la ecuacion anterior adopta la misma forma que (6.33)
MZ* = —¢€ (6.34)
vélida cualquiera que sea la forma en que se mueva el centro de masas.

Como consecuencia evidente de la ecuacion (6.33) se deduce el teorema de conservacion
del momento cinético:

"Si es nulo el momento resultante, respecto de un punto fijo, de las fuerzas
exteriores que acttan sobre un sistema de particulas materiales, entonces el
momento cinético del sistema respecto a dicho punto se conserva constante™.

En efecto

Mg®=0 = —2-=0 = L, -=cte (6.35)
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6.5.3 EL TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO EN SISTEMAS NO INERCIALES.

Consideremos un sistema de referencia no inercial
S' (Figura 6.5). Cada particula m; del sistema de
particulas materiales debe de cumplir, respecto a un
punto fijo O' de S' (que por sencillez sera el origen de
S", la ecuacion (5.71)

jei

donde F'; es la fuerza de inercia que actda sobre la
particula m; (se ha utilizado la notacion de fuerza
exterior porque, evidentemente, no procede del sistema
de particulas, aunque no hay que olvidar que no representa ninguna interaccion real con otro sistema fisico). Sumando las
N ecuaciones anteriores obtenemos

d[ sy

dt (12:1: LO’i]

3 / - / /

YorxF+) r/xF/ =

i=1 i=1
ya que el sumatorio doble se anula en las mismas condiciones vistas en el apartado anterior. En una notacion diferente, la
ecuacion anterior es

Figura 6.5

S/

dL/
M+ M, = d:" (6.36)

s/

El primer término de la ecuacion (6.36) representa el momento resultante de las fuerzas exteriores respecto a O'
N
Ext /
Mo/ = 21: r; xF;
i=

donde r'; es el vector de posicidn de la particulam; en S'y F; la fuerza exterior resultante que act(ia sobre ella.
M’ representa el momento total, respecto a O', de las fuerzas de inercia que actdan sobre cada particula m, del sistema
N
/ / /
Mo/ = El r; X Fi
ic

El Gltimo término

dv/ N
o’ = i E ri/ X (m.vi/
dt s/ dt\ i9 ! s/

es la derivada del momento cinético del sistema respecto a O', relativo al sistema de referencia S', ya que v'; representa la
velocidad de m; en S'.

En el caso general de un sistema de referencia con un movimiento cualquiera de traslacion mas rotacion, las fuerzas de
inercia F'; se expresan en funcion de cuatro términos y la forma que adopta M",. es muy complicada.

Un caso particular sencillo y Gtil en muchas ocasiones se da cuando el sistema no inercial S' estd en movimiento de
traslacién respecto a cualquier sistema inercial S. En este supuesto so6lo existe fuerza de inercia debido a la aceleracion del
origen del sistema movil a,,

/
F., = —miaO/

Yy, en consecuencia

N N
/ / / /
MO/ = —E r; x(ma,,) = —(Emiri] Xag, = ~Mrgxagy
i=1 i=1

donde r' representa el vector de posicidn del centro de masas en el sistema S'.
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r/x(F,+Y £)+r/xF = | 2 i=1,.
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Sustituyendo este dltimo resultado en (6.36) obtenemos
/

dL
Mot = —2 s Mrgxag, (6.37)
dt
La expresion (6.37) se reduce a la forma habitual del teorema del momento cinético (6.33), es decir a
./,
M = dt" (6.38)

siempre que r'c X ao = 0, lo que supone uno de los siguientes casos:

a) r'c=0.EsdecirO'=C (el punto O'es el centro de masas del sistema de particulas y S' representa el sistema
CM).

b) a,=0.Laaceleracion de O'es nula. Si a,, es nula en todo instante entonces el sistema S' es inercial, pero si no
es asi puede cumplirse (6.38) aunque s6lo sea para algun instante de tiempo determinado.

c) r'c| ay,.Como tanto r'c como a, tienen origen en el punto O', el hecho de que sean paralelos indica que han de
ser colineales: las rectas soporte de r'. y a, coinciden.

6.6 TRABAJOY ENERGIA EN UN SISTEMA DE PARTICULAS MATERIALES
6.6.1 TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA.

Considérese un sistema de particulas materiales {m;},, y referido a un sistema inercial S
y seant, y t, dos instantes de tiempo determinados de la evolucion del sistema. En el intervalo

entre t, y t, realizan trabajo tanto las fuerzas exteriores como las interiores. El teorema de la
energia cinética para cada particula m; del sistema viene dado por

W, = E/@ -E/(1)

que, en forma desarrollada, se puede escribir como

2
fFi-dri+ ff dr, = mvé ;mivﬁ . i=1,.,N

siendo C; la trayectoria de m; entre t; y t, en el sistema S. Omitiremos C; en lo sucesivo para
simplificar la notacion.

Sumando las N ecuaciones anteriores se obtiene

N 2 N N 2 2 2
EfF, drl+zszjl drl=z( ) Z( mv) (6.39)
=1 4 =1 j=1 9 i=1 =1

j#i

donde el ultimo miembro representa la diferencia de energia cinética del sistema de particulas
entre los instantes t; y t,, es decir
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_ xa( 1 2 _N 1 2
E.(2)-E, (1) ‘Z EmiViZ Z Emivil

i=1 i=1

Definimos el trabajo total de las fuerzas exteriores como

N
LASEEDY fZFi-dri (6.40)
i= 1
y el trabajo total de las fuerzas interiores como
N N
W= [ * f;-dr, (6.41)
i=1 j=1 Y1
j#i

Teniendo en cuenta las definiciones (6.40) y (6.41), la ecuacion (6.39) se puede escribir
como

WEt L wit - E (2) -E (1) (6.42)

que constituye la expresion del teorema de la energia cinética para un sistema de particulas
materiales, cuyo enunciado es:

"El trabajo total de las fuerzas, tanto exteriores como interiores, que actdan
sobre un sistema de particulas en un intervalo de tiempo es igual al cambio de
la energia cinética del sistema de particulas en ese intervalo".

Una consecuencia inmediata es el teorema de conservacion de la energia cinética:

"Si el trabajo total de las fuerzas que acttan sobre un sistema de particulas es
nulo en un intervalo de tiempo, entonces la energia cinética del sistema tiene
el mismo valor al final y al principio del intervalo™.

6.6.2 FUERZAS INTERIORES CONSERVATIVAS. ENERGIA PROPIA DEL SISTEMA DE PARTICULAS.

En el caso de que todas las fuerzas interiores f; sean de tipo conservativo, existe energia potencial de interaccion Epij
entre cada par de particulas m; y m; y se verifica que

- ij
f, = -V.E; (6.43)
donde conviene recordar que f; representa la fuerza interior que actlia sobre m; debido a su interaccion con m; y, en
consecuencia, para expresar el gradiente hemos utilizado en el operador nabla el subindice i de la particula sobre la que actda

la fuerza que estamos considerando. Para f; la derivacion se debe realizar respecto a la posicion r; que ocupa su punto de
aplicacion, que es la particula m;. Andlogamente, para f; se cumple que

f; = -V;Ej (6.44)
y en este caso V; indica que la derivacion se debe realizar respecto a la posicion r;, ya que f; esta aplicada en la particula m;.

Sélo consideraremos aqui fuerzas de interaccion que verifiquen la ley fuerte de acciény reaccion (ecuaciones 6.2y 6.3),
con lo que se ha de cumplir que

§o_ _ i
V.E; = -V,.E (6.45)
Los resultados que obtengamos basdndonos en la ecuacidn anterior seran validos Unicamente para energias potenciales
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que cumplan tal condicién. En particular, las energias potenciales gravitatoria o electrostatica, como cualquier energia
potencial de interaccion de tipo radial, verifican la ecuacion (6.45) (se propone la demostracion como ejercicio).

Si todas las fuerzas interiores son conservativas, el trabajo total de fuerzas interiores se puede poner como
Int _
W lnt f f.-dr, (6.46)
i= 1 j=1

jri
y también como

M=z

N
wint — E

i=1

f £, dr; (6.47)
1

LN

.
ya que los indices se pueden permutar dentro del integrando sin que cambie el resultado, al estar extendida la suma a todos
los posibles pares ij , con i#].

—

Sumando las ecuaciones (6.46) y (6.47) obtenemos

2
wit - 12 E f(fji-dri+fi].-drj) (6.48)
i=1 j=1
j#

Teniendo en cuenta (6.43), (6.44) y (6.45) resulta
fiodr+fdr; = -V,E)-dr,-V.E-dr, = -V,E)-(dr,-dr) = -V,E)-dr;

Incluyendo este resultado en el integrando de la ecuacion (6.48) se obtiene

WInt 1 zN: i ZV ij d
= — . *dar..
2 i1 J=1 [ IEP n
jri
es decir
1 LN 2 1N . .
w13 Y [aei - 1Y 3 (B0 -Elo)
233 =1 / 2343 =1

j#i j#i

Recordando la definicién de energia potencial interna, ecuacion (6.9), la expresion anterior se puede poner como
wit = E™(1) - E"(2) (6.49)
s6lo en el supuesto de que todas las fuerzas interiores sean conservativas.

Incluyendo (6.49) en la expresion del teorema de la energia cinética (ecuacion 6.42), se obtiene
WE L E (1) - E"(2) = E2) - E(1)
y, reagrupando términos,
WP = [E (2) + E;"(2)] - [E,(1) + E,"(1)] (6.50)

La suma de la energia cinética mas la energia potencial interior se denomina energia propia del sistema. La ecuacion
(6.50) indica que si todas las fuerzas interiores son conservativas, entonces el trabajo total de las fuerzas exteriores que actdan
sobre el sistema en un intervalo de tiempo es igual a la variacion de la energia propia del sistema en ese intervalo. Como
consecuencia inmediata, si el trabajo de las fuerzas exteriores es nulo se conserva la energia propia del sistema en ese
intervalo, en el supuesto considerado.
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6.6.3 FUERZAS EXTERIORES CONSERVATIVAS.

El trabajo de las fuerzas exteriores (ecuacién 6.40) viene dado, en el caso de fuerzas
conservativas, por

i=1 i=1

N 2 N 2 .
LD fFi-dri = -y fViEpl-dri (6.51)
1 1

donde conviene recordar que Epi representa la energia potencial de interaccién de la particula
m; con otras particulas ajenas al sistema.

Teniendo en cuenta que

2 2

[ ViBg-dr, = [ dE; - E/@) - E; (D)
1 1

la ecuacion (6.51) se puede escribir como
Ext _ Ext Ext
W B = E,"(D)-E, (2 (6.52)

siendo EpE"t la energia potencial exterior del sistema (ecuacion 6.8). Es decir, el trabajo de las
fuerzas exteriores de tipo conservativo que actdan sobre el sistema es igual a la variacion de
la energia potencial exterior del sistema, cambiada de signo. La energia potencial exterior no
es "propia” del sistema, sino compartida con otros sistemas, ya que supone un intercambio de
energia con particulas ajenas al mismo.

6.6.4 EL TEOREMA DE LA ENERGIA MECANICA PARA UN SISTEMA DE
PARTICULAS MATERIALES.

En el caso general, sobre un sistema de particulas materiales actuaran tanto fuerzas
conservativas como disipativas. Las denotaremos mediante los subindices C y D,
respectivamente. La fuerza exterior resultante que actla sobre la particula m; se puede
descomponer en

F, = Fg + Fy,;

donde F; es la resultante de las fuerzas exteriores conservativas que actdan sobre m;y F, la
resultante de fuerzas exteriores disipativas sobre m;. De forma similar, la fuerza interior que
actla sobre la particula m; debida a la interaccion entre m; y m;, se puede expresar, en el caso
general, como

f; = fo5 * foy

El trabajo total de las fuerzas exteriores se puede escribir entonces como sigue
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N 2 N 2
W Ext = E fFCi'dri .,.E fFDi‘dri = WCEXt +W];3Xt
i=1 1 i=1 1

Teniendo en cuenta (6.52) la ecuacion anterior equivale,
W = EP(1) -E,(2) + Wy (6.53)
Analogamente, para el trabajo de las fuerzas interiores

i=1 j=1 i=1 j=1

j#i j*i

N N 2 N N 2
Wi =2 [foydr+ XX [ fydr = We'+ Wp'
1 1

que, teniendo en cuenta la ecuacion (6.49), se reduce a
I Int 1
wit = E"(1) -E,"(2) + Wp" (6.54)
Llamaremos W, al trabajo total de fuerzas disipativas que actuan sobre el sistema
Wy, = W+ W

Sustituyendo las ecuaciones (6.53) y (6.54) en la expresion del teorema de la energia
cinética (6.42) y reagrupando términos resulta

Wy, = [E,(2) +E; () + E;" (] - [E,(1) + E; (1) + B} ()] (6.55)
Se define la energia mecénica de un sistema de particulas materiales como

E=E +E+E" (6.56)

con lo que la ecuacion (6.55) se puede escribir en forma simplificada como

W, = E2)-E(1) (6.57)

que constituye la expresion del teorema de la energia mecénica, cuyo enunciado es:

"El trabajo total de las fuerzas disipativas que actdan sobre un sistema de
particulas materiales en un intervalo de tiempo es igual a la variacion de la
energia mecéanica del sistema en ese intervalo, respecto a un sistema de
referencia inercial”.
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6.6.5 CONSERVACION DE LA ENERGIA MECANICA.
Si en la ecuacion (6.57) W, = 0, entonces
E(1) = E(2) = constante (6.58)
que es la expresion del teorema de conservacion de la energia mecanica:

"Si el trabajo total de las fuerzas disipativas es nulo, entonces se conserva la
energia mecénica del sistema de particulas".

La ecuacién (6.58) se puede escribir como

Ext  Int
E, +E, g Epn = constante

lo que implica que si el sistema evoluciona en un intervalo de tiempo At con Wy, = 0, entonces

AE™ = -A(E,+E,™)

es decir, el incremento de energia potencial que adquiere el sistema procedente del exterior
es igual y de signo contrario al incremento de energia propia del sistema de particulas.

6.6.6 TRABAJO Y ENERGIA PARA UN SISTEMA DE PARTICULAS MATERIALES EN SISTEMAS NO
INERCIALES.

Formalmente se pueden adaptar todos los resultados obtenidos en los apartados (6.6.1) a (6.6.5) para el caso de un
sistema de referencia no inercial S', sin mas que tener en cuenta el trabajo de las fuerzas de inercia que se manifiestanen S'.
Tales fuerzas ficticias no se pueden clasificar como exteriores o interiores, porque no son fuerzas reales, pero en S' se
comportan como si fueran fuerzas exteriores al sistema de particulas. Del mismo modo, no cabe considerar el trabajo que
realizan las fuerzas de inercia como estrictamente equivalente al trabajo de las fuerzas reales.

En un sistema de referencia no inercial S' los trabajos de las fuerzas exteriores e interiores vienen dados por
N 2

N 2
wE =3 fFi'dri/ wit =33 ffji'dri/
i=1 , i=1 j=1 o
i j#i i

que son diferentes a los calculados en un sistema inercial S al cambiar la trayectoria, C'; y dr';, de cada particula m;.
El trabajo de las fuerzas de inercia viene dado por
N 2
/ _ / /
w=3 f F;-dr;
i=1 ,
1C
donde F'; representa la fuerza de inercia total que actda sobre la particula m;.

Como cada particula del sistema cumple la ecuacién fundamental de la dinamica en sistemas no inerciales, que es de
la forma

N dv;
F,+) f,+F =m| —
i1 ’ dt g

por un procedimiento similar al utilizado en la seccion (6.6.1) se puede deducir el teorema de la energia cinética para un
sistema no inercial y resulta

WEL L Wity W/ = E/(2) -E/(1) (6.59)
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es decir, el trabajo total de las fuerzas exteriores e interiores, mas el trabajo de las fuerzas de inercia, es igual a la variacion
de la energia cinética calculada desde S'.

El resto de los teoremas deducidos para el trabajo y la energia en sistemas de particulas pueden adaptarse formalmente
a un sistema no inercial sin mas que incluir el efecto del trabajo de las fuerzas de inercia, W'.

En particular, para el sistema CM la Unica fuerza que actda sobre cada particula m; es -m;a. y el trabajo W' vale

N 2 2 N

w! = _Z fmiac-dri/ = f”c' Emidri/
i=1 1! 1o/ i=1

pero en el sistema CM

N N
! !

) mr; =0 - ) m,dr; =0

i=1 i=1

luego W' =0y la ecuacion (6.59) toma la misma forma que el teorema de la energia cinética en sistemas inerciales (ecuacion
6.42). Lo mismo sucede para el resto de los teoremas vistos en las secciones anteriores, (6.6.1) a (6.6.5).

6.6.7 ENERGIA CINETICA REFERIDA AL CENTRO DE MASAS.

Considérese un sistema de referencia inercial Sy un sistema
CM, S, caracteristico de un sistema de particulas materiales

{m}-, n (figura 6.6).

La energia cinética respecto al sistema S es
N

E -Y %mivf (6.60)
i=1
y respecto al sistema CM
N
1 2
B, = zlj Smva (6.61)

Los vectores de posicion de una misma particula m; respecto
a los dos sistemas de referencia estan relacionados por
I =Ic*Ig
Podemos derivar esta ecuacion respecto al tiempo sin problemas,
ya que el sistema CM tiene movimiento de traslacion respecto a S y las derivadas coinciden en ambos sistemas. Resulta
V. = Vo +V.
i C Ci

Figura 6.6

donde v representa la velocidad de m; en el sistema CM. Elevando al cuadrado esta expresion se obtiene
2 _ . .2 2 . 2
Vi = (Ve t V) (Ve V) = Ve *+2Ve Ve + Vg
que, sustituida en (6.60), conduce a

E. =

M=

n
kA
N —

N
2 2
m,vg + E myve v + m, vy (6.62)

1
2 i-1 i

M=

1

I
—_

El segundo término del dltimo miembro es nulo. En efecto
N N
)Y m;Ve Ve = V& )Y myve| =0
i=1 i=1

con lo que la ecuacidn (6.62) se reduce a

N
E, - %Mvg o> %mivé (6.63)

conocida como teorema de Koenig:
"La energia cinética de un sistema de particulas materiales es igual a la energia cinética asociada al

centro de masas si suponemos toda la masa del sistema concentrada en él, mas la energia cinética
relativa al centro de masas".
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Como se dijo en el apartado (6.6.6), a pesar de que el sistema CM no es inercial, los teoremas del trabajo y la energia
adoptan en él la misma forma que en los sistemas inerciales. Asi, respecto al sistema S el teorema de la energia cinética se
expresa

Ext Int _
W+ W = E (2) -E (1)
y respecto al sistema CM
Ext Int
Wo * Wi = Ec@ ~Ec(D)

Restando estas dos ecuaciones y teniendo en cuenta el teorema de Koenig, resulta
(wEe W) - (WS w ) = %Mvéz - %val

es decir, el trabajo total de las fuerzas que actdan sobre el sistema, en S, es igual al trabajo total en el sistema CM mas el
incremento de energia cinética de la masa total M si la consideramos concentrada en el centro de masas.

6.7 COLISIONES.
6.7.1 COLISIONES CENTRALES. LINEA DE CHOQUE.

El término colision es muy amplio y se refiere, en general, a interacciones rapidas entre
particulas o sistemas de particulas, con contacto o a distancia. En este capitulo se trataran
Gnicamente las colisiones mecanicas que suponen un contacto entre cuerpos rigidos y elasticos
y que tengan superficies exteriores suficientemente suaves, de manera que el modelo de
particula material aplicado a los cuerpos en colision aproxime razonablemente bien la
situacion real. No obstante, no siempre es posible ignorar las dimensiones o la forma de las
particulas que colisionan, incluso bajo las hipotesis indicadas. Hablaremos indistintamente
de colision o de choque para referirnos al mismo concepto.

El que la interaccion sea muy rapida indica que las fuerzas que se intercambian en el
choque generan impulsos del tipo percusidon. Supongamos que dos cuerpos 1y 2 colisionan
permaneciendo en contacto durante un tiempo pequefio At y que en ese intervalo
interaccionan mediante un par de accién y reaccion F,, = -F,,. Las percusiones que
intercambian durante la colision estan dadas por

At At
Py = [MFydt = - [MFydt - <Py, (6.64)

donde P,, representa la percusion que recibe el cuerpo 1y P,, la que recibe el 2, y siempre
para At muy pequefio. De hecho, At va a ser despreciable en la mayoria de los casos.

Se define la linea de choque, I, como la recta que contiene a las percusiones P, y P,
(figura 6.7). Se suele determinar vectorialmente la linea de choque mediante un vector
unitario u,, de sentido arbitrario, y el punto de contacto en el instante del choque.

Decimos que una colision es central cuando la linea de choque contiene a los centros de
masa de los cuerpos que colisionan (figura 6.7 a). En caso contrario hablaremos de choque
excéntrico (figura 6.7 b). El choque central supone que los cuerpos en contacto tienen
superficies exteriores suaves, que las percusiones intercambiadas no incluyen efectos de
fuerzas de friccion y que sus tamafios y formas no son muy diferentes, entre otras cosas. Si
se producen fuerzas de friccion durante el choque, ain en el supuesto de que se respeten el
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resto de las condiciones, puede aparecer una componente tangencial a las superficies de
contacto en las percusiones, (figura 6.7 b), y en este caso el choque serd excentrico.
Estudiaremos so6lo choques centrales.

(a1) (b)
Figura 6.7

Un choque central es directo cuando los vectores velocidad de las particulas
inmediatamente antes y después de la colision estan contenidos en la linea de choque. Un
choque central es oblicuo cuando no sucede lo anterior.

En este caso se define el plano de choque como el plano determinado por los vectores
velocidad de las particulas inmediatamente antes y después del choque. Evidentemente, el
plano de choque contiene a la linea de choque. Llamaremos linea normal a la recta
perpendicular a la linea de choque que pasa por el punto de contacto y esta contenida en el
plano de choque. La linea normal esta caracterizada por un vector unitario u,,, perpendicular
a u,, determinado salvo en sentido.

Los choques centrales imponen muchas condiciones a las particulas que colisionan, como
se ha visto. Por ejemplo, las colisiones entre bloques rectangulares de las mismas
dimensiones, en movimientos rectilineo, con contacto completo en dos de sus caras se
aproximan bien mediante un choque central directo y, en general, las colisiones entre esferas
rigidas, lisas y pulidas se pueden aproximar mediante choques centrales.

En casos mas generales se suelen presentar problemas. Conviene pensar en términos de

[ esferas para los cuerpos que colisionan de
forma central, si no se especifica lo
contrario.

Paraaplicar los conceptos anteriores al
choque central entre dos esferas de radios
R,y R,, en el caso general, consideremos
un sistema de referencia Sy seanr, y r,

I los vectores de posicion de los centros de
cada esfera, variables con el tiempo.

El vector de posicion relativa viene
dado por r,, =r,-r, (figura 6.8). Para que
se produzca una colision entre ambas es
necesario que en un instante t, se verifique

Figura 6.8
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|r,t)| = R, +R, (6.65)
ya que esto implica contacto en un punto.

La condicidn anterior no es suficiente. Hay que exigir ademas que la proyeccion de la
velocidad relativa del centro de una esfera respecto a la otra sobre la direccion que une sus
centros no sea nula, es decir

V,, (t) u,,(t)>0 (6.66)

ya gue en caso contrario las velocidades de cada esfera serian paralelas y se rozarian en un
punto en el instante t,, pero sin chocar. En la expresion anterior v,, es la velocidad relativa de
1 respecto de 2 (v,, =V, - V,) ¥ Uy, el versor asociado al vector de posicion relativa r,. El
signo > se debe a que exigimos que la velocidad relativa sea de acercamiento entre ambas
esferas. Si se cumplen (6.65) y (6.66) hay choque en el instante t_ y si, ademas, las
percusiones intercambiadas tienen recta soporte que contiene a los centros de masa de ambas
esferas, entonces el choque es central.

La linea de choque viene determinada por la direccién del vector de posicion relativa de
los centros de masa de ambas esferas en el instante de choque t,, es decir
u = up,(t) (6.67)

y por el punto de contacto entre ambas.

En muchas ocasiones se desprecian las dimensiones de las esferas y se tratan como
particulas puntuales. Si, debido a ello, no se dispone de datos sobre los radios R; y R,,
entonces no se puede aplicar la ecuacion (6.65) para determinar el instante de choque t, ni
tampoco la (6.67) para determinar u, en ese instante. Sin embargo, bajo todas las condiciones
impuestas, se puede obtener la linea de choque mediante

B via(te)
= =
Vi (te)
el vector unitario asociado a la velocidad relativa en el instante t.. La condicion (6.66) hace
v;,(t.) no nula en el supuesto de que haya choque y en consecuencia u, esté definido.
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6.7.2 CHOQUE CENTRAL DIRECTO.

En el choque central directo, las velocidades de las particulas antes y después de la
colision estan contenidas en la linea de choque y el problema es unidimensional. Sean v, y v,
las velocidades de cada particula antes del choque, paralelas al vector unitario u, que define
la linea de choque, y v,=Vv, .U, Y V,=V,.U, SUS proyecciones sobre u, y sean v," y v," las
proyecciones de las velocidades de ambas particulas después del choque (figura 6.9).

—-—
Ul

— . .

V] VZ \V'] \"2

O— O~ O~ O
Figura 6.9

Como la interaccion durante la colision se produce sélo mediante dos fuerzas interiores
de accidny reaccion, la suma de fuerzas exteriores sobre el sistema durante el choque es igual
a cero y se conserva la cantidad de movimiento. Segun la linea de choque, se cumple

m, v, +m,v, = m,v, + myv, (6.68)

Suponiendo conocidas v, y Vv, el problema plantea dos incégnitas, v,' y v,'. Necesitamos
otra ecuacion aparte de (6.68) y nos la va a proporcionar el coeficiente de restitucion.

La interaccién por contacto que estamos estudiando se produce mediante percusiones que
tienen su origen en las deformaciones elasticas de los materiales que colisionan y que se
pueden evaluar mediante el coeficiente de restitucion e, definido como el cociente, cambiado
de signo, entre las velocidades relativas después y antes de la colisidn para un choque central
directo, es decir,

/ /
g _-2" "1 (6.69)

Vo™ Yy

El coeficiente de restitucion depende de las propiedades elasticas de los materiales de que
estan formados los objetos que colisionan, respetando siempre las restricciones impuestas a
los choques centrales y suponiendo que sus superficies exteriores estan suficientemente
pulidas.

Las ecuaciones (6.68) y (6.69) permiten determinar las incégnitas v,' y v,' suponiendo
conocido el coeficiente de restitucion para los dos cuerpos que chocan.

6.7.3 COEFICIENTE DE RESTITUCION.
Cuando dos cuerpos colisionan existe contacto entre ellos en un intervalo de tiempo At,

generalmente muy corto, durante el cual se producen deformaciones elasticas en ambos que
son las responsables de las fuerzas de accidén y reaccion que generan la percusion
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intercambiada en el choque. Las percusiones y el coeficiente de restitucién dependen de las
propiedades elasticas de los materiales que colisionan y que explican su deformacién y
posterior recuperacion, total o parcial, de la forma original.

© O

. / / /

Figura 6.10

Una forma sencilla de medir experimentalmente coeficientes de restitucion entre dos
materiales, utilizando la ecuacion (6.69), consiste en preparar una superficie lisa fija
constituida por uno de ellos y dejar caer desde una cierta altura h una esfera del otro tipo
(figura 6.10).

La esfera choca contra la superficie conunavelocidad v = -4/2gh yrebotaconuna

velocidad v' que le permite alcanzar una altura h', siendo v’/ = y/2gh’ donde los signos
son coherentes con el sistema de referencia OXY representado en la figura y, dado que la
superficie estafija, las velocidades absolutas antes y después del choque, vy V', coinciden con
las velocidades relativas para esta colision. En consecuencia, la aplicacion de la ecuacion
(6.69) lleva en este caso a

e = -

v W
\4 h

Midiendo las alturas h y h' se puede determinar experimentalmente el coeficiente de
restitucion.

Como se observa, hay dos claras situaciones limite. Si h'=h no se disipa energia mecanica
en el chogue y hablaremos de choque elastico. Si h'=0 la esfera se queda adosada a la
superficie, la disipacion de energia mecanica en otras formas de energia entre los cuerpos en
colisién es maxima y hablaremos de choque inelastico. En el caso intermedio, h>h'+0,
diremos que el choque es semielastico.

El coeficiente de restitucidn esta relacionado con las percusiones que acttan sobre los
cuerpos que chocan.

Para entenderlo analicemos la colisién central directa entre dos esferas durante el intervalo

de tiempo At que dura el choque, que supondremos que comienza en t=0 y acaba en t=At
(figura 6.11).
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Figura 6.11

En el instante en el que comienza la colisidn, las velocidades de cada esferasonv, y v, y
aun no ha comenzado su deformacion (figura 6.11 a). Supongamos que la maxima
deformacidn tiene lugar en un instante At,,, 0<At,,<At, segun se indica en la figura 6.11 b.
Denotemos por P,, y P, a las percusiones que generan las dos fuerzas elasticas de interaccion
sobre las esferas 1y 2 respectivamente, dadas por

Aty,

P, = f F,dt = -P,, (6.70)
0

y a las que llamaremos percusiones deformadoras.

Por el teorema de la cantidad de movimiento y suponiendo que durante el chogue no
actian mas fuerzas sobre el sistema que las de deformacion elastica indicadas, se verifica que
-P

n = mV-myv, (6.71)

P, =m,V-m,v, (6.72)

donde m, y m, representan las masas de cada esfera'y V es la velocidad en el instante At,,,
idéntica para ambas, ya que en ese instante la velocidad relativa entre ambas es nula.

En el instante At cesa la colision y las velocidades de las esferas, ya independientes, son
v,"y Vv, (figura 6.11c). Entre los instantes At,, e At actian sobre 1y 2 las percusiones P',; y
P',,, respectivamente, a las que Ilamaremos percusiones restauradoras y verifican

At

Aty

En los mismos supuestos que hemos considerado antes, se cumple el teorema de la
cantidad de movimiento, en la forma
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-P), = m;v, -m,V (6.74)
P, = m,v, -m,V (6.75)

Dividiendo la ecuacion (6.74) entre la (6.71) se obtiene
/

P v, -V
2ol (6.76)
P, V-v,
y dividiendo (6.75) entre (6.72)
P/ v, -V
=2 =2 (6.77)
P, V-v,
Teniendo en cuenta (6.70) y (6.73) se verifica que
Py Py iV vV M-V)-m-V) vV
P, P, V-v V-v, (V-v))-(V-v,) v, -V,
y recordando la definicion de coeficiente de restitucion (6.69), resulta
P,, P/
e=—21-=1" (6.78)
P P

21 12
es decir, el coeficiente de restitucion es igual al cociente entre la percusion restauradora y la
percusion deformadora en un choque.

En el caso de un choque elastico, e=1 indica que la percusion restauradora es igual a la
deformadora. Para el choque inelastico, e=0, la percusion restauradora es nula y, en
consecuencia, los dos cuerpos en colisién no se despegan después del choque. En el caso de
choques semielésticos, la percusion restauradora es siempre menor que la deformadora. En
cualquier caso, el coeficiente de restitucion depende, como las percusiones que se
intercambian en la colisién, de las propiedades elasticas de ambos materiales.
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6.7.4 CHOQUE CENTRAL OBLICUO.

- n . En el choque central oblicuo, la linea de
\% A\ - -

! 2 choque | contiene a las percusiones que
Aq intercambian las dos particulas, pero no a las

velocidades antes y después del choque (figura
6.12).

Dado que sélo se produce choque en la
direccion de u,, utilizando el sistema de ejes u,,

i vy u, de la figura y proyectando las velocidades
segun estos ejes, se verifica que las componentes
de las velocidades de cada particula en la

" direccion normal u, se mantienen constantes
Figura 6.12 antes y después de la colision, es decir
/ - /- — . —
Vin = V17U, = V"W, = Vg,
(6.79)
/ /
Von = VZ.un = V2 lln = V2n

Por otra parte, para las proyecciones de las velocidades segun u, la colision se comporta
como un choque central directo, es decir, se verifican las ecuaciones (6.68) y (6.69) que, en
nuestro caso, Se escriben como

. e / / -
(m,v, +m,v,))u, = (m,v; +m,v,)-u
o0 bien, en otra notacion

/ /
m; vy +m, vy = my vy + M, vy (6.80)
y
(V2/ - v1/)'“1 V2/1 - V1/1
e - - - - (6.81)
(v =V Vo~ Vi

Las cuatro ecuaciones (6.79), (6.80) y (6.81) nos permiten determinar las velocidades
finales v,'y v," si conocemos las velocidades iniciales, el coeficiente de restitucion, y somos
capaces de hallar la linea de choque u, y el plano de choque determinado por u, y u,. La
conservacion de la cantidad de movimiento en el plano de choque, que esta contenida en las
ecuaciones (6.79) y (6.80) no permite resolver el problema por si sola.
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6.7.5 EL SISTEMA DE DOS PARTICULAS MATERIALES EN EL SISTEMA DE REFERENCIA CM.

Consideremos un sistema aislado formado por dos particulas
m, y m, que sélo interaccionan entre si mediante el par de accién
y reaccion f,, =-f,, (figura 6.13). Las ecuaciones que describen el
movimiento de cada particula en un sistema inercial estan dadas

por
£y = ma, f, = mya, (6.82)
que cumplen
f,+f, =0 0 i
12ty T - ma +ma, = - 8= -—1
m2
La aceleracion relativa de la particula m, respecto a m, es
m, +m,
4 T3 "8 T /3
m,
Figura 6.13 que sustituida en (6.82) resulta
£ m, m,
n = 3
m, +m,
Se define la masa reducida de m; y m, como
_ MM
1‘1‘11 + 1‘1’12
con lo que
£, = nay (6.83)
que es la ley que rige el movimiento relativo de m, respecto a m,. Como es facil comprobar, también

f,=pa
12 12

para el movimiento relativo de m, respecto a m;.

Al no actuar fuerzas exteriores sobre el sistema, la aceleracion del centro de masas es nula (a, = 0) y el sistema CM es
inercial.

Figura 6.14

Las posiciones relativas al sistema CM (figura 6.14) vienen dadas por

~ ~ (mr,+mr)  m,
T =0 " T =T~ n = T 2
m, +m, m, +m,
m,
r,=r,-r,.= ——r
2 27 e 12
m, +m,

que verifican, como es facil comprobar, que
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mlrcl+m2rc2 =0

Las velocidades y aceleraciones relativas al centro de masas son

) o my
Va = mom A\ Vo = o V2
1Ty 1 T,
a, = T a, a, = ! a
cl 1 c2 12
m, +m, m, +m,

que cumplenque m;v, +m,v, = 0 y ma,+mya, =0
La expresion anterior de a;, junto con (6.83)equivale, evidentemente, a
£y = ma,

que es la ecuacion fundamental de la dindmica en el sistema CM, inercial, como se ha dicho.

El estudio de una colision entre dos particulas admite un tratamiento sencillo en el sistema CM.

\ A
¢ i ¢
u - u |
| Ve
— -
v
- m
m
1
X C X
— C [§ ¢
-
1
m
— N
v )
m, 1
Figura 6.15

En la figura 6.15 se ha representado un caso simple de colisién para mayor claridad, pero el desarrollo que seguiremos
es general, para particulas materiales. En el sistema CM se verifica que

Va = ~ EV.;z
m,
y la linea de choque viene determinada por
Vv v
u, = o _ a2
A\ v

donde sélo el signo es arbitrario, siendo v,, y v, las velocidades inmediatamente antes de la colision. Ahora bien, la linea
de choque es la misma para el sistema CM que para cualquier otro sistema inercial.

Teniendo en cuenta que

vcl v1 - vc vc2 v2 - vc
y, en consecuencia
Va Va2 V1V, TV
. m; +m, _om,
Vo " Ve T Ve Va = T 2
m, m, +m,
resulta
v A\
w=-2=2
v v,

que permite calcular la linea de choque en el caso limite de particulas puntuales. Hay que tener en cuenta que no es mas que
una aproximacion, aceptable en ocasiones, de la situacion real, en la que las particulas que colisionan tienen dimensiones.

6.31



En el sistema CM el coeficiente de restitucion viene dado por
/ /
V, V,
e = — cl - _ 2 (684)

Vcl VcZ

donde V', y V', son las proyecciones de las velocidades de las particulas sobre u, inmediatamente después del choque y v,
y V,, representan lo mismo inmediatamente antes del choque. En efecto, por la definicién de coeficiente de restitucion, de
(6.81) resulta

/, 1IN,
e = - Va'ly (Ve ~Va2)'wy
V21° Uy (Va ~ Vo) 'y
m+m, ;.
—Va'iy /
_ ml _ Vcl
m; +m, Ver
v(:l.ul
m

1

y del mismo modo se demuestra para V', ¥ V,.

6.7.6 ENERGIA CINETICA EN EL CHOQUE.

En una colision se disipa, en general, energia cinética en otras formas de energia no mecéanica. La energia cinética
inmediatamente antes de una colision entre dos particulas se puede expresar, en un sistema de referencia inercial, mediante

1 2.1 2 1 2
E, = 5 (m; +my) v, + Emlvcl + Emzv02
e, inmediatamente después del choque, por

E/

c

1 2 1 1
= E(ml +my) v, + Emlvlzcl + Emzvlzcz

Como v, no ha variado durante el choque, resulta que la disipacion de energia cinética es

/2 /2 )

E -E - 1( 2, 2 _
o7 e T 5 (M Ve TV TV g T,V o

es decir, igual en un sistema inercial cualquiera que en el sistema CM, durante el choque.

De la ecuacion (6.84) resulta

12,22 12 _ 2.2
cl—chl ch—chz

que sustituido en la expresién anterior conduce a

1 1
E, —Ec/ = (1 —e2)(5mlvczl +Em2V°22)

v

y teniendo en cuenta que la energia cinética antes del choque en el sistema CM viene definida por

_1 2 1 2
Ecc - Emlvcl + EmZVCZ
equivale a
/
E -E/ = (1-¢?)E_ (6.85)

La energia cinética disipada en un choque depende del coeficiente de restitucion:
¢ Sie=1 (choque elastico) se conserva la energia cinética (E,=E,") y no hay disipacion.
¢ Sie=0 (choque inelastico) la disipacion de energia cinética es maxima. En este caso
/ 1 2
Ec = Ec _Ecc = E(ml +1'n2)vc

y las dos particulas quedan unidas después de la colision (no queda energia cinética relativa al centro de masas).
¢ Si0<e<1 (choque semielastico) hay una disipacion parcial de la energia relativa al centro de masas

E/ = E -(1-¢*E, <E,
ya que 1-e2>0.
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