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7.1 INTRODUCCION

Un sdlido rigido es un caso especia ideal de
sistema de particulas materiales, en e que cada
dos particulas 1y 2 cualesquiera estdn sometidas
a ligaduras rigidas, de manera que la distancia
entre ellas  (|r,|=cte) no cambia

independientemente del movimiento que siga €l
solido o del sistema de fuerzas aplicadas sobre €.

El sdlido rigido supone un caso limite idea y
aproxima bastante bienlasituacionreal de objetos
rigidos, siempre que no nos preocupen las
pequefias deformaciones que se producen en la
précticabgo laacciondefuerzas o de paresy sdlo
nosinterese estudiar sumovimiento. El estudio de
las deformaciones producidas por fuerzas o por
pares en solidos el asticos corresponde a la teoria
delaélasticidad y no nosocuparemosaqui de€llo.
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Figura7.1

Todoslosteoremas estudiados en €l capitulo 6 paraun sistemade particulas son utilizables,
debidamente adaptados para un solido rigido.

En & caso de que un solido no esté sometido a més ligaduras que las internas, € nimero
degradosdelibertad paraestudiar sumovimiento esseis. Estasituaci éncorrespondeal estudio
genera del movimiento de un sblido en tres dimensiones que, como se vio, equivale a una
traslacion instantanea de uno de sus puntos (tres grados de libertad) mas una rotacién
instantdnea en torno a un ge que pase por ese punto (otrostres grados de libertad). Este caso
genera es bastante complejo de estudiar dindmicamente y no nos ocuparemos de é més que
de forma parcial. S6lo haremos un estudio dindmico completo del movimiento plano.

7.1.1 MOVIMIENTO PLANO DE UN
SOLIDO RIGIDO

Decimos que un solido rigido sigue un
movimiento plano cuando las trayectorias de
cada uno de sus puntos estan contenidas en €l
mismo plano o en planos paralelos. Cualquier
seccion del sdlido perteneciente auno de estos
planos paralelos en un cierto instante sigue
contenida en € alo largo del movimiento.

y i
©
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r*
|
o]
Figura7.2

~ S e movimiento plano de un sélido rigido
X es Unicamente de tradacion, la velocidad
angular es nula (T=0), y € solido equivale a
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una particula material que sigue unatrayectoria plana, ya que en este caso todos sus puntos se
mueven de la misma forma y sus trayectorias son idénticas o paralelas. En este caso son
suficientes dos grados de libertad para estudiar e movimiento.

Definimos e plano del movimiento como e que contiene a la trayectoria del centro de
masas, C, del sdlido y la seccion central como la interseccion del solido con € plano del
movimiento (figura7.2). En estafigurael plano del movimiento esel OXY y estarepresentada
la seccidn central.

En & caso en que existarotacion, el vector velocidad angular T es perpendicular en todo
instante al plano del movimiento (T=Tk en & caso de lafigura 7.2). Como la velocidad de
cada punto del sdlido esta contenida en un plano perpendicular a T, entonces existe ge
instantaneo de rotacion, siempre que TO0, y es perpendicular a plano del movimiento. Se
define el centro instantaneo derotacion, |, como lainterseccidn del ge instantaneo de rotacion
con € plano del movimiento.

Para estudiar el movimiento plano de un solido rigido es conveniente, por simplicidad,
situarse en la seccion central del sélido. En este supuesto, utilizaremos en lo sucesivo las
definiciones y notacion indicadas.

Un caso particular de movimiento plano consiste en e movimiento de un solido rigido
respecto aun gefijo. En estas condiciones el centro instantaneo de rotaci én esté determinado
por la interseccion del gje con € plano del movimiento. El ge de rotacién impone una
interaccion por contacto con el sdlido sobre el que apareceran, en general, fuerzasy pares de
reaccion.

7.1.2 SISTEMA DE FUERZAS APLICADAS SOBRE UN SOLIDO RIGIDO

F Considérese un sdlido rigido sometido a un conjunto de
? fuerzas como el delafigura7.3. Se han representado el peso
P, aplicado en el centro de masas C, dosfuerzasdirectamente
aplicadas, F, y F,, unafuerza de reaccién en un apoyo, R, y
un par de fuerzas, de resultante nula y momento M, no
aplicado en ningn punto especifico por ser un vector libre.
Las Unicas fuerzas aplicadas sobre un sdlido rigido que
tendremos que considerar son las exteriores, ya que las
ligaduras rigidas imponen que no haya variacion de la
distancia entre cada dos puntos del sblido y se puede
- considerar que todas las fuerzas interiores cancelan
R estrictamente sus efectos dinamicos.

Figura7.3

A un diagrama como €l de lafigura 7.3 se le denomina
diagramade sdlido libre o diagrama de fuerzas que actlian sobre €l solido. En €l serepresentan
Unicamentelasfuerzasy pares aplicados, que sustituyen aloscuerposo ligaduras conlosque
interacciona
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Las fuerzas que actlan sobre un sdlido rigido cumplen:

1. El modelo de fuerza puntual. Como ya se indicd en el capitulo 2, a pesar de que
muchas fuerzas se trasmiten sobre una superficie de contacto, es posible reducirlas a
unaunicafuerza, o aunafuerzay un par, con un punto de aplicacién bien determinado.

2. Laley del paraeogramo de suma vectoria. El efecto que producen varias fuerzas
sobre un sdlido esigual a que produce su suma vectorial, consideradas como sistema
de vectores equivalente en cada punto.

3. El principio de transmisibilidad. El efecto de una fuerza sobre un sdlido rigido no
cambia si desplazamos el punto de aplicacion alo largo de su recta soporte.

L as tres condiciones anteriores implican que las fuerzas que actian sobre un sdlido rigido
Se comportan como un sistema de vectores dedlizantes, a que [lamaremos sistema de fuerzas
aplicadas sobre € sdlido rigido.

El sstema de fuerzas se puede reducir, en cada punto, O, a un sistema equivalente,
simplificado, constituido por lafuerzaresultante, F, y por el momento resultante, M.

(a) (b)

Figura7.4

Enlafigura7.4(a) se hareducido el sistema defuerzasdelafigura7.3 a centro de masss,
cualitativamente. En lafigura 7.4(b) se hareducido a un punto del ge central, O, que se ha
supuesto que ni siquiera pertenece a solido.

Laevolucion dinamica del sdlido rigido depende del sistema de fuerzas aplicado sobre é
y lostres sistemas de lasfiguras 7.3y 7.4 (a) y (b) son equivalentes en este sentido.

Como veremos, ladindmicadel movimiento de traslacion del sdlido viene impuesta por la

resultante F y ladinamicadel movimiento de rotaci 6n por el momento resultante, M ., respecto
al centro de masas por gjemplo (aunque no forzosamente).
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Asi, en e caso de un sdlido en movimiento de traslacion, € ge central del sistema de
fuerzas debe contener a centro de masas 'y e momento minimo ha de ser nulo: el sistema
equivale Unicamente a la resultante F aplicada en € centro de masas.

En el caso de un sdlido enrotaci én alrededor de un gefijo que contengaal centro de masas
laresultante del sistema de fuerzas ha de ser nulay € sistema equivale Unicamente a un par.

Para un sblido rigido en movimiento plano € momento minimo es sempre nulo y € ge
central esta contenido en el plano del movimiento.

El caso particular de sistema de fuerzas nulo (resultante nulay momento resultante nulo)
implicael equilibrio del sdlido y se estudiara més adelante, en estética.

Se recomienda, como gjercicio, andizar |0s cuatro casos expuestos.

7.2 CENTRO DE MASAS DE UN SOLIDO RIGIDO
7.2.1 DENSIDAD DE UN SOLIDO RIGIDO

Dado un sélido rigido de masatotal M y volumen V, se define su densidad media como
_ M
En el caso general, la concentracion de masa por unidad de volumen puede ser diferente de
unas regiones a otras del solido. Asi, s seleccionamos un volumen )V, cuya masa total sea
)M, en una cierta zona del solido y hacemos lo mismo para otra zona distinta, de volumen

)V, y masa )M, las densidades medias no serén iguales en € caso generd

AM, AM,
# = P
AV, AV,

pml =

Se define la densidad volimica de masa (cantidad de
masa por unidad de volumen) en cada punto del solido
rigido como

= lim — = — 7.1
P Av-0 AV dv (7.1)

gue, como se harazonado, puede tomar distintosvalores
en puntos diferentes y, en consecuencia, representa un
campo escaar D(x,y,z) (o, simplificadamente D(r))
definido en cadapunto del volumen 'V gque ocupael solido
Figura7.5 rigido (fueradel volumenV, D=0, aunquetambién pueden
existir puntos interiores donde D sea nula).

Ladefinicién anterior de densidad también se puede aplicar a sistemas que no sean solidos
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rigidos, como fluidoscompresibleso incompresibles. Laparticul aridad caracteristicaenel caso
de un solido consiste en que en un mismo punto la densidad tiene siempre el mismo valor, o,
lo que es equivalente, el campo escalar D(r) esestacionario enlaregionV donde estadefinido.

Hay ocasiones en las que las Unicas dimensiones importantes en e estudio de un sdlido
rigido representan unasuperficie So unalineal, enlugar deunvolumenV. En ellosse definen
las densidades medias y en cada punto, por unidad de superficie (o superficiales), como

.M _ dm
o = —= o= —/—
"8 ds
y las densidades mediay en cada punto, por unidad de longitud (o longitudinales), como
3y =M, _ dm
" L dl

LamasaM total del sdlido rigido estarelacionada con la densidad, en cadauno delostres
casos considerados, mediante

M = fp(r)dm M = fo(r)dm M = fl(r)dm
A% L

S

donde, paraaplicar estas relaciones, es necesario que €l e emento de masadm esté, todo €, en
una posicion r en la que e vaor de la densidad (D(r), F(r) o 8(r), segin el caso) esté
univocamente determinado para que asi los integrandos estén bien definidos y sea posible
calcular lasintegrales correspondientes.

Decimos que un solido rigido es homogéneo cuando su densidad es constante (tiene el
mismo valor en todos |os puntos), es decir

p = cte o = cte A = cte
seglin el caso considerado.

Para un solido homogéneo la densidad media coincide con la densidad en cada punto:

M M M
p = — o= = A= =
\% S L

L as ecuaciones de dimensiones y unidades Sl de cada una de las densidades definidas son
[D]=L°M [F]=L*M [8]=L'M

1 m3.kg 1 m2.kg 1 mtkg
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7.2.2 DEFINICION DE CENTRO DE MASAS DE UN SOLIDO RIGIDO

La definicion (6.12) de centro de masas es aplicable, tal cual, a un sdlido que pueda
considerarse constituido por particulas materialesindependientes. En el caso de que €l sblido
rigido tenga unamasa M distribuida de forma continua en un volumen V, su centro de masas
C viene definido, respecto a sistema de referencia S, por € vector de posicion

r, = ifrdm (7.2
M
A\
0, equivalentemente, sus coordenadas en tal sistema de referencia estan dadas por

1 1 1
X, = — | xdm :—f dm z:—fzdm
Y f Y M y Y

A\ A\ A\

El vector r = xi+yj+zk indicalaposiciondel punto de masadm que estemos
considerando. Para obtener un integrando que sea fécil de mangjar mateméticamente es
necesario expresar de otras formasdm. SeaD(r) (o F(r) o 8(r)) €l valor de ladensidad en €l
punto definido por €l vector de posicionr y dv (o dso dl) un elemento de volumen infinitesmal
en torno a ese punto (o de superficie o de longitud). Se cumple que

dm = p(r)dv dm = o(r)ds dm = A(r)dl
seglin sea €l caso.
En realidad sdlo hemos de exigir que € valor de ladensidad sea el mismo en € elemento
dv (o ds, o dl) elegido, por lo que esfrecuentetratar con elementosinfinitesmalesdv, dso dl,
de volumen, superficie o longitud, pero cuyas dimensiones sean finitas, siempre que existan

simetrias en el sdlido que permitan simplificar € problema de esta forma.

Laexpresion (7.2) se puede escribir de las formas

~
1

1
c Mu‘(rp(r)dv

1
ro = M ro(r)ds (7.3)
s

re = ﬁfr).(r)dl
L

seglin sea el caso que se esté tratando. L as ecuaciones (7.3) son cal cul ables matematicamente
siempre que conozcamos las funciones densidad respectivas.
El centro de masas C de un slido rigido representa, dinamicamente, el punto fundamental
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para explicar la traslacion instantanea del solido, como veremos mas adel ante.
7.2.3 CENTROIDE

Para un sdlido rigido homogéneo, la densidad es constante y la primera de las ecuaciones

(7.3) se puede escribir como
_ 1
frpdv— —frdv——virdv

y lo mismo paralas otras dos. Es decir, en este caso |as definiciones de centro de masa para
solidos homogéneos que representan volimenes, &reas o lineas, se reducen a

1
r.= — [ rdv
1
e = S{rds (7.4)
1
r.= — [ rd

respectivamente. Como se ve, en estas expresiones no hay ya ninguna referenciaamasasni a
densidades, sino sdlo aformas geométricasy volumenes, areas o superficies. Las ecuaciones
(7.4) constituyen ladefinicion de centroide de un volumenV, de unasuperficie Sy deunalinea
L, en & orden indicado.

Asi, el centroide de una figura geomeétrica coincide con €l centro de masas de un solido

macizo y homogéneo que ocupe € volumen, la superficie o lalongitud de tal figura, sea cual
sealamasadd sdlido.

7.2.4 CALCULO DE CENTROIDES DE AREAS Y DE LINEAS PLANAS

Para la determinacion de centroides de &reas o de lineas planas son muy Utiles los dos
teoremas de Guldin-Pappus.

7.24.1 Teorema primero de guldin-pappus
El volumen de revolucién, V, generado por un &rea planaa rotar una vuelta completaen

torno aun ge contenido en el plano y que no lacortaesigual al valor del areamultiplicado por
lalongitud que recorre su centroide en esa revolucion. Es decir
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V =2md.S

(7.5)

donde d.. representa la distancia entre e centroide C del area Sy € e de revolucion.

La demostracion es sencilla. Sea un érea
plana S que descomponemos en elementos
infinites malesds de coordenadas (x,y) (figura
7.6).

En una revolucion completa en torno al
ge OY (que no debe cortar a aea S) €
elemento ds genera un volumen

dv = 2 xds

Integrando laexpresion anterior atodo el &rea
S seobtiene
f xds

S

V=de:2n
v

Y

ds

N

Figura7.6

donde V representa el volumen generado por toda el area S en larevolucién en torno a QY.

Por la definicion (7.4) de centroide resulta

V = 2TEXCS

7.24.2

dl

\

Figura7.7

Teorema segundo de guldin-pappus

La superficie de revolucién, S, generada por

un elemento de linea plana a rotar una vuelta
completa el torno a un ge contenido en su plano
y que no la corta, esigual alalongitud L de la
linea, multiplicada por la longitud que recorre su
centroide en esa revolucion. Es decir

S =2ndL (7.6)

- siendo d ladistancia entre el centroide CdelL y
X X & gederevolucion.

Lademostraci dnesprécticamenteigual queen

el caso anterior.

Sea una linea plana de longitud L. Dividdmoda en eementos infinitesimales dl de
coordenadas (x,y) e imaginemos una revolucion completaentorno a ge OX (Figura7.7). El
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area dS generada por el elemento dl a rotar una vuelta es
dS = 2wydl

eintegrando atodo e elemento delineal,
S=[dS=2=n [yd
[ [

Finalmente, por la definicidn (7.4) de centroide se obtiene

S =2ny.L

7.2.4.3 Aplicaciones

L os teoremas de Guldin-Pappus son Utiles, en primer lugar, para calcular centroides de
areaso lineas planas ssimples. Asi, por gemplo, el centroide de un semicirculo deradio R viene
dado por

4R
d. = 2=
¢ 3n

donded,. representaladistanciaentreel centroidey el diametro del semicirculo. Analogamente,
laposicién del centroide de una semicircunferencia viene dada por

2R
d. = 28
¢ (N

respecto a su diametro.
Los teoremas de Guldin-Pappus sirven también para calcular voliumenes o areas de
revolucion. Asi, el volumen de un toroide generado por un circulo deradio r a girar entorno

aungequenolo cortay siendo R ladistanciaentre el centro del circulo y el ge derevolucion,
€s:

V = 2n?Rr?
y la superficie toroidal, en las mismas condiciones,

S = 4n’Rr

L os dos teoremas se pueden generalizar. En el caso de que el ge corte a la superficie,
entonces

V,-V, = £21nd.S
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siendo V, y V, losvolumenes de revol ucion generados por cada una de las dos superficies, S,
y S,, en que divide el ge ala superficie total (S=S,+S,). El signo * indica que es necesario
definir un sentido en €l gje que contiene a d.. (perpendicular a €je de rotacion).

Andogamente, para unalinea
S,- 8§, = £2nd.L

con consideraciones similares alas del caso anterior.

Se propone como gjercicio demostrar todos | os resultados expuestos en este apartado.

7.2.5 ECUACION DEL MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASAS DE UN SOLIDO
RIGIDO

La ecuacion (6.20) que explica el movimiento del centro de masas de un sistema de
particulas es aplicable al caso de un solido rigido. En efecto, a partir de la definicion (7.2)

Mr. = frdm
M

referidaaun sistemainercia S. Derivando obtenemos;

yaque laintegral esta extendida a puntos de masainfinitesmal, dm, fijosy, en consecuencia,
la derivacion no afecta més que a vector de posicion r.

El término vdm=dp representa la
__ Cantidad de movimiento de la particula dm
v (figura7.8).

Por definicion (ecuacion 6.5), la
cantidad de movimiento del solido rigido es

p=fdp=fvdm

p = Mv, (7.7)

Figura7.8

Derivando esta Ultima expresion vy
teniendo en cuenta (6.19), vdidaparatodo sistema de particulas materiaes (en particular para
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un sdlido rigido), resulta
F = Ma (7.8)

donde F es la resultante de las fuerzas aplicadas sobre € solido (sdlo exteriores,
evidentemente).

Laexpresion (7.8) esla ecuacion del movimiento del centro de masas de un solido rigido,
eindicaque € centro de masas se mueve como s fuese una particula material, de masaigual
atodalamasaM del solido, que estuvierasometida alaresultante de lasfuerzas, F, aplicadas
sobre € sdlido.

En € caso general, el sstema de fuerzas aplicadas, reducidas al centro de masas, viene
representado por laresultante F y por e momento resultanteM .. Como hemosvisto, F explica
la traslacion del centro de masas, siendo este punto privilegiado en tal sentido (ningun otro
punto verifica una ecuacion del tipo de la (7.8), en genera). Mas adelante, a estudiar el
teorema del momento cinético, veremos que M .. explica la rotacion propia instantanea del
solido, s hien en este caso pueden existir otros puntos aparte de C validos como referencia
para estudiar tal rotacion.

En & supuesto de que lareduccion del sistema de fuerzas al centro de masas venga dada
Unicamente por laresultante F (es decir, st M .=0) entonces el solido seguird un movimiento

de tradacion y su estudio dinamico equivaldra estrictamente a de una particula materia de
masaM sometida alafuerzaF.

7.2.6 IMPULSO MECANICO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO PARA UN SOLIDO
RIGIDO

La ecuacion (7.8) se puede escribir como
Fdt = dp
gue integrada entre dos instantest, y t, resulta
2! 2
I = det: fdp: P, - P, = My, - My, (7.9)
t, 1
gue es laexpresion del teorema de la cantidad de movimiento para un solido rigido.

Si laresultante de las fuerzas que acttan sobre el sdlido es nula, entonces se conserva su
cantidad de movimiento

F=20 = p = cte = Vo = cte
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y €l centro de masas sigue un movimiento rectilineo uniforme. En este caso habraunarotacion
en torno aun ge instantaneo que pase por & centro de masas, s M 00, o bien el movimiento
del solido seradetradacion, rectilineo y uniforme, s M .=0.

7.2.7 MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASAS EN SISTEMAS NO INERCIALES

En un sistema S no inercia, el sistema de fuerzas reales
aplicadas sobre €l solido se puede reducir ala resultante F y al
momento resultante M, en el centro de masas, y las fuerzas de
inercia se reducen a unaresultante F' y a un momento resultante
M', ficticio en tal punto (figura 7.9).

Por un procedimiento similar a utilizado para deducir la
expresion (7.8) es facil demostrar que en este caso se verifica

F+F = Ma/ (7.10)

siendoa’' . laaceleracién del centrode masasrelativaal sistemano

inercial S. Laresultante de las fuerzas de inercia viene dada por: i
Figura7.9

F/ = -Ma, - % x (Mrg) - Q x [Q x (Mrg)] - 2Q x (Mv()
cuya demostracion se propone como gercicio.

Como se ve, latrayectoria del centro de masas en €l sistema S' viene impuesta por F+F' mientrasque M-y M’ no
influyen sobre ella.

7.2.8 CENTRO DE GRAVEDAD

A diferencia de una particulamaterial, un sdlido rigido tiene
dimensiones finitas. Su masa total M esta distribuida, en
general, sobre un cierto volumen V. Consideremos un sblido
sometido aun campo gravitatorio g(r) que supondremoscentral
y con centro en O, por sencillez, y calculemos la fuerza total
gue actla sobre e solido asi como su recta soporte.

Si se considera a solido formado por particulas de masa
infinitesmal dm cuya posicion respecto a O viene dada por €l
vector r, € campo gravitatorio sera diferente en €l punto que
ocupa cadaunade elas (figura7.10). Ladireccion de g cambia
para dos puntos que no pertenezcan a una misma recta que
contenga a centro del campo O. El médulo de g cambia para _
dos puntos situados a diferente distancia de O. Figura7.10

Lafuerzatota que gerce e campo gravitatorio sobre el sdlido viene representada por €l
sstema de vectores dedlizantes gdm distribuidos de forma continua en el volumen V. Su
resultante, que llamaremos peso del sdlido, es
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P - fg(r) dm (7.11)
M

El sstema de vectores dedlizantes considerado tiene momento minimo nulo, ya que es
concurrente en O. En consecuencia, €l sstema se puede reducir a la resultante P, aplicada
unicamente en los puntos del ge central, que contiene a punto O. El ge central esta definido
por O y por la direccion de P. La respuesta del sdlido al campo gravitatorio g(r) esta
totalmente determinada por laresultante P aplicadaen cual quierade los puntos del ge central.

Si cambiamos la orientacion del solido respecto al campo gravitatorio, el valor del peso P
cambiard en general y también lo hara su recta de aplicacion.

La situacion descrita es complicada, ya que obliga a redizar un calculo del peso y de su
recta soporte, en cada caso, para resolver cualquier problema de dindmica del sdlido rigido
(ademas, cambian alo largo del movimiento).

Enlapréacticatotalidad delosproblemasque pueden presentarse, lasdimensionesdel solido
suelen ser despreciables frente a las de la tierra, que representa el Uinico campo de gravedad
importante. En estas condiciones podemos ssimplificar el problema considerando el campo de
gravedad terrestre uniformey de valor igual a de la aceleracién de la gravedad local.

Bao el supuesto anterior, el sistema de fuerzas distribuidas gdm constituye un sistema de
vectores infinitessmales paralelos, cuyo centro G, que llamaremos centro de gravedad del
solido, viene dado por

f |g| rdm
M

re = —m (7.12)
[ lgldm

respecto a un sistema de referencia cualquiera (véase, en el capitulo 2, €l apartado Sistemade
vectores paralelos). Para que la definicion anterior sea valida es necesario considerar a los
vectores gdm ligados a los puntos definidos por cada elemento dm (es decir, un vector de
posicionr fijo). En caso contrario r g no define un punto Unico, sino e ge central del sstema
de vectores distribuido sobre el volumen que ocupa e solido.

Con las aproximaciones y simplificaciones realizadas, € centro de gravedad de un solido
rigido, dado por la ecuacion (7.12), coincide con su centro de masas. En efecto, si g=cte,

entonces
g f rdm
- M -

1
¢~ —p — T — l’dm=l‘
M

r C

y el peso total, ecuacion (7.11), es en este caso

P:ngdm:Mg
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y asl se utilizard en las aplicaciones précticas.

Convienetener en cuenta, no obstante, que en general larectasoporte del peso no contiene
al centro de masas, aungue la distancia entre ambos sea muy pequefia y despreciable para
solidos de dimensiones normales. Ello implicaque la reduccion del peso al centro de masas se
traduce en la resultante P y en un par de momento m. despreciable, pero no nulo. En
Situaciones en las que m¢ sea €l Unico par que actUa, debe ser tenido en cuenta, ya que puede
ser fuente de inestabilidades como sucede en el movimiento de satélites artificiales, por
gemplo.

Laaplicaciéndelaecuacion(7.12) parael cdculo de centrosde gravedad de sélidosreales
puede ser complicada. Para un sdlido rigido, la densidad es variable de unos puntos aotrosy
su contorno puede ser irregular, en el caso masgeneral. Un procedimiento experimental smple
para determinar centros de gravedad consiste en aplicar la propiedad de que el centro de un
sistema de vectores paralelos ligados, representa la interseccion de los gjes centrales que se
obtienen por rotacion globa del correspondiente sistema de vectores deslizantes paral el os.

Asi, s suspendemos un solido rigido de
diferentes puntos fijos, los sucesivos
segmentos del solido definidos por las
distintas verticaes trazadas desde esos
puntos, deben de cortarse en e centro de
gravedad (figura 7.11).

7 7 7

Como resumen final, e centro de masas
es € punto adecuado para representar la Figura7.11
fuerza total resultante F que actla sobre €l
solido, que es la que impone su movimiento de trasacion. El centro de gravedad es el punto
donde se debe aplicar €l peso del solido. Consideraremos que ambos coinciden para las
aplicaciones practicas.
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7.3  MOVIMIENTO DE UN SOLIDO RIGIDO CON UN EJE FIJO
7.3.1 MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASAS

Un caso particular sencillo de movimiento plano es
el de un solido que gira arededor de un gefijo. Como
se vio en el capitulo 4, en este caso el movimiento esde
rotacién con velocidad y aceleracion angulares T y ™
paraelas a ge. Orientamos € ge mediante un vector

€y Ry
—

unitario u, dado por u, = ﬁ definido sdvo s
w

T=0, en cuyo caso se define mediante el vector ** dela

misma forma que se hahechocon T.

El movimiento de cadapunto del solido seracircular,
en torno al ge de rotacion. En particular, € centro de
masas C seguird una trayectoria circular de radio d.
(figura7.12).

Sea O un punto fijo del ge, que adoptaremos como
Figura7.12 origen de un sstema dereferenciainercia S,y seanF y
M la reduccion al centro de masas C del sistema de
fuerzas aplicadas sobre €l sdlido. Laresultante F debe explicar el movimiento de C de acuerdo
con laecuaciéon 7.8, que es
F=M a.

Segun se vio en € apartado 3.7, lavelocidad de un punto C se puede expresar como
Ve=T Xre
La cantidad de movimiento del solido es
Pp=Mv.=MT xr,
y se verificaque

F:@:Ma

5 c=Maexro+Mo X (wxrg)
t

Proyectando la ecuacion anterior segun los gjes del triedro intrinseco para el movimiento de
C se obtienen las componentes tangencia y normal de la fuerza resultante

F, = Mo xr F = Mowx(wxr (7.13)
t C n C

Lavelocidad y la aceleracion de cualquier otro punto del sdlido se obtienen mediante los
campos de velocidades y aceleraciones. En particular, para puntos del e
Vo=0 a,=0 U0 0 ge
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En este caso es evidente que € ge instanténeo de rotacion es € ge e, impuesto como
condicion. El centro instantaneo de rotacién | es la interseccion del ge de rotacion con la
seccion central (figura7.12).

7.3.2 MOMENTO CINETICO.

Paradescribir el movimiento del centro de masas
nos hemos apoyado en que la velocidad angular de
rotacion T y la aceleracion angular de rotacion ™
estaban determinadas, pero no disponemos aln de
unaecuaci ondindmicaque nospermitaobtenerlasen
funcion de las fuerzas y pares aplicados. Esta
ecuacionnoslaproporcionae teoremadel momento
cinético respecto al gefijo.

Sea O un punto fijo del gederotaciony Fy M
la reduccion a punto O del sistema de fuerzas
aplicadas sobre e solido.

El momento cinético de cada particula dm Figura7.13
respecto al gees
dL,=dL, . u,
donde
dL, = rx(vdm) = [rx (@ xr)]dm =
= [r’w - (0-r)r]dm
con lo que

dL, = [r*(®w-u) - (0-r)(r-u)]dm
pero, teniendo en cuenta que
Tu=T Tr=TPR(r) y r.u,=Pgr)

Yy que
r2-P2(r) = d2

siendo d ladistanciaentredmy €l ge e (figura 7.13), se obtiene que

dL,=T d2dm
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Integrando para todos los puntos dm del sdlido, resulta
L =w|[ d%d
.= of d%dm
yaque T no depende de las variables de integracion.
Se define é momento deinercial, del sdlido con respecto a e e como

I

.= [ d%dm (7.14)
M

con lo que
L

e

I (7.15)

Ademas, como € ge esfijo, |, no depende del tiempo; tiene el mismo valor a lo largo del
movimiento del solido.

Aplicando el teorema del momento cinético respecto a un gje fijo para un sistema de
particulas, resulta

M, =—=1"2=1a (7.16)

dondeM,=Mgyu, y " =" u,

Como € ge de rotacion esfijo, *" queda determinada por su proyeccion sobre é (') que
estd dada por laecuacion (7.16), y T se obtiene por integracién a partir de **.

En el caso genera ni L, ni M, estdn contenidos en €l gje de rotacion (es decir, *L.* =
*Lo.u~ O*L*, eigual paraM ). Las componentesde M , segin el plano perpendicular al ge
seinterpretan como pares de reacci én que actlan sobre el sdlido, debidos a su interaccion con
el ge. Sobre dlo se tratard més adelante. En cualquier caso, € movimiento de rotacion del
solido, caracterizado por T y **, se debe Ginicamente alas proyecciones sobre e gefijo, L,y
M..

Si el momento resultante respecto a ge es nulo, entonces se conserva el momento cinético
respecto a gjey lavelocidad angular de rotacién es constante:

M,=0 Y "=0; T =cte; L.=cte

En este caso laresultante de las fuerzas, F, seranulas € centro de masas esta contenido en
el gey no nula, aunque perpendicular a €je, en caso contrario.
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7.3.3 PENDULO FiSICO

Figura7.14

es decir

El péndulo fisico consiste en un sélido rigido que puede
moverse un torno a un ge horizontal ideal (sin pares de
friccion). En la figura 7.14 se representa la seccion central
del sdlido, sometido a dos fuerzas, € peso aplicado en €l
centro de masas y lareaccién R en e punto O del ge de
rotacion. En la posicién representada t y n son las
direcciones tangente y normal del movimiento circular de
radio OC del centro de masas. No se dibujan los pares de
reaccion sobre € ge ya que no influyen en e movimiento.

El problema plantea un Unico grado de libertad. La
variable més adecuada paradeterminar laposiciéndel sdlido
en cada instante es el angulo 2 que forma el segmento OC
con lavertical. Aplicando el teorema del momento cinético
respecto a ee de rotacion (ecuacion 7.16), y llamando r. a
ladistanciaentre O y C, obtenemos

2
-Mgr.send = I o = Isﬂ
dt?
2 Meor
d"0 + ETc sen® =0
dt? I

gue es la ecuacion diferencial caracteristica de un péndulo fisico ideal. Es una ecuaciéon no
lineal cuya solucién es algo complicada. Para pequefias oscilaciones (2 pequefio) podemos

utilizar la aproximacion

en?2 .2

con lo que la ecuacion se hace lineal

2 M
d’e , M8fc

0 =0

y es caracteristica de un movimiento arménico simple (aunque en este caso en lavariable 2),

de periodo

cuya solucién general es

I

T=2n °

Mgr,

27
0 =20 —t-¢
Ocos( T ]
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Laamplitud del movimiento vienedadapor 2,y laposicioninicia por lafaseinicia N. La
velocidad angular y la aceleracion angular de rotacion son

do 27 27
w=—=-="-0,sen| =—t-
dt 0 [ 4)]
2 2
@ =99 0 g oos| 20i_gp| - 2T g
dt T T?

Lascomponentesde lareaccion R seguin las direcciones tangentey normal del movimiento
del centro de masas, vienen dadas en funcién de 2 por

en la aproximacion de pequefias oscilaciones. La deduccion se propone como gercicio.

El péndulo fisico se reduce al pendulo matematicos I, = M ré (que corresponde a una
masa puntual M situada en C).

En este caso €l periodo vae

como es fécil comprobar.
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7.4 MOMENTOS Y PRODUCTOS DE INERCIA

7.4.1 MOMENTOS DE INERCIA

Dado un sdlido rigido demasaM y que
ocupaunvolumenV, sedefine su momento
z dm M deinercia respecto a un punto, respecto a

V' un ge 0 respecto a un plano como
g I = f d?dm (7.17)

2 5 M

X' sendo d la disancia del emento dm al
punto, ge o plano, respectivamente (figura
X 7.15).

Figura7.15 Para que la definicion anterior tenga
sentido, la distancia d debe caracterizar
completamente al elemento dm paraque asi

esté definido el integrando en la ecuacion (7.17) y se pueda calcular laintegral. En muchas
ocasiones, en las que € slido presenta simetrias, se pueden elegir elementos dm = Ddv que
permitan smplificar el calculo de momentos de inercia, reduciendo laintegral (7.17), que en
genera implicatres variables de integracion, a dos variables e incluso a una.

Si el sdlido estd en movimiento respecto a punto, ge o plano que consideremos, entonces
el momento de inercia es una funcién del tiempo y cambia a lo largo del movimiento. El
momento de inercia es constante cuando €l punto, €e o plano estan ligados al sélido.

Dinamicamente, encontraremosunimportantesentido fisicoa momento deinerciarespecto
al ge instantaneo de rotacion y deslizamiento (en e caso general) para un sdlido en
movimiento: El momento deinerciarespecto atal gjerepresentael coeficienteconqueel sdlido
responde mediante una rotacion al momento resultante aplicado sobre él, de forma andoga a
como lamasa M representa el coeficiente con el que el centro de masas del sdlido responde
medianteunatras aciénalafuerzaresultante aplicadasobre é. El momento deinerciarespecto
aun ge representa para la rotacion del solido o mismo que la masa para su traslaciéon.

L os momentos de inercia respecto a puntos o planos no tienen un significado tan claro,
dindmicamente. Sin embargo son Utiles en muchas ocasiones para el cdlculo de momentos de
inercia respecto a gjes.

La ecuacién de dimensionesy unidad Sl del momento de inercia de un solido rigido son

[1] = L2M 1 m2.kg
como es evidente.

Parael sdlidoy lossistemasde gesSy S, paraelos, delafigura7.15, donde laposicion
del elemento genérico dm viene determinada por
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r=xi+y +zk r=xi+yj+zk
los momentos de inercia respecto alos puntos O y O' son diferentes y viene dados por

IO = f (X2+y2+zz)dm + I()/ — f (X/2+y/2+z/2)dm
M M

y lo mismo sucede, en general, para |los momentos de inercia respecto a los distintos gjes o
plancs.

Los momentos de inercia respecto alos € es coordenados del sistema S estan dados por
L= [ G*+zhdm; L= (+zDdm; L= [ (x+y)dm
M M M

Se recomienda comprobar gréficamente que las distancias del elemento dm a cada ge
considerado son las correctas.

L os momentos de inercia respecto a los planos coordenadosz =0,y =0, x =0 son
I :fz2dm; I :f 2dm ; I :fx2dm
il M = My 2 M

donde aqui las distancias de dm alos planos respectivos son més evidentes.

Teniendo en cuenta todas las expresiones anteriores es fécil verificar las siguientes
relaciones importantes entre momentos de inercia

Ay = I, + 1+,
I = Ixy+IZX

Iy = Ixy+Iyz (718)
L = Iyz+IZX

I, = Ixy+Iyz+sz

L ademostraci én se propone como gjercicio. Lasecuaciones(7.18) seutilizaranamenudo para
obtener momentos de inercia respecto a gjes para sdlidos que presenten simetrias.

Asi, parael caso de una esferamacizay homogéneade centro O, radio Ry masaM, todos
los ges que pasan por su centro son equivalentes por simetria

X y z
Yy, en consecuencia,
21, =3I, Y l,=2l5/3

Para una esfera es mucho més facil calcular 1, que l,. En efecto,

7.23



I, = frzdm

y con
dm = pdv; p = M ; dm = 4nprldr
47 R3
resulta
1, = M fReagr - 3MR?
R3 Jo 5
y en consecuencia
1 =21, = 2MR?
3 5

Se recomienda como gercicio realizar con detalle €l desarrollo anterior, representando gréficamente la esferay los
elementos dm considerados. Analizar qué sucede para una superficie esféricade masaM y radio R.

7.4.2 RADIO DE GIRO

El momento de inercia de una particula material de masaM respecto aun ge e viene dado
por

l,=M r2
donde r representa la distancia, Unica en cadainstante, de la particula a ge.
Paraun sdlido rigido de masa M, cuyo momento de inercia respecto aun ge evagal,, se

define el radio de giro R, del sdlido respecto atal eje como

I
R, = o (7.19)
que es equivalente al, = MRg2 . El radio de giro representa la distancia a ge ala cual una

particula material que tuviese lamisma masa que €l sdlido tendria también el mismo momento
deinercia. Evidentemente, €l radio de giro determina el momento deinerciay viceversa.

Para una superficie cilindrica (o0 un aro) el radio de giro respecto a su gje de simetria
coincide con su radio, pero en general los radios de giro de solidos son menores que la
distancia maxima de los puntos del sdlido a g e considerado.

De la misma forma se pueden definir radios de giro respecto a puntos o planos, pero
carecen de sentido fisico en dinamica del solido rigido.
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7.4.3 PRODUCTOS DE INERCIA. TENSOR DE INERCIA

Se definen los productos de inercia relativos a un sistema de gjes OXY Z, para un solido rigido mediante

Py = foydm =P,
P, = f [ yzdm =P, (7.20)
P, = f zxdm = P_,

M

gue tienen las mismas dimensiones que los momentos de inercia. Al cambiar de sistema de gjes |os productos de inercia
cambian. Si el sdlido esta en movimiento respecto alos gjes OXY Z entonces |os productos de inercia son funciones del
tiempo y seran constantes si €l sistema de gjes esta ligado al sdlido.

En las definiciones (7.20) los términos X,y,z que aparecen en |os integrandos son las coordenadas de los puntos dm
del solido en OXYZ.

Los productos deinerciadeterminan el grado de simetriade ladistribucién de masaD(x,y,z) del sélido respecto alos
ejes considerados. Si el sdlido es homogéneo, la simetria de la distribucién de masas coincide con |a simetria geométrica
del volumen que ocupa, representada por centros, gjes o planos de simetria.

En el caso més general de movimiento del sdlido, sus propiedades respecto a la rotacion vienen dadas por €l tensor
deinercial que es un tensor de segundo orden cuya representacion en un sistema de gjes OXY Z esta determinada por
nueve escalares, de la misma forma que un vector (tensor de primer orden) se representa mediante tres escalares (sus tres
componentes en OXY Z). Lajustificacion se vera mas adelante, al estudiar e momento cinético de un solido rigidoen el
caso general. Las nueve componentes del tensor de inercia son, en forma matricial,

Ix _ny _sz
1-| -, L -P, (7.21)
P, P, I,

y, COMO Se Ve, es un tensor simétrico (la matriz que lo representa es simétrica).

Toda matriz simétrica como la (7.21) es diagonalizable, lo que quiere decir que siempre es posible elegir unos gjes
ortogonales OX'Y'Z', rotados respecto alos OXYZ, en los que la representacion del tensor de inercia toma la forma de
matriz diagonal

I, 0 0
Ip,=| 01, 0 (7.22)
0 0 L,

A los gjes OX'Y'Z' que cumplen esta condicion se les [lama ges principales de inerciaen O y alos momentos de inercia
Iv, Iy, 1, respecto a ellos, momentos principales de inercia. Los planos coordenados OX'Y', OY'Z'y OZ'X' se denominan
planos principal es. Paracualquier punto O siempre existen jes principalesdeinerciaen cadainstante detiempo (o entodo
instante si €l sistema de gjes esta ligado a solido). Respecto alos gjes principalesde inercia, los productos de inercia son
nulos.

En general, los tres momentos principales de inercia son diferentesy decimos que el sdlido es asimétrico. Si dos de
ellos coinciden diremos que el sélido essimétricoy si coinciden lostres, que es esférico. En particular, el centro de masas
C del solido se utiliza amenudo como origen de sistemas de referencia en los que representar €l tensor deinercia. Unode
ellos corresponde a gjes principales de inerciaen C y su representacion es

I, 0 0
I,=| 0 I, 0
0 0 I,

Como se dijo, los productos de inerciay los gjes principales de inercia tienen que ver con las simetrias del sdlido
respecto alos gjes e egidos. Asi:
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a) Unejedesimetrian-gonal esun ge principal de inercia respecto a cualquiera de sus puntos (decimos que un gje de
simetriaes n-gond s a rotar el sélido en torno aé un angulo 2B/n no se altera su distribucién de masa, con n>1).

b) En cualquier punto de un gje de simetriatrigonal otetragonal dos de los momentos principal es deinercia son iguales.
c) Lanormal aun plano de simetriaes un ge principal deinerciarelativo al punto en que corta a plano de simetria.

Las propiedades anteriores no se demostraran, pero se ilustraran mediante aplicaciones précticas. S el sdlido es
homogeéneo |as propiedades de simetria respecto a la distribucion de masas se reducen a simetrias geométricas.

Dos sdlidos rigidos que tengan la misma masatotal y los mismos momentos principales de inerciarespecto al centro
demasas se dice que son equimomental es. Dos cuerposrigi dos equimomental estienen el mismo comportamiento dinamico.
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7.4.4 MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS PLANAS

En muchos problemas de ingenieriay paraun area plana
como larepresentadaenlafigura?.16, aparecen expresiones

delaforma
fAydA ; fAy2dA

Se define el momento de primer orden o momento
estético del drea A respecto a e OX mediante la expresion
M_ = f ydA

. ’ A . _ Figura7.16
y de lamisma forma se puede definir el momento de primer

orden respecto a gje OY.

Se define el momento de segundo orden 0 momento de inerciadel area A respecto a ge
OX como

I = fAysz

La denominacién de momento de inercia es inadecuada, ya que se deberia reservar para la
definicion (7.17), pero es practica comin en ingenieriallamarlo asi.

Andogamente, se define e momento de inercia respecto del gje OY mediante

— 2
I, = fo dA
y € momento polar del &rea A respecto a punto O como
I, = fAr2dA

siendo r ladistancia entre el elemento dA y O.

La ecuacion de dimensiones Sl y la unidad de momentos de inercia de areas son
[ =1[la] =L*; Im

Ambos momentos estén relacionados entre si por
I, - fs(x2 +y?)dA = I+

Se define el producto de inercia del area plana A respecto alos gjes XY como

Py = foydA

L os momentos de inercia son siempre mayores gque cero, pero los productos de inercia pueden ser positivos o negativos.

Si rotamos el sistema OXY Z respecto aOZ, siempre existe un sistema de jes OX'Y'Z'en el que P,,=0y atales gjes
les llamamos ejes principales de inercia del dreaplana A en el punto O. I, e |, son los momentos principales de inercia.
Si tomamos como origen del sistema de referencia el centroide C del area plana, entonces alos gjes principalesdeinercia
Cxyz en C selesllama gjes principales centrales deinerciaen C. Todas las propiedades de simetria rel acionadas con los
gjes principales deinerciay comentadas en el apartado anterior son aplicablesal caso de un éreaplana. Sdlo hay que tener
en cuenta que ahora existe un plano de simetriatrivial, que es €l que contiene ala propia area A.

7.28



7.4.5 TEOREMA DE STEINER

El teorema de Steiner o de los gjes paralelos dice:

El momento de inercia de un solido rigido respecto a un gje es igua a su
momento de inercia respecto a otro gje paralelo a primero y que contenga al
centro de masas del sdlido més € producto de la masa M del solido por el

cuadrado de la distancia que separa ambos gjes.

Es decir,

dm

-

s

L, =1I,+Md?

(7.23)

para cualesquiera dos ges OZ'y CZ
- paralelosy distantesd entre si.

c La demostracién es sencilla. Sean
dossistemasde gesO'X'Y'Z'y CXYZ
X paralelos con el origen del segundo en

o v el centro de masas del sdlido. Elijamos
X' dos gescuaesquiera, como O'Z'y CZ.
El momento de inerciarespecto aO'Z'

Figura7.17 es

L, = f (x'%+y’*)dm
M

Losvectoresde posicionr y r' de un elemento de masa dm desde ambos sistemas de gjesy €l
vector de posicionr' . del centro de masas desde el sistema O'X'Y'Z' se representan mediante

xityj+tzk

"=x'i+y'j+z'k

= =
n

v+ 2 Kk
Xcl *Ycl) + Z¢

y estan relacionados entre si por
r=r+r';
lo que implica, en particular, que

X' =X+ X¢
Y=Yy+Ye

Sustituyendo estas ecuaciones en la expresion de |, resulta

L, = f (x2+y?)dm + 2xéf xdm + ZyC/f ydm + (Xc/2+Yé2)f dm
M M M M
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donde X' ey'. sdlen fueradel integrando ya que no dependen de las variables de integracién
dm=Ddv. El primer término del segundo miembro esel momento deinerciadel sélido respecto
al geCZ, |,. El segundo y €l tercero se anulan, yaque lasintegrales son proporcionalesalas
coordenadas X ey del centro demasasen el sstema CXY Z quetiene como origen €l centro
de masas (en é, x.=0, V=0 z..=0). En efecto:

1

1
X = — [ xdm = 0 ; :—f dm = 0
e MfM Yoo T My

El dltimo término esigual ala masa tota del sdlido multiplicada por € cuadrado de la

distanciad entrelos gjes O'Z' y CZ (en efecto,d? = x.” + y4_ como esfacil ver). Resulta

L, = I, +Md?

Parados gesparaelos OX y O'X' tales que ninguno de ellos contenga al centro de masas,
la relacion entre momentos de inercia viene dada por

I, =1 +M@"?-d?

sendo dy d lasdistancias entre los ges OX y O'X'y e centro de masas, respectivamente.
Es claro que d-d? no representa e cuadrado de la distancia entre los ges OX y O'X', en
genera (¢en qué casos si 1o hace?).

El teorema de Steiner serefiere Unicamenteamomentosde inercia respecto a gjes, pero se
puede generalizar a caso de puntos

I, = I,+MOC?
y de planos

donde Cxy representa un plano que contiene al centro de masas, X'Y" otro plano paralelo al
anterior y d la distancia entre ambos.
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7.5 MOMENTO CINETICO DE UN SOLIDO RIGIDO
7.5.1 MOMENTO CINETICO EN EL MOVIMIENTO GENERAL

Como se havisto, la velocidad de un punto de referencia de un sdlido es la magnitud cinemética caracteristica de su
traslacién instantanea, mientras que dinamicamente caracterizamos tal traslacion mediante su cantidad de movimiento p
= mv, (seccion 7.2).

De forma andloga, para describir cinematicamente la rotacion instantanea del sdlido rigido empleamos la velocidad
angular T. El momento cinético Lo, respecto a ciertos puntos de
referencia O' caracteriza dinamicamente tal rotacion instantanea.

Seaun sdlidorigidodemasaM y un sistema dereferenciainercial
S. Un punto del solido, O', nos sirve como referencia para describir la
traslacion instantanea respecto a S, mediante su velocidad v y su 7
aceleracion ay. La rotacion instantanea viene dada entonces por €l
vector velocidad angular T. El €je instantaneo de rotacion y
deslizamiento esta definido por O'y T.

SeaS (OX'Y'Z) unsistemadereferencianoinercial concentroen s
O' y en movimiento de traslacion respecto a S (figura 7.18). El

momento cinético de un elemento puntual dmdel sélidorigido respecto / 0 Y
a0 en € sistemade referencia S es
dL,, = r/xv/dm X

Figura7.18
Lavelocidad absoluta, en el sistemainercial S, del elemento dm viene

dada por
v=vlt+v,,
y lavelocidad de dm en € sistemade referencia S, por
v/ = wxr/
luego

dL, = r/x(w xr’)dm = [t'’0 - (@-r')r’]dm

Losvectores T y r' se representan en componentes de lamismaformaen Sy en S, ya que son dos sistemas de gjes
paraelos en todo instante

— s/ s/ /
o= o i re j e,k
l./ — X/i/+y/j/+Z/k/
con lo que las componentes de dL , vienen dadas por

ALy = (y’2+z’2)mx/dm—x/y’my/dm—x’z’mzldm
dL. )., = -x'y'e_dm+(x'?+2'Dw_,dm-y'z'e dm
o'y X y z
dL, ) = -x'z'w_dm - y'z'0 dm+ (x'*+y' ) _,dm
0'/z X y z

Integrando estas ecuaciones para todos los puntos del solido rigido y teniendo en cuenta que T,, T,, y T, son
independientes de las variables de integracion, resulta

@), = mx/fM(y’2+z’2)dm— my/fo’y/dm— mZ/fo’z’dm
2 2

Loy = —mx/fo’y’dm+my/fM(x’ +z'*)dm - mZ/fMy’z’dm

Lon, = —mx/fo’z’dm— my/fMy/z’dm+ mZ/fM(x’2+y’2)dm
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y, recordando | as definiciones de momentos deinerciarespecto a un gje y de productos de inercia vistas en laseccion (7.4),
se obtiene

LO’x’ ]x/ _Px’y’ _Px/z/ W,/
LO’y’ = —Py/x/ Iy/ —Py/z/ h)y/ (7.24)
LO’z’ _Pz’x’ _Pz’y/ Iz’ W,/
es decir,
Ly = I, o (7.25)

que expresa la relacion entre la velocidad angular instantdnea de rotacion T y el momento cinético respecto a O' en €l
sistemanoinercia S.

Es importante tener en cuenta que al estar S' en movimiento de traslacion, el solido rigido tiene respecto a él un
movimiento de rotacion idéntico al que tiene respecto al sistemainercial S. En consecuencia, los momentos y productos
de inercia que aparecen en las ecuaciones (7.24) son funciones del tiempo en S, lo mismo que T (t). La representacion
matricial del tensor deinercial 5 cambiaen S en cadainstante de tiempo. Esto puede hacer complicado el manejo dela
expresion (7.24). Paraevitarlo, definamos un sistema dereferenciaS,, ligado a solido, con origen en O'y, evidentemente,
no inercial (figura7.19).

Ladistribucion de masas del sdlido rigido en €l sistema S permanece
constante alo largo del movimiento. Losvectores T yr =r" (posicion de un
elemento dm genérico del solido) son idénticosen S'y en S, pero sus
componentes son diferentes.

Para no arrastrar demasiados subindices y simplificar la notacion, a
partir de ahora utilizaremos los versores i, j, y k para el sistema de
referencia S en el quelosvectores T y r, tendrdn por componentes

T=T,i+T,j+T,k

r/r=xi+yj+zk
y utilizaremos subindices 1, 2y 3y versores u,, U, Y U, para el sistema de
referenciainercial S cuando sea necesario.

Repitiendoel procesoquellevd adeducir laecuacion (7.24) obtenemos,

Figura7.19 enel sistema§,
Lo I, -Py P, 0,
Loy | =| P, L ~-P, w, (7.26)
Lo, -P, -P, o,

con la diferencia que ahora tanto los momentos de inercia como los productos de inercia son constantes a lo largo del
movimiento del sdlido.

En forma resumida, la ecuacién (7.26) se escribe
LO/ = io/'ﬁ) (727)
dondel , esel tensor deinerciaen O'. Laecuacion (7.25) esidénticaala(7.27), sin embargo las ecuaciones (7.24) y (7.26)

son diferentes, yaqueexpresan Lo, T el o en componentes. Lascomponentes cambian al cambiar de sistemadereferencia,
pero los vectores y €l tensor de inercia no, siempre que este Ultimo esté referido a mismo origen O'.

Si e punto O' es el centro de masas C del sdlido, entonces las ecuaciones (7.26) y (7.27) toman laforma

LCx ICx - Pny - Psz ® X
Loy | = | Pow Iy ~Pou || @ (7.28)
LCz - PCm - PCzy ICz ® z

L.-I,0 (7.29)

donde | . representael tensor deinerciaen C. Eneste caso el sistema S esel sistema centro de masas. El momento cinético
respecto a un punto P fijo al sistemainercial S se puede expresar, como yavimos en €l capitulo 6,

L, = L.+ PCx(Mv,) = I.-© + PCx(Mv,)
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Engenera Loy T son vectores no paral el os. Representando la ecuacion (7.26) en gjes principales deinerciaresulta

Lo 1L00)( o,
Loy | =| 0L 0 || o (7.30)
Ly, 00L | o,

con IXOIYOIZ, lo quejustificael que L, y T tengan direcciones diferentes. Sin embargo, en el caso de que el sdlido sea
esférico los tres momentos de inercia son iguales, I,=1,=1,=8, y (7.30) se reduce a

Lo=8T
en cuyo caso ambos vectores son paralelos.

Si el sdlido rigido sigue un movimiento plano siempre podemos situarnos en sistemas de referencia en los que sea

simple representar el plano del movimiento y ladireccién de T haciendo, por ejemplo
T=T,k
con lo que & plano del movimiento estard determinado por z=cte. En este caso la ecuacion (7.26) se reduce a
Loy = —ny(oz ) LO/y = —Pyz(.)Z ; Loy = Lo, (7.31)
De nuevo se observaque Lo no es paralelo a T, en general, incluso en el caso de movimiento plano. Sin embargo, aqui
no es necesario exigir que el solido sea esférico para que se cumpla esa condicién. Basta imponer que el sistema §
represente los jes principales de inerciaen O', con lo que P,,=P,,=0 y resulta, de la ecuacion (7.31),
Ly = Lo (7.32)

esdecir, L, esparadeloaT ental supuesto, que ademés serael que utilizaremos habitual mente en aplicaciones précticas.

Puesto que | a inica ecuaci 6n dinamica de que disponemos para caracterizar |atraslacion de un solido rigido es ladel
movimiento del centro de masas (7.8), es normal referir el momento cinético al centro de masas, aungue no siempre es
necesario ni lo massimple. En tal supuesto, utilizaremos las ecuaciones (7.28) y (7.29) v, en el caso de movimiento plano
en gjes principales de inercia, las (7.31) y (7.32) se representan de la siguiente forma,

L w,; Ly =1I,0 (7.33)

cx z

o (7.34)

7.5.2 TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO PARA EL MOVIMIENTO PLANO DEL SOLIDO RIGIDO

En el caso general de movimiento de un sdlido rigido se verifica el teorema del momento cinético que se vio paraun
sistema de particulas materiales, tanto respecto a un punto fijo en un sistema de referencia inercial (apartado 6.5.2,
ecuacion 6.33) como respecto a un punto fijo en un sistema no inercial en movimiento de traslacion (apartado 6.5.3,
ecuacion 6.37). En particular, si el origen O' del sistema no inercial cumple las condiciones indicadas en este Ultimo
apartado (O'/C, a=0 01’ -xa,=0) entonces el teorema del momento cinético adoptala expresion simplificada (6.38), que
es

ar’,
M, = —2
o' T T4t
andloga ala que se cumple en un sistemainercial.

Para aplicar € teorema del momento cinético a estudio dindmico de la rotacion instantanea de un sélido rigido, es
mas simpley (til situarse en un sistema de referenciano inercial en movimiento de traslacion cuyo origen O' cumplauna
de las tres condiciones mencionadas, que en un sistema inercial. En particular, si utilizamos el sistema centro de masas
(O0'/C), obtenemos una expresion del teorema del momento cinético aplicable con gran generalidad y es lo que haremos
parael caso particular simple de movimiento plano.

Sea un solido rigido en movimiento plano. Definimos el sistema centro de masas S, como un sistema de referencia
en movimiento de traslacién con origen en Cy tal que el plano del movimientoes z.=0y T =Tk, en todo instante. En este

sistema se verifica que

dL

M, = ( C_] (7.35)
dt s

7.33



y el momento cinético toma laforma dada por la expresion (7.33)
Le = ~ Py i - Po (D0 je + I (Do ke
siendoic, j¢, Ke los versores del sistema S..
Para evitar la dependencia con € tiempo de los productos y momentos de inercia, definamos un segundo sistema de

referencianoinercial ligado al sélido, S, de jes CXYZ, con origen en C'y con vectoresunitariosi, j, k y tal que CZ./CZ,
k=k en todo instante (figura 7.20).

=
Figura7.21 Figura7.20
El momento cinético respecto a C en este nuevo sistema tomala forma
Lo = -Poyoi-Py,0jrl,0k (7.36)

con Pgyy, Py, I, independientes del tiempo. Noétese que el vector T tiene la misma expresion en Sc que en S, para
movimiento plano.

Teniendo en cuenta que el sistema de referencia S tiene la misma velocidad angular de rotacion T que el sélido
rigido, se verificaque

donde
dL. do dw dw
—<| =-p 2i-p_ 9.1 Lk
[dt]sL &Y gt o g 1 ey
y ©xL, = wkxL, = P 0%i- P w?]
Recordando que la aceleracion angular del sdlido es
4o _do . ok
dt dt

idéntica en los dos sistemas, y sustituyendo en la ecuacion (7.35), resulta

M = (-Pg 0+ P, 0))i+ (-Py,a-P 0h)j+,ak (7.37)
vélidaen € sistema centro de masas S para cualquier instante en el que el sistemaligado al solido, S, coincida con €,
de forma que CX=CX y CY=CY siendo, en consecuencia, ic=i y jc=j paratal instante. En este supuesto la posicién

relativa del sdlido respecto alos sistemas S. y S es idéntica en €l instante considerado y las componentes de M ¢ son
iguales en ambos:
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M = -Pg @ +Pcyzm2
M, = -Pg, o - Po @ (7.39)
M. = 1. «

Cz Cz
En el caso general de movimiento plano es necesario que actlie sobre €l sdlido un sistema de fuerzas que en €l centro
de masas se reduzca a laresultante F y aun momento dinamico M ¢ cuyas componentes viene dadas por (7.38). En estas
condiciones el movimiento plano puede mantenerse solo si se comunican al solido los pares M, y Mg, necesarios. En
particular, si € €je de rotacion es un gje real, interaccionara con el sélido comunicandole esos pares de reaccion.

Sin embargo, si el sistema de referencia S representa ejes principales deinercia en C en todo instante, entonces los
productos de inercia son nulos en é, e momento cinético se expresa como
L.=1

C k

Cz
y las ecuaciones (7.38) se reducen a

Mg =05 My=0; Mg-=IL,a (7.39)
gue seran las que utilicemos en lamayor parte de | as aplicaciones practicas. En este supuesto no son necesarios los pares

Mg Y M, para que se mantenga el movimiento plano, cuya rotacion viene dindmicamente determinada solo por M.

Conviene insistir en que las expresiones (7.38) o (7.39), seguin sea €l caso, son aplicables también para cualquier
sistema de referencia ligado al solido, centrado en un punto P distinto del centro de masas, siempre que se cumpla que
a-=00PC x a, = 0 respecto a cuaquier sistema de referenciainercial, cambiando en ellas C por P.

7.5.3 ECUACIONES DE LA DINAMICA DEL MOVIMIENTO PLANO

Para resolver un problema de movimiento plano del solido rigido es necesario conocer todas las fuerzas y pares que
actlian sobre él alolargo del movimiento. Para ello, como sedijo, es muy Util representar el diagrama del solido libre. El
sistema de fuerzas aplicadas se reduce a laresultante F, invariante, y a momento resultante respecto a un punto P, M,
que cambiaal cambiar de punto, en cadainstante de tiempo. Enlafigura7.21 serepresentala seccién central de un sdlido
en movimiento plano y lareduccién del sistema de fuerzas que actlian sobre él, a centro de masas.

El momento resultante respecto a C, M, en el caso indicado es perpendicular ala seccién central.

Para obtener |a solucién completaal movimiento del sdlido es necesario conocer, ademés, las condiciones iniciales,
dadas por

Yoo = Te(t=0) = Xi+Vod 3 va(t=0) = v i+ vcyoj (7.40)
parael movimiento del centro de masas (aungue también pueden estar referidas a otro punto cualquieradel sdlido) y por
@, = 0(=0) = wk paralavelocidad angular de rotacion. (7.41)

A partir de estos datos podemos plantear y resolver, en principio, las ecuaciones dindmicas del movimiento plano. La
resultante F determina el movimiento del centro de masas (ecuacion 7.8), que en este caso toma laforma
F, = Mag,

X

Fy = MaCy

(7.42)

y el momento dindmico respecto a gje de rotacion que pase por cualquier punto P que cumpla las condiciones indicadas
en el apartado anterior, determina el movimiento de rotacion:
M, = -Pp o+ PPyzw2
M, = -Pp,a-P, 0’ (7.43)
M, = I,a
donde las componentes estan referidas a unos gjes PXY Z en movimiento de traslacidn respecto al sistemainercial S, con
origen enun punto Pligado al sdlidoy tal que permitalaaplicacion del teoremadel momento cinético en su formahabitual .
En particular siempre se puede elegir € centro de masas C.

El problema que se presenta a intentar resolver las ecuaciones anteriores es que necesitamos conocer la posicion
relativa del solido en el sistemadereferenciaPXY Z, paraasi poder determinar cudles son los productos deinerciaen tales
€jes, pero esa es precisamente la solucién que buscamos en €l estudio de larotacién del sélido. Existen, no obstante, dos
casos simples que son los que consideraremos para aplicaciones précticas;
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a) Cuandoexiste un gjederotacion real fijoa sistemadereferenciainercial, o en movimiento rectilineo y uniforme
de traslacién respecto a él. Nos encontramos entonces en el caso de movimiento de un sélido con un gjefijo, ya
estudiado en la seccidn (7.3). Las componentes My, Y Mp, que aparecen en las dos primeras ecuaciones (7.43)
las proporcionalainteraccion del solido con el je mediante pares de reaccion, |o que permite que el movimiento
plano continte.

b) Cuando el sélido tiene la simetria necesaria para que el sistema PXY Z represente gjes principales de inercia en
P paratodo instante de tiempo, independientemente del movimiento del sélido. En este supuesto los productos
de inercia son nulos en todo instante, sélo es necesario considerar la Ultima ecuacion (7.43) y €l movimiento
plano puede continuar indefinidamente como en el caso anterior.

Lastres ecuaciones diferenciales (7.42) y (7.43), junto con las condiciones (7.40) y (7.41) permiten determinar r (t),
vc(t) y T (t) paratodo instante de tiempo en el que no se modifiquen lasfuerzas que actlian sobre el sélido, en los dos casos
a) y b) considerados. Mediante las expresiones de los campos de velocidades y aceleraciones para distintos puntos del
sdlido se puede obtener, a partir de estas soluciones, lavelocidad y la aceleracion de cualquier punto en cada instante.

En los casos en los que las ligaduras que condicionan el movimiento del solido se traduzcan en fuerzas de reaccién
aplicadas sobre él, éstas se introducen como incégnitas en las ecuaciones (7.42) y (7.43) como fuerzas de reaccion y pares
de reaccion. En estas condiciones puede ser necesario utilizar las expresiones del campo de velocidades y del campo de
aceleraciones incluyendo en ellas cineméticamente tales ligaduras y sustituirlas en las ecuaciones (7.42) y (7.43) para
eliminar estas incognitas.

Si se desea utilizar un sistema de referencia no inercial, S,porque sea mas simple en algin caso, para estudiar €l
movimiento del centro de masas, entonces deberemos emplear la ecuacion fundamental de la dindmica para sistemas no
inerciales y sustituir las ecuaciones (7.42) por

F.+F! = Ma/,

F,,+F, = Mag,
donde F, y F, representan las componentes seguin los ejes X' e Y' de S de laresultante de las fuerzas reales que actlian
sobre e solidoy F, y F, las componentes de |as fuerzas de inercia que actiian sobre el centro de masasen S.

7.6 TRABAJO Y ENERGIA MECANICA PARA UN SOLIDO RIGIDO
7.6.1 TRABAJO DE LAS FUERZAS QUE ACTUAN SOBRE EL SOLIDO

En el capitulo 5 se definio el trabajo realizado por unafuerzaalo largo de unatrayectoria
C como
W, = 2F-dr

le

lo que representa una definicion completa para su aplicacion a una particula material, cuyo
comportamiento dinamico esta
totalmente caracterizado por la

5 % - resultante F de las fuerzas aplicadas

F sobre élla.
- ¥ F/‘ Sin embargo, en e caso de un
do solido rigido, e comportamiento
l P \Vz\/F dinamico no depende sdlo de la
F A resultante F, sno también del
Figura7.22 momento resultante M , respecto aun
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punto dereferencia P. Paraobtener unaexpresion completadel trabajo realizado por €l sistema
de fuerzas aplicadas a solido necesitamos hallar la expresién del trabgjo realizado por el
momento resultante M ;..

Como un momento dinamico equivale a un par de fuerzas, hallemos en primer lugar €
trabgjo infinitesmal realizado por un par defuerzascuyo momento esM , (figura7.22), cuando
las dos fuerzas F y -F se desplazan un éngulo d2. Su valor es

6WP:F%dB +F%d6 - F1d0 = M, do (7.44)

M

gue también se puede poner como

OW. =M£dt=Mmdt=M-mdt (7.45)
Pdt P P

M,

siempre que lavelocidad angular T del solido seaparadelaaM,.

Si M,y T son paraléelos en todo instante, entonces €l trabajo realizado por M, en €
intervalo finito entret, y t, viene dado por

W, = ["M, odt (7.46)

M.
p
4

Enel casodeque M,y T no sean paraelos (figura7.23) siempre podemos descomponer
M en dos términos
M, = M, + M,,
uno paraldlo a T y otro perpendicular. M., no realiza trabajo, pues
equivale a un par de fuerzas cuyos puntos de aplicacién no se
ﬁ; desplazan por efecto delarotacion T. Resulta

<3WMP = Mp,-wdt = M, o dt

luego en el caso general laexpresion del trabgjo en un intervao finito
entret, y t, también se puede poner en laforma dada por (7.46).

Mp,

Paraobtener el trabgjo total delasfuerzas aplicadas sobre el sdlido
se debe elegir un punto P de referencia cuya trayectoria respecto aun
sstema de referenciainercia S vengadada por Cy respecto a que el
sistema de fuerzas sereduzcaalaresultante F y a momento resultante M ... El trabgjo total en
un desplazamiento finito del sdlido entre dos instantest,y t, es

Figura7.23

W= [’Fdr,+ [ "M, o dt (7.47)

1o 4

Si cambiamos de punto de referencia €l trabgjo toma el mismo valor, de ahi que en la
notacion de W no se haga referencia a punto. Si el punto de referencia es el centro de masas,
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la ecuacion anterior se expresa

W = 2F-drC+ 12Mc-codt

Lo 4

y lapotenciatotal desarrollada por el sistema de fuerzas que acttian sobre el sdlido viene dada
por
oW
P = K = F'VC+MC'(J)

7.6.2 ENERGIA CINETICA DE UN SOLIDO RIGIDO EN MOVIMIENTO PLANO

y A Dado un sdlido rigido en movimiento plano, respecto a un
sistema de referencia Slaenergia cinética de unaparticuladmviene

dada por (figura 7.24)
dm

dE, = Lv2dm
2

=y

y laenergiacinéticatota es

T C E,- L[ vldm 7.48
c= 5/, (7.48)
e Seleccionando como punto de referenciael centro de masas del

_ sOlido, lavelocidad de dm se puede poner como

o) X V=VetoXxXp
_ siendovc lavelocidaddeCen S, T lavelocidad angular instantanea
Figura7.24 de rotacion del solido (T=Tk en movimiento planoy segiin los gjes
elegidos) y D e vector de posicién relativa de dm respecto aC.

Multiplicando escalarmente la expresion anterior de v por si misma, resulta
Vi= ver(@xpY+2(Vex@)p

y sustituyéndola en (7.48) se obtiene
1

- Iyy2i 1 2 .
E. 2Mvc+2fM(m xp)dm +2(vy xw) fMpdm

El Gltimo término de esta expresion es nulo yaque aparece en él laposicion D del centro de masas relativa al centro
de masas, con lo que
il
= — dn =0
Pc M P
M

evidentemente.

Teniendo en cuenta que (T xD)2 es un escalar que se ve lo mismo desde S que desde S, podemos calcular su valor
desde el sistema S- en e quelosvectoresD y T se representan por

o =0k
p =xi+tyj+zk
con lo que
(@xp) = (-oyi+oxj) = 0?x?+y?
resulta

_ 1 2.1 ., 2 2

E.= —“Mv i+ -o x%+y?)dm

¢ = oM+ o[ (Pry?)

que, recordando la definicién de momento de inercia respecto aun gje, equivale a
1 1

2
E. = EMvC + EICZ(;)2 (7.49)

La ecuacién anterior no es sino la expresion del teorema de Konig adaptada al caso de un solido rigido. El primer
término del segundo miembro representa la energia cinética de traslacion del sdlido con referenciaal centro de masas; €l
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segundo representa la energia cinética de rotacion en torno a un e perpendicular al plano del movimientoy que pase por
el centro de masas.

Si referimos el movimiento del sdlido al centro instantaneo de rotacién, |, la expresion (7.49) se reduce a
1
E, = EIIZ w? (7.50)
siendo I, el momento de inercia respecto de un gje perpendicular a plano del movimiento que pasa por |.

Respecto a | €l sélido solo tiene movimiento de rotacién. En el caso general de movimiento plano solo es posible
expresar la energia cinética de un sdlido rigido mediante ecuaciones tan simples como (7.49) y (7.50) refiriéndolaa C o
al, respectivamente.

Para un solido rigido en movimiento general la energia cinéticatomalaforma

E, - Imv2+ 1L
2 2

c T

C

gue no demostraremos. Se propone como ejercicio comprobar que se reduce a (7.49) para el caso de movimiento plano.

7.6.3 TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA PARA EL MOVIMIENTO PLANO DEL SOLIDO RIiGIDO

Considérese un sdlido rigido en movimiento plano respecto a un sistema de referenciainercial Sy sean F y M la
reduccién al centro de masas del sistema de fuerzas aplicadas sobre €l sdlido. Para un intervalo de tiempo entre t, y t,
durante el cual el centro de masas se desplaza a lo largo de una trayectoria C entre dos puntos 1y 2, se verifica que €
trabajo total de las fuerzas que actlian sobre el sélido esigual a

do

' fl2F-drC+f;:’MC-m dt = L2M%-drc+ft:11&m Edt

2 2 2.1 2 2 ,.1
Mf1 vc'de+Ich1 o-do = Mfl d(EVC)+ICZf1 d(E(oz)

1,2 1 2 Tapo2 .1 2
(EMch + 51&‘92) - (EMvcl + 51&‘91]

esdecir
W = E.(2)- E.(1) (7.51)

lo que significa que el trabajo total de las fuerzas que actdan sobre el sdlido en un intervalo esigual alavariacion de su
energia cinética en ese interval o, respecto a un sistema de referenciainercial.

Parala demostracién se ha utilizado la reduccion del sistema de fuerzas al centro de masas del sdlido pero el trabajo
asi calculado vale o mismo parala reduccién a un sistema equivalente en cualquier otro punto del solido.

7.6.4 ENERGIA POTENCIAL DE UN SOLIDO RIGIDO EN EL CAMPO DE
GRAVEDAD TERRESTRE

Paratoda fuerza conservativa que actlie sobre un sdlido rigido, el trabajo realizado por ela
se puede expresar como la variacion de la energia potencial asociada, cambiada de signo. En
€l caso habitual de que € sdlido se mueva en las proximidades de la superficie de latierra se
encontrar4 sometido a la accién del campo de gravedad terrestre g, que consideraremos
uniforme en general y que se traduce en una resultante Mg, el peso, aplicada en €l centro de
gravedad. Como se vio, se puede considerar que el centro de gravedad y el centro de masas
C coinciden paralagran mayoria de las aplicaciones practicasy nosreferiremosen lo sucesivo
a centro de masas Unicamente.
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Laenergia potencial asociada a campo uniforme g
para un solido rigido es fécil de cacular. Sea un
elemento diferencial de masa dm (figura 7.25). Su
energia potencial gravitatoria viene dada por

dE,=gzdm

s adoptamos como nivel de referencia de energia
potencial nula el plano horizontal z=0 de un cierto 0o
ssema de ges OXYZ. La energia potencia
gravitatoria total del solido con esta referencia se
obtiene por integracion

E, - fMdEP - ngzdm Figura7.25

gue, recordando las definiciones de centro de gravedad y de centro de masas, se puede escribir
como
E, = Mgz, (7.52)

Laenergia potencial gravitatoria de un solido rigido esigual ala que tendria todalamasa
M del solido s estuviera concentrada en el centro de masas.

7.6.5 TEOREMA DE LA ENERGIA MECANICA PARA UN SOLIDO RIGIDO

Sea un solido rigido cuyo movimiento esta referido aun sistemainercial S. El sistemade
fuerzas aplicado sobre él en un intervalo entret, y t, equivale en un punto P cualquieraala
resultante F y al momento resultante M. En el caso general actuarén sobre €l solido tanto
fuerzas de tipo conservativo como de tipo disipativo, de forma que

F=F.+Fp Mp=Mpc + Mgy
y €l trabgjo total, en € intervalo considerado, se puede separar en dos términos

W =W, +W,
sendo

W, = fl2FC-drP+fl2MPC-m dt = Ey(1) - E,(2)

donde E, representa la energia potencia total del solido rigido, suma de las energias
potenciales de las distintas fuerzas conservativas a que esta sometido.

Teniendo en cuenta la expresion anterior y el teorema de la energia cinética (7.51) se
obtiene

WD = [Ec(2) + Ep(z)] - [Ec(l) + Ep(l)]
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siendo E=E_+E; la energia mecénicadel sdlido. Es decir

W, = EQ2) - E(D) (7.53)

gue eslaexpresion del teorema de laenergia mecanicaparaun sistemade particul as, aplicable,
evidentemente, para el caso particular de un sélido rigido.

Si € trabajo debido a fuerzas disipativas es nulo (W,=0) se conserva constante la energia
mecanica del solido.
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